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SUR LE PROBLEME INVERSE DE
L’ENDROIT DE PREMIER

PASSAGE POUR DES
PROCESSUS INTÉGRÉS *

par Mario LEFEBVRE
✓

Ecole Polytechnique de Montréal

Résumé

Soient y(t) un processus de diffusion unidimensionnel et x(t) l’intégrale
de y(t). Soit T(y) l’instant où le processus y(t), parti de y(0) = y, est égal
à d (> 0) pour la première fois. On démontre un théorème qui donne des
conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une fonction complexe puisse
être considérée comme la fonction génératrice des moments de x(T(y)) pour
un certain processus de diffusion y(£). Des exemples où le théorème est utilisé
pour construire des solutions à des problèmes d’endroit de premier passage

sont présentés.
* Recherche subventionnée par le Conseil de recherches en sciences naturelles et en génie

du Canada et par le fonds FCAE du Québec.
Classification des sujets AMS (1991). Principale 60J70; secondaire 60J60.
Mots clés. Processus bidimensionnels, équation de KolmogorofF, endroit de premier

passage.
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1 Introduction.

On considère des processus stochastiques bidimensionnels £(t) = (x(t),y(t))
définis par le système d’équations différentielles

dx(t) = y{t)dt, (1)
dy(t) = m(y(t))dt + [2v(y(t))]1/2dW(t), (2)

où v(y(t)) > 0 et W{t) est un mouvement brownien standard. Supposons
que y(0) = y > d > 0. On définit

T (y) = inf{< > 0 : y(t) = d|y(0) = y}. (3)

Dans cet article, on s’intéresse à la distribution de x(T(y)). Soit

M(x, y; a) = E{exp[-ax(T(y))|x(0) = x, y(0) = y]}, (4)

où l’on suppose que a est un paramètre complexe dont la partie réelle est
positive. Alors, sous certaines conditions de régularité sur les fonctions m(y)
et u(y), la fonction génératrice des moments M(a:,y;a) satisfait à l’équation
inverse de Kolmogoroff

v(y)Myyixi y\a) + rmpjwy;a) - ayM(x, y; a) = 0. (5)
De plus, la fonction M doit être telle que

0 < \M(x,y,a)\ < \e~ax\ Vy > d (6) I
et doit satisfaire à la condition à la frontière

M(x, d; a) = e~ax. (7)

Notons que, puisque y(t) >0 VfG [0,T(y)), x(t) augmente avec i, de sorte
que x(T(y)) > a:(0) = x.

Le problème de calculer explicitement la fonction M et/ou la fonction
de densité de x(T(y)) dans des cas particuliers importants a été considéré
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récemment par Lefebvre (1989a,b) et Lachal (1991), en particulier. Ceux-ci
se sont intéressés au cas où y(t) est un mouvement brownien standard et à
celui où y(t) est un processus d’Ornstein-Uhlenbeck.

Dans le présent article, on considère le problème inverse; c’est-à-dire, on

se pose la question suivante: sous quelles conditions une fonction complexe
quelconque peut-elle être interprétée comme étant la fonction génératrice des
moments d’un endroit de premier passage x(T(y)) pour un certain processus

I de diffusion y(t) ?
Un problème connexe, soit celui de donner des conditions nécessaires et

suffisantes pour qu’une fonction complexe quelconque d’une seule variable
puisse être considérée comme la fonction génératrice des moments d’un in-
stant de premier passage pour un certain processus de Markoff continu et
stationnaire (par rapport au temps), a été résolu par Capocelli et Ricciardi

| ! (1972). De plus, le problème de construire des densités d’instants de premier
passage pour des processus de diffusion unidimensionnels a encore été l’objet
de recherches récemment; voir Giorno et al. (1988) et Gutiérrez Jâimez et al.

* (1991).
A la section 2, un théorème qui permet de caractériser les fonctions M

telles que définies en (4) est démontré. Des exemples d’applications du
\ théorème sont présentés à la section 3 et des remarques finales sont faites

à la section 4.

| I 2 Caractérisation des fonctions génératrices
des moments.

I Notons d’abord qu’une solution du système (1), (2) peut être interprétée^ '
comme étant une solution du système d’équations intégrales

,G
ï î{i) = (W+^Joy(s)ds,J^m(y(s))ds + J^[2v(y(s))]1,2dW(s)>j. (8)

»n Ensuite, supposons que les fonctions m(y) et v(y) satisfont aux conditions
re | suivantes:

t
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Hl: la fonction m(y) est de classe C1 et sa dérivée est bornée dans l’intervalle
(d, oo);
H2: la fonction positive v(y) est de classe C2 et v(y), de même que v'{y) et

v"(y), sont bornées dans l’intervalle (d, oo).

Sous les hypothèses Hl et H2, l’équation intégrale (8), avec £(0) = (s, y),
possède une solution et celle-ci est unique (voir Fleming et Rishel (1975, pp.

117-131), par exemple). De plus, cette solution est un processus de diffusion.
Enfin, sous les mêmes hypothèses, l’équation de Kolmogoroff (5) est valide
et une solution de cette équation qui satisfait aux conditions (6) et (7) est
la fonction génératrice des moments d’un endroit de premier passage pour

un processus de diffusion bidimensionnel £(t) = (x(<), y(£)), y(t) étant un

processus de diffusion dont les moments infinitésimaux sont donnés par m(y)
et 2v(y).

Donc, on peut affirmer qu’une condition suffisante pour qu’une fonction
complexe M(x, y; a) puisse être considérée comme la fonction génératrice des
moments d’un endroit de premier passage x(T(y)), où T(y) est défini en (3),
est qu’elle doit être une solution de l’équation (5), en plus de satisfaire à (6)
et (7), pour des fonctions ra(y) et v(y) qui satisfont aux hypothèses Hl et
H2. De plus, on déduit de l’équation (8) que l’on peut supposer, sans perte
de généralité, que æ(0) = 0.

Maintenant, en isolant m(y) dans l’équation (5), on obtient (en laissant
tomber les arguments x (= 0) et a de la fonction M):

m{y) = ay
M{y)
M'(y) v(y) M"{y)

M’(y) '
En utilisant le fait que m(y) est une fonction réelle, on peut écrire que

™(y) = yRî ~ v(y)R2 (9)

et

0 = yh - v(y)I2,
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d’où l’on tire:

v(y) = yh/h, (io)
OÙ

Mi = Re{aM/M'},
R2 = Re{M"/M'},

et Ii et I2 sont les parties imaginaires des quantités entre accolades.
Donc, on déduit que le membre droit de l’équation (10) ne doit pas

dépendre du paramètre a et doit être tel que la fonction v(y) correspondante
vérifie l’hypothèse H2. Si tel est le cas, on peut alors remplacer v(y) par le
membre droit de l’équation (10) dans l’équation (9). Ici aussi, la fonction
m(y) ainsi définie ne doit pas dépendre de a et elle doit vérifier l’hypothèse
Hl.

Nous avons donc démontré le théorème suivant.

Théorème 2.1 Des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une fonc-
tion complexe M puisse être interprétée comme étant la fonction génératrice
des moments d’un endroit de premier passage, x(T(y)), pour un processus de
diffusion bidimensionnel [x{t),y(t)) défini par le système (1), (2) sont qu’elle
doit satisfaire aux conditions (6) et (7) (où l’on suppose que x = 0) et que les
fonctions v(y) et m(y) définies par les équations (10) et (9), respectivement,
ne doivent pas dépendre du paramètre a et doivent vérifier les hypothèses Hl
et H2.

Remarques.
1) Dans le cas où y = oo est une frontière inaccessible pour le procès-

sus y(t), c’est-à-dire une frontière que le processus a une probabilité nulle
d’atteindre en un temps fini, le fait que m'(y), v(y), v'(y) et v"(y) ne soient
pas bornées à l’infini (ce qui est nécessaire, selon les hypothèses Hl et H2)
ne devrait pas causer de problème véritable.
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2) Si l’on décide d’isoler la fonction v(y) dans l’équation (5), plutôt que

m(y), les équations (10) et (9) sont remplacées par

m{y) = ylml/lm2 (h)

v(y) - yRei - m(y)Re2, (12)

Rei = Re{aM/M
Re2 = Re{M'!M"},

et les Irrii sont les parties imaginaires correspondantes, pour i = 1,2. Cepen-
dant, les équations (10) et (9) nous semblent plus faciles à utiliser en pratique.

A la section suivante, nous allons donner des exemples où le théorème
ci-dessus est utilisé pour construire des solutions explicites à des problèmes
d’endroit de premier passage pour des processus de diffusion intégrés.

3 Exemples d’utilisation du théorème.
En premier lieu, on peut mentionner que les solutions déjà connues aux

problèmes du type considéré ci-dessus nous permettent de vérifier la validité
du théorème dans ces cas particuliers. En effet, dans le cas où y(t) est un
mouvement brownien standard, la fonction M(y; a) est donnée (voir Lefebvre
(1989a)) par

M(y;a) = Æ(a1^3y)/Æ(a1^3d),
où Ai est une fonction d’Airy. De même, dans le cas où y(t) est un processus
d’Ornstein-Uhlenbeck, on trouve (voir (Lefebvre (1989b)) que

M(y\a) = exp[(y2 - d2)/4]£/(c,y + 2a)/U(c,d + 2a),

où U est la fonction de Whittaker (voir Abramowitz et Stegun (1965, p. 687))
et c == —[a1'2 + (1/2)]. Toutefois, les calculs requis pour obtenir les fonctions
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v(y) et m(y) à l’aide des équations (10) et (9) (ou (12) et (11)), sont lourds
lorsque la fonction M{y\a) est donnée par une fonction spéciale comme ci-
dessus. Notons qu’on pourrait avoir recours à un logiciel mathématique,
comme Mathematica par exemple, pour obtenir v(y) et m(y). Cependant,
nous préférons donner des exemples plus simples, où les calculs se font di-
rectement. Etant donné que, dans les applications, il est souvent nécessaire
de remplacer une solution exacte exprimée à l’aide de fonctions spéciales par
une solution approximative donnée par des fonctions élémentaires, il nous
semble préférable de présenter des exemples où la fonction M(y\ a) est assez
simple et de voir à quel processus de diffusion y(t) correspond la fonction
choisie.

Un premier exemple où les calculs requis pour obtenir v(y) et m(y) se
font directement est celui pour lequel (voir Lefebvre (1990))

M(y\a) = Aro(2v/ôÿ)//i0(2Vad) (13)

pour y > d > 0, où K0 est une fonction de Bessel modifiée. En utiüsant les
formules (voir Abramowitz et Stegun (1965, p. 376))

K'0(z) = -K^z)

et

MU = ~Ko(z) - -Ki(z),
Z

on trouve que v(y) = y2 et m(y) = y. Ainsi, la fonction M(y,a) définie
en (13) correspond au processus de diffusion unidimensionnel y(t) qui est
parfois appelé un mouvement brownien géométrique, ou encore un processus

lognormal (voir Karlin et Taylor (1981, p. 175)). Il faut maintenant vérifier
si la condition (6) (avec x — 0), de même que les hypothèses H1 et H2 sont
satisfaites. Dans le cas de la condition (6), on peut supposer, maintenant
que les moments infinitésimaux m{y) et 2v(y) ont été calculés, que a est en
fait un paramètre réel positif. La condition (6), avec x = 0, devient alors

0 < M{y\a) < 1 Vy > d.
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Or, la fonction Ko(x) est réelle et décroissante pour x > 0. Alors, la fonction
M(y; a) donnée en (13) satisfait à cette condition. De plus, ra(y) = y satisfait
à l’hypothèse Hl. Cependant, la fonction v(y) = y2, de même que sa dérivée,
ne sont pais bornées dans l’intervalle (d, oo), de sorte que l’hypothèse H2 n’est
pas respectée. Toutefois, en utilisant les formules dans Karlin et Taylor (1981,
section 15.6), on montre facilement que y = oo est une frontière naturelle, et
donc inaccessible, pour le processus y(t). Par conséquent, le fait que v(y) et
v'{y) ne soient pas bornées dans l’intervalle (d, oo) peut être négligé.

Notons que y = 0 est également une frontière naturelle pour le mouvement
brownien géométrique défini ci-dessus, de sorte que l’on aurait pu considérer
le problème où 0 < y < d. Dans ce cas, la solution obtenue est (voir Lefebvre
(1990))

M(y;a) = /0(2v/âÿ)//0(2v/âd),
où I0 est une autre fonction de Bessel modifiée. Cette fois-ci, l’hypothèse H2
est vérifiée puisque les fonctions v(y) = y2 et v'(y) — 2y sont bornées dans
l’intervalle (0,d).

Considérons maintenant la fonction

M(y; a) — exp[a(d — y)] pour y > d.

On obtient immédiatement de l’équation (10) que v(y) = 0. Puisque v(y)
doit être une fonction strictement positive (car si v(y) = 0 le problème en-
tier devient déterministe), on doit conclure qu’il n’y a aucun processus de
diffusion y(t) pour lequel la fonction M(y\a) = exp[a(d — y)] puisse être
interprétée comme étant égale à Æ{exp[—ax(T(y))]|x(0) = 0,y(0) == y}.

En fait, un problème qui arrive plus fréquemment lorsque l’on calcule les
fonctions v(y) et m(y) qui correspondent à la fonction M(y;a) choisie est
que v(y) et m(y) dépendent souvent du paramètre a, ce qui contredit une
des conditions de validité du théorème 2.1.

Si l’on modifie quelque peu la fonction M(y;a) ci-dessus en posant:

M(y; a) = exp[y/â(d - y)], (14)
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on trouve que

et

v(y) =: y

m(y) = 0.

Puisque y = oo est une frontière inaccessible pour le processus de diffusion
y{t) dont les moments infinitésimaux sont m(y) = 0 et 2v(y) =g 2y, et puisque
l’hypothèse H1 et la condition (6) sont vérifiées, on peut affirmer que la
fonction M(y; a) définie en (14) est la fonction génératrice des moments de
x(T(y)) pour le processus de diffusion défini par

dy(t) = \/2y(t)dW(t).
Notons que ce processus, à une constante multiplicative près, est connu sous
le nom du “carré de Bessel” de dimension 0 (voir Revuz et Yor (1994, chap.
XI)).

Deux autres fonctions du type exponentiel que l’on peut considérer sont
les suivantes:

Mi (y; a) = exp[y/â(d2 — y2)] pour y > d > 0

et

M2(y\a) = exp[2y/â(d1/2 - y1/2)] pour y > d > 0.
Des calculs élémentaires nous donnent:

(15)

(16)

mi (y) = -y 2 et Vi(y) = y 1
dans le cas de la fonction Afi, tandis qu’avec M2 on obtient:

m2(y) = y/2 et v2(y) = y2.
Les fonctions mi(y) et Vi(y) ci-dessus satisfont aux hypothèses H1 et H2,

respectivement, et la condition (6) est également vérifiée. Alors la fonction
Mi (y; a) définie en (15) est bien une fonction génératrice des moments pour
un endroit de premier passage x(T(y)).
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Le second exemple ci-dessus est, à notre avis, plus intéressant. On voit
que les moments infinitésimaux que l’on a calculés sont semblables à ceux

du mouvement brownien géométrique considéré auparavant. En fait, si X(t)
est un mouvement brownien dont la moyenne infinitésimale est égale à fi et
la variance infinitésimale à cr2, alors le mouvement brownien géométrique,
défini par

y(*) = exp[X(<)],

possède des moments infinitésimaux donnés par (voir Karlin et Taylor (1981,
p. 175))

et

4M m 44
Ainsi, on déduit de ce qui précède que la fonction M2(y;a) définie en (13)
correspond au cas où fi = 0 et a2 = 2, tandis que celle définie en (16) est
telle que <j2 = 2 mais fi — —1/2. Il est clair que dans ce cas aussi le processus

y(t) possède une frontière inaccessible en y = oo, et on peut conclure comme

précédemment que M2 est une fonction génératrice des moments d’un endroit
de premier passage pour un processus intégré.

Un autre exemple avec une fonction élémentaire est celui où

Mp a) = (d/y)^ pour y > d > 0.
Cette fois-ci, on trouve que

m3(y) = y2 et v3(y) = y3.

Etant donné que y = oo est une frontière inaccessible pour le processus de
diffusion y(t) dont les paramètres infinitésimaux sont y2 et 2y3, la fonction
M3 est aussi valide, puisque la condition (6) est satisfaite.

Finalement, un dernier exemple est le suivant:

—\fâ(y; a) = (1 + y) pour y > 0.
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On a alors:

m4{y) = Î/(1 + y) et v4(y) = y(l + y)2.
Le même raisonnement que dans le cas précédent nous permet de conclure
que M(y,a) est la fonction génératrice des moments de l’endroit de premier
passage x(T(y)) pour le processus y(t) défini par

dy{t) = y(t)[ 1 -|- ptllf + [y(t)]1/2[l + y(t)\dW(i).
4 Conclusion.

Dans cette note, nous avons considéré le problème de construire des solutions
explicites à des problèmes d’endroit de premier passage pour des processus

de diffusion intégrés. Nous avons démontré un théorème qui donne des con-
ditions nécessaires et suffisantes pour qu’une fonction complexe quelconque
puisse être considérée comme la fonction génératrice des moments d’un tel
endroit de premier passage. De plus, le théorème a été utilisé pour constru-
ire plusieurs exemples de fonctions complexes qui peuvent effectivement être
associées à un certain processus de diffusion unidimensionnel. On s’est limité
à des exemples où la fonction choisie était relativement simple, principale-
ment à cause du fait que, comme mentionné ci-haut, il est souvent nécessaire
dans les applications de remplacer une solution exacte exprimée à l’aide de
fonctions spéciales par une solution approximative donnée par des fonctions
élémentaires.

Pour démontrer le théorème, on s’est inspiré de l’article de Capocelli
et Ricciardi (1972) qui donne une méthode pour construire des fonctions
génératrices des moments d’instants de premier passage pour des procès-
sus de diffusion unidimensionnels. Une généralisation de leurs résultats peut
être envisagée au cas des processus de diffusion bidimensionnels. Cependant,
il faudra se limiter à des cas particuliers des processus bidimensionnels car

l’équation de Kolmogoroff qui correspond à l’équation (5), en deux dimen-
sions, contient cinq fonctions inconnues: les deux moyennes infinitésimales
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et les trois moments infinitésimaux d’ordre 2 (si l’on suppose que les deux
processus ne sont pas nécessairement indépendants).
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