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1 Introduction

On étudie ici les propriétés des tableaux de Burt et de Condorcet associés a un
tableau de contingence kyy muni d'une structure définie par une partition soit de
l'ensemble I de ses lignes, soit de I'ensemble J de ses colonnes. Aprés avoir rappelé
(§ 2) 1a définition et les propriétés de ces tableaux, on étudie (§ 3) les propriétés des
tableaux de Burt et de Condorcet associés au tableau dont I'Analyse Factorielle des
Correspondances (A.F.C.) réalise I'analyse intraclasses du tableau kjj, puis on
examine le cas particulier fort important dans la pratique ol kjj est un tableau
disjonctif complet. Au § 4, on montre, kiy étant toujours un tableau disjonctif
complet, que 1'A.F.C. du tableau de Condorcet peut étre considérée comme une
analyse interclasses, ce résultat subsistant si on remplace kyj par le tableau dont
I'A.F.C. réalise l'analyse intraclasses de kyj, quand on a une partition sur J. Enfin
au § 5, on généralise quelques critéres relationnels en classification, critéres
introduits par Marcotorchino et Michaud, et I'on indique comment modifier ces
critéres pour s'affranchir de la structure a priori dont est muni le tableau kyj.
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2 Notations. Rappels sur le tableau de Burt et le tableau
de Condorcet

On considére un tableau de contingence ky; = {k(j,j) liel,je J} défini sur le
produit de deux ensembles finis I et J, et on désigne par k; = {k(i,.) liel ,et
k; = {k(.,j) | je J}ses marges:

ki) = ki) je 1), ki) = Xlk@plie ) ©
Dans certaines parties du texte, on supposera que

- soit I est muni d'une partition: I = u{ I Ipe P}

- soit J est muni d'une partition: J = U { Llre R}

- soit I et J sont tous les deux munis d'une partition.

On posera alors:

K(pg) =2, (kGij) i€ Ip)
k(p,) = 2, (ki) i€ Ip)
kG, =2, (kGj)1je ) n
k(.0 =2, {k()1j e I
k(pr) =2, (k(ij)lie I, je T

On notera aussi k(i), k(j), k(p), k(r) pour k(i,.), k(..j), k(p,.) et k(.r)
respectivement quand il n'y aura pas de confusion a craindre, et I'on désignera par k
le total du tableau ki,

Rappelons que le tableau de Burt sur J x J associé a kyy est le tableau Byy de
terme général B(j,j') défini par:

B(ij) = 2, {kGjkGy) /kG,) lie 1) o)

tandis que le tableau de Burt sur I x I associé au tableau kyy est le tableau Cyp de
terme général C(i,i') donné par:

i) = 2, {kGka) /K. 1€ J) 3
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Ce tableau, qui a été appelé tableau de Condorcet pondéré par Marcotorchino et
Michaud dans le cas o kyj, est un tableau disjonctif complet et que nous appellerons
ici tableau de Condorcet, réservant le nom de tableau de Burt au tableau Bjj.

Aux tableaux Bjj et Cy, on peut associer les tableaux complémentaires Bj; et Cy
dont les termes généraux B(j,j") et C(i,i') sont respectivement défir‘is par:
C(,i) + C(@',i"

C(i,i" = (CliLY)

s .. o @
B(j,j') = Mi__lig._’-l_), = Bst')

Rappelons quelques propriétés des tableaux Bjj et Cyy.
Les deux marges de Bjj (resp Cyy) sont égales a ky (resp k).

Si (@', ¢’ ) est un couple de facteurs associés issu de ' Analyse Factorielle des
Correspondances (A.F.C.) du tableau kjj et relatif & la valeur propre A, alors
(9, ¢") (resp ( o', ¢! )) est un couple de facteurs associés issu de I'A.F.C. de Byj
(resp Cyyp) et relatif a la valeur propre 7

Si I'r(kyy) désigne l'inertie totale dans I'A.F.C. du tableau kyj, on a:

foleyy = 3 Codl g EE(X‘” ©)
j

k@) k(i)

Par ailleurs, on déduit immédiatement des relations (2), (3), (4) définissant les
tableaux Byj, Cyy, By et Cyy que:

o _ 1y (kG - KG)P

Sl = E kG)

(©)

b
=

Dans le cas ou k(i) est constant, et donc égal 2 k / Card(I),on a, si d2(i.,i")

désigne le carré de la distance du chi-2 entre les profils des lignes 1 et i' du tableau
ki

d%(i,i) = [2 (Card(D)? /K] C (i,i") )

L'inertie totale Ir(kyy) dans I'A.F.C. du tableau kjj, qu'on notera aussi It, peut
alors s'écrire puique la masse pj de chaque ligne i est égale 3 k(i) /k = 1/ Card(l):;
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Ir = (1/2) Y, pipr d%Gi) = (1/k) Y, CGi) =C(..) /1 k =C(.,.) 7 C(.) ®

Jupnd’ 35t
C(.,.) et C(...) désignant les totaux respectifs des tableaux Cy; et Cyy .

De méme, si k(j) est constant, on a avec des notations symétriques des
précédentes:

d%ij) = [2 (Card®? /K] B (i) (7 bis)

It = B(,) /k = B(..)/B(..) ©)

Les relations (6) et (8) ont été données par Marcotorchino (1989) dans le cas
particulier ot kpj est un tableau disjonctif complet. Toujours dans ce cas,

Marcotorchino montre que la relation (9) reste valable (bien que, en général, k(.,j) ne
soit pas constant).

3 Cas d'un tableau structuré par une partition sur 1'un
des deux ensembles I ou J

3.1 Cas d'une partition sur J

On suppose donc qu'on a la partition de J définie par J = u{ il re R} .On
sait que I'analyse intraclasses (cf. par exemple Benzécri (1983), Cazes & Moreau
(1991)) revient a effectuer I'A.F.C. du tableau Ry de terme général R(i,j) donné par:

VjeJ : RGj) = kij) - kﬁil(‘g’r) + k(i)lfd) (10)

cette analyse permettant de s'affranchir de la structure définie par la partition
derl®

On désignera par Bgryy et Cryy les tableaux de Burt et de Condorcet associ€s au
tableau Ryj, i.e. tableaux obtenus a partir des formules (2) et (3) ol le tableau ki est
remplacé par Ryj.

Compte tenu de ce que les tableaux kjy et Ryj ont méme marge, on obtient apres
un calcul sans difficultés, les expressions suivantes pour les termes généraux
BRr(j,j") et Cr(i,i") des tableaux Bryj et Cryj (cf. Cazes & Moreau (1991)):

Viel Vjel:
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BrGd) = BG) - “pipy - Kpi iy o KOK@O g o KOKG)

k() k) K(OK(r) ok
avec E !

BG) = X BGi) = 3 OO - 5y

jel i o (12)
B(rt) = 3, B(j) = Y G, 2(l§1r)
jel, i
j el

Viiel: Crd) = CGi)- Y, KEGOKED | kOkE) (13)

r k(r) k

Remarque

Compte tenu de ce que les deux marges de Bjj sont égales 2 kj, on déduit de
(11) que le tableau Bryj est le tableau dont I'A.F.C. réalise 1'analyse intraclasses
double (ou analyse interne) (cf. Cazes, Chessel & Doledec (1988), Cazes & Moreau
(1991)) du tableau Byj, chacun des deux ensembles J étant muni de la partition

définie par les classes Jr (re R).

Tenant compte de (4) et de (13), on obtient comme terme général Cr(i,i") du
tableau complémentaire Crii l'expression:

PR LA N2
Cr(i,i) = C(l ity 2 1 z (k(, r)k(ll-';(i r) + (k(i) 211:(1 ) (14)

£

expression qui se simplifie si k(i) est constant, le dernier terme de cette
expression étant alors nul.

L'inertie interclasses Ig(kyy) du tableau kjj relativement 2 la partition R sur J est
l'inertie totale IT( kir) du tableau kir de terme général k(i,r) (i€ I, r e R), soit:

o) = i = 3, 3 k';)('kg) : 15)

k(,k(,j")
i z Z Z 2 k(l)k(r) (16)

£ jeljel
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jeljel (17)
B(r, ’
2 2 k((fr;)-l (18)

d'on pour l'inertie intraclasses Iw(kyy) = It(Ry) = Ir(ky) - Is(ky), et compte
tenu de (5):

B(.,j B(r,
i) = 3 588 5 S50 (19)
i r

Nous allons donner une autre expression de ces inerties interclasses et
intraclasses 2 partir de la relation d'équivalence Y associée a la partition R et définie
par:

yii =1  sijetj appartiennent & la méme classe

yii =0 sinon (20)

On déduit alors de (17) que:

B 2
Ig(kiy) = Z 2 k((l'}(lj); Yii' - @2n

= ALRE

1(j) désignant la classe de j dans la partition R .
comme: k(r(j)) = Z{ k(") v 11" € J} (22)
(21) s'écrit encore:

Ig(ky) = B(,j)) ————— -1
B(kn 2 (s Zk(l") - 23)

L'inertie intraclasses s'écrit alors, compte tenu de (5):

BG.J) _
Iw(ky) = : B =y
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Dans le cas ot k(j) est constant et donc égal A L = k / Card(J), les relations
précédentes se simplifient, et on a:

B(r,r)

Toky) = Z Card(l;) - )

= %E B(.j") % =] (26)
Iwiky) = L (JZ e @n
Iw(ky) = %sz‘, B(j.j) % (28)
avec:y; = 2, {yy | j e J) (29)

Notons que la relation (28) peut s'obtenir & partir de (4) et de (24) en tenant
compte du fait que:

Z B(jj) = 1 Z BG.) + BG Dy ! yj (30)
j

J,J

cette dernicre relation résultant du fait que si yjj' est non nul (j et j* appartiennent
ala méme classe Jp) y; = y;j (= Card(Jy) ).

La relation (23) a déja été donnée par Marcotorchino (1989) dans le cas
particulier ol ky est un tableau disjonctif complet. Toujours dans ce cas (étudié au
§ 3.3) Marcotorchino donne d'autres expressions relationnelles (i.e. basées sur les
¥jj') pour l'inertie intraclasses, expressions que l'on peut déduire aisément de (24)
en tenant compte de ce que k2(i,j) = k(i,j) (= 0 ou 1) et de ce que k(i,.) est constant.

3.2 Cas d'une partition sur I

Tous les résultats précédents se transposent immédiatement quand on a une

partition I =y { I Ipe P} sur I. Il suffit d'intervertir les roles de I et J, de
remplacer le tableau R]J par le tableau Siy de terme général S(i,j) défini par:

Viel, : SGj) = ki) - k(‘l)(l(‘;l)"” + KK 31)

de remplacer R par P, Bryy par Cgyy (tableau de Condorcet associé a Syj), Crir
par Bgjj (tableau de Burt associé a Sy) et la relation d'équivalence Y par la relation
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d'équivalence X de terme général xjj' = 1 si i et i' appartiennent & la méme classe, et
0 sinon.

L'inertie interclasses Ig(kyy) s'écrit alors, compte tenu de (23):

Ig(k C 1
S o159

formule qui nous servira au § 5.

Nous allons maintenant donner quelques formules dans le cas ou k(i) est
constant et donc égal 3 M = k / Card(I). Dans ce cas, on a en désignant par np le
cardinal de I, et avec des notations évidentes:

Viel,: SGj) = k@j) - k(pi;” ¥ % 32)

i o R T RS Ay SUTD) Glivin F OBl M
P

np npny Card(])
(33)
Ig(ky) = 1\1/[“— 2 C(p B g (34)
p
= ﬁl‘; C(i,i')’%'- 1 (34 bis)

Iw(ky) = It(Sw)

iy C(p.p)
ﬁ(; C(l,l) E PZ‘,TP-— (35)

LY C,inkit
M &l

(35 bis)

On déduit de (8) et de (35), et compte tenu de ce que k = MCard(I), que le total
Cs(.,.) des éléments du tableau Cg; s'écrit:

Cs(.,) = Card(l) (2 chi) - Y, C(g;p)) -
i p

Notons que les formules (34 bis) et (35 bis) ont €té€ données par Marcotorchino
(1989) dans le cas particulier ot kyj est un tableau disjonctif complet.
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3.3 Cas ou kjj est un tableau disjonctif complet

On suppose ici que I est un ensemble d'individus et que J = U { gl qe Q},Jq
étant l'ensemble des modalités de réponses a la question q.

Si q(i) désigne la modalité de Jq adoptée par l'individu i, on a:
VielscT : kGj) = &% = 1 siq()=jetOsinon a7

On a alors k(i) = Card(Q), k=Card(I)Card(Q), k(j) étant le nombre d'individus
ayant adopté la modalité j.

Nous supposerons de plus que chaque ensemble Jq est muni d'une partition

dont les classes sont indicées par Rq (Jq = U{ Iilre Rq}) L'ensemble J est alors
muni de la partition R définie a partir de I'union des Rq. L'A.F.C. du tableau Ryy
donné par (10), i.e. I'analyse intraclasses de kjy relatlvcment a la partition R de J
correspond 2 l'analyse intraclasses (ou interne) multiple (cf. Cazes & Moreau
(1991)).

Gardant les notations définies par (1) et désignant par r(j) la classe a laquelle
appartient j, on a:

k(,r) = Sz(q(i)) = 1 siq(i) € J; et O sinon (38)

Le terme général R(i,j) du tableau Ry s'écrit alors, compte tenu de (10):

A e -

tandis que les tableaux Cgyj et Cgy; ont respectivement pour terme général:

i 1 o IO BEN IS i)
D = CED " g+ Cara 159

(k(i,r) - k(@' r))

Cr(ii) = CG,i) - L Z D

(41)

L'inertie totale IT(kyy) qui est égale a (Card(J) - Card(Q)) / Card(Q) s'écrit aussi,
compte tenu de (8):

Bk Card(J) - Card(Q) N Gl 5
Card(Q) Card(I)Card(Q)

Ce qui montre que: C(.,.) = Card(I) (Card(J) - Card(Q)) (43)
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Par ailleurs l'inertie interclasses s'écrit d'aprés (15), et puisque k2(i,r) = k(i,r) et
k(i) = Card(Q):

k(@) . _ Cad(R) & Card(R) - Card(Q)

Ig(kn) =5 d(Q)ZZ k() ~ Card(Q) 5 Card(Q) b

résultat que l'on aurait pu déduire sans calcul, puisque Ip(kyy) est l'inertie totale
It(kir) issue de I'A.F.C. du tableau kjg obtenu en cumulant toutes les colonnes d'un

méme ensemble J; (1 € R), tableau qui est un tableau disjonctif complet ayant
Card(R) colonnes.

L'inertie intraclasses Iw(ky) = Ip(ky) - Ig(ky) s'écrit alors:

Card(J) - Card(R)
Card(Q)

Iw(ky) = (45)

Cr(-.)

Card(I)Card(Q) e

Compte tenu de ce que: Iw(ky) = It(Ry) =

puisque Ryy a mémes marges que kjj et en particulier une marge constante sur I,
on a: Cr(.,.) = Card(I) (Card(J) - Card(R)).

Supposons maintenant que I est muni d'une partition 1 = U{ I Ipe P} et
désignons toujours par np le cardinal de Ip,. Tous les résultats du § 3.2 s'appliquent

avec M = k(i) = Card(Q).

Compte tenu de ce que:

Y, Clid) = Z 2 REDT 3 3 D S @7

RV bt ikj)
I'expression (35) de l'inertie intraclasses se simplifie et on a:
2. Cp.p)
w(k) = InSy) = |Card@) - L] [ Cad@ (48)

et donc:

(49)

2 C(p,p))
P

Cs(.,.) = Card(l) (Card(]) - 5
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Notons que l'on aurait pu obtenir directement I'inertie intraclasses  partir de
l'expression (34) de l'inertie interclasses et du fait que

Card(J) - Card(Q)
Card(Q)

Ir(kyy) =

4 Interprétation de I'A.F.C. du tableau de Condorcet
comme une analyse interclasses quand K[ J est un tableau
disjonctif complet

On suppose toujours que kjj est un tableau disjonctif complet. Le tableau kij est
donc partitionné suivant les blocs { ky,lqe Q] associés a chaque question q de Q.

Nous allons montrer que I'A.F.C. du tableau de Condorcet peut s'interpréter
comme l'analyse interclasses d'un tableau Dyp (ot I' = I x Q) dont l'ensemble I' est
convenablement partitionné, tableau dont I'A.F.C. est équivalente a celle de kpj.
L'inertie IT(Cjyj) du tableau de Condorcet (inertie encore égale i
IT(Byy) = 2 {ké Feve A}, {?La [Lae A} désignant l'ensemble des valeurs

propres non triviales issues de I'A.F.C. de kjj) peut donc étre considérée comme
une inertie interclasses.

4.1 Définition et propriétés du tableau Dy

Soit C?] le tableau de Condorcet associé au tableau kyjq. Le tableau Dy est obtenu
par superposition des C; (g€ Q). On a donc:

e i k(i,)k(',)) 1 540
Vil EAT s GG = 2 : = — Oq(i)
ek k() k(q(®)) (50)
= ﬁ si q(i)= q(i") =j, Osinon
VielV@gel : Didq) = i) = ks 83 (51)

q(i) désignant, rappelons-le, la modalité de Jq adoptée par i.

Nous allons considérer deux partitions de I'. La premiére nous permettra de
voir, d'aprés le principe d'équivalence distributionnelle que I'A.F.C. de Dyy est
€quivalente a I'A.F.C. du tableau kyj, tandis que la seconde nous permettra de voir
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que l'analyse interclasses associée de Dy n'est rien d'autre que I'A.F.C. du tableau
de Condorcet Cyy.

4.1.1 Etude de la premiére partition de I'

Vje Jgq, posons: 131 = {(i,Q) e I'l k@) = 1}; I_'iq correspond 2 I'ensemble des

individus ayant adopté la modalité j de Jg, et I'on a la partition Iy = U{ lje Jq!
de I (ou I'on a noté Ig au lieu de I pour traduire le fait que la partition de I est
associée a la question q).

I = U{Iqi qge Q} = u{ l?i jelgqe Q}est alors partitionné suivant les I?

Or les colonnes (i,q) et (i',q) du tableau Dyy, appartenant a 1? sont identiques. En
effet, on a puisque si i' appartient a I?, q(i") = j, et d'aprés (51):

Vel DiGe) = S ko (52)

valeur indépendante de i' (pourvu que (i',q) € I;'),

Toutes les colonnes (i',q) de IJg étant identiques, d'apres le principe d'équivalence
distributionnelle, on ne change pas I'A.F.C. de Dy en remplacant ces colonnes par
leur somme,

L'analyse des correspondances du tableau Dy est donc équivalente a I'A.F.C.
du tableau Dyy dont le terme général est donné par:

Viely : DGj) = Y, [DGdg) 1G9 € 1)
& | o
= Z %63 I(i'g) € I;'

= 8 = k(i) (53)

puisque k(j) représente le nombre d'individus ayant adopté la modalité j de Jg,
i.e. l'effectif de I

L'A.F.C. de Dy est donc équivalente a celle de kyj. En particulier les inerties
totales associées a I'A.F.C. de ces deux tableaux sont égales.
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4.1.2 Etude de la seconde partition de I'
Cette partition est définie par: I' = u{{i}le ie I} = U{Iil ie I}

avec Ii = {I}XQ (54)

Ainsi, chaque bloc Dyj de Dy est associé aux modalités de réponses de
l'individu i a I'ensemble Q des Card(Q) questions. L'analyse interclasses de Dy,
associée a la partition précédente revient a faire 'A.F.C. du tableau Dy de terme
général D(i,i') défini par:

DGi) = Y {DG.d.g) 1G.q) e T

= > {DG,ag) 19e Q) = X {cuii) 1qe Q)

= LG L iehas o

C(i,i")

L'analyse interclasses de Dyy est donc I'A.F.C. du tableau Cyj, ce qui donne une
interprétation a la somme des carrés des valeurs propres issues de I'A.F.C. du

tableau kyy (puisque, rappelons-le, les valeurs propres issues de I'A.F.C. de Cjj sont
les carrés des valeurs propres issues de I'A.F.C. de k).

4.2 Cas ou chaque sous-ensemble Jq est muni d'une partition Rq

On se place ici dans les conditions définies au début du § 3.3 auquel cas J est
muni de la partition R définie par l'union des Rg. Le tableau Ryy défini par (10) et
dont I'A.F.C. réalise, rappelons-le, I'analyse intraclasses de kjj relativement i la

partition R, est donc partitionné suivant les blocs ! Ry,lq€ Q. On désigne'pa.r ¢l

RII
le tableau de Condorcet associé A Ry, et par Dy la superposition des CqRH:
Vifel : Cii) = Y, RGIRGD
! R()
jel
ot k(i,nk(i',r) 1
= -
Ca(i,i") ZRq k(r) o Card(D) (55)
15y

Cette expression est déduite de (13) et I'on a tenu compte de ce que les tableaux
Ry, et kyj, ont méme marge kj sur J, et méme marge sur I, 2 savoir 1, le total de
chacun de ces deux tableaux étant égal a Card(I).
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Compte tenu de ce que, pour r appartenant & Rq, k(i,r) est égal a 1 si la modalité
q(i) adoptée par i a la question q appartient a J, sinon k(i,r) est nul, on a en
désignant par r(j) la classe a laquelle appartient la modalité j dans la partition R:

(q(i")
AT T RGO = Ol s e anaen, G i
R L k(r(q(i)))  Card(D) 5
590 51 (56)
ZRa9%(i0sd LCTU)E 1
k(q@0)  k(r(q(i)))  Card(D)
On a alors:
Viiel,Vqe Q : Dri(ig) = CiGi)
(i )
8q) Sai) 1 (57)

" k(@) ~ k((q()) = Card(l)

Considérons la partition de I' définie par les 1?. Comme précédemment, toutes
les colonnes (i',q) de I?dans le tableau DRy sont identiques. En effet, on a:

i D naleies ot O By ooBrigan I (58)
VED<SE - DGl = 35 " ke T O

quantité indépendante de (i',q).

Il en résulte que I'A.F.C. de Dgjy est équivalente a I'A.F.C. du tableau Dgjj

obtenu en cumulant toutes les colonnes associées 4 un méme sous-ensemble ijl. lie
terme général du tableau Dryj est donc donné, compte tenu de (58) et de ce que

'effectif de I} est égal a k(j), par:

Dr(i,))

Y [DrGih9) 1 Ghe) € 1)

2 8y . Srta) ase }
k(G) k()  Card(l)
o KGKGAD) | KOG _ o
k() - KGG) Lk o = R(i,) (59)

Pour obtenir le résultat précédent, on a tenu compte de ce que k(i) étant constant
dans un tableau disjonctif complet, k(i) / k est égal a 1 / Card(I).

L'A.F.C. de Dgjy est donc équivalente a celle de Rjj.
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Si I'on considére maintenant la partition de I' définie par les I; = { i } x Q (cf.
formule (54)), l'analyse interclasses associée de Dgyy est I'A.F.C. du tableau Dgyj
de terme général:

Dr(ii) = 3, (DrG.(09) 1qe Q) = Y, {Cli) Iqe Q) (60)

Compte tenu de (55), de ce que Z {Cq(i,i') lqe Q} = C(i,i") (cf. § 4.1.2) et
de ce que k(i) k(i") / k = Card(Q) / Card(I), on a:

I

Dr(id) = CGi) - Y KAkED) | k@OKE)

k(r) k

]

Cr(i,1) (61)

L'analyse interclasses de Dgjy relative a la partition précédente est donc I'A.F.C.
du tableau de Condorcet CRyj.

Les résultats relatifs aux tableaux kyj, Cyy et Dyp (cf. §4.1) se transposent donc
aux tableaux Ryj, Cry et Dryy.

5 Analyse relationnelle de données structurées

Marcotorchino & Michaud (1979) ont proposé un certain nombre de critéres
pour rechercher une partition d'un ensemble I. Cette partition étant caractérisée par la
matrice X = {xii- lieI,i'e I} du graphe associé, ils recherchent la matrice
booléenne X maximisant une fonction f(X) sous les contraintes:

Veiite T xip = 0lou 1 ( caractére booléen de X)
Xii = Xyl ( symétrie) (62)
Viii'e I : xjjr + X0 - Xjr <1 ( transitivité)

contraintes traduisant que X est la matrice d'un graphe associé a une partition.

Nous nous restreignons ici aux critéres basés sur le tableau de Condorcet (qui
correspond, rappelons-le, au tableau de Condorcet pondéré dans la terminologie de
Marcotorchino (1989)) défini a partir d'un tableau de correspondance quelconque ki
(alors que Marcotorchino se place uniquement dans le cas o kyj est un tableau
disjonctif complet, ce qui a l'avantage de faciliter l'interprétation des critéres qu'il
utilise). Nous considérons deux criteres donnés par Marcotorchino (1989), le
premier découlant directement des recherches de Marcotorchino et de Michaud sur le
tableau de Condorcet, tandis que le second est basé sur des critéres d'inertie.
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Avec le premier critére, on recherche la matrice booléenne X maximisant sous
les contraintes (62) la quantité

CiX) = Y ACGEDx + Chigy | ie 1, i'e I}

(63)
gEES: X = 1- x5y (64)
ce qui revient a maximiser le critére
c,X) = Y {(cai) - Chaixi 1ie1,ie 1) 65)

qui s'écrit encore, compte tenu de (4):

Cy(X) = 2) {CGidxi 1iel,iel) - Y {Chix 1 iel) (66)

avec Xj = 2 {xii' e 1} (67)

Avec le second critére, on cherche dans I'A.F.C. de kjj, la partition de I

maximisant l'inertie interclasses Ip(kyy) du nuage des profils des lignes, ce qui est
équivalent & minimiser l'inertie intraclasses Iy/(ky) ou encore a maximiser la

différence
Co(X) = Ip(ky) - Iw(ky) (68)

C'est ce dernier critére qui est proposé par Marcotorchino (1989). Nous pensons
qu'il est plus simple de maximiser directement Ig(kjy), ce qui revient encore, compte
tenu de (31 bis) & maximiser la quantité:

C(,1") xji

CaX) =1 + Igky) = - m (69)

sous les contraintes (62).

Notons que I'on a, puisque Co(X) = Ip(kpy) - Iw(ky) =2 Ip(ky) - Ir(ky), et
en tenant compte de (5):
(i)
k(i)

Cy(X) = 2Co(X) - 2 1 (70)

Dans le cas ot ki est un tableau disjonctif complet, les expressions précédentes
se simplifient, et I'on a en particulier, compte tenu de (34 bis) et de (35 bis) M
désignant, rappelons-le, la marge constante sur I et égale ici a Card(Q)):
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Cy(X) = ”1\%2 {(C(i,i') -T:(i,i'))%‘ liel;ie 1} " (71)

critere dont l'optimisation n'est pas équivalente a celle de C1(X) et C'1(X). En
effet, d'aprés (65), les critdres C'1(X) et M(C(X) + 1) sont trés voisins, mais
différents par le fait que, dans le second, s'introduit la quantité x; au dénominateur,
quantité qui n'intervient pas dans C'1(X).

Si maintenant l'ensemble I (ou J) est muni d'une partition a priori, on peut,
quand on recherche une partition de I, s'affranchir de la structure du tableau kyj. 1l
suffit dans les critéres précédents de remplacer le tableau de Condorcet Cyj par le
tableau Cgyy (cas d'une partition a priori sur I) ou par le tableau Cgjy (cas d'une
partition a priori sur J).

Remarques

1) Si l'on désire obtenir une partition de J (et non de I) il suffit, dans ce qui
préceéde, d'intervertir le role des ensembles I et J, de remplacer le tableau de
Condorcet par le tableau de Burt, et la matrice X que I'on recherche par la matrice Y
associée a la partition sur J.

2) On peut, au lieu de chercher une partition de I ou de J, rechercher une
partition conjointe de I et de J en optimisant un critére de bloc-sériation. S'inspirant
toujours de Marcotorchino (1989), on tentera de trouver une matrice booléenne

Z={zjlie 1,je J) maximisant la quantité

k@) = X {kG,j)z + Kz 1 ie1,je ] ()
JE(i,j) = Max k(i) - k(i)

avec _ e
! Zjj = 1- Zjj

sous les contraintes:
zj = 0 ou 1 ( Z est Booléen)
Viel : E{zij IjeJ} =l
VoVieTl s Yz liel) 21
e Yiile T zij + zij + zij - Zij < 1 ( triades impossibles )

( contraintes d'affectations) (74)

Dans le cas ot kij est un tableau disjonctif complet, on a Max k(i,j) = 1 et donc
4 L]
k(ij) = 1- k(,j), et 'on retrouve la formulation donnée par Marcotorchino.
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