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ON ESTIMATION OF MONOTONE AND CONVEX BOUNDARIES

* * %

* * *
By A.P. KoROSTELEV , L.SiMAR and A.B.TsyBakov

Abstract

We study the problem of estimating a set G in IRk (or,
equivalently, estimating its boundary) given n independent
identically distributed in G observations Xl""’xn' We suppose that
the boundary of G can be represented as a monotone or convex
function of k-1 arguments. We evaluate the risks of several
estimators of boundaries and show that they converge with the best
possible rates. A general density of Xi’s with the support G is

considered, as well as the extension to the case where a small

portion of "data outliers" falls out of the set G.
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1. Introduction. Let g(xl,. - ,xs] be a function of the
arguments Xppeen Xy, defined on the cube [0,1]5 in R® and such that
Osg(xl.....xs}sl, szl. The function g is called ‘boundary. Define G

as a closure of the (s+l)-dimensional set
{x:(xl,...,xs+l}eK: OSxSHSg(xL....,xS)},

where K=[0,1]s+1. We call G the set under the boundary g.

Consider the problem of estimating the boundary g (or,
equivalently, the set G) given n independent identically distributed
in G observations Xl""’xn'

We suppose that the boundary g is either monotone or convex
function of its arguments.

The problem of estimating a convex boundary was studied already
by Farrell (1957) in the context of measuring the efficiency of
enterprises. He proposed the so called data envelopment analysis
(DEA) method for estimation of g. The DEA estimator is defined as
the "lowest" convex monotone nondecreasing function covering all the
sample points Xi. Deprins, Simar and Tulkens (1984) developed a
similar approach in the case of monotone boundaries with possible
non-convexity and introduced the free disposal hull (FDH) estimator

of the set G, which is denoted Fn and defined as follows:

n

F_= UFD(X,)

n . i

i=l1
Here and later FD(v) for a point v=[v1,...,vs+1]eK denotes the "free
disposal set" related to v:
FD(v) = {x=(x1....,xs+1)eK: XBV e X BV, x5+lsvs+l}.

In other words, the free disposal hull is the set under the "lowest"
monotone step function g covering all the sample points Xi. Also, it
is easy to see that Fn is the nonparametric maximum Llikelihood
lestimator of G on the class of all sets GESK with monotone
boundaries, provided Xi have the wuniform density on G (see
Korostelev, Simar and Tsybakov (1992)). Similarly, the Farrell’s DEA
estimator of G, which we denote later as Dn' is the maximum

likelihood estimator on the class of sets G under convex monotone



boundaries.

The study of statistical properties of FDH estimator is given
in our previous paper (Korostelev, Simar and Tsybakov (1992)). We
analysed the asymptotic behaviour of a risk of FDH and proposed an
improvement on Fn based on the idea of "blowing up" the free
disposal hull, which lead to the exact asymptotically efficient
estimator.

In Korostelev, Simar and Tsybakov (1992) the risk function was
defined in terms of the Hausdorff distance between sets. Here we
implement another distance, namely, the Lebesgue measure of
symmetric difference of sets. We evaluate the risks of FDH as well
as DEA under this distance measure and show that FDH and DEA
converge with the best possible rates. Unlike Korostelev, Simar and
Tsybakov (1992) we consider the general setup (szl, non-uniform
distribution of Xi]. We also treat the case of possible "outliers"
in the data falling out of the set G. These generalisations and also
the fact that we do not use the Hausdorff metric here do not allow
to extend the exact asymptotical minimaxity result of Korostelev,
Simar and Tsybakov (1992). Note, that the case of convex sets G is
much more delicate, and, even for s=1 and for the uniform
distribution of Xi, the extension of the result of Korostelev, Simar
and Tsybakov (1992) is not straightforward (see Korostelev and
Tsybakov (1993c)).

The problem we study here is a special case of the density
support estimation problem, which was first considered by Geffroy
(1964) and Rényi and Sulanke (1963, 1964). For further references
see e.g. Chevalier (1976), Ripley and Rasson (1977), Devroye and
Wise (1980), Korostelev and Tsybakov (1993a, 1993b, ch.7, 1993c),
Mammen and Tsybakov (1992), Tsybakov (1992), Hirdle, Park and
Tsybakov (1993).

2. Definitions and the main result.

Denote by gmon the class of all sets G under the boundaries
g(xl,...,xs) which are monotone functions in each coordinate xj.
i=l,...,s, and such that mes(G)#0, where mes(G) denotes the Lebesgue
measure of G. Quite similarly, denote gconv the class of all sets G
under the boundaries g(xl....,xs) which are convex functions of

(xl,--..xs), and such that mes(G)#20. Define A



Let Q(x) be a continuous strictly positive function on

K=[0,1]S+1. Assume that the distribution of each independent

observation XiEK, i=l,...,n, has the density

falx) = Q(x]l{xeG}/IQ(x)dx, xekK,
G

where I{:} is the indicator function. Denote PG the joint

distribution of Xl""'xn when each Xi has the density fG' and let
EG be the expectation with respect to PG.
By an estimator Gn of G we mean an arbitrary closed set in K

measurable with respect to Xl,...,Xn. We study the nonparametric

maximum likelihood estimators of G in the classes & ity and
mon’ ~ conv

".-?mc. If & is either of these classes, the maximum likelihood

estimator (MLE) is

n

=l

G‘ = argmax ]‘[{Q(X.)l{X.eG}[JQ(x)dx] } =

n ; |
Geg i=1 G

n =]
= apgmax i {Q(X.] UQ(x)dx] } =  argmin J.Q[x)dx,
Ge&: i=1 ! Ge§:

G G
Ge{Xl,...,Xn} G;{xl,....xn)
= argmin mes(G),
Ge§:
GaLX. Sty
1 n

since Q is strictly positive. In particular, we get

* { F_if §=8_
Gn = n mon
METif G=F70 0

n mc

*
If §’=§wnv, the maximum likelihood estimator Gn is the smallest
convex set containing Xl,...,Xn and K’ where K’ is the projection of
K onto the space of the first s coordinates.

Also, if & is either of the classes S‘s’m 5o

iy on’ " conv’
MLE Gn is a sufficient statistic. In fact, consider §

or §_ , the
mc

AR, for

example. If Ge‘é’mon, the joint density of observations may be written

as

! -1
i[_]l{C)(}(i)I(xieG} UQ(x)dx] } = ¢g(F h(X,....X ),
i G



-n n
where qu(Fn) = I(FHQG}[IQ(x)dx] 5 Hand h(Xi,...,Xn) = .T'[Q(Xi).
i=1
G
Using the factorization theorem, we see that Fn is a sufficient
statistic.

The discrepancy between an estimator Gn and the true set G is

quantified as the Lebesgue measure of their symmetric difference:

d(GG. ) = meslGAC ).
n n

Clearly, d(-,-) is a distance on the set of all closed subsets of K.

If § is one of the classes & s or ¥ , and if A>0, we
mon’ ~ conv mc

denote §’(A)=§n{G.C.K: mes(G)aA} (e.g. ?mon(hl, etc.). In this paper we
*

study the asymptotical properties of Gn (the maximum likelihood
estimator on the class ¥) assuming that the true set G belongs to a
smaller class %(A). This restriction is of technical nature, and
sometimes can be dropped, but we don't discuss this here.

For an arbitrary estimator E-'n and arbitrary q>0 we define the
risk function

] R g A
R(G,Gn.q,wn]—EG[wn d (c,c;nn],

where wn>0 is an appropriate normalizing factor, namely,

e el
m

on

yo=y (§) = v
= n st ey or §=5 .
conv mc

The following theorem shows that FDH and DEA estimators
converge with the rate wntg] and that no other estimator can

converge with a faster rate.

THeEorREM 1. Let, for some A>0, ¥(A) be one of the classes

*
SRR N) RS (A) or ¥ (A) and let G_ be the MLE on § where § is
mon conv mc n

non gconv or gmc respectively. Then
*
(1) lim sup sup R(G,Gn,q,wn(g}) = Vgzl,
L e (A)

and



(2)  lim inf inf sup  R(G,G_.qy (§) =c,  Vg=l,
i G Ges()

where inf denotes the infimum over all estimators and C, c are

-

G
n

positive constants depending on q, A and s only.

Remark 1. Inspection of the proof of Theorem 1 shows that it

holds also for the class of all convex subsets of K satisfying the

condition mes(G)zA, §(’30nv(A)={GsK: G is closed convex and mes(G}Zh}.

3. Proofs

Let ¥ be a collection of subsets of K. We say that X is an
e-net with upper bracketing for a class § in d-metric, if for any
Ge¥ there exists G’eXN such that d(G,G’)se and GSG'.

The classes of sets §’m°n, ﬁcom and ?mc are compacts w.r.t. the
distance d. In particular, one can construct finite e-nets with
upper bracketing for these classes. The following lemma evaluates
the cardinalities of such e-nets.

LEMMA 1. For §=% g g there exist £-nets with upper

mon’~ conv’ mc
bracketing N=N+(§,d,e) such that

oe™®) if §=%_
‘ m

(3) log card N+(§,d,e] = e e
O(e ) if §=5% or §=%_,
conv mc
as £-0.
ProorF. For g=§mon the result follows directly from the

construction of e-net consisting of piecewise-constant monotone (in
each coordinate) functions on [0,1]° of the form

S
m

(4) E(x)..0x ) = [ g0k x Jed )
j=l

m-1

m
cubes with edge 1/m forming a partition of [0,1]5. Clearly, the set

where m=[1/¢g], Eje{o,i...., ,1}, and AJ.. j=1.....ms, are disjoint

of all such functions is a (s+l)/m-net on gmon in d-metric, and for



every Gns?mon one can find a function of the form (4) such that the

set G’ under E satisfies d(G,G’)=(s+l)/m and GSG’. (In fact, s+l is
the maximal area of the surface of the graph corresponding to a
monotone function g in K). The cardinality of the set of all the
monotone functions of the form (4) is O(m°) (this is an easy
consequence of the general result of Birman and Solomjak (1967)).

Since ¥ <% , it remains to prove the lemma for & only.
mc conv

conv
For this we follow an argument of the proof of Theorem 4.1 in Mammen
and Tsybakov (1992). Let dw denote the Hausdorff distance between
sets in K. Since the graphs of functions g for sets Gegcomr have

finite surface (uniformly bounded for all Gegconv)' there exists an

absolute constant C>0 such that for Geﬁconv, G’cK we have
(s) d_(G,G')se » d(G,G’)=Ce,

Denote .fVO a minimal £/2C-net on § in the Hausdorff metric d . It
€ conv ()
is proved by Dudley (1974) that

(6) log card /‘/2 = O(E_S/Z]. as £-0.

For every set GSK we define the eg-neighbourhood
DE(G) = {xeK: p(x,G)Sc},

where p denotes the Euclidean distance between the point x and the

set G. Denote

(7) NS de) = {E‘; =9 e G'ENS}.
£/2C

It is easy to see that the set (7) is in fact an £-net with upper

bracketing. In fact, the set (7) is an e/C-net on Qcom in the

Hausdorff metric. Moreover, for every Gegconv there exists

GeN (5 ,d,e) such that GEG and d (G,G)se/C (for example, one
+ conv ©

can take G = 9 _(G’) where G’ is the element of NS closest to G in
e/2C
the Hausdorff metric). In view of (5) this entails that the set (7)

is an e-net with upper bracketing for ?Cmv in d-metric. But

card ¥ (8 ,d,e) = card NO.
+ " conv £
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This, together with (6), proves the lemma for ?:?conv.

ProoF oF THEOREM 1. Let us prove the inequality (1) first.

Let § be one of the classes Qm , g % . Denote for

on conv’ “mc s
brevity N8=N+(§,d,£) where N+(‘§,d,£) satisfies (3). Along with Gn

consider the following estimator

G = = argmin mes(G).
e GE/VE:
GReXE LX)
1 n

The same reasoning as in Section 2 shows that Gn & is the maximum
»
likelihood estimator on e€-net Na‘ Moreover, it is straightforward

that Gn = is the set of smallest Lebesgue measure among all elements

»

* *
of Ns that contain Gn. In other words, Gn is the closest to Gn (in

» »*
the sense of d-distance) among all elements of JVS that contain Gn.
*
Since X _is an e-net with upper bracketing on & and G €9 4
E conv n conv
this can be expressed as

* *
(8) d{G G ) =smes(G 1 ING ) =ve.
n’ n,e ne n

Let us estimate the risk R(G,Gn e,q,wn(g‘(h))). We use Lemma A.l from
the Appendix. Let us check the conditions (A.1) and (A.2) of Lemma

A.l. The joint density of xl,...,xn in our case is

n

=
PG Xy X ) = n{Q(Xi]I(XieG}UQ(x)dx] }
G

i=1

and thus the Hellinger affinity equals J.(pGpG,)V2=Jn. where

S(GNnG’)
Jomfiiias o osmil
[s(G)s(G’)112

with S(G) = ‘[Q(x)dx. If S(GnG’)=0, then J=0, and (A.1) holds. If

G
S(GNG’ )#0, we have

s?(GnG") 2 S(GAG’) 1172
| e

S2(GnG’ ) +S (GNG’ )S(GAG) S(GUG")
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Clearly, S(GAG’) =z min Q(x) d(G,G’), and S(GUG’) = J.Q[x)dx. Hence,
X

) K

i 5
(9) i = [1—a0d(G,G )] = exp[-aod(G,G )/2]

-]
where a0=min Q(x][ Q(x]dx] >0. This gives (A.1) with a=l, cl=1,

x :
K

c2=a0n/2.

It remains to check (A.2), namely we will prove the fact that

for every Ge&(A) there exists G'EJVC such that d(G,G’)=e and
(10) PG{capG(XI,...,ansz, [xl....,xn)} = 0;

where 03>0 does not depend on G and G’.

Since NS is an e-net with upper bracketing on $(A) in d-metric,
for any Ge%(A) there exists G'EJVC such that d(G,G’)se and G’2G.

Using this we have

n
2 r ’ =1 =
.,Xn) = n{Q(Xi)I(xieG HS(G")] } =

i=1

pGl (Xlt"

n
2 {Q(Xi)Hxiec}[S(G)]_IIS(G)/S(G')]} =

i=1

roan
= pG(Xl.....Xn)IS(G)/S(G e

and
S(G’\G)-n XSO GaE
a  [S@)/sG° = [1 = —] > [1 e R o
S(G") S(G)

max Q(x)
where a=A—1 2 Hence (10) holds with cs=(1-alc]n/2. Using

min Q(x)

X

this and the estimate (3) for the e-entropy we find that the

condition (A.3) of Lemma A.l is satisfied if we choose

n—l/(s+1) it S(A)=9 (A),
mon

(12) E =

-2/(s+2) . o b
n if ?(A]—?conv(h) or ?(A)—E‘mcﬂ).

Note that e=wn(§). Thus, Lemma A.l yields
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sup R(G'Gn,w {g).q.wn:m) = 0(1), as n-w.
GeS5(A) L

This, together with (8) for c=\bn(§] proves (1).

Let us prove the lower bound (2). The proof for gconvm) and
!?mc(?\) is in fact contained in Mammen and Tsybakov (1992) (Theorem
5.2). In the case §(A)=§mon[h] we follow the proof of Theorem 7.3.1
in Korostelev and Tsybakov (1993b), with some modifications that we

sketch below. Choose the functions g of the form

s M
gltw) = A + "1["1 + (1,/m) ijq&(m(t—bj)),
i=1 =t

s

nl/(s+1] P (wl,...,w

m=|[ ], M=

M)' wJ.E{O,l}.

t=(x1,...,xs).
where 1:1,1-2>0, ¢(t) is infinitely many times differentiable function
on R° with the support (—1/2,1/2)s such that O=¢(t)=l, and bj is the

center of the cube AJ.. Choose T, SO that 51:1+1:2-_=1—?«. Then

g(t,;)sl for tel0,11°. Let G(w) be the set under g(t,;).Clearly, the

partial derivatives of g(t,;) are non-negative if the ratio 1'1/':2 is

chosen large enough. Thus G{;]e?,’mon(h) for suitably chosen T.,T

e 2
To apply the proof of Theorem 7.3.1 in Korostelev and Tsybakov

(1993b) it remains to show that the squared Hellinger distance

H2=H2[f 4 B ] is 0(1/n), as n-»w, where
G(w_jO) G(wJ.l)
ij = (wl""'wj—l’o'wj+1""’wM)'
wjl = (wl"“'wj—l’l'wj+1""’wM)'

Using the elementary inequality 1-va/b = |a-b|/(2vab) we find

5 S{G(mio)n(}(mﬂ)) S(G(mjo))
Hos

172
] <

j = 2|1-
LA e e el e
[S{G(MJOJS(G(le))] S(G(w 1)J

J

51

=1 - - a1 A S
= 2A S(G[wjl)\G(ij]) = 0(m ) = 0(1/n),

as n»w. This proves (2) for S(A)=% (A).
mon



4. Models with outliers

In applications related to measuring efficiency of enterprises
one often deals with the data sets that are better described by a
certain model with outliers, rather than by t.he model considered
above. By outliers we mean the data points that fall beyond the
boundary of G. The density of observations is thus presented as a

mixture of a density supported on G and a density supported on

G=K\G. It will be convenient to assume that the portion of outliers
in a sample is roughly 6/n, where 8>0 is a constant, asymptotically
equal to the "average" number of outliers. More precisely, the

density of Xi is supposed to be

£ (x) = (1-9)o(x11<xec;)/JQ(x)dx + 8g (x)I{xsE)/JQ (x)dx,
G n nl 1
G
where Ql(xl is a continuous strictly positive function on K. For n

large the values of f_. on G are small as compared to the values of

f on G.

G

The MLE for G on a class § is given by

=1 -1
o (] (]
G_ = argmax {(1——)Q(X.)S(G] } i { —Q,(X.)s. (G) }.
D sraGet i:X?eG S i:X. G B e

where SI(G) =IQl(x)dx. Unlike the case considered earlier, it is
z

difficult to describe the set G; geometrically and to give an
algorithm of its construction for' the classes & considered in this
paper. However, if we define G as the MLE on a discretised version
of §, such as an e-net, the construct:on of G is feasible, and, as
we show below, its statistical properties are qmte similar to those
obtained in Theorem 1.

i g d A>0, we
If § is one of the classes gmon’ gconv or - an

»*
denote §*(h) = ?n{GQK: 1-A = mes(G) = ?\} (e.g. gmon{h)), and JVE(E’) =

N, (5,d,e) where ¥ L., £) satisfies (3). Obviously, Ns(g} contains a
subset that we denote ¥ (!'1’ (A)) such that:
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* »*
(i) JV€[§ (A)) is an e-net with upper bracketing on § (A),
*
(ii) 1-A+e = mes(G) = A for Geﬂgtﬁ (A)),

. o) if 55,
(iii) log card ¥_(§ () = BB

ole =% ir 5=5 or §=5
conv mc

*
THeoREM 2. Let, for some A>0, § (A) be one of the classes

* * * * *
gmon(m' gconv(m or ?mc(?t) and let Gn be the MLE on e-net JVC(Q (A))

and let § is § o or §  respectively. Then
mon’ " conv mc

*
(13) lim sup sup R(G,Gn,q,wn(i‘?))) <N Vqgzl,

*
B0 iGey ()
and
(14)  lim inf inf sup R(G,E}n.q,wn(§)) legon Moel,
- *
Ly G Ges ()

where C, ¢ are positive constants depending on q, A and s only.
ProoF. We prove only the upper bound (13): the proof of the
lower bound (14) is the same as in Theorem 1, since the parametric
subfamilies of functions g(t,w) in §(A) are also the subfamilies of
g (.
The proof of (13) is again based on Lemma A.l. Let us first
check the condition (A.l1) of this lemma. The joint density of

Xijeay A IS oW
1 n

i1 =1
(] e
pX,X )= {(1——)00(.}3(0) } m {wo (X,)S, (G) }
Sl 1l i:X €G o A=yl i:X,€G ISt id

Thus, J' (PgPes i 2=J’l‘

S(GnG") S, (GuUG’)
3 =09 29 o =tk + A,

. I [steastc 120 Rt (easgeei 2

where
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1038
nn

Sanl2 II{xeG\G'}\/_Ql(x)Q(x_]dx fl{xec'\c;wol(x‘)of_fx e
A= [( ] { + }.

[s(c)s, (6112 [s,(G)s(c")1'/2

Now, S(G) =z A min Q(x)=so>0. and similarly SI(G) = (A-g)min Qi(X) =
x x
(A/2)min QI(X) = Sl>0' (if € is small enough) for any G such that
5%
1-A+e = mes(G) = A. Hence

172
< [(1-98 sy ;
A = [(1 n)ﬂ] {\/m)a(x Q(x) m)a(x Ql(x)/\/sosl} d(G,G’) = a,n d(G,G’),

and
o S i (GUG’)

b =i Nk
o [Sl(GJSI(G’)]VZ

where a2>0 and a3>0 are constants which do not depend on G and G’.

Combining this with (9) we find that for d(G,G’)ze,
/2 =172 ‘ -1
.I1 = [1—a0d(G,G )] + ayn d(G,G’) + agn © s

= l—aod(G.G'}/4 + asn_1 = exp(-aos/SJ

for n large enough (here we used the expression (12) for €). Thus,
the Hellinger affinity is estimated as Jr11 = exp(—naoc/SJ and the

condition (A.1) holds with a=l, cl=1. cz=nao/8.

Let us check (A2). Fix a set GeS (N).Since X_(§° (W) is an
e-net with upper bracketing on ¥ (A) in d-metric, there exists
G’GNC(E*(?«)) such that d(G,G’)se and G’2G. Consider this pair of
sets (G,G’). We have

() SR G I
S o (b ZI{XiEG}Iog[S(G)] .

A
L = log e
S(G")
pG(Xl,....Xn]

i=1

S 5,(G) e

+ Z I(XiﬁG Yog [ET(G_’) +E l{XiEG \G} [log [T] r Ei]'
i=1 i=1
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S (G)Q(X.,)
where Ei = log[S%G, 01()1(1] are i.i.d. bounded random variables,

Ié';'ilsa5 where a5>0 does not depend on G and G’.

Similarly to (11) one obtains

(15) SL(G)/SI(G’] = 1-a4c.

Using (15) and (1), (12) we get
(16) EG{L) = log(l—ale)mes{G) +n log[l—a48)[1-me5(G’)} +

+ n[log[%} —as]mes(G'\G) Zn log(l-a6€) z —Zaene

for n large enough, where a =max(al,a4). Since L is a sum of i.i.d.

6
bounded random variables and (16) holds, then the Bernstein

inequality entails:

PG[L = -4a6na] =< exp(—a_}nc]

with some a_>0. Thus, (A.2) is satisfied with c_=exp(-4a_neg),

7 3 6

c,=exp(-a.ne). Using this and the estimate (3) for the e-entropy we

4 7}
conclude that the condition (A.3) is also satisfied with the choice

of £ given in (12). This yields the theorem.
APPENDIX

We state below the special case of Lemma A.l from Mammen and
Tsybakov (1992), which we use in the proofs.

Let ¥ be a collection of subsets of K, and let pG(Z).
Z=(X1,...,Xn), be a probability density indexed by Ge%, where
Xl,...,Xn are observations, XieK. N
Let ”e be an £-net on § w.r.t. the metric d, and let Gn be the

MLE on e-net NC:

G, = argmax pG(Z).

GeN
€

Assume that the density pG(Z) satisfies

(A.1) J‘ft—ipc Zibg, (Z) dZ = cexpl-c,d(G,G")), VG.G' N,



17

and

(A.2) for every Ge% there exists E—ENC such that d(G,G)=e, and

PG{capG[Z)zpa[Z)} s ¢,

where c ,c.,c.>0 and c

5 :
123 4—li) are constants which do not depend

on G, G’ and G.

LemMa A.l. (Mammen and Tsybakov (1992)). Assume (A.l1) and

(A.2). If there exist £>0 and t1>0 such that

1 1
(A.3) == log Cy *+ log(card Ne) = 5 czet. tatl,
then
=g gr g 3 q .
supiE-lefedalG Gu)liin=sts i(B/e)eletexpl=e-erZ)itac Bl
G n 1 1 2 4
Geg
where D = sup d(G,G’).
G,G'eg
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Loi limite de l’estimateur a pas aléatoire de la densité moyenne
continue d’un processus de Poisson et extension & un processus de
Poisson aminci

Emmanuelle CRETOIS

Laboratoire Lmc / Imag

Tour IRMA
BEGS
38 041 Grenoble Cedex 9

Résumé : Nous étudions la vitesse de convergence de 'histogramme & pas
aléatoire pour la densité moyenne d’un processus de Poisson ainsi que celle
de I'histogramme usuel. Nous donnons ensuite des résultats similaires pour
'estimation de la fonction d’amincissement d’'un processus de Poisson.

0. Introduction

L'article se compose de deux parties. La premiére (§1-2-3) traite de
lestimation de la densité moyenne f d’un processus de Poisson sur [a, b].
Au congrés des XXIV émes journées de Statistique de Bruxelles [4], nous
avons défini un estimateur a pas aléatoire f, de f et étudié sa convergence
L1 et Loo.

Nous nous intéressons ici a la loi limite de cet estimateur. Aprés avoir rap-
pelé la définition de I'histogramme & pas non aléatoire fn associé a une suite
k(n), nous montrons que , moyennant quelques hypotheéses, la loi limite de
(fa(z) = f(2)), /%7 est une loi normale centrée réduite. Puis, nous mon-

trons que, sous certaines conditions, I’estimateur & pas aléatoire f, associé
aux entiers A;(r) vérifie : I'espérance et la variance de Aj(Nﬂ)% (fulz)— f(x))
tendent vers zéro lorsque n tend vers Uinfini. (IV,, sera défini plus loin)
La seconde partie (§4-5-6-7) porte sur I'étude de la fonction d’amincissement

p de [a, b] vers [0, 1] d’un processus de Poisson sur [a,b]. Lorsque la densité
moyenne du processus est connue, nous l'utilisons pour construire un estima-
teur (p,) de p & 'aide d’une partition aléatoire. Nous établissons ensuite une
condition suffisante de convergence uniforme presque compléte de (p,—p) vers
zéro. Lorsque la densité moyenne du processus est inconnue, nous définissons
un estimateur p, de p et nous établissons une condition suffisante de conver-
gence uniforme en probabilité de p, — p vers zéro. Enfin, nous étudions la loi
limite de 1’estimateur p.
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1. Rappel du cas de ’estimateur a pas non aléatoire

Soit IV un processus ponctuel de Poisson sur [0, 1] de densité moyenne f.
Nous supposons que f est continue, bornée et strictement positive sur [0, 1].
Soit une suite d’entiers k(n) tendant vers I'infini avec n et un n-échantillon
Ny, Ny, ..., N, du processus ponctuel N.

Nous posons :

k= i
In,r_ [-@,an[ pourr:I,...,k(n)—l
In,k(n) = [%11]

Dans [2] , M. Curioni a introduit 'estimateur de histogramme de f :

: k o
fn(I) o (n) Zt:{ri z( n.r) si T € I:n,"r

et a démontré dans le cas ot k(n) = o (ﬁ) la convergence uniforme presque
compleéte de |f, — f| vers zéro.

Sous cette condition, nous allons démontrer le théoréme suivant:
Théoreme 1.1. : Si la fonction f est lipschitzienne de rapport ¢ et si la
suite k(n) vérifie la condition :

k(n)n™3 — +oo
alors pour tout z de [0,1], la variable aléatoire :

Y, = (falz) — f(z)) I@I)‘T}_(;)_

tend en loi vers la loi normale centrée réduite N(0,1).
Démonstration : Soit z € [0, 1]. Nous avons
i, N(lng)k(n) n .
Y,= : = SR\ S Ly
n ( - ] @ Hiw e e

Nous savons que les variables aléatoires indépendantes N;([,, ) suivent une loi
de Poisson de parametre v(I,,,) o, ¥ mesure moyenne de N, a pour densité
f. Pour montrer le résultat, il suffit de prouver que la fonction caractéristique
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de Vauha(t) =B (e“y’*) converge vers la fonction caractéristique de N(0, 1)

)

e‘% Nous obtenons :
k
ha ) =" P art (k= £63) (ff f(y)dy) 15 I, Ty
§ k!
k>0

Aprés calculs et puisque k(n) = o (ﬁ), nous obtenons :

h {t) the \,n‘ k(n)f{z)[ (n) f, (y)dy—f(= ]—%% f!n,r f(y}dy+5(k(n) ffn,r f(y)dy)
o =

ol £(z) est une fonction tendant vers zéro a 'infini. Considérons I’expression

Atr) =iy [ o) [ st - £t

Nous avons :

A < [z i) [ 170) - S

f étant lipschitzienne de rapport ¢, nous obtenons :

(k(n))*f(x)

Il suffit d’utiliser la condition n = o ((k(n))?) pour montrer que pour tout ¢
fixé, |A(n)| tend vers zéro avec 1. En remarquant que nous venons aussi de
montrer que :

|A(n)| < tc

lim k(n) /{Mf(y)dy= f(2)

n—+o00

1ous pouvons écrire :
2

t
Rl -
ha(t) = ) avec RBTOO hl(t) = ——=

et la fonction z — e étant continue, le résultat s’ensuit.

2. Définition de Pestimateur A pas aléatoire
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Soit p un processus ponctuel de Poisson sur [a,b] de mesure moyenne v
de densité moyenne f sur [a,b]. Nous supposons que f est continue sur [a, b].
Soit, une suite d’entiers k(r) et, pour toute valeur de r, des entiers strictement
positifs Aj(r),j = 1...k(r) dont la somme doit étre égale a (r +1). Nous
disposons également d’un n-échantillon fi1, gy, - . . , fin,du processus p. Pour
toute valeur 7 du nombre total de points de l’echemt;lllon nous définissons
une partition aléatoire de la fagon suivante :

- Nous ordonnons les points de 1'échantillon :

Kpy=a=iXi= oS = Xy =b.

- Nous posons vy = 0, v;(r) = vj_1(r) + Aj(r) pour j = 1...k(r) .

- Nous définissons enfin A;(r) par

Aj(r) = [X,,j_l(r),X,,j(r)[ pour j=1...k(r)—1

et Ak(T)('r) = [X“k(r)—l(f))b]‘
Les intervalles A;(r),5 = 1...k(r) forment la partition de [a, b]. L’estimateur
de f est alors défini par

fa(z) = :;((]]V\Tf )) siz € Aj(N,)

ot N, = Y7, pti([a, b]) est le nombre total de points de I'échantillon et {;(Ny)
désigne la mesure de Lebesgue de A;(N,).

3. Loi limite de ’estimateur

Théoreme 3.1. Si les deuz conditions C, et Cy ci-dessous sont réalisées
nous avons pour tout  de [a,b], j étant Vindice tel que z € A;(Ny)

E ((/\'(Nn))%(fn(m) - f(r))) tend vers zéro avec %
VAR (( (N2)2 (falz) — flz ))) tend vers zéro avec l

La condltlon C, porte sur la fonction f continue sur [a, b]
: f est lipschitzienne de rapport c.
La condition Cy porte sur les A;(r).
Ly - A(r)
C, : il existe 4, - 7 §6<—/p0urtoutj:l k(r), Tl{rilw—;é——l

Démonstration :
1 - Notations : Appclona Y, la variable aléatoire :

Yo = (34(Na)) 2 (fal®) = £(2))
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| Nous avons par définition :
fn(a”‘) = AJ{N")
nj(Nn)
Le théoreme des valeurs intermédiaires permet d’écrire :
il existe un point aléatoire y(NV,,) tel que v(A;(Ny,)) = f(y(Na))li(Ny).
Nous pouvons alors écrire :

¥, = Oy} (SO0 1)

Donc :

pour z € A;(N,)

Ya = (G(Na))h (A"'(N”)f,,i({ﬁf}{?j); f(:c)))

=+ (’\J(Nn))%f(x) (nv)(\;f]zrgf)n)) cF 1)

J

Soit ¥;, = Yy 1 + Yy, 2. 1l suffit de montrer les quatre résultats suivants :

E(Yn), E(Ya2), E ((Ya1)?) , B ((Ya2)?)

tendent vers zéro avec .
Pour continuer, nous aurons besoin d'un lemme :

Lemme 3.2. : Si N, est une variable aléatoire qui suit une loi de Poisson
de parameétre nC', pour tout réel § tel que 0 < § < %, la suite:
Wl = G2 (Nn < nC (1 - n_é)) tend vers zéro avec —
n
Preuve : Soit § tel que 0 < § < %

Z (nc)r -nC

Uni— T,
r!

r<nC(1—n*5
D’aprés la formule de Stirling :

ek il
Up =1 Z (nC) e avec i) <t =

r<nC(1-—n‘5) (g) e’ V2T el

Uy, S n Z (?ECB) e—nC‘

=
r<nC(1—n—5) %

L'étude de la fonction : g(r) =
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montre qu’elle est croissante jusqu'a nC ou elle atteint son maximum puis
décroissante. Sur [0, nC(1 — n~?)] son maximum est g(nC(1 —n~?)). Nous

avons dong : 7 b
nC(l—-n—
Up S n Z (’H,C&) = e*ﬂC
nC(1 — n-6)nc1-n=%)
r<nC(1—n"'5)

Soit :
¥ 2 5 (D) isnn) c
- —n
e O (1 -7 ) O = n*ﬁ)nC(l—n“s)e

Finalement nous obtenons :
2 -6 = =5 :
Uy < eln(n Cf)+in(l—-1z )enC(l—-n 8)(1—=In(1-n ))e-—nc

Comme n~% tend vers zéro avec ﬁ , nous obtenons par un développement
limité & l'ordre 2 en 0 de In(1 — n=?%):
In(n2C)-n—*% # —nCn,"5+nCn*6gnC“ +o(1m 2‘5)

U=l
Comme 6 < —, nous en déduisons la convergence vers zéro de u,, . C.Q.F.D.
Revenons au thcoreme .

2- Démonstration du premier résultat

Yo = (A5(Nn))* (A"(N"')fﬂ(lifff\;jﬁ m))

DOI(I)Cg:|E‘(Yn1)ISE((A'(Nn))’( - ),Li(?{;,(;\gj f(m)l))

En utilisant la condition C, nous obtenons
1 )

0< |EYn1)| S E ((AJ(N“))E (nlﬂfze[a o fz )

. Nous obtenons :

1

0< |E(Ya)| < B ((Aj(fvn))f (

j— ‘-'—'—c“_
Posons A = infefap) f(2)

A
0 < 1B ()] < B (O(N)E2)
Comme A;(r) < r + 1 pour tout enticr 7, nous pouvons écrire :
5 AN(r)%
r<nv(ab)(1-n=8) "
A(nu([a, b)) (1 —n7%) + 1)2

n

BN, = 1)<

P(N, < nv([a,b])(1 — n"‘s))
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Le lemme précédent montre que cette expression tend vers zéro lorsque n
tend vers I'infini.

La condition Cy : 36 < = Vj =1. k( ) lim,._,+oo 5113("—) =1

implique Vj = 1...k(r ) Wi 4 o Hl-,—

Pour j tel que z € A;(N,), pour tout € > 0, il existe no(e),tel que :

n—5)=> Jg) <

n > no(e) = [r > nv([a, b])(1
Nous pouvons donc écrire pour n =gl

s Ay

rznu([a,b])(1-n=#)

>

renv([a,b])(1-n—F)
et donc pour n suffisamment grand :

Z MP(NH=T)<

r>nv([a,b]))(1-n—9) (L

Ale)dr 3
0 P(N, =r) = (e)2 Av([a, b])
r€Nx*
Nous en déduisons que le premier terme de I'inégalité peut étre rendu

aussi petit que nous le voulons puisque ¢ est arbitraire . Ce premier terme

tend donc vers zéro avec % !

A(e)%r%

P(N, =
n (71 T)

En rassemblant les deux résultats, il vient :

A(r)?
Z (AJ(T))z p(Nn AR ,r)+
r<nv([a,b])(1-n~*)

(115

AN oy

r2nv([a, b))(1-n—*) i

tend vers zéro avec % Or ,ceci n’est autre que le terme :
3
o (A (V)
T
majorant |E(Y,1)|. Nous en déduisons le premier résultat.

3 - Démonstration du second résultat
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1 Aj (Nn)
Mo (A (V)2 Ll )
2= (o) (T 1)
Lorsque la variable aléatoire IV, est fixée, la variable aléatoire %;(;% suit
une loi de densité !
flu) = e WD )0

(Aj(r) = DI = A;(r))!
sur [0,1]. En calculant I’espérance de son inverse, nous obtenons :
p(2ed)) -
v(A;(r)))  A(r) =1
1l nous faut supposer que A;(r) > 2 (sinon le dénominateur serait nul) ce qui

est possible puisque A;(r) tend vers I'infini avec 7. Nous pouvons alors écrire
. E(Ymg) =

> ()2 () (m([a’b?;((gz_f('r) i 1) P(N, =r)

rEN*
Donc: 0 < |E(Yy2)| <

1 /‘\'(’I‘)T‘
Ai(r))z f(x ! :
2 KOO e =D
Nous allons séparer le second membre de 1'inégalité en trois termes et

démontrer que chacun des termes tend vers zéro avec %

Aj(r)r

—1|P(N,=7)

2 O G m= | P =)=
S )| *j("")“ 1| P, = 1)+
r>nv([a,b))(14n~5) v([a, b])( )’ =
S DA il o v s s
nw([a,b]) (1+n=9%) " g (T‘)T | o
( j(’r)) f(.I) [a b] ()._?(?") ) ( n —T‘)

r=nu([a,b])(1-n-?)
Etude du premier terme
La condition Cp : 36 < 3,Vj = 1...k(r),lim, 1o -’\-’;{;—) =1
implique V7 = 1...k(r), 111r:(1,,_.+oO —-’—{f— =0 .
Pour j tel que z € A;(Ny,) ,pour tout e > 0 ,il existe ng(g),tel que:

Aj(r)

n > no(e) = ['r > nv([a, b])(1 —n~%) = o
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D’apres la condition Cy ,nous pouvons choisir ng(e) de telle sorte qu’il vérifie
aussi :

n > no(e) =

el ey }
Aj(r) -1~ (1—g)yr?
Nous avons une majoration de ce premier terme pour n > ng en remarquant
que si 7 > nv([a, b]),’expression a lintérieur de la valeur absolue est positive

[r > nv([a, b)) (1 —n~°) =

o (X(r)2 f ()

Aj(r)r
reny([a,b]) (14n-9)

nv([a, 0]) (A;(r) = 1)
1 T il .
r>nu([a,bX]):(1+n—é)E { f(.T) (nu([a, b]) (1 s (1 = 6)?‘5) = 1) P(Nn = )

En écrivant ré = —Tg , hous obtenons la majoration :
1 A;(r)r
(Ai(r)2 /(@) ;
r>nu([a§)(1+n‘6) i nu([a, b])(AJ(T) F 1)
eirf(z)
r>nv([a,b])(1+n—9) (TLU([G,, b])(l i n_é))
T 1
— 1+
nv([a, b)) ( (1 —&)(nw([a, b])(1 +n=))°
et nous pouvons finalement écrire
> )@
r>nu([a,b])(14n=%)
eirf(z)
rene (nv([a, B))(1 +n-9))i

T il .
(nv([a, b)) (1 (G (1= &)(nv([a,b])(1+ ?L‘ﬁ))é) " 1) =)
£ erf(z)

TSTW([a,bZ]):( 1+n-—96) (TLL’([CL, b])(l A nié))%

i 1 At

(W([aa b)) (1 T =l A+ n‘é))") . 1) Al o

Le premier terme de cette différence se calcule en utilisant le fait que: N,
suit une loi de Poisson de parametre nv([a, b]). 11 vaut :

— 1‘P(Nn='r) <

P

4 I‘P(Nﬂzr) <

3
i

)-1) P =)

Aj(r)r - 1‘
nv([a, b])((r) = 1)

P(N; =)<
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1
2 1l
£z f(z) : (1 + nv([a, b)) 5 5) P(Ny = 1)
(@ (A +n-)F \ (=) (w(a, b) (T + )
Comme 6 > % et que € est arbitraire ce terme tend vers zéro avec % Le
second terme de la différence est majoré en valeur absolue pour n grand par

g2t f(z)
o 2 P(N, =)+
renv(a)(1—n-6) (([a; B]) (1 + n=%))3
MO ()

o

renu(at))(1-n-5) (Mv([a,b])(1 + n=4))3
1+n7°
((1 — (A +n O " ) ="
Nous obtenons finalement la majoration :
()2 £ () (r([a, 1)) ¥ P(N < m([a,])(1 = ™))
+2f (@) (nw([a, 1)) ¥n~* ()2
Comme u,, tend vers zéro lorsque n tend vers I'infini et que ¢ > ﬁ , ous

obtenons la convergence vers zéro du second terme de la différence et ainsi
la convergence vers zéro du premier terme de la somme .

Etude du second terme de la somme :
Nous pouvons majorer directement ce second terme .A;(r) < 7+ 1 donc:
1 Aj(r)r
; 2 —SIITP(NS=g)t<
r<nu(la§){1~n“5](Aj(T)) 45 nu([a,b])()\j(r) 5% 1) ( )
f(@)(nu[a, B)(L — n™*))2 P(N, < nw([a, b])(1 —n~))
En utilisant une nouvelle fois la convergence de la suite u, vers 0 lorsque n
tend vers l'infini, nous en déduisons que le second terme de la somme tend

vers zéro avec %

Etude du troisieme terme de la somme :

Nous avons d’apres les bornes de l'intervalle contenant r :
N EE
nv([a,b]) (1+n~°) )\j(T)T

2 o OO @ =

r=nv([a,b])(1-n—9%)
Ai(r) (L +n7%)

—1

SN =7 =

nwv([a,b])(14+n~9) !
> ourste) (MR ) e, -
r=nu([a,b])(1-n—*) /\j(r) =1
En utilisant la condition C; comme dans I’étude du premier terme de la
somme , en gardant le méme ng(g) , nous avons pour n > ng(e)
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nv([a,b])(14n=9%) .

i (Aj(r))2 f(z)

r=nv([a,b])(1-n—?)
nu(la,b]) (14n?)

Aj(r)r §
nv([a, b)) (A;(r) — 1)

E%T% T —1— 10 s =T
il }((1+(1—€)r5)(1+ ) 1)P(Nn )

r=nv([a,b])(1—-n—*)

et finalement:
nv([a,b]) (1+n=%)

r=nv([a,b])(1-n—*%)

E%(m’([ﬂa b])(1 +n‘51))if(m)
(1 aF (1 —&)(nv(la, b])(1 — n_ﬁ))é) (14+n7°%) - 1)

Comme 6 > 1, ce troisitme terme tend vers 0 avec 1

Nous avons montré que les trois termes de la somme tendent vers 0 lorsque
n tend vers l'infini et donc que : E(Y,2) tend vers 0 avec ;I; :
4 - Démonstration du troisiéme résultat
1 (A (N)(f (y(NVa)) — f(x))
Yau = (Aj(Nn))7 | oDl n
= ot (S

Done :
o (o Qo) — F@))
B3 = & (300 (LU TR L )

En utilisant la condition C) et en reprenant la notation :

o | ]
inf efa) f(2)

A2
0< BY2) < B ((A;-(NH))S»T)

ne

, ous obtenons :

Comme A;(r) < r + 1, nous pouvons écrire :

> OPLEPML =<

r<nu((a,b])(1-n~9)
2

A =
(nv([a, b)) (1 —n=%) + 1)3n—2P(Nn < nv([a,0])(1 —n~%)
En utilisant la convergence vers 0 avec ;1; de u, nous obtenons la convergence
vers 0 avec % de cette expression. D’apres la condition Cj, pour n > ng(e),
nous avons :

> (Ai(r)

r2nv([a,b])(1-n~*)

i

'H,2 P(NTL :T) S
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AZ
S € TZ—P(N =)
PO sy )

Soit :

r>nv([a,b))( 1 n"5)

1, b
> e —P(N =ip)=¢ ((v([a, b)))? + M)
TENx* (i
Nous en déduisons que le premier terme de l'inégalité tend vers zéro

lorsque n tend vers l'infini puisque ¢ est arbitraire. En rassemblant les deux

résultats, il vient :
. A?
m X, A(r)’ =5 P(Np = 7)+
r<nv([a,b])(1-n—9%)
AQ
Z Ai(r ) P(N,,, = R
anu([a,bj)(I—n_a)
Ceci n'’est autre que le terme :
A% (j(NR))? :
E % majorant E(}’Tfl)
Nous en déduisons le troisieme résultat.

5 - Démonstration du quatriéme résultat
SR L Aj(Nn)
Yﬂ,2 = ()‘J(Nﬂ)) f(x) (nv(AJ(Nn)) 1) :

En utilisant la loi de %ﬁi%, et en supposant que A;(r) > 3 (sinon le
dénominateur serait nul) ce qui est possible puisque A;(7) tend vers l'infini
avec r . Nous pouvons écrire : E(Y,2,) =
/ 2.0,
D sl
7 v([a, )2 (r) — D) —2) ~ “nw(fa, B ((r) — 1)
XN RN, =7)

Nous devons montrer que £(Y,2,) tend vers 0 avec --. Nous pouvons écrire

E(Y}?2,) sous la forme :
o3 Xi(r)(f(=))?
rznv([a,b])(1-n=*%)
( (Ai(r))?r(r +1) . rAi(r) g8 1)
n?(v([a, b]))2(A\s(r) — D(Ai(r) = 2)  nw([e, b)) (A(r) = 1)
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PilNa = 1) & e A (r)(f ()’

r<n(fab]) (1-n=")

u(r)r(r +1) k¢ )
(nﬁ(v([a, R CER I GED R Y O 1)
P(Nn e 7")
En rema[-qua,nt( )?IEB):) : ) Fiine
jr3rr+1 5 7.)\1_?,2 e
(emaom - T= D=0 ))

est positif (espérance d’une variable aléatoire positive ), nous voyons que les
deux termes sont positifs. 11 suffit de les majorer par une expression qui tend
vers (0 avec %
Etude du premier terme
La condition Cy implique :Ve > 0, Ing(e) tel que n > ng(e) =
[r > nv([a, b)) (1 = n7%) =

(1—e)r < X(r) < (1 + &)’

(s +1)” < mohte=s < (L+ w=om)
Nous pouvons donc majorer le premier terme pour n > ng par:

B (R
r>nv([a,b])(1—n—*%) ke

r(r + 1) 1 S x
(nﬁ(u([a, Nk (1 iy )) “ e 1) e
Soit encore pour n assez grand par :
45 (f(@)*(L+e)r
(reEN* r<nu([a§)(l—n‘5}) (m/([a, b])(l o n_é))l-é
r(r+1) ( d :
(nz(v([a, 7\t = o) (la, b1 = n*é))é)
(n([a, B])(1=n=%))1~*
1te + 1) P(Ny=17)

=

nv([a, b))
N, suit une loi de Poisson de paramétre nv([a, b])
donc le premier terme de la différence équivaut a l'infini a

(f(2)*(1 +¢)
(nv([a, b]))! -8
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((’“’“"” 0 (= amee) 2t o)

Soit finalement & : (f(z))%(1+¢€)o (1)
€ étant arbitraire, le premier terme de la différence tend vers zéro avec

1
n
Le second terme de la différence est majoré en valeur absolue pour n assez
grand par :
¥ (f(2))’(1 +&)r
(nv([a, b])(1 — n~#))1=

r<nv([a,b])(1-n—%)

2 ) 1) P(N
(nﬂ(v([a, e et ) i
Soit finalement par:
(f(2))*(nv([a, B))(1 = n7*))°(2(1 = n™%)* + 3(1 = n™%) +1)
P(Nn < nv([a,b])(1 = n™%))
et comme la suite u, tend vers zéro avec %, il tend vers zéro avec i Le
premier terme de la somme tend vers 0 lorsque n tend vers 'infini.

Etude du second terme de la somme
Comme A;(r) <1+ 1 le second terme est majoré par :
> (f(@)*(r +1)
r<n((ab])(1-n"?)
2r2 i
= +3
(n (v([a,0]))* * n([a,b]
Soit encore par :
(F(z))?*(nv([a, B))(1 —n~8) + )21 = n78)2 + 31 —n"%) + 1)
P(N, < nv([a,b])(1 —n~?))
et comme la suite u, tend vers zéro avec 1, il tend vers zéro avec ;. Le
second terme de la somme tend vers 0 lorsque n tend vers 'infini. La somme
tend vers zéro lorsque n tend vers I'infini.Le quatriéme résultat est démontré
et ceci achéve la démonstration du théoreme.

+ 1) P(N, =r)

Remarque : la variable aléatoire A;(N,) joue le réle de 7.
Pour 'estimateur de Muriel Curioni, nous avons :

(W) (fo(z) — f(z)) tend en loi vers N(0,1).

Pour 'estimateur de la partition aléatoire, nous avons :
E[()\j(Nn))%(fn(:c) — f(z))] tend vers 0 avec &
VAR[(A;(Ny))7 (fa(z) = f(2))] tend vers 0 avec .

n
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| 4. Définition du processus aminci et de ’estimateur

D'une maniere générale, soit un processus de Cox sur [a,b] dirigé par la
mesure aléatoire M: conditionnellement a M, le processus NN est un processus
de Poisson de mesure moyenne M.

Pour tout borélien A de [a,b], E(N(A)) = E(M(A4)) .

Nous pouvons représenter N sous la forme :IN = EN{[“ bl) Eq;

g4, €tant la mesure de Dirac au point z;.
Soit alors une fonction continue sur [a,b], p & valeurs dans [0, 1]
p:[a,b] — [0,1]
z — p(z)
et des variables U; prenant leurs valeurs dans {0, 1} vérifiant :
P(U; = 1|N) = p(z;) pour tout i = 1 & N([a, b))
et conditionnellement a N , les U; sont des variables indépendantes, alors le

Processus :
N([a,b])

Z U; &,

est le processus ponctuel p-aminci de N . Etant donné le processus N , N/
est donc obtenu en prenant le point z; de N avec la probabilité p(z;) et en
1"effagant” avec la probabilité (1 — p(z;)).
Nous avons :

E(N1) = pE(N) au sens ou pour tout borélien A de [a, b]

BE(NN(A)) = [ p(@)B(N)(do)
Remarque : Si N est un processus de Poisson ,N/ est aussi un processus

de Poisson.

définition de I’estimateur
Soit un processus de Poisson N sur [a, b] dont nous connaissons la mesure
moyenne m = E(N) de densité continue m(z) sur [a,b] . Soit aussi un

n—échantillon d’un processus de Poisson p-aminci N/de N: (Nty, N1y, ..., Nt,)
Le probléeme est d’estimer la fonction p(z).
Posons N, = ¥, N/i([a,b]) et considérons A;(Ny,),j =1...k(N,) la

. Partition aléatoire associée aux N, points de I'échantillon , a la suite k(r)
| dlentiers ,et aux entiers A\;(r),j = 1...k(r) . Nous définissons I’estimateur

. deppar:
’\J'(Nn)

B(z) = m pour z € A;(Ny)
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Pn(z) peut étre supérieur a 1 . Pour éviter cela , nous pouvons le remplacer
par inf(pa(z),1) .

5. Etude de la convergence de ’estimateur
Introduisons les fonctions :
m/(A;(Nn))

Vi -
e — € A;(N,
i) = I (AL (N)) et vp(z) = (A (V) siz € Aj(Nyp)
m/ étant la mesure moyenne du processus N/ de desisits m(z)p(x) sur [a,b] .
5.1. Condition suffisante de convergence uniforme presque com-
plete de 7, vers 1

Théoréme 5.1.: Pour que , pour toute fonction p continue a valeurs dans
[0,1] , la fonction r, converge uniformément presque complétement vers 1, il
inf;_; k) Ai(r) — 40
suffit que : 1
ot g In(7) fii= <00

Démonstration : Nous allons montrer que la condition est suffisante pour
que , pour tout € > 0, on ait :

P | sup |rp(z) — 1] > E) est le terme général d'une série convergente.

z€[a,b]
Nous avons : (V)
P | sup Tn$—1>6)=P( sup #——1>£)
(zelmb}' a3l i=1...k(Na) | P (A5(N5))

et pour tout réel strictement positif €,

P ( sup |ra(z) — 1| > E) < sup
z€|a,b] r>[vn]

o( U {21144

et (A5 (7))
(s > &) + P < A

nm/([a, b)) 4

En choisissant n assez grand (n > ng) pour que =

mi(A;(r))
mi([a, b])

P ( sup |rp(x) — 1| > e) < sup z
z€[a,b] rz[vn] j=1...k(r)

1 &l
(@ l]) = 2

et en posant X;(r) = 1I0US avons :
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Ai(r)(r+1)
nm!([a, b])(r + 1)

r+1

nm/([a,b]) :

— X;(r)

q |

+P (——Ai——) > -E—‘) + P(N, < [v/n])

)
nmi((a, b))~ 2

En utilisant le fait que la variable NV, suit une loi de Poisson de parametre
nm/([a, b]) et est minorée presque complétement par [/n], nous obtenons :
il suffit de montrer que :

Aj 1
sup (r+1) sup P(Xj(r) <ﬂ( +€1))+
r>[vn] j=1...k(r) r+l1\1+¢

P (Xj(r) > éjj"(_fll (11:—“%))

est le terme général d’'une série convergente .

i £
Pour le premier terme , prenons pour £, le nombre 3 et appelons a, b, al, b/
les réels :
€

/= —— b = ———,a = min(a/, 1), b = min(b/, 1
a 2 +e) =2 a = min(a/, 1) min(br, 1)
(

Rappelons que la variable X;(r) suit la méme loi que ’%H—? ot les T} (r) suivent
des lois I'(A;()) et Ty4q suit I'(r +1) .
Ecrivons les inclusions :

{TJ("') < :jT(?TrH(I = ‘1)} =
{Tj(r) < Xi(r)(1—a) (1 + g)} U {Trﬂ > (r+1) (1 + 5'2'1)}

1) > 207, a +b)} c

01 01100 12 < 12

Ceci permet, en utilisant le lemme 0 de Saab Abou-Jaoudé (cf : [3]) d’obtenir
la majoration du premier terme :
a7+ b (L 5
sup (r+1) sup |3 (—) = (—) + B(e)M) + §(d)y ™
r=[vn] j=L..k(r) 2 2
b(1 — -
( b),d:a(12 8 et B(a) et 6(a) €]0,1[sia>0.

Donc, nous obtenons la majoration :

oll ¢ =
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a\"+! hYEt (k()
sup (r+ 1) ﬁ(—) +5(-) + B(e)SE X0 4 ()it ()
r2(va) 2 2

fJ 1 ,,”)/\(r) — 400
In(r) )

Utilisons maintenant I’hypothese

et choisissons un nombre M tel que
1

In W M—1>2

In a( ) M-1>2

Par hypotheése, il existe ry tel que si 7 > ry , nous avons
mf /\ j(r) > M In(r)

=1
Donc, pour n assez grand , n > (rg)? , nous avons

r 2 [v/n] = inf X(r) > MIn(r)

j=1...k(r)
Nous obtenons donc la majoration suivante :
r+1 b T+l
sup (r+1) |8 (9) +6 (ﬁ) + B(c)M () 4 §(g)M Intr)

r2[v/7] 2 2

qui est le "sup a partir de racine carrée de n ” de quatre fonctions qui sont

toutes décroissantes pour r assez grand . (calcul simple) Donc , nous avons
la majoration

e o (§)" ™5 (2)"™" vt ]

Les deux premiers termes de la somme tendent sans difficulté vers zéro
lorsque n tend vers linfini . Quant aux troisiéme et quatrieme termes ils
sont équivalents & I'infini respectivement a :

FGEH) (i)
termes généraux de séries convergentes .
5.2. Condition suffisante de convergence uniforme presque com-
plete de v, — p vers zéro
Théoréme 5.2. : Pour que , pour toute fonction p continue sur [a,b]
@ valeurs dans [0,1],v, — p converge uniformément vers zéro presque com-
pléetement il suffit que :

lim sup
T=H0 1 k() T Al




S

Démonstration : Il s’agit de montrer que si la condition est réalisée , pour
tout réel strictement positif & , P (supmeia,b] lva(z) — p(z)| > E) est le terme
général d’une série convergente.

Nous avons :

P( sup lon(z) - p(a)] > s) <
z€[a,b]

" ( o Ja, vy [P(Y) = p(z)|m(y)dy E)
z€a,f m(A;(Na))
p est une fonction continue sur [a,b] compact , donc p est uniformément
continue sur [a, b]. Il existe donc un réel strictement positif 7 tel que :

lz—yl <n=|p(z) - p(y)| <€
D’autre part, nous pouvons écrire :

B (zs?pb; |va(2) — p(z)| > E) <

i B gy
P (mela’b’ e el (e )
it Aj(Ny) IP\Y) — Pl )imiy)ay o -
g (ze[al.)b] m(Aj(Nn)) e ) ar )

ol E désigne I’événement :

B { n( {1(A;(N,)) < n}}
j=1..k(Nyn)

I(A;j(N,)) mesure de Lebesgue de A;(N,) .
De part le choix de 7, nous avons :
- ( - Ja;in, IP() — p(2)|Im(y)dy
zela] m(A;(Nn))

B ( sup |vn(z) — p(z)| > e) =
z€|a,b]

Ja,iv) 1P(Y) — p(@)|m(y)dy
P sup
z€la,b] m(A;(Ny))
Utilisons la définition de ’évenement E. Nous obtenons :

E]E) = 0 et donc

5|Eﬂ) P(E®) < P(E°)

p s?p lva(z) - p(z)| > 6) =

z€(a,b]

P( U {l(Aj(Nn))>n})

J=1...k(Ny)
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En utilisant le fait que p(z) est, ainsi que la densité m(z) de la mesure
m, continue et strictement positive sur [a, b], pour une certaine constante k
nous ayons :

P( s lin(e) = @) > <) <

z€[a,b]

mi(Ay(N,)
i (FHM { (al]) ’“} )

En utilisant les propriétés de la variable N, , nous pouvons écrire

£ ( sup_|vn(z) — p(z)| > E) <

z€[a,b]

supe S hesge ({M 3 k}) + P(N, < [v/n])

r2[vAl j=1._k(r) m/([a, b])

Le second terme de la somme tend vers zéro avec 2

e

Nous savons que %&{E;(J—lg) suit la méme loi que la variable aléatoire 'i,wL«—(:lj

si Tj(r) suit une loi I'(A;(r)) et T4y suit I(r + 1) . De plus , nous avons
I'inclusion , pour tout e/ de ]0, 1] :

{Tj(r) > kT41} €
{Tyr) > kToa} N {Toa 2 (r + (1 = )]} U{Toas < (r + (L — 1)}
Donc, nous pouvons écrire :

P{T}(r) > kTy41} <
PATy(r) > k(r + 1)(1 = )} + P{Tys1 < (r + 1)(1 — 1)}

D’aprés le lemme 0, le second terme de cette somme est majoré par
8(er)™t! ot 8(er) est un élément de J0,1[. Notons pour tout j = 1...k(r)

Aj(r)
eln)= et E(r) = sup ¢g;(r
i(r) r+1 () j=1..k(r) 1
Par hypothése du théoréme, nous avons
=(r) —0
L S
Soit k7 > 0 . Il existe r; tel que r > r; implique
Kt
5('»‘”) = —2—
Nous avons alors pour tout 7 = 1...k(r)
i< k!
ilr 3

donc
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kt ki
ki > g;(r) + 5 (r+ 1)kt > Xj(r) (1 2 Zsj(r))
Prenons pour k/ : k/ = k(1 —e/)
Alors 7 > 1 implique

PIT(r) > k(r +1)(1— )} < P {Tj(r) >0 (14 525}
En utilisant le lemme 0, nous obtenons i §

P{T(r) > k(r + 1)(1 — &)} <

Aj(r)—
B | SN WA
2m 2e;(r)

En étudiant au voisinage de zéro la fonction : y = (1 - ;‘—C)x, nous avons la
majoration

P{T;(r) > k(r +1)(1 — e} <

(i 2?)))

Soit a € Je2, 1[. Il existe 5 tel que > 7y et r > 75 implique

P{T(r) > k(r +1)(1 — e} < 1{’\;_5:)ar+1

Soit :
P{T;(r) > k(r+ 1)(1 — e} < warﬂ
k(r)
PUT; kTr1} <
rgl[l})ﬂ; { J(T) > i } <z
D (i) ((é(ar))fﬂ . f(r)g"_“)am)
r2(va) -

Nous en déduisons le résultat annoncé, & savoir la convergence presque com-
plete de v, vers p uniformément sur [a,b] .

5.3. Conclusion :
En remarquant que
Pn(z) = Tn(z)vn(2)
et en écrivant :
Bn(z) — p(z) = ro(z)vn(z) — va(z) + va(z) — p(z)
nous déduisons des résultats ci-dessus le théoréme :
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Théoreme 5.3. : Pour que, pour toute fonction uniformément continue sur
[a,b] @ valeurs dans [0,1], Uestimateur p, converge uniformément presque
complétement vers p, il suffit que :

Ai(r) Ai(r)

lim su — St linm et = 400
T-#+0o j=1...112(r) % Sl r—=+o0 j=1..k(r) In(7)

6. Cas ou m est inconnue
N : processus de Poisson de mesure moyenne m de densité f sur [a, b]
N7 : processus de Poisson de mesure moyenne m/ de densité pf sur [a, b]

On suppose connu un n-échantillon N1y, N/, ..., N1, du processus N/ et
un n-échantillon Ny, Ny, ..., N, du processus N sur [a,b] tels que
Ny, Ny, ...,Nt,, Ny, Ny, ..., N, soient 2 & 2 indépendants.

Donnons-nous des entiers M;(r/) pour j = 1...k(r/) et fixons R/, =
Yiz1..n Nti([a,b]) & r7 . Nous construisons la partition aléatoire {A4;(r/),j =
1...k(r7)} de [a,b]) de la maniére habituelle & ’aide des entiers A;(r/) et
des 7/ points X1y, X1ta,..., X1, de NIy, N1y, ..., N1,. Considérons la variable
aléatoire :

A7) = 3 Nl Ay(r)

Lorsque A;(r7) est fixé, elle suit une loi de Poisson de parameétre nm(A;(r/)).
L’estimateur de la fonction p(z) sur [a, b] est défini par :

. A1(Rtz)
s (R
Do) () pour z € A;(R/y)
Rappelons qu’une condition suffisante pour que :
M;(Rty)

Balz) = m pour z € A;(R/y,)

converge presque complétement uniformément vers p sur [a, b] est que
Ai(r) A(r)

lim sup =0et lim inf = 400
r=+00 iy k(r) T+ 1 r—+o0 j=1..k(r) In(r)

Théoréme 6.1. : Si les conditions suffisantes de convergence uniforme
presque compléte sur [a,b] de p, — p vers zéro, ainsi que la condition :

X k(r) =)
r—-+400 inszi___k(r) A:." (T)
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sont réalisées alors P, —p converge uniformément en probabilité vers zéro sur
[a,b].
La derniére condition est compatible avec les deux autres : en effet, par

construction :
k('r’) infj=1.._k(7'l) AJ(TI) S T + 1 S k('f‘f) Supj:l.“k:(rf} AJ(TI) et

rr+1 z k(rr) g T +1
p e iy ; = 2
(SU-pjzl...k(rf) Aj(rt )) infj1..x(r) A5(r7) (infj=r._ ke X5(77))
et les deux premieres conditions imposent

k(rr) _o(rl—}—l )et k(r?) —oo( 1 )
inszl___k(r,) Aj(’f'f) ia (ln(rl))2 infj=1,,,k(rf) /\J(T’) ¥ rr+1

ce qui n’est pas contradictoire avec la derniere condition .

Démonstration : Comme les deux premieres conditions sont réalisées, il
suffit de montrer que p, — p, converge uniformément vers zéro en probabilité
sur [a, b] .

Soit donc € > 0 .

P sup 7n(o) ~ n(a) > o=

z€(a,b]
Mot [, Mytr)
Pl sup -2 1-— 2
rrEZIN (i=1---k(rr) Ai(r7) nm(A;(r/))

P((sun ) - (el > ) <

me[a. b]

Z Z P ()\I (r!)
waiym =1 \ M)
P(Rt, < [v/n])

Le dernier terme de la somme tend vers zéro avec % . Le premier terme de
la somme est majoré par :

> e) P(RI, =11)

nm)EZ(ljg'f))’ > E) P(Rt, =1+
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k(r1)

P(Rl,=r)+ > >

ri>[y/n] 3=1
{|Aj(r/) —nm(A;(r1))| > M)-} PR, = v

Soit encore par :
k(rr)
2 DY
ri>[ym] 3=1
()2
E R e el
(nmmj(w)) 1

/)

A;(r7)
nm(4;(r1))

= 5} P(Rt, = 1)+

a2
—

.
r1>[v/n]

>[vn] j=1

Il

{ (1) — nm(A;(r))] > w} P(RI,, = r1)

En fixant A;(r/) et en utilisant la loi de A;(r/) , nous obtenons la majoration

k(r1)
2 )
rz[yn] J=1
R )
j;iomaine deA;(r1) nm(A;(r1)) e2(nm(A;(r7)))?
k(rr)
P(Rn=r)+ 3 3

rr2[ /7] i=1

P(d(A4;(r1)))

4
————P(d(A;(r))P(Rl,, = 7!
domaine deA;j(r1) nm(A;(r!)) (d(A;(rn))P( 1)
Nous avons :
1 < Supr[u,b}p(:C) < 1

m(A;(r1)) = mi(A;(r)) T mi(A(r))

t
1(A;(r! T8
afldy il ) suit une loj =25
ml([a,, b]) Trl+l
Cette majoration vaut donc en calculant :
k(rr)

2>

riz[yA) 3=1
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1 dri(rt 4+ 1) (11 + 2)(M(r1))?
(nm/([a, b]))° 52()\’;(7‘:() o D(N;(r1) = 2)(N;(r7) = 3)
PlEL =t 5, 3

rix(ya) i=1
A PRIy =§1)

nm/([a, b])(M;(r1) — 1)
Nous obtenons donc, d’apres la derniére condition, pour tout n > 0, pour n
assez grand, la majoration suivante

dri(r! + 1)(r! + 2
Z _@2-7" (T iE )(T +3 )P(R’n = 7,,)+
rielN 6e (nm!([a, b]))

dnrt
————P(Rtl, =)
,EN nm/([a,b])" "

Le calcul montre alors, puisque 7 est arbitraire que : P ( sup | () — palz)| > 5)

zEa,b]

tend vers 0 lorsque n tend vers !'infini.

7. Etude de la loi limite de ’estimateur

Théoréme 7.1. : St les deuz conditions sont réalisées :
(a) V z,y € [a,b], Ip(:c) p(y)| € K |z —y| , K constante
(b= 10V k(r) 36, — T <6<.1. tel que hm i(:) =1

a[ors la varwble aléatoire :

Ai(Na))? [pn(2) — p(@)]

ot _7 est Ezndzcc tel que 7 € A;(Nyn), a non sculement son espérance mais
ausst sa variance qui tendent vers 0.

Démonstraltion
AN ) (o) =
(M) [% b
et nous pouvons écrire (m! étant la mesure moyenne de N7 ):
1) L e e
1| A INp nm/( A; (N, m!jn-—:c
(Aj(Nn))z[ —RETAY AN P

a) Btude du premier terme de la somme :
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Zo = (M)} [
=X Y O

Aj(Nn) — nm’(Aj(Nn))]
nm(A;(Nn))

e (A (s))
Xn = A () b
= Oyl (i~ !

Lors de I’étude de la loi limite de ’estimateur a pas aléatoire, nous avons
démontré que la variable aléatoire : Y, = Y (m(z)p(z)) vérifiait: E(Y,,)
et E(Y,2,) tendent vers 0 avec 1.

Donc E(Y,) et E(Y;2) tendent vers 0 avec =

Remarquons que ,p étant une fonction a valeurs dans [0,1] , 0 < X, <1, ¢t
nous avons : 0 < |E(X,)|<1let0< E(X2) <1

Par conséquent: |E(Z,)| < (B(X2))Z(E(Y,})? tend vers 0 avec 4 .
E(Z2) < E(Y}?) tend vers 0 avee 1 .

b) Etude du second terme de la somme

Ce second terme p(iut s’écrire :

OVt iy [y P0) — @)

En utilisant la condition (a) nous pouvons majorer sa valeur absolue par:

(i (N))2 K 1(A; (V)

Soit encore par : (A (N.)
1 _ml Y] n

D B a5

e B teknu(ja b} -

infyeja,o) m/(y)

Or %((’E(%) suit la méme loi que la différence entre deux points d’un (r+1)

échantillon d’une loi uniforme sur [0, 1] séparés par \;(r) — 2 autres points.
Dong, nous pouvons calculer :

Nous pouvons écrire cette somme sous la forme :

e (e — T
B(Xi(N,))2
Z (rji—l)) PNy =)

rznm/([a,b])(1-n~%)
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Comme Aj(r) < 7+ 1, nous pouvons majorer le premier terme de la somme
par: ’
Z B(T+1)§P(Nn='r)

r<nmi([a,b])(1-n—9)
et finalement par :

(nm([a, B))(1 = n*))2 BP(N, < nmv([a, b])(1 — n~%))
D’apres le lemme démontré au paragraphe 3, la suite : uw, = nP(N, <
nm/([a, b])(1 — n%)) tend vers 0 avec L Nous obtenons la convergence vers
zéro du premier terme de la somme lorsque n tend vers 'infini.

La condition (b) implique 51-({—) tend vers 0 avec ~. Pour n assez grand,

nous pouvons majorer le second terme de la somme par:
3
T4
Z B PeNy="r)
rznmi(ad)(1-n-5) T+ 1
et finalement par :

> Br BN, =)

ronm([ap)) (1-n-8) (P ([a, B])(1 — n=4))i (nm([a, b)) (1 — n?) + 1)
Clest & dire par :

( > > ) BrP(N, =r)
rEN*  r<nmi([a,b]}(1-n—9%) (nm’([a” b])(l oy n’_J))% (nm,([a! b})(l g n—é) £i 1)
Le premier terme de la différence vaut, puisque N, suit une loi de Poisson
de parametre nm/([a, b)) :
Bnm/([a, b))
(nmv([a, b])(1 — n=9))3 (nm([a, b]) (1 — n~6) + 1)
et tend vers zéro avec

Le second terme de la différence est majoré par :
Bnnv/([a, b)) (1 — n~%)
(ns([a, b])(1 ~ 1=8)) & (nm([a, B])(1 — %) + 1)
Il tend aussi vers zéro avec % L’espérance du second terme de la somme
tend vers zéro avec .

Si nous appelons T, ce second terme, nous avons de méme :
Ai(N)) )’
B(TH < ‘ m,(i—
T (*’(N")B (et
qui vaut:
B(\i(r) -1
St

P(N, =
TEN=* T(T‘ + 1) ( r)
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Nous pouvons écrire cette somme sous la forme :
B2(\i(r) = 1)
e J i
Z (/\J(r)) 'J”(‘T‘+ 1) P(NH T)+

r<nm/([a,b])(1-n=2?)
2
Fa Uy,

r2nmi((a,b])(1-n~") A
Comme A;(r) < r+1, nous pouvons majorer le premier terme de la somme
par:

o B*(r + 1)P(N, = 1)

r<nm/([a,b])(1-n—9%)
et finalement par :

(nmi([a, b])(1 — n~?) + 1) B2P(N,, < nm/([a,b])(1 — n~?))

D’apreés le lemme démontré au paragraphe 3, la suite : u, = nP(N, <
nm/([a, b])(1 — n~?)) tend vers 0 avec ~. Nous obtenons la convergence vers
zéro du premier terme de la somme lorsque n tend vers 'infini.

La condition (b) implique iL(’!Q tend vers 0 avec % Pour n assez grand, nous
pouvons majorer le seconld terme de la somme par:
5 B*-—_P(N, =r)

renmi(la(i-n=6) T T 1

et finalement par :

Z B PN =)
renmu(lash(1-n-6) (m/([a, b])(1 — n=9))z (nm/([a, b])(1 — n=%) + 1)
C’est & dire par :
BfrP(Ny=7)
( s b ) / T NI
reNs  renmiaii-n-8) (Mm/([a,0])(1 —n=%))z(nm/([a,b])(1 — n=0) +1)
Le premier terme de la différence vaut, puisque NN, suit une loi de Poisson

de paramétre nm’([a, b)) :
B*nm/([a, b])

(nm’([a, b])(1 = n=))2 (nm’([a, B)(1 = n~8) + 1)
et tend vers zéro avec %

Le second terme de la différence est majoré par :
B%nm/([a,b])(1 — n~9%)
(nmm!([a, 8])(1 — n=*))2 (nm/([a, b)) (1 — n=%) + 1)
Il tend aussi vers zéro avec ~. Le second terme de la somme tend vers
zéro avec + Donc E(T?) tend vers zéro avec

n'
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¢) conclusion
Nous avons
E(Zy + 1) = E(Z,) + E(T,) tend vers 0 avec 2 .
E((Zn+T0)?) < E(Z2) + E(T?) + 2(E(Z2))7(E(T2)) tend vers 0 avec 1
Le théoréme est démontré.
Remarque : Tous les résultats concernant la partition aléatoire peuvent étre
étendus au cas d’un processus de Cox sur [a, b] dont la mesure aléatoire qui le
dirige prend ses valeurs dans un espace de mesures E, = {m : m([a, b]) = c},
¢ étant une constante positive fixée.

Pour ¢ = 1, il s’agit donc des processus de Cox dirigé par une mesure de
probabilité aléatoire.

Pour le montrer, il suffit de conditionner par rapport & la mesure direc-
trice.
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