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ON ESTIMATION OF MONOTONE AND CONVEX BOUNDARIES

* ** ***

By A.P. Korostelev , L.Simar and A.B.Tsybakov

Abstract

We study the problem of estimating a set G in IR (or,

equivalently, estimating its boundary) given n independent

identically distributed in G observations X^,...,X . We suppose that
the boundary of G can be represented as a monotone or convex

function of k-1 arguments. We evaluate the risks of several

estimators of boundaries and show that they converge with the best
possible rates. A general density of X.’s with the support G is

considered, as well as the extension to the case where a small

portion of "data outliers" falls out of the set G.
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1. Introduction. Let g(Xj xg) be a function of the
arguments x^ x , defined on the cube [0,1]S in IRS and such that
Osg(x^,...,xs)sl, s>i. The function g is called boundary. Define G
as a closure of the (s+l)-dimensional set

{x=(xl xs+l)sK: 0SWg(xl xs>}’
g+1

where K=[0,1] . We call G the set under the boundary g.

Consider the problem of estimating the boundary g (or,

equivalently, the set G) given n independent identically distributed
in G observations X,,...,X .1 n

We suppose that the boundary g is either monotone or convex

function of its arguments.

The problem of estimating a convex boundary was studied already

by Farrell (1957) in the context of measuring the efficiency of

enterprises. He proposed the so called data envelopment analysis

(DEA) method for estimation of g. The DEA estimator is defined as

the "lowest" convex monotone nondecreasing function covering ail the

sample points X.. Deprins, Simar and Tulkens (1984) developed a

similar approach in the case of monotone boundaries with possible

non-convexity and introduced the free disposai hull (FDH) estimator
of the set G, which is denoted F and defined as follows:

n

n

F = U FD(X.)
n

i=l 1

Here and later FD(v) for a point v=(v ,v ,)eK dénotés the "free1 s+1

disposai set" related to v:

FD(v) = Jx=(x, x JeK: x,2:v. x ïv , x ,£v ,

^ 1 s+1 1 1 s s s+1 s+1

In other words, the free disposai hull is the set under the "lowest"
monotone step function g covering ali the sample points X.. Also, it
is easy to see that F is the nonparametric maximum likelihood
estimator of G on the class of ail sets G£K with monotone

boundaries, provided X. hâve the uniform density on G (see
Korostelev, Simar and Tsybakov (1992)). Similarly, the Farrell’s DEA
estimator of G, which we dénoté later as D , is the maximum

n

likelihood estimator on the class of sets G under convex monotone
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boundaries.

The study of statistical properties of FDH estimator is given
in our previous paper (Korostelev, Simar and Tsybakov (1992)). We

analysed the asymptotic behaviour of a risk of FDH and proposed an

improvement on F^ based on the idea of "blowing up" the free
disposai hull, which lead to the exact asymptotically efficient
estimator.

In Korostelev, Simar and Tsybakov (1992) the risk function was

defined in terms of the Hausdorff distance between sets. Here we

implement another distance, namely, the Lebesgue measure of

symmetric différence of sets. We evaluate the risks of FDH as well

as DEA under this distance measure and show that FDH and DEA

converge with the best possible rates. Unlike Korostelev, Simar and

Tsybakov (1992) we consider the general setup (ssl, non-uniform
distribution of X.). We also treat the case of possible "outliers"
in the data falling out of the set G. These généralisations and also
the fact that we do not use the Hausdorff metric here do not allow

to extend the exact asymptotical minimaxity resuit of Korostelev,
Simar and Tsybakov (1992). Note, that the case of convex sets G is

much more délicate, and, even for s=l and for the uniform

distribution of X., the extension of the resuit of Korostelev, Simarr

and Tsybakov (1992) is not straightforward (see Korostelev and

Tsybakov (1993c)).

The problem we study here is a spécial case of the density

support estimation problem, which was first considered by Geffroy
(1964) and Rényi and Sulanke (1963, 1964). For further references
see e.g. Chevalier (1976), Ripley and Rasson (1977), Devroye and
Wise (1980), Korostelev and Tsybakov (1993a, 1993b, ch.7, 1993c),
Mammen and Tsybakov (1992), Tsybakov (1992), Hârdle, Park and

Tsybakov (1993).

2. Définitions and the main resuit.

Dénoté by 'S the class of ail sets G under the boundaries
mon

g(x x ) which are monotone functions in each coordinate x.,1 S J
j=l,...,s, and such that mes(G)*0, where mes(G) dénotés the Lebesgue
measure of G. Quite similarly, dénoté 'S the class of ail sets GJ

conv

under the boundaries g(x.,...,x ) which are convex functions of

(x,,...,x ), and such that mes(G)*0. Define 'S =!* rfê
r s me conv mon
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Let Q(x) be a continuous strictly positive function on
s+i

K=[0,1] . Assume that the distribution of each independent

observation X.eK, i=l n, has the density

fç(x) = Q(x)I{xeG}/Jq(xMx, xeK,
G

where I{ •} is the indicator function. Dénoté P„ the joint
U

distribution of X ,X when each X. has the density f_, and letl n 1 G
E„ be the expectation with respect to P_.G G

By an estimator G^ of G we mean an arbitrary closed set in K
measurable with respect to Xj,...,Xn. We study the nonparametric
maximum likelihood estimators of G in the classes 'S , î? and

mon conv

î* . If S? is either of these classes, the maximum likelihood
me

estimator (MLE) is ■!

* n (
G = argmax y]-I Q(X.)I{X.eG>n

Ge& i=iv 1 1
U

argmax f[ -|q(X.) fQ(x)dxl n argmin I
Ge£: i=l l 1 LJ J1 A n

J Ge&: J
r.

Q(x)dx,

G2{X, ...X >
n

G2<X, ,X >
n

= argmin mes(G),
Ge&:

G2{X, X >1 n

since Q is strictly positive. In particular, we get

*

G
n

F if
n mon

D if £=§■ .

n me

#

If !*=ï* , the maximum likelihood estimator G is the smallest
conv n

convex set containing Xj,...,Xn and K' where K' is the projection of
K onto the space of the first s coordinates.

Also, if 'S is either of the classes 'S , 'S , or & , the
m mon conv me

MLE G is a sufficient statistic. In fact, consider for
n mon

example. If GeS1 , the joint density of observations may be written
mon

as

H jQ(X.)I{X.eG> - '”c(Fn)h(Xl V'
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where œ_( F )
G n

I{F £G>
n Jq(x)cIx

G

-n

and h(X1t...,X )1 n n <}«,>•
i=l

Using the factorization theorem, we see that is a sufficient

statistic.

The discrepancy between an estimator G and the true set G is

quantified as the Lebesgue measure of their symmetric différence:

d(G,G ) = mes (GAG ).
n n

Clearly, d( •, • ) is a distance on the set of ali closed subsets of K.

If 'S is one of the classes 'S , î? or 'S , and if A>0, we
mon conv me

dénoté î*(A)=5*r\-<G£K: mes(G)^xl (e.g. 'S (A), etc.). In this paper we^ I mon
*

study the asymptotical properties of G (the maximum likelihood

estimator on the class '§) assuming that the true set G belongs to a

smaller class S* (A). This restriction is of technical nature, and
sometimes can be dropped, but we don’t discuss this here.

For an arbitrary estimator G and arbitrary q>0 we define the
risk function

R(G,G ,q,i// )=E_ 10_qdq(G,G ))1,n n Gjj'n n J
where 0 >0 is an appropriate normalizing factor, namely,

K m =
n

-l/(s+l)
n

-2/(s+2)
n

if
mon

if or £=£ .

c onv me

The following theorem shows that FDH and DEA estimators

converge with the rate \jj (i?) and that no other estimator can

converge with a faster rate.

Theorem 1. Let, for some A>0, Î?(A) be one of the classes

or & (A) and let G be the MLE on 'S where 'S is
mon conv me n

î? , 'S or 'S respectivelv. Then
mon conv me ^ '

*

(1) lim sup sup R(G,G ,q,\b (&)) s C, Vq£l,
_ . n n

GeS(A)
and



8

(2) lim inf inf sup R(G,G ,q,0 (&)) 2: c, Vqfcl,r
n n ^

n “*00
G Geg A)

n

where inf dénotés the infimum over ail estimators and C, c are

G
n

positive constants depending on q, À and s only.

Remark 1. Inspection of the proof of Theorem 1 shows that it
holds also for the class of ail convex subsets of K satisfying the

condition mes(G)sA, (A)=^G£K: G is closed convex and mesiO^AV-.
conv 1

3. Proofs

Let N be a collection of subsets of K. We say that N is an

e-net with upper bracketing for a class 'S in d-metric, if for any

GeS there exists G' eN such that d(G,G' )^e and G£G'.

The classes of sets 'S , 'S and !? are compacts w.r.t. the
mon conv me

distance d. In particular, one can construct finite e-nets with

upper bracketing for these classes. The following lemma évaluâtes
the cardinalities of such e-nets.

Lemma 1. For ,£? ,!? there exist e-nets with upper
mon conv me

bracketing N-N (i*,d,e) such that

(3) log card N (S?,d,e) =

0(e"s) if
mon

0(e“S/2) if
conv

or

as e-»0.

Proof. For fS='S the resuit follows directly from the
mon

construction of e-net consisting of piecewise-constant monotone (in
g

each coordinate) functions on [0,1] of the form

s
m

(4) ï(xi V = I ïjI<(xi xs)eV’
j = l

where m=[l/e], g .e{0,-,...,§^=^,1}, and A ., j=l,...,mS, are disjoint
J ^ ^ J g

cubes with edge l/m forming a partition of [0,1] . Clearly, the set
of ail such functions is a (s+l)/m-net on & in d-metric, and for

mon
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every Geî* one can find a function of the form (4) such that the
mon

set G' under g satisfies d(G,G' )^(s+l)/m and GSG'. (In fact, s+1 is

the maximal area of the surface of the graph corresponding to a

monotone function g in K). The cardinality of the set of ail the
monotone functions of the form (4) is 0(m ) (this is an easy

conséquence of the general resuit of Birman and Solomjak (1967)).
Since 'S £§ , it remains to prove the lemma for 'S only.

me conv conv

For this we follow an argument of the proof of Theorem 4.1 in Mammen
and Tsybakov (1992). Let d dénoté the Hausdorff distance between

00

sets in K. Since the graphs of functions g for sets Geî? hâve
conv

finite surface (uniformly bounded for ail Gel? ), there exists an
conv

absolute constant C>0 such that for Geî? , G'SK we hâve
conv

(5) d (G,G' )=se => d(G,G' )^Cg,
00

Dénoté N® a minimal e/2C-net on 'S in the Hausdorff metric d . It
g conv eo

is proved by Dudley (1974) that

(6) log card = 0(e S/^), as e-*0.

For every set GSK we define the e-neighbourhood

£MG) = |x€K: p(x,G)^el,
where p dénotés the Euclidean distance between the point x and the
set G. Dénoté

(7) N {'S ,d,e) = /g = 0 (G'): G'eAf.
+ COnV l e/2C e/

It is easy to see that the set (7) is in fact an c-net with upper

bracketing. In fact, the set (7) is an e/C-net on 'S in the6 ’ conv

Hausdorff metric. Moreover, for every Gei? there exists
conv

GeN (î* ,d,e) such that GSG and d (G,G)^c/C (for example, one
+ conv oo

can take G = 0 _(G' ) where G' is the element of N® closest to G in
e/2C G

the Hausdorff metric). In view of (5) this entails that the set (7)
is an G-net with upper bracketing for 'S in d-metric. But

conv

card N (îf ,d,e) = card N®.
+ conv g
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This, together with (6), proves the lemma for ^=^conv-

Proof of Theorem 1. Let us prove the inequality (1) first.

Let 'S be one of the classes 'S , 'S , 'S Dénoté for
mon cortv me

„

brevity N —N. (î*,d,e) where N (!#,d,e) satisfies (3). Along with GJ
e + + n

consider the following estimator

G = = argmin mes(G).
n»e _Gç.N :

G2{X , ?..,X }1 n

The same reasoning as in Section 2 shows that G^ is the maximum
likelihood estimator on e-net N . Moreover, it is straightforward
that G is the set of smallest Lebesgue measure among ail éléments

f f

of N that contain G . In other words, G is the closest to G (in
e n n,e n 0

the sense of d-distance) among ail éléments of N that contain G .
e

* n
Since N is an e-net with upper bracketing on 'S and G ei? ,

e conv n conv

this can be expressed as

*

G 2G ,

n,e n

(8) d(G*,G ) = mes(G \G*) =s e.
n n,e n,e n

Let us estimate the risk R(G,G ,q,ib (&(X))). We use Lemma A.l from
n,e n

the Appendix. Let us check the conditions (A.l) and (A.2) of Lemma
A.l. The joint density of X^,...,Xn in our case is

P-(X. X ) = TT /q(X.)HX.€G>G 1 n .",1 i i
G

and thus the Hellinger affinity equals J(p^p^, )^^=Jn, where
S(GnG' )

J =

[S(G)S(G')]1/2

with S(G) = fQ(x)dx. If S(GnG' )=0, then J=0, and (A.l) holds. If

S(GnG' )^0, we hâve

S (GnG')
J ^

LS (GnG' ) +S ( GnG' )S(GAG' )

•,1/2 f S (GAG' ) -,1/2
- =1
7 V L S(GuG' ) J
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Clearly, S(GAG') s min Q(x) dfG.G' ), and S(GuG') ^ jQ(x)dx. Hence,

(9)
1/?

J 3 [l-a0d(G,G' )] * exp[-a0d(G,G' )/2]

where aQ=min Q(x) JJ Q(x)dxJ >0. This gives (A.l) with a=l, Cj=l,X
K

°2=a0n/2.
It remains to check (A.2), namely we will prove the fact that

for every Gei*(A) there exists G' eN such that d(G,G')sê and
G

(10) Pg{c3»G<X1 Xn)ïpG'(Xl Xn>} = °-
where c^>0 does not dépend on G and G'.

Since N is an e-net with upper bracketing on Ï?(A) in d-metric,
for any Geî*(A) there exists G' e// such that d(G,G')se and G'2G.

Using this we hâve

p^iXj Xn) = njçKX.mx.eG'MSiG')] fl 2:i=ll J

J] |Q(X.)I{X.eG}[S(G)] -1
[S(G)/S(G '«fl

= P„(X, X )[S(G)/S(G' )]n,^G 1 n

and

[S( Cx nGJ1! n p *1 n1 fc 1 - a (l-a e)n,
S(G')-1 L S ( G ) J 1

max Q(x)
“1 x n

where a=A . Hence (10) holds with c_=(1—a1e) /2. Using
min Q(x)

x

this and the estimate (3) for the e-entropy we find that the
condition (A.3) of Lemma A.l is satisfied if we choose

(12)
( n"1/(s+1) if £(*)=£ (A),J mon

1 n~2/(s+2) if SU)=£ (A) or i?(A)=S (A).
I c onv me

Note that e=0n(S*). Thus, Lemma A.l yields
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sup R(G,Gn ^ (g)’q,^n^^ = 0(1), as n-*oo.
Ge£(A) ’ n

This, together with (8) for c=\fj^§) proves (1).
Let us prove the lower bound (2). The proof for 'S (A) and

conv

î* (A) is in fact contained in Mammen and Tsybakov (1992) (Theoremme

5.2). In the case !?(A)=!* (A) we follow the proof of Theorem 7.3.1
mon

in Korostelev and Tsybakov (1993b), with some modifications that we

sketch below. Choose the functions g of the form

s M

g(t,w) = A + tj £ x. + (x^/m) £ Wj0(m(t-bj)),
i=l j=l

m=[n^S+^], M=mS, w = (w w ), w.e{0,l),1 M j
t=(x, x ),1 s

where 0(t) is infinitely many times différentiable function

on IRS with the support (-1/2,1/2)S such that 0^(t)^l, and b^ is the
center of the cube A^. Choose x^.x^ so that sx^+x^l-A. Then
g(t,w)^l for te[0,l]S. Let G(w) be the set under g(t,w).Clearly, the

partial dérivatives of g(t,w) are non-negative if the ratio x^/x^ *s
chosen large enough. Thus G(«)e& (A) for suitably chosen x,,x_.

mon 12
To apply the proof of Theorem 7.3.1 in Korostelev and Tsybakov

(1993b) it remains to show that the squared Hellinger distance

H^=H^|f _ ,f _ | is 0(l/n), as n-*oo, where
v G(w._) G(w . y

JO jl

“jO = (“l- J-l j+1’ -“m1'

“j! = lV- .,W. .,1,0).
J-l J+1 H

Using the elementary inequality 1-Va/b s | a—b | /(2Vâb) we find

S (G(w . _ )nG(w)) S(G(w._.)) ,

■J - JI[S(G(«j.0)S(G(u.1))r ^ ^ ^ SfGlw.j)) > ‘

s 2A~1S(G(wj.1)\G(w.0)) = 0(m"S_1) = 0(l/n),
as n-*<». This proves (2) for &(A)=& (A).

mon
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4. Models with outliers

In applications related to measuring efficiency of enterprises

one often deals with the data sets that are better described by a

certain model with outliers, rather than by the model considered

above. By outliers we mean the data points that fall beyond the

boundary of G. The density of observations is thus presented as a

mixture of a density supported on G and a density supported on

G=K\G. It will be convenient to assume that the portion of outliers

in a sample is roughly 0/n, where 0>O is a constant, asymptotically

equal to the "average" number of outliers. More precisely, the

density of X. is supposed to be

fç(x) = (l-^)Q(x)I{xeG}/jQ(x)dx + ^Q^xiKxeO/jQ^xJdx,
G n 5

where Q.(x) is a continuous strictly positive function on K. For n

large the values of f^ on G are small as compared to the values of
fG on G.

The MLE for G on a class 'S is given by

*

G = argmax
n

Ge£
n mMmm ‘}nX.eGt i

• 11 1i:X.*G’
1

-QJXJSJG)ni î 1

where S^(G) =jQ^(x)dx. Unlike the case considered earlier, it is
G

*

difficult to describe the set G geometrically and to give an

algorithm of its construction for the classes 'S considered in this
*

paper. However, if we define G as the MLE on a discretised version
n *

of &, such as an e-net, the construction of G is feasible, and, as
n

we show below, its statistical properties are quite similar to those
obtained in Theorem 1.

If 'S is one of the classes 'S , i? or 'S , and X>0, we
mon conv me

dénoté 'S (X) = J?rwG£K: 1-X s mes(G) £ xi (e.g. 'S (X)), and N (S?) =1 J mon c
N (î*,d,e) where N (î*,d,e) satisfies (3). Obviously, N (î*) contains a+ +

* e
subset that we dénoté N {'S (X)) such that:

e
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(i) NS§ (X)) is an e-net with upper bracketing on 'S (X),
(ii) 1-X+e a: mes(G) a: X for GeN (& (X)),

e

0(e S) if
mon

-s/2
0(e s/n if or $=& .

conv me

X>0, 'S (X) be one of the classes

£(A), or M and let G be the MLE on e-net N (S (X))
mon conv me n e

and let 'S is 'S , 'S or i? respectively. Then
mon conv me

(13) lim sup sup

KM G6&*(X)
R(G,G*,q,i/i (£)))

n n
< C, Vqïl,

and

(14) lim inf inf sup

G Ge£*(X)
n

R(G,G ,q,0 (£)) a c,
n n

Vqfel,

where C, c are positive constants depending on q, X and s only.

Proof. We prove only the upper bound (13): the proof of the
lower bound (14) is the same as in Theorem 1, since the parametric
subfamilies of functions g(t,u>) in Î*(X) are also the subfamilies of

/(X).
The proof of (13) is again based on Lemma A.l. Let us first

check the condition (A.l) of this lemma. The joint density of

X......X is now1 n

p„(X, X ) = T1 j(l--)Q(X.)S(G) \ TT { —Q,(X.)S,(G) VG 1 " i:X.€cl " 1 f ilx'.Wl " 1 1 1 /

_ f, .1/2 ,nThus, J(pGPG/) =Jj

J1
. S(GnG') _ S,(GuG')
Ov O 1 .

n f/9 + n T/7 + A|
IS(G)S(0' )!' [S1(G)S1 (G')]

where
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^ 0^Ÿ/z( Jl{x€G\G#)/Q]TxTQÎxTdx [HxeG'NOV^nôQôFTdx ^
L n n-* l [SÏOS^G')]1/2 [S (G)S(G')]1/Z J

Now, S(G) a: A min Q(x)=s >0, and similarly S (G) s (A-e)min (^(x) ax 1 x

(A/2)min Q^(x) = s^>0, (if e is small enough) for any G such that
x

1-A+e ï mes(G) s A. Hence

- me*v^max Q(x) max Q1(x)/v's0s1| d(G,G' )
-1/2

a„n a(G,G' ),

and

e S,(GyG')
n f/ô I S11 'n

[S1(G)S1(G,)]-\"S
where a„>0 and a„>0 are constants which do not dépend on G and G

Combining this with (9) we find that for d(G,G')^e,

^ (l-a0d(G,G')]1/2 + a^n^^dfG.G' ) + a^-1 s

s l-agd(G,G' )/4 + a„n 1 =s expC-a^e/S)
for n large enough (here we used the expression (12) for e). Thus,
the Hellinger affinity is estimated as J. ^ expl-na^e/S) and the
condition (A.l) holds with <x=l, c=l, c =naQ/8.

Let us check (A.2). Fix a set Ge'S (A).Since W (ï* (A)) is an
* e

e-net with upper bracketing on 'S (A) in d-metric, there exists
G'zN (& (A)) such that d(G,G' )^e and G'2G. Consider this pair ofc

sets (G,G' ). We hâve

L = log
p^fX, X )G 1 n

p^X, X )KG 1 n

n

+ V KX.éG' }log
i=l

n

= l I<X.€G)log (§{§!,) +
i=l

KX.€G'\G}[log[2^j + |J,
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ç, = log(;S^OQfX.) -j are i.i.d. bounded random variables,
| Ç. | ia^ where a^>0 does not dépend on G and G'.

Similarly to (11) one obtains

(15) S1(G)/S1(G' ) a: 1-a.e.11 4

Using (15) and (11), (12) we get

(16) E_(L) £ n log(l-a,e)mes(G) + n log(l-a.e)[l-mes(G' )] +
KJ 1 4

+ n mes(G'\G) a n logd-a^e) i -2a^ne
O O

for n large enough, where a,=max(a.,a.). Since L is a sum of i.i.d.
o 14

bounded random variables and (16) holds, then the Bernstein

inequality entails:

with some a_>0. Thus, (A.2) is satisfied with c =exp(-4a.ne),
c =exp(-a^ne). Using this and the estimate (3) for the e-entropy we
conclude that the condition (A.3) is also satisfied with the choice

of e given in (12). This yields the theorem.

APPENDIX

We state below the spécial case of Lemma A.l from Mammen and

Tsybakov (1992), which we use in the proofs.
Let 'S be a collection of subsets of K, and let p„(Z),

Kj

Z=(X.,...,Xn), be a probability density indexed by G6&, where
X,,...,X are observations, X.eK.1 n î

Let N be an e-net on 'S w.r.t. the metric d, and let G be the
e n

MLE on e-net N :
e

G = argmax p„(Z).
n l»

GzN
e

Assume that the density p_(Z) satisfies
U

(A.l) JVpG(Z)pG/(Z) dZ s c^expt-c^dfG.G')), VG.G'eA^,
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for every Gei* there exists Ge./Ve such that d(G,G)^e, and

PG{C3PG(Z,îPg(Z)} * V '
where c^.c^.c^C) and c^O are constants which do not dépend

on G, G' and G.

Lemma A.l. (Mammen and Tsybakov (1992)). Assume (A.l) and

(A.2). If there exist e>0 and t >0 such that

(A.3) - ^ l°g c3 + log(card Ns A c^et, t^t ,

then

sup E_ [e ^d^(G,G ))1 - t, + (D/e)^
GeS GL "J 1

where D = sup d(G,G' ).

G,G'e&
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Loi limite de l’estimateur à pas aléatoire de la densité moyenne
continue d’un processus de Poisson et extension à un processus de
Poisson aminci
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38 041 Grenoble Cedex 9

Résumé : Nous étudions la vitesse de convergence de l’histogramme à pas
aléatoire pour la densité moyenne d’un processus de Poisson ainsi que celle
de l’histogramme usuel. Nous donnons ensuite des résultats similaires pour
l’estimation de la fonction d’amincissement d’un processus de Poisson.
0. Introduction

L’article se compose de deux parties. La première (§1-2-3) traite de
l’estimation de la densité moyenne / d’un processus de Poisson sur [a, b].
Au congrès des XXIV èmes journées de Statistique de Bruxelles [4], nous
avons défini un estimateur à pas aléatoire fn de / et étudié sa convergence
L1 et Loo.

Nous nous intéressons ici à la loi limite de cet estimateur. Après avoir rap-

pelé la définition de l’histogramme à pas non aléatoire /n associé à une suite
fe(n), nous montrons que , moyennant quelques hypothèses, la loi limite de
(fn{x) — f(x))est une loi normale centrée réduite. Puis, nous mon-
trons que, sous certaines conditions, l’estimateur à pas aléatoire fn associé
aux entiers Àj(r) vérifie : l’espérance et la variance de \j(Nn)ï(fn(x) — f(x))
tendent vers zéro lorsque n tend vers l’infini. (Nn sera défini plus loin)

La seconde partie (§4-5-6-7) porte sur l’étude de la fonction d’amincissement
p de [a, b] vers [0,1] d’un processus de Poisson sur [a, b]. Lorsque la densité
moyenne du processus est connue, nous l’utilisons pour construire un estima-
teur (pn) de p à l’aide d’une partition aléatoire. Nous établissons ensuite une
condition suffisante de convergence uniforme presque complète de (pn—p) vers
zéro. Lorsque la densité moyenne du processus est inconnue, nous définissons
un estimateur pn de p et nous établissons une condition suffisante de conver-
gence uniforme en probabilité de pn — p vers zéro. Enfin, nous étudions la loi
limite de l’estimateur pn.
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1. Rappel du cas de l’estimateur à pas non aléatoire
Soit N un processus ponctuel de Poisson sur [0,1] de densité moyenne /.

Nous supposons que / est continue, bornée et strictement positive sur [0,1],
Soit une suite d’entiers k{n) tendant vers l’infini avec n et un n-échantillon
iVi, 2V2,..., Nn du processus ponctuel N.

Nous posons :

/ = r ~ 11n>r —

Ln,fc(n)

k{n) k(n)
k(n) — 1

pour r = 1,..., k(n) — 1

k{n)
; 1

Dans [2] , M. Curioni a introduit l’estimateur de l’iiistogramme de / :

j,x) =
n

si X G r

et a démontré dans le cas où k(n) = o (la convergence uniforme presque
complète de |/n — /| vers zéro.
Sous cette condition, nous allons démontrer le théorème suivant:
Théorème 1.1. : Si la fonction f est lipschitzienne de rapport c et si la
suite k{n) vérifie la condition

k(n)n 3 —> +oo

alors pour tout x de [0,1], la variable aléatoire :

Y„ = (fn{x) -

tend en loi vers la loi normale centrée réduite N{0,1).
Démonstration : Soit x G [0,1]. Nous avons

Yn —

KByS
n

/M
n

Mi
si x G L,n,r

Nous savons que les variables aléatoires indépendantes Ni(In,r) suivent une loi
de Poisson de paramètre v{In,r) où, v mesure moyenne de N, a pour densité
/. Pour montrer le résultat, il suffit de prouver que la fonction caractéristique
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de Yn , hn{t) = E (eltYn) converge vers la fonction caractéristique de iV(0,1),H
e 2. Nous obtenons :

/

^fc>0
pM.-HiS

M

Après calculs et puisque fc(ra) = o nous obtenons

_ e*Vfc<n)/(x)"[fc(n) //U)r f(x)] “Vyë) //„,r /(y)dy+e(fc(n) //niT. /(y)dî/y

où £(æ) est une fonction tendant vers zéro à l’infini. Considérons l’expression

A(n) = iti
n

k(n)f(x)
Nous avons :

M(ü < t
n

HW

&W j f{y)dy - f(x)

Kn) / If(y)-f(x)\dy

f étant lipschitzienne de rapport c, nous obtenons

\A (n)| < te.
n

(k(n))3f(x)
Il suffit d’utiliser la condition n = o ((k{n))3) pour montrer que pour tout t
fixé, |A(n)| tend vers zéro avec K En remarquant que nous venons aussi de
montrer que :

lim k(n) f f(y)dy = f(x)1-++QO Jr

nous pouvons écrire

nyhn(t) = ehnw avec lim hUt) = —-
n—>+00 2

et la fonction x —» ex étant continue, le résultat s’ensuit.

2. Définition de l’estimateur à pas aléatoire
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Soit p un processus ponctuel de Poisson sur [a, b] de mesure moyenne v
de densité moyenne / sur [a, b]. Nous supposons que / est continue sur [a, 6].
Soit une suite d’entiers k(r) et, pour toute valeur de r, des entiers strictement
positifs À= 1... k{r) dont la somme doit être égale à (r -f 1). Nous
disposons également d’un n-échantillon /Xi,/X2, • • •,/Xn>du processus /x. Pour
toute valeur r du nombre total de points de l’échantillon, nous définissons
une partition aléatoire de la façon suivante :

- Nous ordonnons les points de l’échantillon :
Xq = cl < ^ ... 5^ Xr 5; Xr+\ = b .

- Nous posons v0 = 0, ^(r) = + Àj(r) pour .7 = 1... k(r) .
- Nous définissons enfin Aj(r) par

Aj(r) = [xVj._l(r), XVj(r) [ pour j = 1... k(r) - 1
et Ak(r)(r) = ^]•

Les intervalles Aj(r), j = 1... k(r) forment la partition de [a, 6]. L’estimateur
de / est alors défini par

/-(æ) = si *e Aj{K]

où Nn = KÜ b]) est le nombre total de points de l’échantillon et lj(Nn)
désigne la mesure de Lebesgue de Aj(Nn).

3. Loi limite de l’estimateur

Théorème 3.1. Si les deux conditions Ci et C2 ci-dessous sont réalisées
nous avons pour tout x de [a, b], j étant l’indice tel que x G Aj(Nn)

E ((Aj(Nn))*(fn(x) - /(.r))) tend vers zéro avec —
VAR ((Aj(Nn))*(fn(x) - f{x)Ÿ) tend vers zéro avec —.

La condition Ci porte sur la fonction / continue sur [a, b] .

Ci : / est lipschitzienne de rapport c.
La condition C2 porte sur les Aj(r).

Ci
1 1 a -(r)

il existe 8. — < 8 < — / pour tout 7 = 1... k(r), lim -L.’

4 — 2 r-*+oo r6
= 1

Démonstration :

1 - Notations : Appelons Yn la variable aléatoire
Yn = (Aj(Ag)è(/n(z) - f(x))

k
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Nous avons par définition :

/n(z) = P°ur | e AANn)
Le théorème des valeurs intermédiaires permet d’écrire :
il existe un point aléatoire y(Nn) tel que v{Aj{Nn)) — f{y(Nn))lj{Nn).
Nous pouvons alors écrire :

I=kH* ( - /cl
Donc :

nv{Aj(Nn))

y„ = (Aj(K))*

+ (Aj(Na))if(x)

ummmi - /w)
nv{Aj(Nn))

\j(Nn)
nv{Aj(Nn))

-1

Soit Yn = yn,i + yn,2. Il suffit de montrer les quatre résultats suivants :

E(Ynil), Æ(y„,2), £ ((y„,!)2), e ((y„,2)2)
tendent vers zéro avec jÉjTl

Pour continuer, nous aurons besoin d’un lemme :

Lemme 3.2. : Si Nn est une variable aléatoire qui suit une loi de Poisson
de paramètre nC, pour tout réel 6 tel que 0 < 6 <\, la suite:

un = nP [Nn < nC (l — tend vers zéro avec —
Preuve : Soit 6 tel que 0 < 6 <

Un = n
(nC)r c~nC

r\
r<nC^\—n~6^

D’après la formule de Stirling :

un = n T ~r\r e~nC avec 0 < 6r < —^ -r-12r

Un < n

r<nC(l-n-{)

E
r<nC(l-n-i)

(nCe)r nC

L’étude de la fonction : g(r) (nCey
>r > 0(g(0) = 1)



24

montre qu’elle est croissante jusqu’à nC où elle atteint son maximum puis
décroissante. Sur [0, nC{ 1 — n~6)] son maximum est g{nC( 1 — n~6)). Nous
avons donc :

u <n y (nC.e).?.C.!~n } e~nc

Soit :

un < n2C (l — n ^ (nCe)nC(l—n s)
-nC

nC( 1 — n~6)nC^~n
Finalement nous obtenons :

u < eln(n2<:7)+ln(1-n“Æ)enCr(1-n-6)(1-ln(1-n-a))e-nC'
Comme n~6 tend vers zéro avec - , nous obtenons par un développement

limité à l’ordre 2 en 0 de ln(l — n~6):
_ln(n2C)—n~s ———nCn 6+nCn 6-nC-—ho(nn 2tf)Un s

Comme 6 < nous en déduisons la convergence vers zéro de un . C.Q.F.D.
Revenons au théorème .

2- Démonstration du premier résultat

Yn,l =

Donc :

0 < |JE(K„,i)| < æ; é(A^(Ar„))i

*}(Nn){f{y(Nn)) - f(x))
nv{Aj(Nn))

*j(Nn)\f(y(Nn)) - f{x)
nu(Aj(Nn))

En utilisant la condition Ci, nous obtenons :

■. Nous obtenons :Posons A ~

inbe[o,6] /(*)

0 < l®(ï'„,i)| < E ( (Aj(iV„))i^j
„ I I nj
Comme Aj(r) < r + 1 pour tout entier r, nous pouvons écrire :

Z MK=1
r<ni/([a,6])(i_n-«) n

>1(m/([a.6])(l-»-«) +1)1 < ni/([ûi6])(1 _ n-,)}

I



I
25

Le lemme précédent montre que cette expression tend vers zéro lorsque n
tend vers l’infini.
La condition C2 : 3<5 < V7 = 1... k(r), limr^+00 = 1
implique Vj — l...k(r), limr_>+00 = 0 .

Pour j tel que x e Aj(Nn), pour tout e > 0, il existe no(e),tel que :

n 1 no(e) r > nz/([a, 6])(1 — n 6) mn,

Nous pouvons donc écrire pour n > n0

2
T 2

< £

E
r>ni/([o,6])(l—n-i)

E
r>m/([a,6])(l—n-5)

A(A,(r))l
n

A(e)zr
n

P(Nn = r)<
3 3

4

■P(Nn = r)

et donc pour n suffisamment grand :

mdmE
r>ni/([a,6])(l—n~6)

E ^P(KM 71

Tl
P{Nn = r) <

r) B (£)*Av([a,b])
Nous en déduisons que le premier terme de l’inégalité peut être rendu

aussi petit que nous le voulons puisque e est arbitraire . Ce premier terme
tend donc vers zéro avec - .

n

En rassemblant les deux résultats, il vient :

E
r<m/([a,6])(l—n~6)

E
r>nu([a, 6])( 1—n~6]

n

A{xj(r))ï
n

P(Nn = r)+

P(Nn = r)

tend vers zéro avec -. Or ,ceci n’est autre que le terme :

E /yl(A,(jVn))l\
majorant {BQfX. ÿ)Ji Nous en déduisons le premier résultat.
3 - Démonstration du second résultat

j
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PgHM 4M -1
Lorsque la variable aléatoire Nn est fixée, la variable aléatoire u^,b}) su^

une loi de densité

f(u) =
r\

-u r-Xj(r)
(Aj(r) ~ l)Kr — Aj(r))-

sur [0,1]. En calculant l’espérance de son inverse, nous obtenons :
/ KMD ^ = r

Il nous faut supposer que Xj(r) > 2 (sinon le dénominateur serait nul) ce qui
est possible puisque Xj (r) tend vers l’infini avec r. Nous pouvons alors écrire
: E{Yn,2) =

sMm(msSfü
Donc: 0 < \E(Ynf2)\ <

Aj(r)r

1 P(Nn = r)

s m(r))*f(x)
r£N*

P(Nn = r)nu([a,b])(Xj(r) - 1)
Nous allons séparer le second membre de l’inégalité en trois termes et

démontrer que chacun des termes tend vers zéro avec

Xj{r)r(ajW)^/W
rÇN*

-1
™/(M])(-\*(r) - 1)

Xj(r)r
nu([a,b]){Xj{r) - 1)

Xj(r)r
nv{{a,b])(Xj{r) - 1)

Xj(r)r
ftt'([a,b))(Xj{r)-ï)

P{N„ = r) =

~ 1 P(Nn = r)+

- 1 P(Nn = r)+

P{Nn = r)~ 1

r>ni/([o,6])(l+n-6)

S (AjM)^/(z)
r<7u/([a,6])(l-n-i)

m/([o,6])(l+n_6)
£ (AjM)’/(z)

r=ru/([o,6])(l—n-Æ)
Etude du premier terme
La condition C2 : 36 < \/j = 1... fc(r), lirn
implique Mj = 1... k(r), limr_*+00^ = 0 .

Pour j tel que x G Aj(Nn) ,pour tout e > 0 ,il existe n0(e)^ei qUe;

n > n0(e) =

r—»+oo
Xj(r)

r > m/([a, 6])(1 - n~6) => < e
f2
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D’après la condition C2 ,nous pouvons choisir no(e) de telle sorte qu’il vérifie
aussi :

n > n0(e) =>
lÉ lit 1ËÉ8 - 1

t > nv([a, 6])(1 —n6) i 1 +
Xj(r)-1 (1 — e)r6 _

Nous avons une majoration de ce premier terme pour n > no en remarquant
que si r > m/([a, 6]),l’expression à l’intérieur de la valeur absolue est positive

E MrMfM
r>n«/([a,6])(l+n-*)

Yl eïr4f(x)

Àj(r)r

r / 1
1 +

- 1

m/([a, 6]) (1 - e)r6r>ni/([a,b])(l+n~s)

En écrivant r? = -j , nous obtenons la majoration :

WSÊ

P(Nn = r) <

- 1 ) P(Nn = r)

f 4

r>ni/([a,6])(l+n-fi)

E

ni/([a,6])(Aj(r) - 1)
eïrf(x)

- 1 P(Nn =r)<

r>n,([a,6])(l+n-q (ni/([a, 6])(1 + n"6))?
L+,

kni/([o,&]) ' (1 - e)(ni'([a,b])(l + n-6))6
et nous pouvons finalement écrire

HBEE (^(r))*/(®)
T’>nt/([a,6])(l+n_i)

£*rf(x)
rejv* (ni/([a, 6])(1 + n-6))4

r

m/([a,6])(Aj(r) - 1)

-1 )P(Nn = r)

P{N„ I r) <1

ni/ ([a, 6])
1 +

E

(1 - e)(ni/([a, 6])(1 + n-6))6
£^rf(x)

1 F(JV„ = r)

r<m/(M])(l+n-«)
r (. 1

1 + - 1 P(N„ m r)
km/([a,6]) V (1 -£)(m/([a,6])(l + n-<5))5

Le premier terme de cette différence se calcule en utilisant le fait que: Nn
suit une loi de Poisson de paramètre m/([a, b]). Il vaut :

V
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£if(x) 1 +
1 + nv([a, 6])

(■nis([a,b])(l + n-*))! V (1 - e)(nv{\a,b])(l + n~6))1
P(Nn

Comme <5 > \ et que e est arbitraire ce terme tend vers zéro avec 4 Le
second terme de la différence est majoré en valeur absolue pour n grand par

JeShE , „ —P(Nn = r)+
r<ni/([a,6])(l—n~6)

nv([a,b])(l+n~s)
E

r=nt'([a,6])(l—n~5) (ni/([a, 6])(1 + 71 *))<

»-«) (nz/([a,6])(l + n *))*
e%rf(x)

1 + 72'
+ n~sJ P(Nn = r)(1 — e)(72i/([a, 6])(1 +n~6))6

Nous obtenons finalement la majoration :

(e)ïf(x)(nv([a,b]))*P(Nn < nv([a,b]){ 1 - n~6))
+2f(x)(ni/([a, b]))*n~6(e)2
Comme un tend vers zéro lorsque n tend vers l’infini et que 6 > j , nous

obtenons la convergence vers zéro du second terme de la différence et ainsi
la convergence vers zéro du premier terme de la somme .

Etude du second terme de la somme :

Nous pouvons majorer directement ce second terme .Àj(r) < r + 1 donc:
\j{r)r

r<ni/([a,6])(l—n~6)
1 P(Nn | r) <nis{[cL,b])(\j(r) - 1)

f(x)(nv{[a, 6])(1 - n~6))^P(Nn < nv{[a, 6])(1 - n~6))
En utilisant une nouvelle fois la convergence de la suite un vers 0 lorsque n
tend vers l’infini, nous en déduisons que le second terme de la somme tend
vers zéro avec

n

Etude du troisième terme de la somme :

Nous avons d’après les bornes de l’intervalle contenant r :
TH/([a,&])(l+n~6) \j(r)r

72i/(M])(Aj(r) ~ 1)

sSBél-iIé
1E

r=ni'([a,b])(l—n-6)
nu([a,b])(l+n~6)

E (^(r+/(+ ,,, ,
r=ni/([a,6])(l—n~s) \ ^jV)

En utilisant la condition C2 comme dans l’étude du premier terme de la
somme , en gardant le même 72o(e) , nous avons pour n > no(e)

P(Nn = r)<

- 11 P(Nn = r)
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m'([a,6])(l+n-6)
E fo(r))ïf.(g)

r=ni/([a,bj)(l-n~s)
nu{[a,b))(l+n-6) / /

Y1 eM/(x) 1 +
r=nt'([a,6])(l-n-5) ' '

et finalement:
ru/([a,6])(l+n_i)

E (Vr))bM
r=ni/([o,6])(l-n-6)

£2(m/([a, b]){l + n~6))*f{x)
1+ 1

Xj(r)r
ni/([a,6])(Aj(r) - lj

1

(1 — e)r6

Xj(r)r
nv([a,b])(Xj{r) - 1)

P(Nn = r) <

Vl+n-6)-lj P(Nn = r)

P(JV„ = r) <- 1

(1 + n 6) - 1(1 — e)(ni/([a, 6])(1 — n-6))6
Comme £ > 4, ce troisième terme tend vers 0 avec p
Nous avons montré que les trois termes de la somme tendent vers 0 lorsque
n tend vers l’infini et donc que : E{Yn>2) tend vers 0 avec A .

4 - Démonstration du troisième résultat

v f\ /Tir J» rMtnkt(vfà&-/w)
'1 - { MM"*))

Donc :

En utilisant la condition Ci et en reprenant la notation :
>1 =

inf [a,6] f(z)
, nous obtenons :

0<E(Y^)<Ef(Xj(Nn))3^
Comme Aj(r) < r + 1, nous pouvons écrire :

m
2

r<rn/([a,6])(l_n-«)
E dMÊcsQMt = r) <7V

(nv([a,b])(l - n~6) + 1 Y~^p(Nn < niy([a,b})( 1 - n 6))
En utilisant la convergence vers 0 avec A de un nous obtenons la convergence
vers 0 avec A de cette expression. D’après la condition C2, pour n > n0(e),
nous avons :

E =r) -

r>m/([a,6])(l_n-«)
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E
r>nt'([a,6])(i-n_ê)

Soit :

e*r*^—P(Nn — r)
nz

A2
Z = r) <

r>ni/([a,6])(l-n-6) ni

A2
Z eV^P(W» = r) = e3 ( M[a, b])Y +

r€N*

i/([a,6])
n* \ n

Nous en déduisons que le premier terme de l’inégalité tend vers zéro
lorsque n tend vers l’infini puisque £ est arbitraire. En rassemblant les deux
résultats, il vient :

,2
lim X) \j(r)3^P(Nn = r)+n—*+oo

r<nt'([o,6])(l—n~6)
ni

*i(r)3^P(Nn = r) = 0m
“ • ' -n

r'>ni'([<x,6])(l—n—ô)
Ceci n’est autre que le terme :

E
V n■

majorant EÇY2^
Nous en déduisons le troisième résultat.

5 - Démonstration du quatrième résultat

En utilisant la loi de ^^b]) 1 en supposant que Àj(r) > 3 (sinon le
dénominateur serait nul) ce qui est possible puisque Àj(r) tend vers l’infini
avec r . Nous pouvons écrire : E(Y22) =

y- ( (Àj(r))2r(r + 1) rXj(r) \
reN* 'æïïf(fefe]))2(Ai(f) ~ 1)(Xj(r) - 2) 6])(Aj(r) - 1) J
Aj(r)(f(x))2P(Nn = r)
Nous devons montrer que E{Y22) tend vers 0 avec -. Nous pouvons écrire

E(Y29) sous la forme :

E
r>nv([a,6])(1—n s)

( (Aj(r))2r(r + 1) 2 r\j(r) \
\n2(v{[a, b]))2(Xj(r) - 1)(Aj(r) - 2) nis([a, b])(Xj(r) - 1) J



31

P(N„ = r) + XI A,(r)(/(x))s
r<m/([a,6])(l—n~5)

(Aj(r))2r(r + 1) -2- tMt)
WKW&D)2(AjM - l)(Ai W - 2) m/([a, 6])(Aj(r) - 1)

P(Wn = r)
En remarquant que :

(Àj(r))3r(r + 1) r(Xj(r))2

+ 1

n2(u([a, b]))2(Xj(r) - 1)(Aj(r) - 2) “ni/([o, 6])(Aj-(r) - 1) + Aj^,
est positif (espérance d’une variable aléatoire positive ), nous voyons que les
deux termes sont positifs. Il suffit de les majorer par une expression qui tend
vers 0 avec

n

Etude du premier terme
La condition C2 implique :Ve > 0,3no(e) tel que n > no(e) =>

Jr > m/([a, 6])( 1 — n~ô) =>
(1 — e)r6 < Xj(r) < (1 + e)r6

1—, ±1 < —èifcL < 1J—1—..
e)r^ ' — Aj(r)—1 — (1—e)r6(1+e)r

( 1 , A'Z < (A<(r))2 < fi , 1 ^|2
V(Ï+3F ^ V - (Aj(r)-l)(Ai(r)-2) - V1 .

Nous pouvons donc majorer le premier terme pour n > n0 par:
S (/W)2(l + e)rS

r>ni>([a,b])(l—n~6)

ÉM ^ ' 1 ^ ° S” 1+11 P(Nk = r)
n2(v([a,b]))2

1 +

rl-6
T + -

2 ^ 1+e
nu([a, 6])(1 - e)r6

Soit encore pour n assez grand par :

(f(x))2(l + e)r
E - E

\r£N* r<ni/([a,6])(l—n s)/

r(r + 1)
n2(z/([a, b]))2
r +

1 +

(n^([a, 6])(1 — n-^))1-6
1

-2-
(m/([a, 6l)(l—n 6))

l+g

(1 — £){nv([a, 6])(1 — n~6))6

+ 1) P(Nn = r)
nv{[a, b])

Nn suit une loi de Poisson de paramètre ni/([a, b])
donc le premier terme de la différence équivaut à l’infini à

(/OffiÛ + g)
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{nu([a,b})) -2 /WM)) 1-6

l+£
+ ©(n1 ô)(1 -e)(m/([a, fc]))6

Soit finalement à : (/(a:))2(l + e) o (1)
£ étant arbitraire, le premier terme de la différence tend vers zéro avec K
Le second terme de la différence est majoré en valeur absolue pour n assez

grand par :
(/(*))2(l+£)rE

r<ni/([a,6])(l—n~6)
2r2

(nv{[a,b])(l - n-6))1-6

+ 3- + 1 P{Nn = r)n2{v([a,b]))2 nu([a,b])
Soit finalement par:

(/(x))2MM])(l - n-{))s(2(l - n6f + 3(1 - n"4) + 1)
P(Nn < nu ([a, 6])(1 - n *))

et comme la suite un tend vers zéro avec -, il tend vers zéro avec -fl 717 71

premier terme de la somme tend vers 0 lorsque n tend vers l’infini.
Le

Etude du second terme de la somme

Comme Xj(r) < r + 1 le second terme est majoré par :
53 (/W)2(r +1)

r<ru/([a,6])(l—n~s)
( 2r2 r \
( ~2( (\—nvi2 ^—T\—âïï + ^ — S\n2(i/([a,6]))2 nu([a, b\) ]

Soit encore par :

(/(x))2(rw/([a, b])( 1 - n~6) + 1)(2(1 - n~6f + 3(1 - n~6) + 1)
P(Nn < nu([a,b])( 1 - n~6))

et comme la suite un tend vers zéro avec -, il tend vers zéro avec -. Le11 71 7 71

second terme de la somme tend vers 0 lorsque n tend vers l’infini. La somme
tend vers zéro lorsque n tend vers l’infini.Le quatrième résultat est démontré
et ceci achève la démonstration du théorème.

Remarque : la variable aléatoire Xj(Nn) joue le rôle de ^y.
Pour l’estimateur de Muriel Curioni, nous avons :

\Kn)f(x)] ~ Ij®}tend en loi vers 1)‘
Pour l’estimateur de la partition aléatoire, nous avons :

I iMjyi - f{x))) tend vers 0 avec |\ VAR[(Xj(Nn))i(fn(x) - f(x))} tend vers 0 avec £

v
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4. Définition du processus aminci et de l’estimateur
D’une manière générale, soit un processus de Cox sur [a, b] dirigé par la

mesure aléatoire M: conditionnellement à M, le processus N est un processus
de Poisson de mesure moyenne M.
Pour tout borélien A de [a, b], E(N(A)) = E(M(A)) ./
Nous pouvons représenter N sous la forme :N = ]Ciïfja’6^
eXi étant la mesure de Dirac au point X{.
Soit alors une fonction continue sur [a, 6], p à valeurs dans [0,1]

p : [a, b] -» [0,1]
x —y p{x)

et des variables Ui prenant leurs valeurs dans {0,1} vérifiant :
P(Ui = 11AT) = p{xi) pour tout i — 1 à N([a, b])

et conditionnellement à N , les Ui sont des variables indépendantes, alors le
processus :

N([a,b))
Ni = £ Ui eXi

i—1
est le processus ponctuel p-aminci de N . Etant donné le processus N , Nf
est donc obtenu en prenant le point Xi de N avec la probabilité p{xi) et en
1’”effaçant” avec la probabilité (1 — p{xi)).
Nous avons :

E(Nf) = pE(N) au sens où pour tout borélien A de [a, 6]
E(Ni(A)) = f p(x)E(N)(dx)JA

Remarque : Si N est un processus de Poisson ,Nf est aussi un processus
de Poisson.

définition de l’estimateur
Soit un processus de Poisson N sur [a, b] dont nous connaissons la mesure

moyenne m = E(N) de densité continue m(x) sur [a, b] . Soit aussi un
n-échantillon d’un processus de Poisson p-aminci Nf de N: (Nfi, 7V72,..., Nfn)
Le problème est d’estimer la fonction p(x).

Posons Nn = X3iL=i Ar/i([a., 6]) et considérons Aj(Nn),j = 1... k(Nn) la
partition aléatoire associée aux Nn points de l’échantillon , à la suite k(r)
d’entiers ,et aux entiers Àj{r),j = 1... k{r) . Nous définissons l’estimateur
de p par :

= —pour x e Ai(Nnï
nm(Aj{Nn))
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pn(x) peut être supérieur à 1 . Pour éviter cela , nous pouvons le remplacer
par inf(pn(x), 1) .

5. Etude de la convergence de l’estimateur
Introduisons les fonctions :

rn(x) = "JaTat et vn(x) = si X G Aj(N„)nmJ(Aj(N„)) m(Aj(Nn)) n
mf étant la mesure moyenne du processus Nf de densité m{x)p{x) sur [a, b].
5.1. Condition suffisante de convergence uniforme presque com-

plète de r„ vers 1
Théorème 5.1.: Pour que , pour toute fonction p continue à valeurs dans
[0,1] , la fonction rn converge uniformément presque complètement vers 1, il

infJ=i...fc(r) Aj(r) ► -l-oo
+oo

suffit que :
ln(r) r

Démonstration : Nous allons montrer que la condition est suffisante pour

que , pour tout e > 0 , on ait :

P I sup |rn{x) — 1| > e ) est le terme général d’une série convergente.
\xe[o,6]

Nous avons :

P sup |rn{x) - 1| > e = P
\a:e[a,&] /

et pour tout réel strictement positif £\

sup
j=l...k(Nn

P [ sup |rn(x) — 1| > e ] < sup
\a:e[a,6] / r>[v/n]

*j(r)
nmi(Aj{r)) mm

nm/(Aj(Nn))

r + 1

- 1 > £

nra/([a, &])
< £i

>£l +F(iVn<[v^])
Nn + 1

nm/([a, 6])
En choisissant n assez grand (n > no) pour que

Jî , s m/(Aj(r))
et en posant XAr) = /r f1x nous avons :mI m/{[a,b])

P I sup |rn(x) - 1| > e J < sup
v»e[a,&] / r>[Vïï] J=1Jfc(r)

1

nm/([a, b])
<

£i

%
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P

+P

Àj(r)(r + 1)
nmf([a, b])(r + 1)

( Nn

K >B /
r + 1

nra/([a, 6])
< £i

>^)+P(Nn< [Vn])\nm/([a, 6])
En utilisant le fait que la variable Nn suit une loi de Poisson de paramètre

nm/([o, b]) et est minorée presque complètement par [y/n\, nous obtenons :
il suffit de montrer que :

sup (r + 1) sup P ( Xj(r) < 3 '
r>[\/n]

P fx,-(r) >

j=l...k(r)

H /i
r + 1 V 1 + e

+

£i

r + 1 \ 1 — £

est le terme général d’une série convergente .
£

Pour le premier terme , prenons pour £\ le nombre - et appelons a, 6, a/, bf
les réels :

£ £
a/ =

2(1 + g)*b' = 2(73gj’a = min(a/’ X)’6 = min(6/, 1)
Rappelons que la variable Xj(r) suit la même loi que 331 0ù les 7}(r) suivent
des lois r(Àj(r)) et Tr+i suit T(r + 1) .

Ecrivons les inclusions :

WÊM^j(r) ^
r |3r+l(l &) f —

2j(r) < Aj(r)(l - a) ^1 + 2)} u |rr+i > (r + 1) ^1 + J
Tj(r)>

Tj(r) > Aj(r)(l + 6) U |Tr+l < (r + 1) ^1 “ 2
Ceci permet, en utilisant le lemme 0 de Saab Abou-Jaoudé (cf : [3]) d’obtenir
la majoration du premier terme :

sup (r + 1) sup
^[n/™] j=l...k(r)

P
a\ r+l

■J + s[
2

r+l

+ /?(c)A'(r> + 6(d)Xj(r)

OU C b\d= — et P(a) et S(a) G ]0,1[ si a > 0 .2 2
Donc, nous obtenons la majoration
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sup (r +1)
r>[\/n]

P I)
r+1 r+l

+I©i"i§W) + s(d)MT-1-w
k(r)

Utilisons maintenant l’hypothèse —-—■ L"fc^ ^(r) +°°
ln(r) r->+oo

et choisissons un nombre M tel que
ln (;è))M -1 >2
lnGèj)M._1>2

Par hypothèse, il existe ro tel que si r > r0 , nous avons

• jnt> MlnM3=1 ...k(r)

Donc, pour n assez grand , n > (r0)2 , nous avons
r > [y/n\

Nous obtenons c

sup (r + 1)
r>[y/n\

• üüif¥dj=l...k(r)
onc la majoration suivante

r+i fb^r+1
+ 5 HP 8 + /3(c)M1"*r) + S(d)M ln(r)

qui est le ”sup à partir de racine carrée de n | de quatre fonctions qui sont
toutes décroissantes pour r assez grand . (calcul simple) Donc , nous avons
la majoration

(h/râ]+l) ■a\ I^+i
+ êl2

[\/n]+l
+ [Vn]“Mln^) + [yM~MXn^

Les deux premiers termes de la somme tendent sans difficulté vers zéro
lorsque n tend vers l’infini . Quant aux troisième et quatrième termes ils
sont équivalents à l’infini respectivement à :

1 1
pf . . -

termes généraux de séries convergentes .

5.2. Condition suffisante de convergence uniforme presque com-
plète de vn — p vers zéro
Théorème 5.2. : Pour que , pour toute fonction p continue sur [a, 6]
à valeurs dans [0, l],un — p converge uniformément vers zéro presque com-
plètement il suffit que :

Xj(r) klim sup ——- = 0
r—»+oo j=L..it(r) r + l
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Démonstration : Il s’agit de montrer que si la condition est réalisée , pour
tout réel strictement positif e , P (supieja 6j \vn(x) — p(x)\ > e) est le terme

—l J J. ' ’ 'général d’une série convergente.
Nous avons :

P [ sup |un(x) — p{pc) | > e I <
<*€[a,6] /

fAj(Nn) Ip(y) - p(z)\m(y)dy
SUP —' / , / A?- \\

<*€[0,6] mAjŒn)}
> £

p est une fonction continue sur [a, b] compact , donc p est uniformément
continue sur [a, b]. Il existe donc un réel strictement positif rj tel que :

\x-y\<r}=^ |p(x) -p(y) | < e
D’autre part, nous pouvons écrire :

P ( sup \vn(x) -p(z)| > £ I <
<*e[a,6] /

fAj(Nn) \v(y) - p(x)\m(y)dy
g-QJP J v 7

v*€[a,6] ^
H| SMNnMy)-p(x)\™(y)dy \p
K, MÂOm 1 1 ( )

> £ \E ) P(E)+

où E désigne l’évènement :

£=( fl
(j=l...k(Nn) J

l(Aj(Nn)) mesure de Lebesgue de Aj(Nn) .

De part le choix de 77, nous avons :

fAj(Nn) Hy) ~p(x)\m(y)dyP [ sup
<*€[o,6] m(A-(iVn))

P ( sup |un(:r) - p(x)\ > £ <
*€[a,6] /

fAj(Nn) \p(y) - p{x)\m(y)dyP j sup
<æ€[o,6] m{Aj{Nn))

Utilisons la définition de l’évènement E. Nous obtenons

> e|E 1 = 0 et donc

> £\Ec) P(Ec) < P(EC)

P sup \vn(x) - p(x)\ > £ <
\*€[o,6] /

P ( U WMNn)) > I?} )
\j=l...k(Nn) J
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En utilisant le fait que p(x) est, ainsi que la densité m(x) de la mesure
m, continue et strictement positive sur [a, 6], pour une certaine constante k
nous avons :

P

P

( sup \vn(x) -p(x) | > £
\xe[a,6]

f . , ( mi(Aj(Nn))
m'(MD

<

En utilisant les propriétés de la variable Nn , nous pouvons écrire
P sup

xe[a,6]
\vn{x) -p(x) | > £ <

sup P
r>[VH] j=i...fe(r)

mf(Aj(r)) +P(Arn<[vÆ])ml ([a, b])
Le second terme de la somme tend vers zéro avec Ü

Nous savons que su^ mêrcie loi que la variable aléatoire
si Tj(r) suit une loi r(Aj(r)) et Tr+i suit T(r + 1) . De plus , nous avons
l’inclusion , pour tout ei de ]0,1[ :

{Tj(r) > kTr+1} C
{{Tj(r) > kTr+1} n {Tr+1 > (r + 1)(1 - et)}} U {Tr+1 < (r + 1)(1 - et)}
Donc, nous pouvons écrire :

P{7}(r) > kTr+1} <
P{Tj(r) > k(r + 1)(1 - et)} + P{Tr+1 < (r + 1)(1 - et)}

D’après le lemme 0, le second terme de cette somme est majoré par
<5(£/)r+1 ou 6(ef) est un élément de ]0,1[. Notons pour tout j = 1 ...k(r)

t \ ^7 ) —/ \ / \

£An= rVr et i sup BP^ t 1 j=l...k(r)
Par hypothèse du théorème, nous avons

■S -*oe{r) ,v '
r —* +oo

Soit kl > 0 . Il existe rq tel que r > ?q implique
-/ 1 k'£M < I

Nous avons alors pour tout j = 1... k{r)
)r: ki£jir) < ^

donc

v
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k/ (
kl > £j{r) + — et (r + 1)A;/ > Xj(r) 11 +

kl

Prenons pour kl : kl — k(l — £/)
Alors r > ri implique

PiTjir) > k(r + 1)(1 - <•/)} < P jT^r) > A^r) ( 1 +
En utilisant le lemme 0, nous obtenons

P{Tj{r) > k(r + 1)(1 — £/)} <
(Ai(r)-l)

Il \

2£j(r)

H 2£j(r)
e AAr)2ij^y

En étudiant au voisinage de zéro la fonction : y — (l -t- , nous avons la
majoration

P{î)(r)>fc(r + l)(l-£Q}<
wM ((, , r] Y mr+1

2ir
1 +

2e{r)
e 2

Soit a6p, 1[. Il existe f2 tel que r > r\ et r > r2 implique

P{Tj(r) > k(r + 1)(1 — e/)} <
Soit

xj(r)
2tt '

,r+l

p{Tj(r) > k(r + 1)(1 - e/)} <
e(r)(r +1)

2tc
,r+l

k{r)

SUp J2P{TÀr) > kTr+l} <
r>[\/n] j=l

E ('• + 1)1 ï%#i +
r>[\/n]

r+i , ./g(r)(r + 1) +t

2tt

Nous en déduisons le résultat annoncé, à savoir la convergence presque com-
plète de vn vers p uniformément sur [a, b] .

5.3. Conclusion :

En remarquant que

Mx) = rn(x)vn(x)
et en écrivant :

Pn{x) - p{x) = rn{x)vn{x) - vn{x) + vn(x) - p(x)
nous déduisons des résultats ci-dessus le théorème :
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Théorème 5.3. : Pour que, pour toute fonction uniformément continue sur

[a, b] à valeurs dans [0,1], Vestimateur pn converge uniformément presque
complètement vers p, il suffît que :

t A,(r) ^lim sup ■ ■ ■ = 0 et
r->+oo j=1"Mr) r + 1

lim inf
-*+oo j=i...k(r) m(r)

= +oo

6. Cas où m est inconnue
N : processus de Poisson de mesure moyenne m de densité / sur [a, b]
Ni : processus de Poisson de mesure moyenne m/ de densité pf sur [a, b]

On suppose connu un n-échantillon Nf\, Ni2,..., Nfn du processus Ni et
un n-échantillon Ni, N2,..., Nn du processus N sur [a, b] tels que
Nf\, Ni2, • • •, N/n, N\, N2,..., Nn soient 2 à 2 indépendants.

Donnons-nous des entiers Àfj{r() pour j = 1... k(rf) et fixons Rfn =
J2i=i...n à* rf • Nous construisons la partition aléatoire {Aj(rf),j =
1 ...k(rf)} de [a, &]) de la manière habituelle à l’aide des entiers Àtj{n) et
des r/ points Xfi, XI2, •.., X/r, de Nfi, Ni2,..., Nfn. Considérons la variable
aléatoire :

xArf) = jbNi(Mr'))
i—l

Lorsque Aj(ri) est fixé, elle suit une loi de Poisson de paramètre nm(Aj(rf)).
L’estimateur de la fonction p{x) sur [a, b] est défini par :

Pn(x) = pour x G Aj(R/n)
Aj yibtfi)

Rappelons qu’une condition suffisante pour que :

jiKÜ 1 X'/A R(n, \\ P°ur x G Aj(R,n)nm{Aj(Rin))
converge presque complètement uniformément vers p sur [a, 6] est que

\j(r) , I A Ar)lim sup ——- = 0 et lim inf , 3, .
r~*+oo j=i r+1 r—*+ooj=l...k(r) ln(r)

+00

Théorème 6.1. : Si les conditions suffisantes de convergence uniforme
presque complète sur [a, b] de pn — p vers zéro, ainsi que la condition :

r Hr)lim 7— ——
r—>+00 mfj=i...fc(r) Aj(r)

= 0

v
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sont réalisées alorspn—p converge uniformément en probabilité vers zéro sur

[a, b].
La dernière condition est compatible avec les deux autres : en effet, par
construction :

k{rt) infj-i...fc(r/) Aj(rf) < r + 1 < k(rf) supj=l_k{rf) \j(rf) et
rf +1 - k(rf) . rt +1

(sup^i...^,.,) Aj(rf))2 infj=i...fc(r/) Aj(r/) (wîjssl„.fc(r/) A^r/))2
et les deux premières conditions imposent

k(rf) / r/ + l \ k(rt)
_ / 1 \

infj=i...fc(r/) Aj(r/) ° V(ln(r/))2/ inf^i...*^,) Aj(r/) °\r/+l/
ce qui n’est pas contradictoire avec la dernière condition .

Démonstration : Comme les deux premières conditions sont réalisées, il
suffit de montrer que pn — pn converge uniformément vers zéro en probabilité
sur [a, b] .

Soit donc e > 0 .

P ( sup |pn(x) -pn(x) \> e
\xe[a,6]

E p
r/€lN

A fj(r/)
SUP YTT

j=l...k(rt) Ajv')
Q

nm(Aj(rf))
P(Rrn = rf)

sup \pn{x) ~Pn{x)\ > £ ) <
x€[a,6]

E k^P(*M
r/>[\/n] j=1

1 > ej P(Rfn = r/)+nm(Aj(r/))
P(Rjn < H

Le dernier terme de la somme tend vers zéro avec £ . Le premier terme de
la somme est majoré par :

fc(r/)

E E
r/>[,/n] j=1

P BÉB 1 - >e>n
nm(Aj{rf))

W . . \\, nm(AArf))
|Aj{rf) - nm(Aj(rf))\ <
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k(rt)

P(Wn = n)+ Y E
r/>[\/n] J=1

||Aj(r/) - nm(Aj(rf))\ > | P(i?/n = r/)
Soit encore par :

k(rf)

E E
r/>[\Aî] J—1

j, (
\nm{Aj(ri))

k(ri)

E E
rt>[^/n\ 3—1

||Aj(r/) - nm(Aj(rl))\ > j P(/^n = r/)
En fixant Aj{rt) et en utilisant la loi de Aj(rf) , nous obtenons la majoration

1 -
mm

nm(Aj(rf))
> e > P(Rin = r/)+

k(rt)

E E
n>lM J—i

L
1 4(A/j(r/)):

domaine deAj(rf) nm(Aj(rf)) s2(nm(Aj(r/)))2
k(r/)

P(Wn = rl)+ Y E
rt>[y/n\ 3—1

4

L!domaine deAj(rt) nm(Aj(rf))
Nous avons :

1
- suPseMPfr)< <

P(d(^(r/)))P(/î/n = r/)

1

m(y4j(r/)) m/(Aj(r/)) m/(Aj(r/))
et

suit une loi
T:A/j(r/)

m/([a,6]) Tr/+1
Cette majoration vaut donc en calculant :

k(rr)

E E
r/>[\/n] j—1



43

1 4r/(r/+ l)(r/+ 2)(A/j(r/))2
(nm/([a, 6]))3 e2(A/j(r/) - 1)(A- 2)(A- 3)

k(r>)

P(Rln = rl)+ Y, E
r/>[v/n] J—1

4rl

nmt([a,b])(X/j(r/) — 1)^ ^ n T ^
Nous obtenons donc, d’après la dernière condition, pour tout rj > 0, pour n
assez grand, la majoration suivante

E MÊÊÊmÈU=r')+
r'eiN 6e (nm/([a, b]))3
v 4^’ p(wn=mréiN nm/([o, 6]) |

Le calcul montre alors, puisque y est arbitraire que : P I sup |pn{x) — pn{x)\ > £
\x€[a,6]

tend vers 0 lorsque n tend vers l’infini.

7. Etude de la loi limite de l’estimateur

Théorème 7.1. : Si les deux conditions sont réalisées :

(a) V x, y E [a, 6], |p{x) — p(y) | < K \x — y\ , K constante
nkflb kir) 35, \ < 6 < 7- tel que lim J = 14 2 r—++00

alors la variable aléatoire :

(Xj(Nn))* \pn{x) -p(x)]
où j est l’indice tel que j E Aj{Nn), a non seulement son espérance mais
aussi sa variance qui tendent vers 0.
Démonstration

\Pn{x)~p{x)\
HNn)K5I -p(x)nm(Aj(Nn))

et nous pouvons écrire (m/ étant la mesure moyenne de Nf ):

M
Pn{x) ~ p{x)] =

Xj(Nn) - nm/(Aj(Nn))
+

mf{Aj(Nn))
nm(Aj(Nn)) ’ m{Aj{Nn))

a) Etude du premier terme de la somme :

p(x)
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Zn = (Ai(Nn))-* Aj(Nn) - nmf(Aj(Nn))

Zn = Xn* Yn où :

Y = mfjAjjNn))
"

m(^(7Vn))
Yn

nm(Aj(Nn))

«I
nmf(Aj(Nn))

Lors de l’étude de la loi limite, de l’estimateur à pas aléatoire, nous avons
démontré que la variable aléatoire : Yn^ = Yn(m(x)p(x)) vérifiait: E(YUt2)
et E(Y^2) tendent vers 0 avec Aj
Donc E(Yn) et E(Y%) tendent vers 0 avec A
Remarquons que ,p étant une fonction à valeurs dans [0,1] , 0 < Xn < 1 , et
nous avons : 0 < \E(Xn)\ < 1 et 0 < E(X%) < 1
Par conséquent: \E(Zn)\ < (E(X%))% (EÇY^))2 tend vers 0 avec A .

E(Zl) < E(Y*) tend vers 0 avec | .

b) Etude du second terme de la somme
Ce second terme peut s’écrire :

(Aj(iVn))^-—-- f (p(y) - p(x))m(y)dy
^H"7 “ A.j (Nn)

En utilisant la condition (a) nous pouvons majorer sa valeur absolue par:

Soit encore par :

oj)
avec B =

mfJ/e (0,6] Tn'(y)
Or ^/([am suit la même loi que la différence entre deux points d’un (r+1)

échantillon d’une loi uniforme sur [0,1] séparés par Àj(r) — 2 autres points.
Donc, nous pouvons calculer :

=e B^mmV m/([a,6j) ) §r + 1
Nous pouvons écrire cette somme sous la forme :

E
r<nm/([a,6])(l-n-<)

E
r>nm/([a,6])(1—n~6)

b(MM1
r + 1

B(A,(JV„))I

P(N„ = r)+

P{Nn = r)
r + 1
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Comme Aj(r) < r + 1, nous pouvons majorer le premier terme de la somme

par:

£ B(r + l)îp(Nn = r)
r<nm/([a,b])(l—n~6)

et finalement par :

(nmf([a, 6])(1 — n~6))^BP(Nn < nmf([a,b])( 1 — n~6))
D’après le lemme démontré au paragraphe 3, la suite : un = nP(Nn <
nm/([a, 6])(1 — n~6)) tend vers 0 avec A Nous obtenons la convergence vers
zéro du premier terme de la somme lorsque n tend vers l’infini.

La condition (b) implique tend vers 0 avec A. Pour n assez grand,
nous pouvons majorer le second terme de la somme par:

£
r>nm/([o,fe])(l—n~6)

et finalement par :

3
r 4

B——P(Nn = r)
r 4-1

£ 7-
BrP(Nn = r)

r>nm/(M)(l-n-«) W[û. bW “ “ n~6) + 1)
C’est à dire par :

\ BrP(Nn = r)£ - £
<r€N* r<nm/([a,6])(l—n-5), (nm/([fl, è])(l — n_^))4 (nm/([a, è])(l — n 6) + 1)

Le premier terme de la différence vaut, puisque Nn suit une loi de Poisson
de paramètre nm/([a, 6]) :

Bnmf([a, b])
(nm/([a, 6])(1 — n~{))ï(nm/([a, 6])(1 — n~6) + 1)

et tend vers zéro avec -
n

Le second terme de la différence est majoré par :
Bnmr([a,b])(l — n~6)

(nmf([a,b])( 1 - n~{))l(nm/([a, 6])(1 -n~6) + 1)
Il tend aussi vers zéro avec A. L’espérance du second terme de la somme
tend vers zéro avec

n

Si nous appelons Tn ce second terme, nous avons de même :

qui vaut:
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Nous pouvons écrire cette somme sous la forme :

■P(Nn = r)+£ (*#(«•»
r<nm/([o,6])(l—n~s)

£ RM)
r>nm/([o,6])(l—n~s)

— 1)
r(r + 1)

- 1) P(N„ = r)r(r + 1)
Comme Àj(r) < r + 1 , nous pouvons majorer le premier terme de la somme
par:

£ B2(r + \)P(Nn = r)
r<nm/([a,6])(l-n-<)

et finalement par :

(nrn/([a, è])(l — n~6) 4- l)B2P(Nn < nra/([a, b])( 1 — n~6))
D’après le lemme démontré au paragraphe 3, la suite : un = nP(Nn <

nm/([a, 6])(1 — n~6)) tend vers 0 avec Nous obtenons la convergence vers
zéro du premier terme de la somme lorsque n tend vers l’infini.
La condition (b) implique tend vers 0 avec A. Pour n assez grand, nous

pouvons majorer le second terme de la somme par:

£ iSS11
r>nm/([o,t])(l-n-{) '

et finalement par :

B2rP(Nn = r)
r>nm/([a,6])(i-n-4) (nmf([atb])(l - n"5))2 (nm/([a, 6])(1 - n~6) + 1)

C’est à dire par :

(j*_ \ B2rP(Nn = r)
\reN* r<nm/(M)(i-„-4)/ (nm'([a, è])(l - (nm'Qa, 6])(l - n~6) +1)

Le premier terme de la différence vaut, puisque Nn suit une loi de Poisson
de paramètre nm ([a, b]) :

B2nm ([a, 6])
(nm ([a,b])(l - n~6))*(nm ([a, 6])(1 - n~6) + 1)

et tend vers zéro avec -

Le second terme de la différence est majoré par :

B2nm'([a, 6])(1 — n~s)
(nm'([a, 6])(1 — n~6))5(nm'([a, 6])(1 — n~6) + 1)
Il tend aussi vers zéro avec Le second terme de la somme tend vers

n

zéro avec ^ Donc E(T2) tend vers zéro avec A.
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c) conclusion
Nous avons

E{Zn + Tn) = E(Zn) + E(Tn) tend vers 0 avec ^ .

E((Zn + Tnf) < E(Zl) + E(TZ) + 1(E(Zl))\(E(Tl))h tend vers 0 avec ± .

Le théorème est démontré.

Remarque : Tous les résultats concernant la partition aléatoire peuvent être
étendus au cas d’un processus de Cox sur [a, b] dont la mesure aléatoire qui le
dirige prend ses valeurs dans un espace de mesures Ec = {m : m([a, 6]) = c},
c étant une constante positive fixée.

Pour c = 1, il s’agit donc des processus de Cox dirigé par une mesure de
probabilité aléatoire.

Pour le montrer, il suffit de conditionner par rapport à la mesure direc-
trice.
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