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Résumé. Nous proposons des estimateurs de la fonction de covariances d’un
processus ARMA scalaire, dont nous établissons la consistance ainsi que les

propriétés limites de convergence en loi et presque siire.

Covariance estimation of ARMA process

Abstract - We propose the estimators of covariance function of an ARMA
process that we etablish consistency and boundary properties of convergence

in law and a.s.

1 Introduction

L’estimation de la fonction de covariances 4(.) d’un processus ARM A(p,r)

défini par I’équation

@(B)yg = (")(B)Gg

on ®(z) =1—-a1z—...—apzP et O(z) = 1 + bz + ... + b.z" a été étudiée
(cf.[1],[2]) dans un cadre restrictif oti le processus ¢; est i.i.d. et de variance
o? finie.

Différentes méthodes ont été développées par Brockwell et Davis, cf[2] pour

calculer la fonction de covariance qui a une forme extrémement simple dans

— date darrivée ; le 12.07.96
— version définitive : le 23.09.96
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le cas d’un processus MA(r) qui satisfait 'équation y; = 3°7_ bj€r—;

AR T L bR TR IR
UGk { 0 d 'k j=r

owrbgi=letbi=095 ¢

Dans cet article nous exploitons I'estimateur décaé (ED) de la partie autoré-
gressive d’un modele ARMA scalaire étudié par Dellagi ([6],[7]) pour estimer
la matrice de covariance I', dans un cadre général ol le bruit (¢) est un
accroissement de martingales vérifiant des conditions que nous détaillerons

dans la suite et telle que la variance est définie par o = E(e}) = E(p},) avec

n
it Zpi — o? p.s.
k=1

La consistance forte est prouvée sous des hypotheses ayant 'avantage de
s’exprimer en fonction des trajectoires .

L’estimation de (.) & partir des observations yi, ..., yn joue un role crucial
particulierement dans les problémes de construction d’un modele approprié
des données . La famille des processus ARMA joue un role clé dans la mod-
élisation des séries temporelles, leur structure linéaire implique la trés simple
théorie de la prédiction linéaire.

Pour ’estimation de la variance du bruit , notre approche est basée sur une
idée introduite en statistique par Szego et Grenander, cf[11] qui, par un cal-
cul simple sur les formes de Toeplitz, conduit & la limite de L Indet | ['n | ol
I désigne la matrice de covariance de la moyenne mobile . Cette limite n’est
autre que Ino?.

Des simulations ont été faites pour confirmer ces résultats . La méthode
d’estimation que nous abordons ne présente que des avantages notamment
lorsqu’il s’agit d’identifier un processus ARMA scalaire dont la partie moyenne
mobile a une densité spectrale striclement positive et un petit nombre de co-

eflicients.




39

2 Identification

2.1 Données - Notations - Hypothéses.

Soit (yn;n > 0) un processus ARMA scalaire d’ordre p et r, associé a un
bruit (e,;n > 1) (ARM A(p,r) en abregé) et défini par ’equation:

Yn = @1Yn-1 + oo + GpYn—p + €n + br€n_y + ... + brep_, (1)

Il est clair que, pour des conditions initiales (y_i, ..., Y—p, €—1, ---, €~,) qui sont
corrélées avec €g, €1, ..., €, .. le processus (y,;n > 0) est parfaitement défini.
a; pour 1 < ¢ < p, b; pour 0 < j < r sont des parametres inconnus. On
suppose que le polynéme O(z) = 377, b;z’ a toutes ses racines de module
> 1, et que la suite (eq,;n > 1) est adaptée & une filtration F' = (F,;n > 1)
et satisfait I'une des deux hypotheéses suivantes:

-Hypothése(B1): la suite (¢,;n > 1) est un bruit blanc de variance o, c’est
a dire que les v.a. (¢,) sont de méme loi, centrées, (€,41) est indépendante
de F, et E{el} = o

-Hypotheése(B2): la variable aléatoire (v.a.) ¢, est un accroissement de

martingale vérifiant :

E{Cﬂ.}.[/fn} —110)

E{el,,/Fn} =p tel que n™' Y pt — o pas.
k=1

sup E{| €41 |**? /Fn} < 00 pour a > 0.

Sous (B1) ou (B2) on a une loi forte pour les (€, )(voir Dellagi, [7], p.32)

n
n~! z ci — a? p.s.
k=1

2.2 Irréductibilité du modele ARMA,(1,r)

Posons

Yﬂ T t(yn,“-yn—-p+l)px1: V= ‘(1,0....,0)”1; BJ = bj[p pour j = ]., ey T et

ay ap_l ap
| Bl sk BRI

o 0
0 1 0
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I, étant la matrice identité, alors:

Y = AV + (3 bien-s)o. (2)

i=0
On considere z:ln défini par:
AnSn—l(r) = Sﬂ(r + 1) (3)

avec Su(q) = ¥ i=p Yasq X pourn 2> g
a(M) et @(M) dénotent le plus petit et le plus grand module des valeurs
propres d’une matrice M. Et si M est hermitienne, Amin(M), Amaz (M) sont

respectivement la plus petite et la plus grande valeur propre de M.

Le modele ARM A,(1,r) défini par (5) est dit stable si @(A) < L, insta-
ble si a(A) = @(A) = 1, explosif si a(A) > 1, non explosif si &(4) > 1.
Pour obtenir la consistance forte de A, dans le cas stable (et donc dans le
cas général), ’hypothese suivante est indispensable.

Le modeéle ARMA,(1,r) est irréductible si et seulement si la variance
o? du bruit (e,;n > 1) est strictement positive et chacun des polyndmes

R(z) = Tioo bzl et O(2) =3 74 b;z? est premier avec le polyndome carac-

téristique de la matrice A qui est : P(2) = (=1)?(2? — @12~ — ... — ap).
Soit © le polyéme matriciel complexe défini par O(z) = Yo B;z! avec

O est passif si et seulement si tous les zéros de O sont a 'extérieur du cercle
unité et pour tout z de module 1 (07! — 11,) est positif.(Un polynéme A(z)
est positif si pour tout z de module 1 A(z) +* A(z) > 0).

I’ hypothése d’irréductibilité est plus faible que les hypotheses de com-
mandabilité et d’estimabilité introduites dans [8],[9]. Elle est aussi plus faible
que ’hypothése classique de passivité qui permet d’établir la consistance forte

de ’estimateur des moindres carrés généralisés, cf[8].
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2.3 Deécomposition et transformation du modéle.

T;

Dans le cas général, on peut trouver une matrice T = ( T, ) inversible,
T3

telle que la matrice Tj soit de taille d; x p, (d; + d2 + d3 = p) et on ait:

Ay 00 0
TAT-I = Diag{Al, Az, A3} = 0 Az 0 H (4)
00" A
avec a(A;) < 1, a(A;) = a(A;) = 1, et a(A43) > 1.
Le processus ARM Ay, ,(1,7):

T;Yn — AITIYn—l - T[(Z bjﬁﬂ_j)v

est la composante stable du processus (Y;,).
Le processus ARM Ay, ,(1,7):

LY, = ALY, + Tz(z bjen-s)v

i=0

est la composante instable du processus (Y;,)
Le processus ARM Aq, ,(1,7):

TSK; — ASTSYn—l ol TS(Ebanij)v
J=0
est la composante explosive du processus (Y},)
La définition d’irréductibilité précédente s’étend aisément au proces-
sus ARMA(p,r) (yn) défini par (1), car on peut lui associer le processus
ARMA,(1,r) défini par (2).

Le modele ARM A(p,7) est irréductible, s'il en est de méme du modéle
ARM Ay(1,7) qui lui est associé.
2.4 Transformation du modele

Pour clore cette partie, donnons une transformation permettant de passer
d’un processus ARMA(1,7) & un processus autorégressif d’ordre 1 (AR(1)
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en abregé).
La matrice A du processus ARMA(1,7) (Y,) défini par (2) est inversible,
(car a, # 0), posant alors comme dans [5]:
Di=A\WGLA Di)por l £ jse~1, 0. = b, A1,
r=1

gn = Z chﬂ—jv; )}n = Yo ¥ g‘n; €n = (IP + Dl)e'ﬂ; (5)

9=0
on a:

Pn-l-l = Aj;;l ar €n+lv- (6)

Bien qu’elle ne soit pas observable, la transformation faisant passer de (Y3)

a (f/ﬂ) a Pavantage de simplifier quelques démonstrations.

2.5 Construction des estimateurs.

On pose:
o a = Hay, eya)s B'=""by, Vi be); Y = it o}
o zu(a) = ya— < Yn,a >=en = E;:o bj€n—j; Snlq) = Tt Yita ‘Y%, pour
n2q;
e c= Y(co,..-¢;), Ol ¢j, pour j = 0,...r sont les autocovariances du processus
moyenne mobile (MA) ().
1) Si a est connu:
Alors pour j =0,...,7,

n

&gl =n " Y ik

k=1
sont des estimateurs fortement consistant des autocovariances de (z,) définies
par :

£ { cr: ZL; bpbx—;  sous (B1) (7
On_j Li=j kbr—; sous (B2)

avec: :

or = E(e}) = E(pk-1)-
2)Si a est inconnu:

On propose alors les estimateurs:

e = rolany="n" Z Tk(@n)Thts(n) (8)
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poun =[]l

ou Gy, est 'estimateur empirique décalé (E.D.) de a défini cf[8] par:

n—r—1

£Sn—l(r)&n= Z kak-l-r-}-]- (9)

k=0

*M est la transposée de la matrice M).
3)Estimation des b; et de o?

Lorsque le processus (xn(a)) est stable et le bruit (e,) est blanc, Azencott
et Dacunha-Castelle cf[1] proposent de résoudre le systéme (7) ot les ¢; sont
connus, et g%, by,...,b, sont inconnus, un tel systéme a en général un nom-
bre fini de solutions distinctes. Pour avoir I'unicité, ils supposent que les
racines du polynome O(z) sont toutes de module > 1. ce qui correspond a

I’hypothese d’irréductibilité du modele.

Dans le cas général, lorsque le modele ARMA(p,r) est irréductible, le
polynéme ©(z) a toutes ses racines de module > 1 et le bruit (e,) est i.i.d.
, on propose d'estimer la variance ¢? du bruit & partir de la matrice de

covariance [, du processus moyenne mobile (z,). Soit:
&2 = [det ()",
C’est une conséquence du résultat suivant, dii & Grenander et Szego cf[11]:
lim % In [detT}] = Ino?

olt 0* = E | &, — pa—i(zs) |* est Perreur de prédiction & un pas du processus
stationnaire (z,).

Ayant estimé o?

, on peut alors avoir une solution unique en by,...,b., du
systeme (7) en résolvant les (r-1) derniéres équations et en choisissant les so-
lutions b;; 7 =1, ..., 7 telles que le polyndome ©(2) ait ses racines a I'extérieur

du cercle unité.
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3 Consistance forte des estimateurs.

3.1 Estimation de la matrice de covariance de la moyenne
mobile (z,)

Notre résultat général est le suivant. D’apres les remarques faites au para-
graphe précédent, on ne peut espérer la consistance forte de I'estimateur [k de

la matrice de covariance de la moyenne mobile sans ’hypothese d’irréductibilité.

Pour une matrice M, (|| M || dénote la norme: | M ||= y/Amaz(M *M)).

Théoréme 1 Si le modéle ARM A(p,r) défini par (1) est irréductible, alors:
1) Pestimateur T, de T' défini par (8) ct (9) est fortement consistant. In
outre, presque surement:

2) Sous (B1), || I'w = T' ||= o(n~ta(Inn))"/?, pourvu que la fonction a soit
croissante vers oo et lelle que [[a(t)]™dt < oo (par ezemple a(t) = t'*7
poury >0).

Sous (B2), | ['w = T ||= O(n~" Inn)Y2.

corolaire 1 Sous les hypothéses du lhéoréme, G,, défini par (10) est un

estimateur forlement consistant de la variance du bruit (en).

3.2 Comportement asymptotique presque-siire de S, (r)
dans le cas général.

lemme 1 . Si le modéle ARM A,(1,r) défini par (4) est irréductible, alors
pour tout 0 < j < r, il existe deuz suites (®3) et (V1) de matrices aléatoires

inversibles telles que p.s.:
850 1(j) "W — 1.

Démonstration.La preuve de ce lemme est analogue a celle du lemmel cf[7].
nous 1'dppelons brievement les élappes:

1)On considere la décomposition du modele ARM A,(1,r) définie par (4).
Pour cela, posant:

er = Tan; J =1,2,3

on a:

r
Yi=AY], tey; & =) LB,

=0




avec By = b1,
Au processus ARM Ay, ,(1,r) instable (Y;2), associons le processus ARy, (1)
(V;2) défini comme en (8) et (9) par:

l}nz_‘_l = Ag?: +- ngn.‘_lv; )‘}2 = Y: - Tzfn;

n

§n et €, étant défini comme en (5). Alors d’apreés cf[7], notant

S2n=Theo Y2 *T2;  An = Diag{n-1/(T})1, §; 12 IAE"}( i )

2n—j— T2

I"} est la matrice définie par:

o0 fif toal o GRS
[} = AN A5 M=) A(C A{"TB)T ((TB)  (10)
0 1=0 =0

; 5 1h
A, = Dzag{n-llzfd,,Szv,i/_%_l} ( T; ) :
on a p.s.:
AnSn-l(j) ‘An = Idl+dz' (11)

pour tout 0 < 5 <r.

2) Par ailleurs, le processus (Y;?) étant ARM Ay, ,(1, r) explosif et régulier,
d’apres le théoreme 2 cf [7], si 3 est la limite au sens p.s. de (A3"Y2), la
matrice Gs = 52, A7¥n; *n3 *As* est p.s. inversible et par conséquent les
matrices suivantes sont bien définies:

¥ = Diag{h,, G5 AsR);
W = DiaglA,, G5 V97,
Compte tenu de (11) et du théoreme 2 de cf[7] qui implique:
AT (T35n-1(5) *T) *A3 5 I, pas,,
On montre comme dans cf[7];que p.s.:

ALy L AT i
A;“T;;Sn_l(j) ‘An — 0

pour tout 0 < 5 <r.
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3.3 Démonstration du théoréeme 1

La matrice [, est définie par:

PR I PR e \
£ pie AYRYRIN. 4] SR g Rasg)
fo=|™ ‘ (12)
] D O
\ 0 Sermibe A noREAR LedBqiiiie )

montrons que pour tout j =0,...,7, p.s.
Il eni —ci ll— 0.

D’apres (2):

r n—-r—1

tSn—l( —a) Z[ Z blck+r+l l]Yk

=0 . k=0
Et d’apres (2), on a pour tout 0 < 57 <

3
.

A

nCn; = (yk— < Yic1,@n >)Wrri— < Yitj-1,dn >)
k=1
n—j
= (Ck— = Yk—l;&n = a >)(6k+j'— < Yk-l-j—l)&n ==id >)
k=1
D’oti:
i n—j
C L Z €kChtj = Z < Yk-—l,&n —a>< Yk+j—1,&n — i
= k—l
n—j
z €k Yk-l-; 1 =k z €k4j }/k l](an " a)
k=1
= Up-Uis (13)
avec:
n—j
Unj= "(an— a)( Yic1 Yigjo1)(@n —a) = Han — @) "Sn(j)(Gn — @)
k=1
el: ;
r n—j

Us; = N> biler-t Yagjoi  engsi YYi-1)(Gn — a).

1=0 k=1
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D’apres le lemmel, pour tout 0 < j < r, il existe deux matrices aléatoires

inversible (®7) et (¥7) vérifiant:
&7 L5, (7) "W — I, p.s.

D’autre part, en écrivant:

Unj = ‘(i — a)[®5]7(®] *Su(y) "¥) [¥i]7 (0 — a).

Montrons que p.s : (&, — a)[®1]~! = o(n)
et que p.s : (U]~ (dn — a) = o(n)

Posons :

une matrice de taille pd;

une matrice de taille pd;

0
=
«= ()

ou /g, est la matrice identité de taille d;d;.

une matrice de taille pds

on a alors :

Il

DAL ("Ja, )(®2) g,
AsSalii gl B ()@l ),

AFTTGE = () (01)

|

D’autre part, :

I (@ = a)(®})-1 |17

I (@n = a)(Ja,) 0220050 |12

+ Pl e A (s P
+ I (@ = a)(*Jay) " ATIGY () |1
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D’aprés Détude des cas stable , instable et explosif cf[2], et la consistance

forte de 'estimateur @, , on a p.s :

I (o — a)(a) 0 2T5Ja) I = ofn)

3 A ) O(Inn)?/?** § > 0 sous (Bl
“t (dn — a)(t‘]@) lA%Sé:’:—j—l(sz) > “2 g2 { i é = 0 sous EBQ;
car on a p.s :

“1/2 1/2 Cr— o
(G = Y322 ., WPlli(@n — o) 83 i I 555 P an ]

avec || S32_,_182,.n-j-1 | — 1 p.s.
D’autre part :

I (8n — 6)(WJa) ARG (Ja) ! |IP= o(n) pos

car :
fa—a)A QY = o(n''?) p.s
D’ou:
I (@ — a)(@5)7" lI= o(n'/?) p-s

Par le méme raisonnement on a aussi :
| (@n — a)("T2) " [|= o(n'/?) p.s

on en déduit:

_lU” — 0. p.s.
Par ailleurs, en écrivant:
L el e
U2, <I935 Y bulenat Yiewior + k=t V) I (€2) 7" Ml &n —a ]|
1=0 k=1

D’apres le théoréme 1 (cas général) cf[7], le théoreme 2 cf (8] sur la convergence
des martingales vectorielles, et le fait que p.s. || (¥1) Y (an — a) ||= o(n A,
on a p.s.:
i
U ; = o(n).
On en déduit que pour tout 7 =0,...r, p.s.:

n—j
Cn.j S z €kChyj — 0.
k=1
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Par conséquent; pour n assez grand:
=T —p s

D’ou le 1) du théoreme. Le 2) est une conséquence du théoreme 1 cf [7] et le
théoreme 2 cf[6].

Conséquence
Soit le processus (Y,)ARM A,(1,r) défini par(2).On suppose que les ¢; sont
r-indépendants.On propose un prédicteur a un pas de Y, en posant:
l:’1'1+1 - finYn
D’ou:

Yor1— };;H—] = AY, + e v — finYu
= —(An— A)Yn+enpv

D’autre part:
n—1 . 5 n--1
| 3 (Yeer = Year)' (Yasr — Yewr) — 2 ‘exsrensr ‘vv =
k=0 k=0

. n A < n—1 o n—1
I (An = A) VY (An = A) = (An = A) Y- Yiers =" ((An = A) 3 Vi "errd) |
1 k=0 k=0

D’aprés la démonstration du théoréme précédent on a pour j = 0:
Ypryde (An — A)'S,(0)(A, — A) = o(n) p.s.

n—1 n—1
U:,o = (An—A) ) Yier +' ((An — A) > Yiery1) = ofn) p.s.

k=0 k=0
On en déduit que:
n—1 " n
1/n 3 (Yerr = Yer1)' (Yo = Yews) — co = (L + 8] + ... + 8)o? p.s.
k=0

pour ret b; i = 1,..r suflisamment petits ce prédicteur devient intéressent.
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