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4, Place Jussieu, 75252 Paris Cedex 05, France.

Résumé. Nous proposons des estimateurs de la fonction de covariances d’un
processus ARMA scalaire, dont nous établissons la consistance ainsi que les
propriétés limites de convergence en loi et presque sûre.

Covariance estimation of ARMA process

Abstract - We propose the estimators of covariance function of an ARMA
process that we etablish consistency and boundary properties of convergence

in law and a.s.

1 Introduction

L’estimation de la fonction de covariances 7(.) d’un processus ARMA(p,r)
défini par l’équation

<è(B)y, = 0(B)e<

où 4>(^) = 1 — a^z — .... — apzp et 0(z) = 1 -f b±z + ... + brzr a été étudiée
(c/.[l], [2]) dans un cadre restrictif où le processus et est i.i.d. et de variance
a2 finie.

Différentes méthodes ont été développées par Brockwell et Davis, cf[2] pour

calculer la fonction de covariance qui a une forme extrêmement simple dans
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le cas d’un processus MA(r) qui satisfait l’équation yt = J2rj=o^jet-j

f °2 £;=o bjbj+\k\ |A:|<r
\ 0 | k |> r

où 60 = 1 et bj = 0 j > r

Dans cet article nous exploitons l’estimateur décaé (ED) de la partie autoré-
gressive d’un modèle ARMA scalaire étudié par Dellagi ([6],[7]) pour estimer
la matrice de covariance Ën dans un cadre général où le bruit (e<) est un

accroissement de martingales vérifiant des conditions que nous détaillerons
dans la suite et telle que la variance est définie par ak = E(e2) = E(pkl ) avec

n

k= 1

p.s.

La consistance forte est prouvée sous des hypothèses ayant l’avantage de
s’exprimer en fonction des trajectoires .

L’estimation de 7(.) à partir des observations yi,...,yn joue un rôle crucial
particulièrement dans les problèmes de construction d’un modèle approprié
des données . La famille des processus ARMA joue un rôle clé dans la mod-
élisation des séries temporelles, leur structure linéaire implique la très simple
théorie de la prédiction linéaire.
Pour l’estimation de la variance du bruit , notre approche est basée sur une

idée introduite en statistique par Szego et Grenander, cf[l 1] qui, par un cal-
cul simple sur les formes de Toeplitz, conduit à la limite de ^ \ndet | Fn | où
rn désigne la matrice de covariance de la moyenne mobile . Cette limite n’est
autre que ln a2.
Des simulations ont été faites pour confirmer ces résultats . La méthode
d’estimation que nous abordons ne présente que des avantages notamment
lorsqu’il s’agit d’identifier un processus ARMA scalaire dont la partie moyenne
mobile a une densité spectrale strictement positive et un petit nombre de co-
efficients.
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2 Identification

2.1 Données - Notations - Hypothèses.
Soit (yn;n > 0) un processus ARMA scalaire d’ordre p et r, associé à un

bruit (en;n > 1) (ARMA(p,r) en abrégé) et défini par l’equation:

Vn — Q-il/n—i “h •••• "b Gpl/n—p "b £-n 4" ^l^n—1 “b ••• “b br€n—r (1)

Il est clair que, pour des conditions initiales (y_i,y_p, e_i,c_r) qui sont
corrélées avec c0,£1,er,.. le processus (yn;?i > 0) est parfaitement défini.
ai pour 1 < i < p, bj pour 0 < j< r sont des paramètres inconnus. On
suppose que le polynôme ©(2) = 6j2J a toutes ses racines de module
> 1, et que la suite (en;n > 1) est adaptée à une filtration F = (Tn^n > 1)
et satisfait l’une des deux hypothèses suivantes:
-Hypothèse(Bl): la suite (en; n > 1) est un bruit blanc de variance cr2, c’est
à dire que les v.a. (en) sont de même loi, centrées, (en+i) est indépendante
de Fn et E{e2n) = a2.
-Hypothèse(B2): la variable aléatoire (v.a.) cn est un accroissement de
martingale vérifiant :

E{cn+l/J-rt} = 0
n

EWn+i/Fn} = pl tel que n"1 J2 p2k—> a2 p.s.
k=l

sup E{I en+i \a+2 /En} < OO pour a > 0.
n

Sous (Bl) ou (B2) on a une loi forte pour les (cn)(voirDellagi, [7], p.32)
n

-1 2 , 2
n 2^ek —> o p.s.

k=\

2.2 Irréductibilité du modèle ARMAp(l, r)
Posons

Yn = t(yn, ...y„_p+i)pxi, V = t(l,0....,0)pxi; Bj = bjlp pour j = 1, ...,r et

fa 1 ap—i üp \
1 0 0

0 0

V : 0 1 0 )
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Ip étant la matrice identité, alors:

Yn — AYn-.\ "f" ^ bj^-n-j )^«
3=0

(2)

On considère An défini par:

ÂnSn_i(r) = Sn(r + 1) (3)

avec Sn(q) = £Lo Yk+q lYk pourn > q

a{M) et â(M) dénotent le plus petit et le plus grand module des valeurs
propres d’une matrice M. Et si M est hermitienne, Amin(M), Amax(M) sont
respectivement la plus petite et la plus grande valeur propre de M.

Le modèle ARMAp(l,r) défini par (5) est dit stable si c*(A) < 1, insta-
ble si a(A) = â(A) = 1, explosif si «(A) > 1, non explosif si «(A) > 1.
Pour obtenir la consistance forte de Ân dans le cas stable (et donc dans le
cas général), l’hypothèse suivante est indispensable.
Le modèle ARMAp(l,r) est irréductible si et seulement si la variance
«j2 du bruit (en;n > 1) est strictement positive et chacun des polynômes
R(z) = £j_0èj^r_'7 et O(^) = est premier avec le polynôme carac-
téristique de la matrice A qui est : P{z) = ( —1 )p{zp — aizp~l — ... — ap).
Soit 0 le polyôme matriciel complexe défini par 0(2) = J2rj=oBjz3 avec

Bj = bjl.
0 est passif si et seulement si tous les zéros de 0 sont à l’extérieur du cercle
unité et pour tout z de module 1 (0_1 — |Id) est positif.(Un polynôme A(z)
est positif si pour tout z de module 1 A(z) +* A(z) > 0).
L’ hypothèse d’irréductibilité est plus faible que les hypothèses de com-
mandabilité et d’estimabilité introduites dans [8],[9]. Elle est aussi plus faible
que l’hypothèse classique de passivité qui permet d’établir la consistance forte
de l’estimateur des moindres carrés généralisés, cf[8].
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2.3 Décomposition et transformation du modèle.

(T,\. .Dans le cas général, on peut trouver une matrice T = T2 inversible,
\ Ï3 /

telle que la matrice Tj soit de taille dj x p, (cfi + d2 + d3 = p) et on ait:

Mi 0 0 \
TAT~l = Diag{Ai,Ai,A3} = I 0 A2 0

\ 0 0 A3)
avec S(Ai) < 1, a(A2) = ct(A2) = 1, et a(43) > 1.
Le processus ARMAdllP(l,r):

(4)

TiYa = + T,(£ b,e„-,)v
j=o

est la composante stable du processus

Le processus ARMAd3tP(l,r):

T2Yn — A2T2Yn..i + T2(T^ bjcn—j)v
j=o

est la composante instable du processus (Yn)
Le processus ARMAd3,p(l,r):

T3Y„ = A3T3Yn+ T3(j2htn-i)v
j=0

est la composante explosive du processus (Fn)
La définition d’irréductibilité précédente s’étend aisément au procès-

sus ARMA(p,r) (yn) défini par (1), car on peut lui associer le processus

ARMAp(l,r) défini par (2).

Le modèle ARMA(p,r) est irréductible, s’il en est de même du modèle

ARMAp(l,r) qui lui est associé.

2.4 Transformation du modèle

Pour clore cette partie, donnons une transformation permettant de passer
d’un processus ARMA(l,r) à un processus autorégressif d’ordre 1 (4/ü(l)
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en abrégé).
La matrice A du processus ARMA(l,r) (Fn) défini par (2) est inversible,
(car ap ^ 0), posant alors comme dans [5]:

Dj = A l{bjlp + Dj+1) pour — 1, Dr = brA *,
r-1

on a:

(6)^n+1 — -44 n 4"

Bien qu’elle ne soit pas observable, la transformation faisant passer de (Yn)
à (K) a l’avantage de simplifier quelques démonstrations.

2.5 Construction des estimateurs.

On pose:

• a — t(a1, ....,ap); b = *(6i, ...., 6r); Yn = t(yn, ...T/n_p+i);
• xn(a) — yn <C ^n,ct —en — 'ï2jj—obj^n—jj *5'n(ç) pour
n>q]
• c = ^co,...cr), où Cj, pour j = 0, ...r sont les autocovariances du processus
moyenne mobile (MA) (æn).
1) Si a est connu:
Alors pour j = 0,...,

n

^ ^ 1 %k%k-\-j
k= 1

sont des estimateurs fortement consistant des autocovariances de (xn) définies
par :

(7)

avec:

n

Cn,j — Cnj(ân) — 71 ) 1 3:fc(ùn)x/:^.j(ân) (8)
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pour j = 0,r.
où àn est l’estimateur empirique décalé (E.D.) de a défini cf[8] par:

tSn-i(r)ân = J2 YkUk+r+i- (9)
k=0

lM est la transposée de la matrice M).

3)Estimation des 6/ et de a2

Lorsque le processus (a:n(a)) est stable et le bruit (en) est blanc, Azencott
et Dacunha-Castelle cf[l] proposent de résoudre le système (7) où les cj sont
connus, et a2,6i,..., br sont inconnus, un tel système a en général un nom-

bre fini de solutions distinctes. Pour avoir l’unicité, ils supposent que les
racines du polynôme 0(^) sont toutes de module > 1. ce qui correspond à
l’hypothèse d’irréductibilité du modèle.

Dans le cas général, lorsque le modèle ARMA(p,r) est irréductible, le
polynôme 0(2) a toutes ses racines de module > 1 et le bruit (en) est i.i.d.
, on propose d’estimer la variance a2 du bruit à partir de la matrice de
covariance Pn du processus moyenne mobile (æn). Soit:

àï = [dei(f„)]1/".

C’est une conséquence du résultat suivant, dû à Grenander et Szego cf[ll]:

lim — ln [detYk\ = ln a2
K

où a2 = E | xn — Pn-i(a-'n) |2 est l’erreur de prédiction à un pas du processus

stationnaire (rrn).
Ayant estimé cr2, on peut alors avoir une solution unique en 61,..., 6r, du
système (7) en résolvant les (r-1) dernières équations et en choisissant les so-

lutions bi; i = 1,..., r telles que le polynôme 0(2) ait ses racines à l’extérieur
du cercle unité.
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3 Consistance forte des estimateurs.

3.1 Estimation de la matrice de covariance de la moyenne

mobile (xn)
Notre résultat général est le suivant. D’après les remarques faites au para-

graphe précédent, on ne peut espérer la consistance forte de l’estimateur r* de
la matrice de covariance de la moyenne mobile sans l’hypothèse d’irréductibilité.
Pour une matrice M, (|| M || dénote la norme: || M || = y^Amax(M *M)).
Théorème 1 Si le modèle ARMA(p,r) défini par (1) est irréductible, alors:
1) l’estimateur fn de F défini par (8) et (9) est fortement consistant. En
outre, presque sûrement:
2) Sous (Bl), || Tn — T ||= o(n-1a(lnn))1/2, pourvu que la fonction a soit
croissante vers oo et telle que ff°[a(t)]~ldt < oo (par exemple a(t) = tl+1
pour > 0).
Sous (B2), || fn — T ||= 0(n-1 lnn)1/2.
corolaire 1 Sous les hypothèses du théorème, àn, défini par (10) est un
estimateur fortement consistant de la variance du bruit (en).

3.2 Comportement asymptotique presque-sûre de Sn(r)
dans le cas general.

lemme 1 . Si le modèle ARMAp{\,r) défini par (J,) est irréductible, alors
pour tout 0 < j < r, il existe deux suites ($£) et ($£) de matrices aléatoires
inversibles telles que p.s.:

HSn-lU)

Démonstration.La preuve de ce lemme est analogue à celle du lemmcl cf[7].
nous rappelons brièvement les étappes:
l)On considère la décomposition du modèle ARMAp(l,r) définie par (4).
Pour cela, posant:

YÎ = TiYn; j = 1,2,3

Yn = AiYn-1 + e>; eJn = YsTjBièn-i-
1=0

on a:
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avec Bi = bjp.
Au processus ARMAd2tP{l,r) instable (Yn2), associons le processus ARd2(l)
(Yn2) défini comme en (8) et (9) par:

Ÿ2Jn+1 A2Ÿ2 + r2én+1u; Ÿ2 = Y2 + T2U,

in et en étant défini comme en (5). Alors d’après cf[7], notant

A» = ELo'È2; A„ = Diag{n-'l\T))-\
Tj est la matrice définie par:

T\
T2

r‘ = m{; nx = *(ïift) (io)
0 i=0 /=0

An = 1/2/«/,, ^ ^ ) 5
on a p.s.:

A„Sn-l(j) *A„ -4 (11)
pour tout 0 < j < r.

2) Par ailleurs, le processus (Yn3) étant ARMAd3lP(l, r) explosif et régulier,
d’après le théorème 2 cf [7], si î]3 est la limite au sens p.s. de (ÆpP^3), la
matrice G3 = YlkLi A3 krj3 *r]3 * A3 k est p.s. inversible et par conséquent les
matrices suivantes sont bien définies:

K = Diag{A„,G;1/2ArT3y,

K = Diag{^G-3mAl{'-’)T3}.
Compte tenu de (11) et du théorème 2 de cf[7] qui implique:

*T3)

On montre comme dans cf[7];que p.s.:

A„5„_,(j) *T3

ApTaSn-iÜ)

pour tout 0 < j < r.
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3.3 Démonstration du théorème 1

La matrice Tn est définie par:

^ Cn,o Cn,r 0 ■ 0 \

Cn,r . 0

0 ■ • ' ’ " CUio Cn,r

V o • 0 Cn,r Cn,0 /

montrons que pour tout j = 0,r, p.s.

Il Cn,j ~ cj || ^ 0*

(12)

D’après (2):

tSn-i{r){ân -a) = J2[ é biek+r+i-l]Yk.
1=0 k=0

Et d’après (2), on a pour tout 0 < j < r:

n-j

TlCn,j — ^ “'j il/k ^ Lfc— li^n -^>)(î/A:+j ^ ^k+j — 1 > ^>)
A:=l

n-j
= ^(ck- < VJt_i,ân - a >)(ek+j- < Yk+j-i,ô„ - a >)

k= i

D’où:

n-j n-j

ClCn ,j ^ 1 &kCk-\-j — ^ 1 Yk—i: ün Cl X \ k-\-j — i i (ln Cl ~j>
k=l fc=1

n-j

D ' &k ^ k+j— 1 4“ ^ ^ Li;_i]((In a)
fc=l A:=l

= K, ul (13)

avec:

n-j

ulj = ‘(ô» - «)(£ U-i ‘n+i-i)(ô„ - a) = !(â„ - a) ‘S„(j)(â„ - a)
k=z 1

et:
r n-j

U^,j —Y1Y1 bl{tk-l tYk+j-l + £fc+j-J — «)•
/=0 fc=l
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D’après le lemmel, pour tout 0 < j < r, il existe deux matrices aléatoires
inversible (4>{) et ($£) vérifiant:

H ‘SnU) ‘K p.s.

D’autre part, en écrivant:

U', = ‘(àn - %(j) ‘Vi) '[*>]-'(«„ - a).

Montrons que p.s : t(ân — a)[4>£]_1 = o(n)
et que p.s : <[^]-1(ân — a) = o(n)
Posons :

une matrice de taille pdi

une matrice de taille pd2

Jdi

Jd7 =

4

( °̂
2

V 0

Jd$
0

une matrice de taille pd3
où Idj est la matrice identité de taille d3dj.
on a alors :

»1/2r; = (‘Jé.wir'Ju,

Arc'j2 = (‘jd>wn)-ijd3

D’autre part :

||‘ («„ -a)(«i)_, ||2 = ||‘ («„ - a)(Vdl)-1Il,/2r;j,-1 ||2
+ r («n - il2
+ l|‘ (àn - «)('JJ,)-,/iriG3/2(^a)“1 il2
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D’après l’étude des cas stable , instable et explosif cf[2], et la consistance
forte de l’estimateur ân , on a p.s :

-1 II 2

-1 112

o(n)
( 0(lnn)2/2+s S > 0 sous (Bl)

5 — 0 sous (B2)

car on a p.s :

ii (â„ - ir<u («„ - «)s^_r_x ni «
avec || S2\_r_iS2,n-j-1 II * 1 p-s.
D’autre part :

(«„ - a^J^r'ArGl'2^)-' ||2= o(n) p.s

car :

(â - a)An~jG'12 = o(u1/2) p.s

D’où:

||* (ân - a)($JJ_1 ||= o{n1/2) p.s

Par le même raisonnement on a aussi :

|| (ân — a)(^{)_1 ||=o(n1/2) p.s

on en déduit:

"“Xj —> 0- P-*-

Par ailleurs, en écrivant:

Il Ki ll<ll H ££ *n-.) mi («ir1 il il à„ - a ii.
/=0 A)=l

D’après le théorème 1 (cas général) cf[7], le théorème 2 cf[8] sur la convergence
des martingales vectorielles, et le fait que p.s. || ('If£)~l(ân — a) ||= o{n~xl2),
on a p.s.:

Ulj = °(n)-
On en déduit que pour tout j = 0, ...r, p.s.:

n~j

Cn,j n ^ ] €kek+j ^ 0-
k=î
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Par conséquent; pour n assez grand:

fn — T —> 0. p.s.

D’où le 1) du théorème. Le 2) est une conséquence du théorème 1 cf [7] et le
théorème 2 cf[6].

Conséquence
Soit le processus (Yn)ARMAp(l, r) défini par(2).On suppose que les et sont
r-indépendants.On propose un prédicteur à un pas de Yn en posant:

Ÿn+l = ÂnYn

D’où:

Pn+l 1 n+1 — ■d.Pn "L AnYn
— (■'4-n A^\tx 4~ 6n+iV

D’autre part:

Il E(n+i - n+i)‘(n+i - n+i) - E ‘ek+lek+l ‘w n=
k-0 k=0

Il (Ân - A)Ên‘V?(^n - A) - (Â„ - A) E n‘et+. ((Ân - A) E H v.) Il
1 k=0 fc=0

D’après la démonstration du théorème précédent on a pour j = 0:

Un,O = (Â„ - A)‘5n(0)(Ân - A) = o(n) p.s.

Un,0 = (Ai “ A) Ykek+1 V ((Ai ~ A) J] = o(«)
k=0 k-0

On en déduit que:

i/»Dn« - n+i)‘(n+i - û+.) —> co = (i + b] +.... + 6>2 p.s.
k=0

pour r et 6, i = 1, ..r suffisamment petits ce prédicteur devient intéressent.
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