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1. Introduction.

Soit une matrice aléatoire A carrée d’ordre p, dont l’espérance mathéma-
tique, notée B, est définie et est une matrice symétrique. Considérons
le problème de l’estimation récursive par approximation stochastique des
vecteurs propres de B.

Dans la suite, un vecteur propre associé à la plus grande valeur propre
est appelé premier vecteur propre ; (A\, A2,..., i4n,...) est un échantillon
i.i.d. de A.

Nous rappelons d’abord la définition de plusieurs processus qui ont été
proposés pour réaliser cette estimation. Puis nous présentons celui étudié ici,
qui donne un cadre général dans lequel rentrent plusieurs processus cités.

Benzécri (1969) [1] considère une matrice B M-symétrique à valeurs pro-
près non négatives, M étant une métrique euclidienne dans Rp, et démontre
la convergence p.s. en direction vers un premier vecteur propre du processus

(Xn) défini par

|l.l) *„+i = (/ + i.4n)xn
avec - < a < 1, puis, en vue d’étudier l’estimation séquentielle de vecteurs

6
propres associés aux valeurs propres suivant la plus grande, celle du processus

plus général

(1.2) «tri +
rr

en supposant jE[||Cn||<7] uniformément majoré pour q donné et 6 > 1 H—.
Q

Pour cette deuxième partie, Benzécri fait intervenir une technique d’algèbre
extérieure que nous utilisons ici. La mise en oeuvre du processus de Benzécri
a été étudiée dans [2], [13], [14], [15].

Krasulina (1970) [11] définit le processus de gradient stochastique (Xn)
dans Rp tel que

(1.3) Xn+1 = Xn + an(An -

où ||.|| et (.,.) désignent respectivement la norme et le produit scalaire usuels
et an un nombre réel positif. La suite des an vérifie les conditions usuelles
dans l’étude des processus du type Robbins-Monro [21] :

OO

1

OO

an < °°-
1

(1.4)
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L’auteur démontre, en utilisant des techniques classiques de l’optimisation
stochastique [9], la convergence presque sûre en direction du processus (Xn)
vers un premier vecteur propre de B.

(Dn) désignant une suite de vecteurs aléatoires i.i.d., Sliimura et Imai
(1973) [23] considèrent le processus

Jfn+1 = X„ + an((D„ - Z„)(D„ - Zny - ||£>n - Z„fl)Xn
%n+1 — Zn + an(Dn — Zn)

et en démontrent la convergence p.s. vers un premier vecteur propre unitaire
de la matrice des covariances commune aux Dn, la suite des an vérifiant
(1.4).

Oja et Karhunen (1985) [20] démontrent la convergence presque sûre du
processus

(1.6) Xn+l = Xn + a„{An-X'„AnXnI)Xn
vers un premier vecteur propre unitaire V\ de B, An étant symétrique semi-
définie positive et presque sûrement bornée et, pour un e donné, l’événement
(KVi)2 > e étant réalisé presque sûrement pour une infinité de n. La
démonstration fait intervenir la méthode de l’équation différentielle ordinaire
[12] utilisée en approximation stochastique.

Brandière (1994) [4, 5] définit le processus de gradient stochastique (Xn)
tel que

(1.7) Xn+1 = X„+ (.4„(2 - ||X„||2) - X'nAnXnl)X„ + Zn

où Zn est une variable aléatoire dans Rp, et en démontre la convergence

presque sûre en supposant An symétrique presque sûrement bornée et B
définie positive. Brandière étudie également l’estimation des vecteurs propres
associés aux valeurs propres suivant la plus grande.

Des références complémentaires sur ce type de processus peuvent être
trouvées dans [7], [8], [18], [19].

Dans le cadre de l’analyse factorielle de vecteurs aléatoires, la matrice
B à diagonaliser peut être M-symétrique, M étant inconnue ; par exemple,
dans l’analyse en composantes principales d’un vecteur aléatoire Z dans R.p
muni de la métrique /V, la matrice à diagonaliser

(1.8) B = N Covar [Z]
est N~*-symétrique ; on peut prendre pour N l’inverse de la matrice diago-
nale des variances des composantes de Z (c’est l’ACP normée), qu’en général
on ne connaît pas, mais que l’on peut estimer à partir d’un échantillon de Z.
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La matrice B peut aussi avoir une structure plus complexe ; par exemple,
dans l’analyse canonique de deux vecteurs aléatoires Z et T,

(1-9) B = V^VZTV^VTZ,
les V étant des matrices de covariances.

Pour traiter ce type de cas, après les études dans [16] et [3], Monnez [17]
démontre la convergence p.s. en direction vers un vecteur propre associé à
la ième plus grande valeur propre de B, du processus (X„) tel que

(1.10) Y<+l = (I + anBn)X;,
Xn+i = Mn-orthogonalisé de

p.s.
où Mn —► M, les hypothèses faites sur la suite (Bn) étant de deux types :

fl.Jl) E[BJTn\^B,
Tn désignant la tribu du passé du temps n, ou

(1.12) B„ B.

La démonstration fait intervenir le lemme de convergence des pseudo-
surmartingales de Robbins et Siegmund [22] utilisé dans l’étude des processus
du type Robbins-Monro [21].

Dans cette étude, nous considérons les processus (X^) dans Rp, i =

1,2,..., r, tels que

(1 13) = X'n+an (Bn - Fn(X'„)ï)X'n
X£+1 = Mu-ortliogonalisé de Y^+1,

Fn étant une fonction aléatoire de Rp dans R ; les processus (1.1), (1.3),
(1.5), (1.6), (1.10) rentrent dans ce cadre général. Nous en démontrons la
convergence en faisant des hypothèses sur (Bn) du même type que (1.11) et
(1.12) ; l’hypothèse uBn presque sûrement bornée” n’est pas demandée ici.
On peut utiliser ces processus dans les cas (1.8) et (1.9) en particulier.

Nous nous limitons ici à l’étude de la convergence presque sûre, établie
sous des hypothèses affaiblies, et ne traitons pas celle de la rapidité de con-
vergence, sur laquelle on pourra trouver des références dans [6].

Le plan est le suivant. Dans le paragraphe 2 est énoncé un lemme
de convergence presque sûre, dont la démonstration suit celle faite dans
[17]. Le théorème principal est énoncé et démontré dans le paragraphe
3. Les corollaires d’application aux processus de Krasulina, Shimura-Imai,
Oja-Karhunen et à d’autres processus sont donnés dans le paragraphe 4 et
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démontrés en appendice ; on obtient ainsi, sous des hypothèses plus faibles,
des théorèmes de convergence de ces processus.

2. Lemme.

Soit le processus (Un) dans Rp tel que :

fAi+l = (f — Q'n^'n)Un + Vn + Zn

/“ \

avec r„ i
Ht + Zin

Hp "b Zpn J
an et ..., np étant des réels positifs, Z£n,..., zpn des variables aléatoires
réelles, Vn, Zn des vecteurs aléatoires dans Rp.

Soit Tn la tribu du passé au temps n, engendrée par f/i, Fi,..., rn_i,
Vu ■ • • ) Ki-i) Z\,..., Zn—\.

Soit Si le sous-espace vectoriel engendré par les (£— 1) premiers vecteurs
de la base canonique de Rp.

Soit E=[lh + f^{Vi + Zi) i fitf-J.
Faisons les hypothèses :

(Hl) Pour tout n, pour tout j, Zjn est Tn-mesurable ; pour tout j, Zjn —* 0;
pour tout n, il existe des variables aléatoires réelles Dn et En, Tn-
mesurables, non négatives, intégrables, telles que

llfilv» | rn]|| < Dn\\U„\\,J2D„ < oo,
1

OO

E [\\Vnf I T„) < En\\Un\\\ Y. < oo P-s-

P-S.
(Hl’) Pour tout j, Zjn —» 0 ;

pour tout n, il existe une variable aléatoire réelle Dn telle que

OO

ll^nll < Dn\\Un\\,Y^Dn < °°P-S-
1
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oo oo

(H2) J2 H£ lZ» i T"1H < oo. E E lllZ"ll2 I T»! < °° A
1 1

OO

(H2’) Ell^n|l<oop.s.
i

OO oo

(H3) E an = °°> E an < °°
i i

OO

(H3’) an = (X), an —> 0.

Lemme 1. Sous RI, H2, H3, ou H1 ’, 1121 113’, dans E, le processus (Un)
converge presque sûrement vers un vecteur de S{.

Démonstration. Dans cette démonstration, on utilise le lemme suivant de
convergence des pseudo-surmartingales (Robbins et Siegmund [22]).

Lemme 2. Soit (Q, A, P) un espace probabilisé, (Tn) une suite croissante
de sous-tribus de A. Soit, pour tout n, otn,/l„,7n,6n des variables aléatoires
réelles Tn-mesurables, non négatives, intégrables, telles que :

Vn, E | în] — ®n(l d~ Pn) d- Kn &n P*S.j
OO oo

E Pn < OO, E 7n < OO p.S.
1 1

Alors, la suite (an) converge presque sûrement vers une variable aléatoire
OO

réelle a finie et on a ôn < oo p.s.
i

On utilise le produit scalaire usuel dans Rp, la norme vectorielle associée
et la norme matricielle spectrale.

1) Première partie :
(2.1)

ll^n+ill2 = ||(/- a„r„)t/„||2 + ||V„ + Zn||2 + 2((/ - a„r„)U„, V„ + Z„)
< j|C/„||2 + 2||V'„||2 + 2||Zn||2 + 2((/ - anr„)f/„, K. + Z„)

car ||J — a„rn|| = 1 à partir d’un certain rang, sous les hypothèses an —♦
0+,^fc > 0,zkn —» 0.
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Sous Hl, on a :

(2.2) E [||t/n+i ||2 | Tn] < \\Un\\2 + 2En ||{/„f + 2£ [||Z„||2 | Tn) + 2 W„ p.s.

avec Wn = ((/ - a„rn)£/„, E [Vn \Tn} + E [Zn | T„|).
Or :

|W»| < ||Cl„||(Dn||E/„|| + IlE[Zn I rn]||), ||C/„|| < 1 + ||(/„|| •

Donc :

E[||H„+i||2 | T„\ < (1 + 2E„ + 2Dn + 2||B [Z„ | T„|||.)||C/„||2
’

+ 2£[||Z„||2 | Tn] + 2\\E[Zn | Tn]|| p.s.

Sous Hl et H2, d’après le lemme de Robbins et Siegmund, ||£/n||2 con~
verge p.s.

Soit k > t. Soit ek le k^me vecteur de la base canonique de Rp.
Soit £/* = e'kUn, V* = e'kVn, Zkn = e'kZn. On a :

(2.4) Uk+i = (1 - an(W + zkn))Uk + V* + Zk.
Donc :

E [(t/,î+,)2 | T„] < (1 + a2(pt + zknf)(Ukf + 2(1 - a„(/rt + zkn))
(2.5) Ut (E (vn* | r„] + e [zz | r„D+2 e [(h*)2 | r„| + 2 e \(zZ)2 | r„]

~ 2a„(/ifc + zkn)(Un)2 P*s*

Or : |E[Zk | T„]| < \\E\Zn | Tn]||,e[(Z‘)2 | T„] < £[||Z„||2 | ï).] ; sous Hl
et comme ||t/„||2 converge, il existe U tel que :

\B[VZ | Tn]| < D„U,E[(VZ)2 | T„] < EnU2 p.s.

Par conséquent, comme an —> 0, [ik > 0 et zkn —> 0, 011 a à partir d’un
certain rang :

E[(UZ+1)2\Tn) < (l+al(lik + zknŸ)(UZ)2 + 2DnU2
(2.6) + 2\\E[Zn | Tn]\\U + 2EnU2 + 2E\\\Zn\\2 | Tn]

- 2an(nk + zkn)(U„)2 p.s.

OO

D’après le lemme 2, sous Hl, H2, H3, (U*)2 et + zkn){U£)2
1

OO

convergent p.s. ; comme an = 00, on en déduit que converge p.s. vers

0.
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Soit k < l.

(2-7) C7„t+i = ^ + Vn‘ + Zt
Pour tout réel /?, on a sous H1 :

(2 81 E [(f/”+1 ~ 18)2 1 Tnl - (t/" _ 0)2 + 2 D"U{V + I0D
+ 2||E(Z„ |Tn]||(f/ + |/?|) + 2B„C/2 + 2e[||Z„||2 | Tn] p.s.

D’après le lemme 2, sous Hl, H2, H3, (U„ — P)2 converge p.s., pour tout
p. Donc, f/„ converge p.s.

71—1

Pour k < t, on a U„ — (Ui + + Zi), e*).
1

Par conséquent, dans E, Un converge p.s. vers un vecteur de Sj.
2) Deuxième partie :
On raisonne à u> fixé appartenant à l’intersection des ensembles de con-

vergence. On supprime l’écriture de uj.
Sous Hl’ et H3’, comme à partir d’un certain rang, \\I — anrn|| = 1, on

a :

(2.9) l|Un+ill<(l + I>„)l|ty+ I|Z„||.
Sous Hl’ et H2’, ||t/n|| converge.
Soit k>L

(2.10) Uk+l = (1 - an(/ifc + zkn))Uk + Vk + Zl
Sous Hl’ et H3’, comme \\Un\\ converge, il existe U tel que, à partir d’un

certain rang :

(2.11) fft+ll < l^l + 77nt/ + ||Z„||-a„(w + ^n)l^|.
00

D’après le lemme 2, sous III’ et H2’, \U%\ et 'S~'an(nk + Zkn)Wn \ con"
1

vergent ; donc, sous H3’, converge vers 0.
Soit k < i.

(2.12) Uk+1 =Uk + Vk + Zk.
Sous Hl’, on a pour tout réel P :

(2.13) |Uk+l -0\< |Uk - P\ + DnU + ffz„||.
Sous Hl’ et H2’, |U„ — p\ converge pour tout P ; donc, converge.
Par conséquent, dans E, Un converge p.s. vers un vecteur de S\.
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3. Théorème.

Soit les processus (X„) dans Rp, i = 1,2,..., r, tels que

f ^+1 = K + an(B„ - Fn(X'n)I)X'n
l ^n+1 = M„-orthogonalisé de Y^+1

avec an > 0,
Dn matrice aléatoire carrée d’ordre p,
Fn fonction aléatoire de Rp dans R,
Mn matrice aléatoire carrée d’ordre p symétrique définie positive.

Notons Tn la tribu du passé au temps n,

G„(X'n) = B„ - Fn(X'n)I.
Faisons les hypothèses :

(H4) Il existe une matrice M-symétrique B telle que

oo oo

^ a„||£ [Bn I T„] - B|| < oo, ^ a,2,£ [||B„ - B||2 I T„] < oo p.8.
1 1

(H4’) Il existe une matrice M-symétrique B telle que

OO

^2an\\Bn - B|| < oo p.s.
i

(H5) Pour tout n, il existe une fonction aléatoire fn de Rp dans R telle
que, pour j = 1,2, — ,r,

fn{X3n) est Tn-mesurable, anfn(X3l) ï 0,anf^(X3t) > 0,
OO

53an|B[Fn(Xi) | Tn] - fn(Xl)| < oo p.s.,
1

OO

][>*£ [(Fn(Xi) - fn(X>n)Ÿ | Tn] < oo p.s.
1

(H5’) Pour tout n, il existe une fonction aléatoire fn de Rp dans R telle
que, pour j = 1,2, — ,r,

O»fn(Xi) ^ 0,anfl(X>n) ra 0,
OO

X;an|Fn(X^)-/„(Xi)|<oop.s.



106

(I IG) Pour 2 < j < r :

OO

£ £ <£ ll|G„(X‘*.)|.. . |Gn(Xblj I T»] < OO p.S.,
n= 1 l<ti <r

OO

£ £ «^£[||G„(A->')l|2--.||G„Wi-)||2|r„]<oop.s.
n=l 1 <ii <r

(IIG’) Pour 2 < j < r :

OO

£ £ <l|Gu(A,V)||... ||G„(A7/)|| < oo p.s.
n=l 1 <ij < - <ij <r

(117) A/„ -îi A/.

Tlicorème. Sous H3, 114, H5, H6, 117, ou H3\ 114’, H5\ 116’, H7, si Von
suppose les r plus grandes valeurs propres de D distinctes, le processus (X’t)

i

converge presque sûrement en direction dans fjfJS vers un vecteur propre
i

associé à la iènie plus grande valeur propre de B.

La définition des ensembles * E est donnée dans la démonstration ((3.14),
(3.0), (3.4)).

Démonstration.

1) Rappels d’algèbre extérieure :
Plaçons-nous dans l’algèbre extérieure d’ordre r de R77, notée rAR7\ Si

(ci, C2,..., cp) est une base de R7’, l’ensemble des CL produits extérieurs
Ac,;2 A ... Ac,;r pour 1 < ii < ii < • • • < ir < V èst une base de rARp.

A partir d’un produit scalaire dans R7’, on définit un produit scalaire
de deux vecteurs d’une base de rAR7’ ; g désignant une permutation de
l’ensemble >ir}> £(fT) sa signature et Gr l’ensemble de toutes ces
permutations, on a :

(f-ii Aei2 A . . . \Cir, Cj, Acj3A..., Acjr)
= 5^ £(a)(en > C<r(jl))(Ci2>e<r(h))ÿ y (C'ir’C<T(jr))-

<r€Gr

Si (ci, C2,. •. ,ep) est une base ort honormée de R7’,
Ci, A ... ACir est une base orthonormée de 7 AR7\

alors l’ensemble des
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Etant donné un endomorphisme U dans R7’, on définit pour 1 < j < r
hendomorphisme rj U dans rAR7’ tel que :

(3.2)
rW : X\Ax2A... Axr —> ^PrriA ... Af7x/tl A ... KUxh.k... Axr

1 < lii < h2 < • ■ ■ < hj < r.

Si U est diagonalisable, de valeurs propres réelles Ai, A2,..., Ap, auxquelles
sont associés respectivement les vecteurs propres V\,V2,... ,Vp, rlU admet

r

les CJ, valeurs propres Xlh, auxquelles sont associés les vecteurs propres

VllAVi.2A...AVir.

2) Lemme 3. Soit des processus (X'n),i = 1,2, dans R7', tels (pie,
pour tout n, X\,Xft,..., X7n soient Mn-orthogouaux. Alors, sous H7 :

\\X}t A A't2t A ... A X'n\\M P-s.

f I|A71||m||^||a/...||A-||m "
b) si, en outre, pour i = 1,2,..., r,

Xl A -Y* A ... A x,\
ÏPy A A7 a ... a x^Wm l^VlAV2A...AVl,

les vecteurs V\, V2)..., Vr étant M-orthonormés, alors, pour i = 1, 2,..., r,

il II a»

p.s.

Vi.

Démonstration. Voir la démonstration du corollaire 2 dans [17].

3) Pour i = l,2,..,,r, 011 a :

f ^+i» q+«»G„(x‘))x-
I = Mu-orthogonalisé de

Soit, dans l’algèbre extérieure r A R7’, rXn = X,\ A X* A ... A X£S

rXn+l = (/ + onGn(X,[))X^ a ... A (/ + anGn(Xl))Xr„
= TXn + 0,1 £ Xl A ... A 'Gn(Xl)Xl A ... A X' + I{„

j=1

avec

nn = J2< E x!,A...AG„(x;nxi‘A...KGu(xx)x:’A...Ax;,.
j=2 ii<t2<-<ij
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Or :

(3.5)

Donc :

(3.6)

avec

A ... A Gn{Xl)Xi A ... A A';
fÉFt

= fBn'Xn - Y K A ... a Fa{Xim A ... A X£
3-1

rlonTx„ - Y l'nixlyx,,.
m

Xn+l = ^I + an(’,Bn -^F„(A7,)/)jrXn + //,
I + an [rlB~Y fn(Xi)I) + Cn ) rX„ + H,

3 = 1

C„ = an (r'(B„ -B)-Y {‘pn(Xi) - fn(Xl))I
'

7 = 1

4) Soit Ai > A2 > • • • > A, > A,.+i > • • • > Ales valeurs propres de B.
r

^ Aj est. la plus grande valeur propre de rlB. Soit
1=1

(3.7) vn 1
rx

??.— 1

riA,
i= 1

avec Ai = 1 + at (AJ - /,;(Xj)).
3=1

O11 a :

(3.8) rUn+l =
A- (7 + «„ (rl77 - Y/'>W.K) +Ë|r> +

avec

ML 1

ri a,

Soit A la réduite diagonale de l l B, les valeurs pro]>res étant rangées par
ordre décroissant, P la matrice de passage : A --- P-1 rlB P.
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(3.9)

P~lrUn+l = K“V+a"(A-+ P~lCnPjP-lrUn + P-lKn
I + aJ

= 4P* P~'rUn + L„P~lrUn + p-'Kn
avec

r p~'cnrLn-

Soit. Rn = P~lrUn. On note //,i > //-2 > ••• > /iÿ, avec s = C£, les
valeurs propres de rlB. On a alors :

(3.10) R-n+1 — (f ~ a«Xn)Rn + LnRn + P lKn
avec

/°
r„ =

/* 1 - /i2 + f$T

Pfl — Ms + Z#

p.s.
Zki 0 sous 115, Zkn f 0 sous 115’, pour k = 2, 3,... , s.

5) On vérifie les hypothèses du lemnic 1, en prenant Vn — LnR.n + P lKn» %n1 0.
p.s.

Counne an —> 0 et, sous 115 ou 115’, anFn(X^) —f 0, il existe une
variable aléatoire réelle A finie presque sûrement telle que

< AaJ\\B„ - /J|| + |i'„(A7J - f„(xfy\] ||R„||
'

J = 1 '

P1! \\E[LnRn | T,,]|| | Aan(\\E[Bn \ Tn] - ü|| + WE[f„(Aj) | Tn)
'

j = l

-/u(A;()é||fi„||.
Sous 114 et 115, respectivement 114’ et 115’, III, respectivement 111’, est

vérifiée pour LnRn.
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On a aussi :

r

lirai < £ Y <PiA...AGn(x;,‘)x;'a...a
j—2 ti < - <ij

(3.12) G„{X'n‘)X'H> A... AA'^II
r

i^-Y £ • • ■ ii^raouiraii...irai.
j = 2 ii

Or, comme le système (X^Æl . .X^) est Mn_i-orthogonal, d’après le
leiiime 3, sous 117, il existe une variable aléatoire réelle C finie presque
sûrement telle que

(3.13) irai---irau< curai-
En utilisant les définitions de rUn (3.7), Rn = P~lrUn, Kn (3.8), comme

ps.

an —» 0 et, sous 115 ou H5\ anfn(X^) » 0, on déduit sans difficulté de
(3.12) et (3.13) que, sous IIG, respectivement 116’, 111, respectivement III’,
est vérifiée pour P~1Kn.

6) Donc, d’après le lemme 1, rUn — PRn converge presque sûrement dans

(3.14) rE x1 + y
P». Xn + Iln ^ {rSx)L

■=in(i+«.E(AJ-^w
i=i Pl

vers un vecteur de r5i, sous-espace propre de rlB associé à la valeur propre
Ai + A2 + • • • + Ar ; par conséquent rXn = X\ A Xfx A ... A X„ converge
presque sûrement en direction dans rE vers V\ A E2 A ... A Vr, Vi étant un
vecteur propre de B associé à la valeur propre Ai.

On a un résultat semblable en remplaçant r par i, avec i < r. On en
déduit, d’après le lemme 3, que X'n converge presque sûrement en direction

i

dans J E vers Vi.
j=i

Remarque : Dans le cas où Gn{X]J ne dépend pas de i, Gn(X„) = Gn, on
a, d’après la définition (3.2) de l’cndomorpliisme rjGn :

r

(3.15) Iin = Y<riG» CX»).
3=2
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Or, il existe c(r) tel que IJrjGn|| < c(r) ||Gn|p. Donc :
r

j=2

La Mn_i-orthogonalité du système (X*,..., X£), utilisée pour établir
(3.13), ne l’est pas dans ce cas pour vérifier H1 ou Hl’ ; on obtient sorns cette
condition la convergence en direction de rXn vers V\ A V2 A ... A Vr ; elle
n’est utilisée que pour obtenir la convergence en direction de X\ vers VL

On en conclut qu’il n’est pas nécessaire dans ce cas de faire l’orthogonali-
sation à chaque étape, ce qui limite le volume de calcul.

4. Corollaires.

Pour Fn = 0, on retrouve le corollaire 2 de Monnez dans [17]. D’autres
choix de Fn vont permettre d’étudier la convergence des processus de Kra-
sulina [11], Shimura-Imai [23] et Oja-Karhunen [20], ainsi que celle d’autres
processus.

Dans chacun des corollaires, on suppose les r plus grandes valeurs pro-
près de B distinctes. On note (P) la proposition du théorème :

(P) Pour i = 1,2,...,r, le processus (X„) converge presque sûrement en
i

direction dans jVl? vers un vecteur propre associé a la ième plus grande
1

valeur propre de B.

Les démonstrations des corollaires sont données en appendice.

4.1. Convergence du processus de Krasulina.
Soit une matrice Q et, pour tout n, une matrice aléatoire Qn, carrées

d’ordre p, symétriques définies positives.
t~i / y \ \ Tl J 71 / Q riPrenons Fn(Xn) — .. ||2——•

ll^nllQn
Faisons les hypothèses :

OO

p.s. ^(H8) Qn est Tn-mesurable ; Qn —» Q ; 2_^an\\Qn - Q|| < 00 p.s.
1

(H8’) Q„ ^ Q.
OO

(H9) Pour j = 2,3 ,2r, o» B [||B„ - B\\> | Tn] < OO p.s.
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(.BXn,Xn)Q
\\Xn\\2Q ’

ou H3, H4\ H7, H8\ en prenant fn(Xn) = -—M ™ |l2W^w > on a laproposition

(A

Corollaire 1. Sous H3, H4, H7, H8, H9, en prenant fn{Xn)

On a ici une extension de la définition du processus de Krasulina par les
choix de Mn et Qn et des hypothèses plus générales sur la suite de matrices
aléatoires (Bn) ; en outre, seul le cas r — 1 avait été traité dans [11].4.2.Convergence du processus de Oja-Karhunen.

Prenons Fn(Xn) = X'nBnXn,Mn — I.
Faisons les hypothèses :

(H10) Pour tout n, Bn est symétrique semi-définie positive, presque sûrement
bornée en norme par un nombre ocn.

(Hll) Il existe p tel que p3 — p2 > 8, ||2^J||2 < p + 1, pour i = 1,2,..., r.
2

(H12) Pour tout n, 0 < an < .
anp

Corollaire 2. Sous H3,114, H9} IilO, Hll, H12, ou 113, H4\ H10, Hll, 1112,
en prenant fn(Xn) = X'nBXn, on a la proposition (P).

Les hypothèses sur la suite de matrices aléatoires (Bn) sont affaiblies
par rapport au théorème de Oja-Karhunen [20].4.3.Convergence du processus de Shimura-Imai.

Soit A une variable aléatoire dans Rp et (An) une suite de variables
aléatoires mutuellement indépendantes et de même loi que A. Soit les pro-
cessus (Zn) et (X„), i = 1,2,..., r, dans Rp tels que

Zn-\-l — Zn *|* CLn(An Zn)

(4-1) lï+1 = K + an((/l„ - Zn)(An - Zny - \\An - Znfl)Xi
X^+i = /-orthogonalisé de Y^+1.

Corollaire 3. Sous H3, en supposant E [|| A||4r] < oo et en prenant fn(Xn) =
E \\\A — E [A]\\2], on a la proposition (P) pour B matrice des covariances de
A.4.4.Convergence d’autres processus.

Considérons les processus suivants, dont la définition est issue de celle
donnée par Kohonen dans [10, (4.25)].
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Soit Z une variable aléatoire réelle dans Rp, deux matrices M et Q et,
pour tout n, deux matrices aléatoires Mn et Qni carrées d’ordre p symétriques
définies positives.

Soit B = ME [ZZ'}.
Soit (Zn) une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes

et de même loi que Z. On note Zn la moyenne des i = 1,2,..., n, ZnZ'n
celle des Z{Z[.

On définit les processus (Xdans Rp, i = 1,2,..., r, tels que :

(4.2) YU1 = X* + “n (m*ZnZ'n - X'„
X^+l = M~1 -orthogonalisé de ¥^+1

yj, = X'„ + a„ I MnZnZ'n -■Bll IXI(4.3) «B‘n'^Tn linilo
Xln+i = M“1-orthogonalisé de Y„+l.

Faisons les hypothèses :
OO

(H13) ^a„||Mn — M\\ < oo p.s.
i

OO

(H14) Y ^=<oo.

Corollaire 4. Sous H3, H7, H8, H13, en supposant Mn Tn-mesurable et
E [||'#f4r] < oo et en prenant fn(Xn) =

{E{Z\,Xn)q
, on a la proposition

\\Xn\\Q
(P) pour les processus (X„) définis par (4.2). Sous H3, Ii7, H8\ H13, H14,
en supposant E [||Z||4] < oo et en prenant fn(Xn) (E[Z],Xn)Qn

ll*»l
, on a la

proposition (P) pour les processus (X„) déGnis par (4.3).

5. Appendice.
5.1. Démonstration du corollaire 1.

X) Prenons /„(*„) = f(Xn) = {Bf"' *n)Q.
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On a : |/(A'n)| < ||£||g ; donc, sous H3, anf(Xn) 0,anf2(Xn) —

0. En outre :

Fn(Xn) — f(X ) = Xn{Bn B)QnXn ^ X'nB'(Qn — Q)Xn
(5.1) ll*»ll?,r

+ X'nB’QXn
ll*n||2Q, U^4I|

avec
1

P»C
1

«*«112, ll*«»2,.«*»«& X"(0' Qn)Xn'
Comme Qn est T„-mesurable, sous H4 et H8, H5 est vérifiée.

Pour G„(X„) = Bn- ’1>Qn I, on a :

(5.2) l|C„(*„)K < ||B„||(l + ||Q„|||p^jt).
Sous H3, H8 et H9, l’hypothèse H6 est vérifiée.

2) Prenons fn{Xn) = —.

Oïl a : \fn(Xn)\ < ||Æ||gn ; donc, sous H3 et H8\ anfn(Xn) —> 0,
p.s.

anfn(Xn) —* 0. En outre :

(5.3)
llAn||gn

H5’ est vérifiée sous H4’ et H8’.

D’après la majoration (5.2) de ||G?n(An)||, H6’ est vérifiée sous H3, H4’
et H8’.

5.2. Démonstration du corollaire 2.
Prenons /n(I„) = f{Xn) = X'nBXn. On a :(5.4)Fn(Xn) - f(X„) = X'„(Bn - B)Xn ; Gn(Xn) = Bn - X'nBnXnI.
Sous H10, Hll, H12, d’après le lemme 5 de Oja-Karhunen dans [20], on

a||Xif<M+l.
On en déduit que, sous H3, H4, H9, respectivement H3, H4’, les hy-

pothèses H5, H6, respectivement H5’, H6’, sont vérifiées.
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5.3. Démonstration du corollaire 3.
OO

1) Lemme 4. Sous H3, Zn —■». E[A], \\Zn-E\A\f Coop.s.
1

Démonstration.

(5.5)
Z„+1 - E [A] = (1 - on)(Z„ - £ S4J) + a„p„ - £ [4])
£ [||Zn+1 - £ [A]||2 | kl = (1 - a„)2||Zn - £ Mil2 + a2 £ [p - £ Mf]
= (1 + a2 )||Z„ - £ MH2 + alE [P - £ Mil2] - 2an||Z„ - £ Mil2 p.s.

Sous H3, d’après le lemme 2, \\Zn — E [^4]|| converge p.s. ainsi que
OO

^T^a„||Zn — E [.4] ||2 ; on en déduit que \\Zn — E [.4]|| converge p.s. vers 0.
î

2) Soit Bn = (An-Zn)(A„-Zny, B = E [(A-E\A])(A-E M)'], Fn(Xn) =
Pu - Zn||2, /„(*») = f(Xn) = E [P - £ M||2].

On a les décompositions :

Bn — B = AnA'n - E [AA’} - Z„(A„ - E [A])1 - (An - E [A\)Z’n
(5.6) +(Zn-E[A])(Zn-E\A\)'

E [Bn | T„] - £ = (Zn - £ [A])(Zn - E [A])’

Fn{Xn) - f(Xn) = p„ - £ Mf - 2(A„ - £ M)'(Z„ - £ M)
+ llz„ - E Mil2 - £ [|M - £ Mil2] •

En outre :

(5.8) ||G„(X„)|| < 2P„ - Zn||2 < 4P„ - £ Mil2 + 4||Z„ - £ [A]\\2.
Sous H3, on déduit aisément des résultats du lemme 4 que les hypothèses

H4, H5 et H6 sont vérifiées.

5.4. Démonstration du corollaire 4.

1) Pour Bn = MnZnZ;, on a £[£„ | T„] = Mn£[ZZ'| ; pour B
ME [ZZ'], H4 est vérifiée sous H3, H7 et H13.

En prenant fn(Xn) K f(Xn) n MfJÈÉb|j£
sition

(5.9)

«
et en utilisant la décompo-

s X'n(Qn — Q)Zn t X'nQ(Zn — E{Z})
* n\J^n) J n n •

+ X’nQE[Z]

Il-Vnllg,
1

Pnll<3.

P„||Qn ||xny
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avec 1 _ 1 I X'n(Q - ÇMXn
ll-^nllg. l*»lk pn»9.pfnlWII^»ll<i. + ll^nltg)’

on constate que H5 est vérifiée sous H3 et H8.
En utilisant la majoration

(5.10) ||G„(X„)|| < \\Mn\\\\ZnZ'n\\ + \\Zn\\Qn,
on constate que H6 est vérifiée sous H3, H7 et H8.

2) Pour Bn = MnZnZ'n et B = ME [ZZ'], on a

(5.11) Bn — B = (Mn - M)E \ZZ‘\ + M„(Z^ - E \ZZ')).

Comme E [||ZnZ^ — E[ZZ,]||] < 0^—l’hypothèse H4’ est vérifiée
sous H7, H13 et H14.

T, Av i (F [Z], *„)<,„Prenons /„(Xn) = —t————.
ll^nllQn

On a |/„(X„)| < \\E[Z)\\q„ ; |F„(Xn)-/n(X„)| < ||Z„ - E [Z]||q„. H5’
est vérifiée sous H3, H8’ et H14.

(5.12) ||G„(X„)|| < IIMnlIII^ÆH + ||Zâ||J
H6’ est vérifiée sous H3, Ii7 et H8’.
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