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Convergence uniforme presque sûre
d’une classe d’M-estimateurs par noyau

pour des observations dépendantes*
Carlos TENREIRO

Depariamento de Matemâtica, Universidade de Coimbra

Résumé: Nous établissons la convergence uniforme presque sûre sur un compact d’une classe

d’M-estimateurs par noyau, lorsque le processus des observations est fortement stationnaire et

satisfait certaines conditions de mélange. Ces résultats généralisent ceux de Collomb et Hardie

[10], Ioffe et Katkovnik [21] et Gouriéroux et al. [14].

Abstract: VVe establish the strong uniform convergence over a compact of a classe of kernel

M-estimators, when the processus of observations is strictly stationary and satisfies some mixing

conditions. These results improve previous ones of Collomb and Hardie [10], Ioffe et Katkovnik

[21] et Gouriéroux et al. [14].

1 Introduction

Dans ce travail nous considérons une classe d’estimateurs fonctionnels obtenus par com-

position d’une fonction réelle <p définie sur C x 0, où C et 0 sont des parties compactes
de IR“ et IRP respectivement, et d’un M-estimateur à noyau. Nous nous intéressons ainsi
à l’étude des estimateurs fonctionnels définis, pour s G C, par

<fn(s) = <p(s;0n(s)),

avec

0n(s) = argmingçQ K ( -—ifr(Zi\s;0),

où (Zi,i 6 TL) est un processus stochastique fortement stationnaire à valeurs dans IRA 5
une application connue de IR? dans IR'1, A un noyau sur IR^, c’est-à-dire, une application
réelle mesurable sur IR<1 telle que K(u)du = 1, (hn) une suite de nombres réels
strictement positifs qui converge vers zéro, lorsque n tend vers l’infini, et V' une applica-

* Ce travail a bénéficié de l’appui du CMUC/FCT.
Mots clés: M-estimateurs par noyau, stationnarité, mélangeance, convergence uniforme presque
sûre. Key words and phrases: Kernel M-estimators, stationarity, mixing. strong uniform con-

vergence. Classification AMS 1991: 62G07, 62G05.
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tion réelle connue continue en 6 que l’on désigne par fonction critère.
Dans des études précédentes (voir Collomb et Hardie [10], Ioffe et Katkovnik [21]), la

fonction ip est supposée satisfaire certaines conditions de convexité. Or, comme l’avons

marqué Gouriéroux et al. [13] et [14], il y a diverses situations où une telle condition

n’est pas vérifiée. En employant une technique proche de celle utilisée dans le cadre des

M-estimateurs paramétriques par Jenrich [22] et White [32], Gouriéroux el al. [14] ont
dérivé, lorsque la fonction critère est indépendante de s et dans le cadre des processus

géométriquement a-mélangeants, la convergence presque sûre, uniformément par rapport
à s £ C, de la suite d’estimateurs 0n(-) vers la solution supposée unique (condition d’iden-
tifiabilité asymptotique) du problème d’optimisation mingçQ E[ip(Z] s]9) | S(Z) = s].

Sous des conditions analogues à celles utilisées dans cette dernière référence, nous

nous proposons dans cet article d’établir la convergence uniforme presque sûre de la suite
d’estimateurs fonctionnels ^n(-) lorsque le processus des observations satisfait certaines

conditions de mélange. Nous généralisons de cette façon, à la classe des estimateurs
introduits ci-dessus, les résultats de Collomb et Hardie [10], Ioffe et Katkovnik [21] et
Gouriéroux el al. [14]. On le fera sans aucune hypothèse de positivité sur K ou de
convexité ou différentiabilité sur rp, en remplaçant l’habituelle condition d’identifiabilité

par une condition plus faible, qui n’impose pas la singularité de l’ensemble des solutions
du problème d’optimisation précédent, mais qui assure l’existence d’une application réelle

<^>co(-) définie dans C telle que pour toute la solution 0(s),s £ C d’un tel problème
d’optimisation on ait <^(s;#(s)) = <Poo{s), pour tout s £ C. On montrera alors que

sup I $n(s) - ipoo(s) 1 —*■ 0.
sec n —+oo

La littérature est riche en exemples d’estimateurs qui appartiennent à la classe définie
ci-dessus. Robinson [25], Hardie [17] et Boente et Fraiman [2] considèrent des estimateurs
robustes de paramètres conditionnels de position en prenant des fonctions critère du type

ip(Z\s:,ô) = p{Y — 9) où p est une fonction convexe et tp(s]d) = 6. La convergence

ponctuelle presque sûre de tels estimateurs a été dérivée par Hardie [17] dans un cadre
d’échantillonnage et par Boente et Fraiman [2] dans le cas dépendant (en effet ces derniers
auteurs ont considéré une classe plus vaste d’estimateurs). Si p(y) = y2, <£„(•) est
l’estimateur à noyau usuel de la régression E[Y\S(Z) = •] introduit par Nadaraya [24]
et Watson [31] et dont la convergence uniforme presque sûre a été établie par Mack et

Silverman [23].dans un cadre d’échantillonnage. Si p(y) = |y|, <£?n(s) est l’estimateur
de la médianne de la distribution conditionnelle Y\S{Z) = s. Un estimateur robuste
au sens de Huber [20] d’un tel paramètre fonctionnel peut être obtenu, dans le cas où



45

la densité de probabilité de Y\S(Z) = s est symétrique, en considérant p(y) = y2/2
si |y| < c> P{y) = c|y| — c2/2 si |y| > c (cf. Robinson [25]). Lorsque rp(Z)s]0) =

(y — ihjLfl 0jX*)m et <p(s;0) = J2j=o^js^> *Pn{‘) est un M-estimateur par noyau de la
régression E\Y\X = s] correspondant à l’estimateur local pondéré considéré par Stone
[29] (voir aussi Cleveland [7]). Plus généralement si ip(Z]s,9) = (Y — m(X;0))2 et
ip(s\0) = m(s;9), <pn( ) a été introduit par Gozalo et Linton [15] qui ont aussi dérivé
sa convergence uniforme presque sûre dans un cadre d’échantillonnage. Si maintenant
il>(Z;s]9) — S (y — — s)), où $ est une fonction convexe dans IR avec
un minimum à l’origine et <pj, j = 0,1,...,p sont des fonctions non toutes nulles à
l’origine, et ^(s;0) = ^Zj=o Qj'Pji.0), ‘Pn(-) est l’estimateur de la régression considéré par
Tsybakov [30] (avec y?j(u) = u-7), Ioffe et Katkovnik [21] et Fan [12] (avec et
$(u) = u2). Des estimateurs par noyau de la moyenne et de la variance conditionnelles
peuvent être obtenus en définissant ip(Z\ s; 0) = ln 9i + et en considérant <p(s; 9) —

9q et ip(s]9) — 9\, respectivement. Finalement, la classe d’estimateurs considérée ci-
avant apparaît naturellement lorsqu’on développe des procédures de diagnostique sur

l’hypothèse de constance de certains paramètres fonctionnels implicites (cf. Gouriéroux
et al. [13] et [14] et Gozalo et Linton [15]).

Le résultat le plus important de ce papier concernant la convergence uniforme sur
un compact d’un estimateur fonctionnel de la classe introduite ci-dessus est présenté
dans la Section 3. Il est dérivé à l’aide d’un théorème général de convergence uniforme
d’un M-estimateur fonctionnel que nous obtenons dans la Section 2. Une application à
l’estimation de la régression est considérée dans la Section 4, où on dérive la convergence
uniforme presque sûre sur un compact de l’estimateur par polynômes locaux considéré
par Ruppert et Wand [28]. Les démonstrations des divers résultats sont rassemblées dans
la Section 5.

2 Convergenceuniformed’un M-estimateur fonctionnel
Soient (Cl, A, P) un espace probabilisé, 0 une partie compacte de IRP muni de sa tribu
borélienne B(0) et C un sous-ensemble de IR4. Soit de plus Ln,n G IN* une suite
d’applications réelles définies sur fi x C x 0, telle que pour tout n G 17*:

Ai) l’application Ln(-‘,s\9) : w—+Ln(u;;s;0) est mesurable de (fi, A) dans (IR, Æ(IR))
pour tout s G C et 9 G 0;

A2) l’application Ln(w;s;-) : 9—*Ln(u\s; 9) est continue pour tout ui G fi et s G C.
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Dans les conditions précédentes il existe, pour chaque s G C et n G IN*, une application
mesurable 9n{-\s) de {Q,A) dans (0,5(0)) telle que pour tout u6fi (cf. Jennrich [22],
Lemme 2)

6n(u] s) = arg mingçQ Ln(u\s] 9).

Le théorème suivant établit des conditions suffisantes pour la convergence uniforme
presque sûre de l’estimateur fonctionnel défini, pour s 6 C, par

£n(u;s) = v?(5,^n(w;s)),

où p est une application connue de C x 0 dans IR. Par simplicité on écrit 9n(s) et pn(s)
à la place de 9n(ur,s) et <pn(uj]s). Le théorème reste valable si la convergence presque

sûre est remplacée par la convergence en probabilité ou la convergence presque complète.

Théorème 1 Soit p une application continue dans C x 0 où C et 0 sont des parties

compactes de IRd et IRP respectivement, et admettons satisfaites les hypothèses Ai) et

A2) précédentes. On suppose de plus:
Bi) il existe une application continue Loo : C x 0—>IR telle que

sup sup I Ln(s] 6) — Loa(s\9) I —-► 0;
s£C 06© n—+c<=

Bo) il existe une application continue 9<*, : C —► 0 telle que pour tout s G C, #oo($)
est solution du problème d’optimisation

mingç® Loo(s] 9)\ (1)

B3) si 9* : C—*0 est une solution de (1) on a

ip{s\9“{<s)) = V7(5i^oo(s)) = ^00(5), pour tout s G C.

Alors,

IHH « p.s.pn{s)-p00(5) —» 0.
j6 C n—+00

Remarque 1 Lorsque la fonction p est définie par p(s,9) = 9 les hypothèses B2) et

B3) se réduisent à l’habituelle condition d’identifiabilité: il existe une solution unique et
continue #oo : C—>0 du problème d’optimisation (1).
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3 Convergence uniforme d’un M-estimateur à noyau

Soient (Zi,i G TL) un processus stochastique fortement stationnaire à valeurs dans IR?
et S une application mesurable de IR? dans IR4 telle que la variable aléatoire S(Zq) est
absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue sur IRd. On note fs sa densité
de probabilité.

De façon à mesurer la dépendance entre le passé et le futur F+°°, où, pour

n,m G 2Z U {—oo.+oo}, F™ est la tribu engendrée par les variables {Zi,n < i < m},
nous considérons les coefficients de mélange d’ordre i de type ^ et o définis par

<t>(ï) = sup | P(B\A) - P(B) | et
Bgft00

a(i)= sup | P{A O B) - P(A)P(B) I,
AgF°

— oo

BS Ff00

(cf. Billingsley [1] et Rosenblatt [26], respectivement). Le rapport entre ces deux mésures
de dépendence se déduit de l’inégalité 2a(i) < -y/0(i), valable pour i G IN* (cf. Bradley
[5])-

Etant donné tp une application réelle définie dans C x O où C et O sont des parties
compactes de IRd et IRP, respectivement, considérons l’estimateur <pn(‘) défini pour s G C,
par

£n($) = vKs‘Â(s)),
où 9n(s) est une des solutions du problème d’optimisation

minage Ln(s; 9),

avec

ï’ÜsJî" ~kK C~£(Zi)) *{z''"•(2)
où (hn) est une suite de nombres réels strictement positifs convergeant vers zéro lorsque
n tend vers l’infini, I\ est un noyau borné à support borné satisfaisant la condition de
Lipschitz

3 7 > 0, ck > 0 V u, v G IRd : | ^(u) - K(v) | < c/cju - vf,

et V* est une application réelle vérifiant

3 77 > 0, Cxf, > 0 avec Ec^^Zq) <00: V s, s' G C V 9,9' G 0 :

<«*(*)!(».«)



48

et dont l’application partielle ip(-]S]9) : z—+il>(z]S]9) est mesurable de IR? dans IR pour

tout s G C et 9 G 0.

Le résultat suivant établit des conditions suffisantes pour la convergence uniforme
presque sûre de l’estimateur Remarquons qu’aucune condition de positivité sur K
ou de convexité sur tp est admise.

Théorème 2 Dans les conditions générales précédentes on suppose que:

Hi) il existe fi > l tel que

E Isup sup \tI)(Zq\s]9)\ 1^ < oo;
s£C 06©

H2) il existe une suite entière (sn) satisfaisant une des conditions suivantes:

<t>) Hi=i nZT^oo 0 et 3 A > 0 : n<j)(sn)/sn < A, avec sn < n;

a) 3 A > 0 : n ]Ci=i MOAn < -4 et n[a(s„)] /sn < A, avec sn < n/2]

H3) la suite (hn) vérifie conjointement avec (sn) et fi l’hypothèse

nhn WÊL
— '— - * +CO,

Mn Sn logn n —+oo

où Mn î +00 satisfait < 00;

H4) il existe fi*E]l,fi] tel que l’application

z —I E[ Isup sup \i>(ZQ]S]9)\ \p’ I S(Zo) J z]fs(z),
s£C 06©

est bornée dans un ouvert contenant C;

H5) l’application L{r\ s; 9) définie pour r G IR , s G C et 9 G 0 par

L{r\s] 9) = E[i/?(Z0] s; 9) | S(Z0) = r]fs(r),

satisfait: Ve>03a>0: sup sup sup I L(u] s; 9) - L(s] s; 9) \ < e;
s€C 06© u:|u —j||<or

Hs) les hypothèses Bo) et B3) du Théorème 1 sont satisfaites avec

Loo(s; 9) = L(s] s; 9).

Alors, la suite d’estimateurs converge presque sûrement et uniformément sur

C, vers ipcQ ( •) :

sup | (pn (s) - ^00(5)
s£C

^ 0.
n —►+00
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Remarque 2 Les hypothèses H2) et H3) concernant la vitesse de convergence vers zéro
des coefficients de mélange et de la suite (hn) sont liées à l’utilisation dans le théorème
de convergence précédent de deux inégalités distinctes de type Bernstein dues respec-

tivement à Collomb [9], celle qui concerne les coefficients de mélange <f), et à Carbon [6],
celle qui concerne les coefficients de mélange or (voir la Section 5). Telles hypothèses
sont satisfaites dès que l’une des conditions ci-dessous est vérifiée, où f3 est donné dans

l’hypothèse Hi):

Ml) Le processus (Z,-,i G TL) est géométriquement ^-mélangeant, i.e., 3 C > 0,

pe]0,1[, Vi G IN* : <t>(i) < Cp\ et 3 77 G]0,1 - j[: n7 /if/logn +00 (M„ = n7
avec 76)1//?, 1 — t/[ et sn = [n15] avec <5g]0,1 — 7 — 77Q.

M'2) Le processus (Z,-,i G TL) est algébriquement «^-mélangeant, i.e., 3C > 0,
u > 0, Vi G ET : <f>{i) < Ci~“, et 3 77 G]0,1 - n7 /if/logn n^0 +00
OÙ P > (1 -f u)/u.

M3) Le processus (Z,-,i G TL) est géométriquement a-mélangeant, i.e., 3C > 0,
pG]0,1[, Vf G IN* : a(i) < Cp\ et 3 77G]0, \ - j[: n7 /if/logn +°° où 0 > 2.

Remarque 3 Lorsqu’il existe M > 0 tel que supi6C supô60 \ip(Zo] s;6)\ < M, on con-

dut facilement que l’hypothèse H3) peut être remplacée par l’hypothèse H3) suivante:
n ht

H3) La suite (hn) vérifie conjointement avec (sn) la condition +00.
Sn logn n —+00

Comme dans la remarque précédente, les hypothèses H2) et H3) sont satisfaites dès
que l’une des hypothèses ci-dessous est vérifiée:

NI) Le processus (Z,-,i G TL) est m-dépendant, i.e., les tribus F2^ et F+°° sont
indépendantes, et n/if/logn ,,17^ +00.

N2) Le processus (Z,-, f G TL) est géométriquement «^-mélangeant et n /if/(log n)2
-foo.

N3) Le processus (Z,-, i G TL) est algébriquement ^-mélangeant et n ù^/(n1^1+ul) log n)
+OO.

N4) Le processus (Z,-,i G TL) est géométriquement a-mélangeant, et 3 77 G]0,^-[:
n7/if/logn —r+ +00.ni o n_.-j.oo

4 Application à l’estimation de la régression
Soit (Xi,Yi),i G TL un processus stochastique fortement stationnaire à valeurs dans
IR^ x IR. On suppose que Xq admet une densité de probabilité fx par rapport à la
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mesure de Lebesgue sur IR . Soit de plus C un sous-ensemble compact C de IR”*, où la
fonction de régression r(-) = E\Yq\Xq — •] est supposée continue.

Considérons l’estimateur par polynômes locaux rn{-) (cf. Tsybakov [30], Fan [12] et

Ruppert et Wand [28]) défini pour x G C, comme une des solutions pour a du problème
n

min > I\
ce:
0&R . = 1

BSH-I

où I et R sont des sous-ensembles compacts de ffi/ avec r(C) C I et, en reprenant les
notations de la section précédente, (hn) est une suite de nombres réels strictement positifs
convergeant vers zéro lorsque n tend vers l’infini et K est un noyau sur IRd satisfaisant
les conditions introduites ci-avant. Remarquons qu’aucune condition de positivité est

imposée sur I\.
Comme application du Théorème 2, nous établissons maintenant la convergence uni-

forme presque sûre sur C, de rn(-) vers r(-). Ce résultat est, à notre connaissance,
nouveau. Par simplicité d’exposition on considère uniquement le cas où le processus des
observations est géométriquement a-mélangeant.

Théoi’ème 3 Sous les conditions suivantes: E sup|/?TAo| I 4+<5 < oo et E\Yq\4+s < oo
PeR

pour un 6 > 0; fx(') strictement positive dans C; r(-), E\Yq\Xq = •] et fx(') continues
et £[|Y0|2+l5|Xo == •] bornée, dans un ouvert contenant C; alors s’il existe Tj £]0, i — ^y[
tel que n^A^/logn —r+ Too, on a

sup I ^(a;) — r(x) I -—*• 0.
rgc n —+co

Lorsque que R se réduit à l’origine, rn(-) est l’estimateur de Nadaraya-Watson (cf.
Nadaraya [24] et Watson [31]). Voir Bosq [4], Gyôrfi et al. [16] et Roussas [27] pour des
résultats voisins sur la convergence uniforme presque sûre de cet estimateur.

5 Démonstrations

Le résultat suivant joue un rôle fondamental dans la démonstration du Théorème 1.

Lemme 4 Sous les conditions générales du Théorème 1, admettons satisfaite le hy-
pothèse B2). Alors l’hypothèse B3) est équivalente à

V<5 > 0 3e > 0 Vs G C V0 € 0 :

| <p(s]9) - <£>(s; ^(s)) | > 6 => L00(s]9) - L00(s\900(s)) > e. (3)
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Démonstration: Supposons que la condition (3) n’est pas satisfaite. Il existe alors
6 > 0 et deux suites (s„) C C et (9n) C 0 tels que pour n £ N" :

| ^(^nî^n) ^(Sn! ^oo (^n)) | ^ ^ Gt Z»oo (^n i^n) f^oo(5a!^oo(5n)) ^ 1/n. (4)

Comme C x 0 est une partie compacte de IRd x IRP, la suite (sn,9n) admet une

sous-suite {skn,9kJ convergeant vers un point (s*,0*) de C x 0. Alors la condition B3)
n’est pas vérifiée puisque l’application 9* : C —*■ 0 définie par 9' (s) = ^00 (5) si s ^ s*
et = 6' est une solution de (1) distincte de 9^. En effet, d’après (4) et tenant

compte de la continuité de Loo et de 9<*,, nous avons

•f'oo\9 ) — lim Lçq(skn, 0<xj)) — -^oo(^ 19oq(s )), et
n —+00

I tp(s*]9'(s')) - ^(s’jflcc^s*)) I = lim I - ^(5-b„;^cc(5fcJ) I > ^-
n — + 00

Afin d’établir l’implication réciproque, admettons qu’il existe 9* : C—+0 solution de

(1) et s* £ C tels que <p(s*; 9*(s*)) ^ v?(s*; ^(s*)). D’après la condition (3) et pour

S = | <p(sm; 9"(s*)) — <p(sm; 0oo(s’)) |, il existe e > 0 tel que

£oo(s*;0*(O) -JUMMO) > £»

ou encore

ioo(s‘;^*(5*)) > £«>(«*; 0oo(O)>

ce qui permet de conclure. □

Démonstration du Théorème 1: D’après le lemme précédent, on conclut que pour

tout 6 > 0 il existe e > 0 tel que

{ sup |£„(s) - |B§ I I <5 }''jec J

= {sup |y>(s;0n(s)) - v»(s;^oo(«)) | >5}*• jéC j

C {Bs £ C : L00(s-,9n(s)) - IM(s;t(«)) > e
C {sup sup I Ln(s] 9) — £00 (s; 9) | > e/2 1-.*• jgC «e© J

}

En effet, si u £ Çî est tel que supjÇC | <pn(s) — ^00(s) | > ^ il existe s0 £ C tel que

I f{s0\9n(s0)) — ^>(s(>;0co(sc,)) | > 6. Ainsi, d’après le Lemme 4 on déduit qu’il existe
e > 0 indépendant de s0 tel que L00(s0]9rx{s0)) — L0a(s0-,900(s0)) > e.
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De plus, si pour tout s G C et 9 G 0, | Ln(s]9) — LOQ{s]9) I < e/2, nous avons

Lco{s-,9n(s)) - Lco(s;0co(s)) < e/2 + L„(s; 0„(s)) - Ioo(s; 0co(s))
< e/2Ln{s',9co{s)) — L00(s]900[s))
< e,

pour tout s E C. La conclusion découle maintenant de l’hypothèse B;). □

Démonstration du Théorème 2: En tenant compte du Théorème 1 et l’hypothèse

Hg), il nous suffit d’établir la convergence

sup sup I Ln(s; 9) — Loa(s] 9) | 0, (5)
sec «g© n—+co

où Ln(s]9) est donné par (2) et L00(s]9) = E[xp(Zo', s] 9) \ S(Zo) = s]fs(s). Pour cela,
considérons pour s G C et 9 G 0 la décomposition

Ln(s-, 9) - Lco(s; 9) = [L„(s; 9) - ELn(S] 0)] + [ELn(S] 9) - ^(s; 9)].

Chaqu’un des termes précédents est étudié dans la suite.

A) Convergence uniforme de ELn(s]9) — Loo(s]9) vers zéro

Comme hn —► 0,n —+ +oo, et I\ est à support borné, on conclut que pour tout S > 0
il existe no 6 IN" tel que, pour n > %, on a

sup sup | ELn(s; 9) — (s; 9) |
sec ee©

< sup sup / | L(s — uhn\s; 9) — L(s; s; 9) j |A'(u)\du
cec se® JiRd

< sup sup sup | L(il] s] 9) — L(s] s; 9) | / |A'(u)|du,
seC Be® u: JRJ

où L(r;s;9) = E[i/>(Z0; s; 9)jS(Z0) = r]fs(r). L’hypothèse H5) permet maintenant de
conclure.

B) Décomposition de Ln(s]9) — ELn(s]9)

Pour s 6 C et 9 £ 0 fixés, considérons la décomposition

£„M) = L'„M) + Li;(s;0)
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où la suite (Mn) est donnée dans l’hypothèse H3).
Nous avons

ifa)-££*,(■=-CT
n «—'

» = i

où d’après les hypothèses Hi) et H4) il existe des constantes ao,bo,co > 0 telles que pour

i = 1,..., n, et n assez grand on a

EXn\ = 0,1^4 < ^r-,E\Xn,i\ < b0 et E{Xntif < C°M"d (6)
En conséquence de l’hypothèse H2) nous établirons dans la suite que pour tout e > 0

il existe a, b > 0 tels que pour n assez grand

sup sup p[ I L'(s; 9) — EL'(s; 6) I > e ) < aexp ( -b-p--n~
s&C BÇ.Q ' ' \ Mn Sn

On le fera en considérant, dans un premier temps, valable la condition <f>) de l’hypo-
thèse Ho), et dans un deuxième temps valable la condition a) de la même hypothèse.
Les coefficients <j>(i) et a(i) considérés dans la suite sont ceux définis dans la Section 3.

i) La condition <fi) est vérifiée

Nous utiliserons l’inégalité exponentielle suivante due à Collomb [9] (Lemme 1, pg.

449) qui améliore une inégalité précédente de Bosq [3]:

Lemme 5 Soit, pour tout n G IN*, une suite de v.a.r. Xn,i — 9n(Zi),i G IN* vérifiant

EXrxti = 0,|X„,,| < dn,E\Xn<i\ < 6n et E(Xnj)2 < A»,

pour i = 1,..., n et n > tiq avec no G IN* fixe.
Alors Ve>0Vn>no on a

3(D„+4é„dnE-=i^(0)

pour tout k G IN* avec k < n.

Skdl
- 3\/ë<£(£)]

En tenant compte des majorations (6) et du lemme précédent en choisissant k = sn,

on obtient pour tout e > 0, n assez grand et s G C et 9 G 0

p(\L’n(s-,e)-EL'„(s-,e)\ ><)
I* „ ( nhdn f e 3c0 3è0Êi=i^(*)l , 0 /r_ju. \/.< 2exp ---n- , rQ.-zx + 3ve n<p{sn)/sn

\ MnsnUa0 8alMZ xsn 2 aQsn J
L’hypothèse <f>) permet maintenant de conclure.



54

ii) La condition a) est vérifiée

Nous utiliserons l’inégalité exponentielle suivante due à Carbon [6] (Proposition 23,

PS- 138):

Lemme 6 Soit, pour tout n 6 IN*, une suite de v.a.r. Xnii = gn{Zi),i Ç. IN* vérifiant

EXn<i = 0, |Xni,-| < dn et E(Xnii)- < Dn,

pour i = 1,..., n et n > n0 avec n0 Ç IN* et uq > 3 fixe
Alors Ve>0Vn>no on a

/ n
' \ / r> . o.*"?MBBBI > nn <2exp --

Dn +8d'n £«=i Q(0
_ 2v/7af/t')2fc/3rl

£ l4dne H V ( j

pour tout k £ IN* avec k < n/2.

Les majorations (6) et l’application du lemme précédent en choisissant k = sn nous

conduisent à l’inégalité suivante valable pour tout e > 0, n assez grand et s € C et 0 G 0

P |L'nM)-£14(5; 0)1 >c
n fi 2

< 2 exp
co

A/r,snL4aoe Aa^Mn lsne
L’hypothèse a) permet maintenant de conclure.

2n V\J.21 Q:(z) r. r~ / , \\ 2->n/3ri .

+ — > + 2y/ën{a(sn)) /sn

C) Convergence uniforme presque sûre de L"(s;0) — EL'^(s]6) vers zéro

D’après l’inégalité de Bienaymé-Chebyshev et l’hypothèse Hi), on a, pour e > 0,

P(*(Zn) > eMn) < e~pM~pE\<il{ZQ)\0,

où V(z) = supJgC supffg0 s; 0)|. La convergence de la série J2n=
théorème de Borel-Cantelli, permettent d’écrire

'fr(-Zn) P-*- q
Mn n—* + oo

La suite Mn étant croissante on obtient (cf. Mack et Silverman [23] pg. 408)
— suPj=i nV(Zj)hrn —

Mn
< 1, p.s.,

sup sup I L”(s]6) | = 0, pour n assez grand.
sec eee

et donc
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D’autre part,

EL'â(s]0) = J^ K^—£—^ -E,[V’(-2’o;s;^)I|0(zo;j;ÿ)|>A/n I S(Zq) = z]/s(z)dz,
et donc l’inégalité de Hôlder et une nouvelle application de l’inégalité de Bienaymé-

Chebyshev permettent d’obtenir, pour s G C, 6 G 0 et /?* G]l,/?] donné dans l’hypothèse

H4), la majoration

££"(*; 0)1 <
JR* hn ElV'\\9(ZQ)pm \S(Z0) = z]

x£‘-1W' I S(Zo) = *]/5(*)<fe
< ( jjt-/ j t |JC(.)|*[|*(*)r I S(Z0) = s - «A„]/s(» -

D’après l’hypothèse H4) et du fait que I\ est à support borné on a alors

sup sup | ££"(«;0) | = of—)* ,
sec see 'Mn/

ce qui permet d’obtenir la convergence souhaitée.

D) Equicontinuité de Ln(s\9)

D’après les conditions de Lipschitz sur K et rp, on a pour s, s' G C et 8,8' G 0,

Ln(s-,6)-Ln{s'^

-Y —
n 4-' ht

KJs-S(Zi)\ r,fs'-S(Zi)■K Zi\s\9)

1 V~' 1 T' ( ■+^Eâta(-i=l " '

1 T',s' -i^)[iHZr,s-,e)-tKZr,s';e')]
< C

u-st 1r l*-Sl I J-//T[\|KS>^) “ 1 V'r’ f?)
K Lrf+1 SUP l^(U)l ,d

“n '* i = 1 ueRd lln 71 , = 1

et donc de l’application du théorème ergodique, on déduit

Ln{s]e)-Ln{s,,6,) \ = 0
*'1?

Kd+l +
KMJ-fr',*')

ht

E) Convergence uniforme presque sûre de Ln(s,6) — ELn(s]9) vers zéro

Considérons un recouvrement fini C/ x 0/»,^ = l,...,N,£' = 1,...,N', du compact
C x 0, dont les éléments sont de diamètre (par rapport à la norme du maximum) inférieur
ou égal à (/inn~1)1^mm^7, . Ce recouvrement peut être choisi de façon que N N' =

0((/inn"1)(<i+p)/min(™)
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En choisissant st G Ci et dp G Qt, pour i = 1,..., N et t' = 1,..., N', on a, d’après
les points C) et D) précédents

sup sup I Ln(s; 9) — ELn(s]9) !
jgC 0g©

= max sup sup I Ln(s;0) — ELn(s; 6) I
>ec, «g©,,

< max sup sup I Ln(s]9) — Ln(st\9p) — E[Ln(s]9) — Ln(si] 9p)\
ô60<

+ <=max \L'n(sr,9p) - EL'n(sf,0p)\ +o(l)

< max sup sup O
SI N . igct eg©,,<' = 1 /V' *

|S-s,r iM)-(s<,Mr
ht*1 ht

+ <=max \L^(si]0p) - EL'n(sr,9p)\ +o(l)
*' = 1 N*

+ max
* = l S

<' = l N'

L‘„(st]et.) - El^sc-Jr) + o(l).

Comme nhd —>+oo,n—>+oo, il suffit d’établir la convergence presque sûre vers zéro
du second terme. D’après le point B), pour e > 0 quelconque, et pour n assez grand,
nous avons

P max I L'n(si]6ii) - EL'n{st]6i‘)
l — 1 S 1
*' = 1 N1

> e

N N' ,

< E E F( I - EL'„(sfM I > f
1=1 L'= 1 '

9 / n hd \
< aiViY'expl —b— ]V M» s„ y

D’après l’hypothèse lim
n /i?

n —+ oo Mn sn logn
N N’ = 0(nt(d•p’',•,,)) avec *(^,£>,7,77) = nous obtenons

+00, et en tenant en compte que

OO /

| L'n{st\6t') - EL'n(st\0e)
n = l ' t' = \ n'

< +oo,

ce qui entraîne la convergence presque sûre souhaitée.
La convergence (5) découle maintenant des points précédents. □

Démonstration du Théorème 3: Conséquence immédiate du Théorème 2 en faisant
pour i G 2Z, Z{ = (Xi,Yi), 5(Z,-) = X{, et en considérant 9 = (a,/?), ip(Zi;x,9) =

(Yi — a — (3T(Xi - x))2 et <p(x\ 9) = a. □
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