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Problémes mathématiques de la mécanique

Probléme de Helmbholtz intérieur :
formulation modale couplée 2 une représentation intégrale
Dominique Brenot

Résumé

Soit £2 un domaine ouvert de R? de frontidre I, Le probleme numéroté (1) dans le texte admet une solution unigue dans
H(Q),sikeR, R,(%) = 0 sur une portion de I daire § non nulle et g(k. y.£) € HY2(I). ¢ correspond A I'amortissement
d’une structure €lastique et ¢ est I'impédance acoustique normalisée de la paroi interne de la cavité. = et EI’ sont des petits
parametres. Par une décomposition modale adaptée et la réalisation d'une moyenne sur une bande étroite de nombre d’onde &.
une relation intégrale entre la trace de u sur I" {.& et g, est construite au premier ordre r?t(l. F)en Et' et £, par l'intermédiaire
du théoréme des résidus. 1l ne s"agit pas d’une équation équivalente au probleme. mais d’une étape vers sa résolution, qui fera
I"objet de publications ultérieures.

Abstract

Helmholtz interior problem: coupling a modal expansion and an integral representation. Let §2 be an opened domain
of B3 with a boundary I". The problem numbered (1) in the text has a unique solution in H' (£2). if k € B, R,(%) >0 ona part
of I the area S of which is different from zero and gtk y.8) e HY2(). £ is the damping of an elastic structure and ¢ is the
normalised acoustic impedance of the internal wall of the cavity. £ and i'l' are small parameters. Thanks to a proper modal expan-
sion and a mean over a narrow band of wave number £. an integral relation between the trace of u on ", . £ and £ is built to the
first order #(1. #) in % and &, using the residues theorem. 1t is not an equivalent equation to the problem, but just a step towards
its resolution, which will be published in future papers. :

Abridged English version

The eigenvalues —y,; of (2) are real and the set u, constitutes an orthonormal basis in the Soboley space
H'(£2) [3]. The Green function G* (4) associated with the problem (1) can be expanded [5] in the biorthogonal

set of eigenvectors w,, and v, of the associated homogeneous problem (5) and its adjoint problem (6). Therefore,
the solution of (1) can be written as (8), expression in which every mode w, (x) can be expressed as (9). The
eigenvalues of (5), —k,'-;, counted with their multiplicity order, tend towards —y,f when - — 0, and are complex:
(14) gives their imaginary parts. Every mode w,, of (5) verifies (15). The solution of (1) can thus be written as (16).
A simple application of the Green formula (o (9) and i—:‘{—:—}, leads to (17). (18) results directly from (16) and (17).
The comparison of (22) and (23) (convolutions by the smooth function @ (k) of the double summation terms in the
expressions (19) and (20)), the use of the residues theorem and hypotheses (28) yield (29),



1. Formulation modale

L’ unicité du probleme
Au+klu=0
(5 — ” r==8&

dans £,
sur I,

de Helmholtz intérieur, avec une paroi absorbante (2] :

(1

est démontrée dans [1]. Les valeurs propres, 4}',}’, comptées avec leur ordre de multiplicité, du probleéme de Neu-

mann homogene

Ay er" up=~0
ﬂm]’ =0

sont purement réelles et
base orthonormale de H'

‘ dans £2,
sur I,

(£2) [3), soit (— y,, + 1)~Y2y4, pour le produit scalaire

a(u,v) = [ uvdx
2
La fonction de Green du |

an

adjoint [5] :

(dd_':'z“_ Fwn II

du Bv
+Zfax! ax;

probleme (1) vérifie formellement

[ AGS +K2GE = —8(x — ),
(3 - ¥68)| =

0

‘ Aw, + k2w, =0,

(5 + o) =0,

[Av,,-i—k by =0,

n=-+400

Gi(x,.y)= Z Wn (X)0n(y) =H:Z+:oo wﬂ(x}wzl’()’) .

n=-—00

La solution de (1) est

n=+4occ

k, e)wp () dy ()
ux, k6. )= 3 fp 8t s)w DD ) = Y ks Dwax).

k2 k2 *Z —

n=-—0oc¢

donc

n=+00

k‘?

n=—co n=—00

2)

les modes propres associés (4,), normalisés dans L2(£2), permettent de constituer une

3)

(C))

et se décompose dans les séries bis-orthogonales des fonctions propres du probléme homogene associ€ et de son

(5)

(6)

™

(8)



expression dans laquelle chague mode w,, (x) peut encore ¢’erire, dans H! (),

p=+c0 p=+o00
wy(x) = E (yg + D~ a(wn, up)up(x) = * ([ w,,qu)up(x). (9)
p=—00 |
La forme sesquilinéaire qui régit la formulation variationnelle de (5) :
i=3 - =
du v A uv
Z a—nadx—lkf?—ﬂ. (10)
i=l o r

est H!(2) elliptique mais non hermitienne [4]. Ses valeurs propres —k,f qui, comptées avec leur ordre de multi-

plicité, tendent vers —y2, lorsque - — 0, sont donc complexes. Une application de la formule de Green 2 (2)

[H]
et(3):

(kﬁ-yj)fw,,nrpaﬁikf‘”—"g‘ldy:o, (1)
2 r
montre que
; . k |
i, [ondsoc= oo ) "
2 yrtyd 2

et la série (9) tendra donc, au premier ordre en,%l, vers une combinaison linéaire finie u,, de vecteurs propres u,,

elle-méme vecteur propre associé a la méme valeur propre —-y,?. Il résulite de (11) que cette combinaison linéaire

Luy vérifie, au premier ordre en %!-.

; — . [w.Ea,
(k;—y,,z)fw,,}]u,,dx+lkfw cu dy =0, (13)
o r

ce qui permet d’cstimer la partie imaginaire de k2 :
Jr|ZualP/sdy ik
fg|zun]2dx n’

définissant ainsi I'impédance normalisée ¢, du ni¢me mode.

k2 — y? = —ik (14)

2. Formulation intégrale

Une simple application de la formule de Green montre que chaque mode w,, du systéme (9) vérifie :
d ik et
n(X) = — — = — | ——— Jwa.(»)d L 15
w, (x) !(8!!.. C)(4nl.r~_\'l)w(y) y('y) (15)
La solution du probléme (1) peut donc s'écrire :

n=+00 n=+00 3 il BUC" lx—y| _
ux.k.e.¢) = ‘Z‘xanlk-s.f)wn(-” = Zman(k,s,t)f(anv = ?)(m_—yl)wu(y)dy(y)-
N=—00 n=— r -

(16)



Or, toujours par simple application de la formule de Green a (1) :

a ik Ei&lx— ¥l 4 eik!x—yl r d "

= ——— ] ——— , R8s + § ————a(y, k, = 1

u(x.k,e,2) ,[(ﬂn_v :;)(47:[1: _yl)u(y & ¢)dy(y) e _yls(y e)dy(y) an
r

Il découle immeédiatement de (16) et (17) que :

n=+x eikle—v| _ aikylx—vl eikla—vl
Y wlk.z.0) f (— L —)(———-)w..(y)dv(y)- f TS0k Od®. (Y

dr|x —y| dx|x
n=-00

Pour comparer

—+°° eikalx =y
wn(k s.i;)f(—— —)( )wn(y)dw(y). (19)

s any 4 |x —

n=+oa ikle—v|
] ik e ]
— w, d
Z ok, &, ‘;’f(a c)(dnlx—yl)w (1 dy ()

n=+400 ik . t:'-k-alx"'."l
= — — )| gitk—kndlx-¥i "
=¥ “n(k.e.f)/(any c)( 4rr|.t—yl)w M dy(y)
r

et

n=—00
n=-+00 kv —vy| - i ikp lx—y|
B ] cp g O(x—yD e ie—kle—yiyf 8 _E‘_) € ))
= Z mn(k,a,t)](‘(" kn) in, dmlx —y| i : aﬂv {/ \4n|x —y|
n=—00 r
x wp(y)dy (y), (20)

notons que les termes «, (k, &, &) sont de la forme -

(21

m=+00 3 2
k k d
athan= 3 Jr8m(y. )wn () dy () L
(ky + Kk + k) (ky — k) (k — k)
puisque g(y, k, £) modélise I"accélération d’une coque élastique. Le terme de couplage du mode m de structure

avec le fluide acoustique est inclus dans k,, = K,, — ike,,, oit K,, € B. Les expressions (19) et (20) sont donc
constituées d'une somme double sur les indices m et n.

m=—ogQ

3. Relation intégrale entre la trace de u sur I', ¢, et g, au premier ordre r?(%, e)

Soit @ (k) une bonne fonction. Comparons la convolution par @ (k) des termes de la somme double de I” expres-
sion (19)

lk,,lx vl
{‘PU(J! Ian m(k, e ’-f)f(anv )(m)wn(}’)d)’()’)}
e i ik lx—v|
/ {¢(k — Koty m (K, &, c}](aa i)(e—)wn(y)d}'(y)]dl’c
ny 4 drix —yl

k'=—00

eiknlx=vl
f{fp(k 2)n.m(z. €, r:)f(a )(m)mn()')dy(ylldz (22)




avec la convolution par @ (k) des termes de la somme double de I'expression (20), qui s’écrit de fagon analogue :

i iZfx—v|
j(l‘f’(k-z)anm(z.s.;)f( gyl —yD) e

an, dmix -y

iG—k—virf O iz aiknlx—|
e )(57 - ?)(mm = “',))wn(y)dy(y)}dz. s

Les fonctions sous les iniégrales de contour sont holomorphes en dehors des poles. Le chemin d’intégration est
un demi-cercle du demi-plan inférieur complété par son diametre, choisi suffisamment grand pour que la contri-
bution du secteur circulaire soit négligeable. 11 englobe les pdles z = k, a partie imaginaire négative. Utilisons
le théoréme des résidus pour effectuer la comparaison recherchée. es piles z = k, apparaissent clairement dans
Iexpression de o, (k, £, £) donnée par (8). g(y. k, <) qui y figure posséde elle aussi des pdles z = k,, (21), qui
représentent les résonances de la structure couplée avec le fluide. A un nombre d’onde k& donné, les termes qui
contribuent de fagon non négligeable dans (22) et (23) étant ceux pour lesquels

k—kn=0(3), k—kn=0(m), Kkn—kn=0(z,en), (o

nous obtenons, respectivement pour chacune de ces deux expressions, les résidus aux poles z =k, er z =k,

1 3 ik [ eknleoyl w, ()
"(?'E)J“f(any "?)(-mr—yl T k) T
r

) (k3¢(k — k) [ gm0 k) wn () dr ) | ke Bk — k) [ (. km)_wn(y)dr(y)) o5,
(kp + kp ) (kp + ki) (ky + k) kpy + k)
el
I d k[ ek N w,(y)
o) [
(; ) A any g drfx — y| /) (kg —km) )
. (k.f‘!’(k — k)&l E—E = [ (3, K )wa(y) dy (¥)
Ckn + k) (ki + k)
k Pk — kYo' En—kdbe=¥l [ o (y, km)wn“)d]"(}'))
(kyy + ki Yy + Ko )
i9(|x — yi) etmbl ( @k —kn) [ gm (). "m)“'n(,\)d)’(\))
- () d 26)
/ oy, dmlx—y O (ko + ko) + ) k

Si I'on ne s’intéresse qu’aux résonances et 2 des nombres d’onde suffisamment grands, le terme de la derniére
ligne de (26) devient doublement négligeable d’une part parce qu’il n’est pas affecté par une résonance en (kl_>

(d*autant plus marquée que &, et = tendent vers 0) et d’autre part parce qu’il est d’ordre O en k, k,, k. Nous
pouvons alors considérer que I’ mtegrande de (25) s”obtient & partir de celle de (26) par un coefficient multiplicatif :

k2 (k — kyyeika=kelle=V1 [0 (v knduwn(y) dy ()
( (kn + K ) (kn + ki)
+ k3, @k — ) eilfn =k [ gm (. kn)wn () dy ) ) =
(kn + km) km + Kim)
ki ®(k — ky) [ gm(y. k) wa(y)dy (y) k,,,w(k ki) [ 8m(y. kuiwn(ndvm)
( (kn + ky)(kn + km) (K + ki Yk + ko)

@7)



Il est toujours possible de prendre pour fonction @ (k) une fenétre constante sur une bande suffisamment étroite
pour pouvoir considérer que g, (y, k) n’y évolue pas. Lorsque ¢, — o0, &, — 0, les parties imaginaires et réelles
de k, ky et ky, qui vérifient (24), deviennent suffisamment proches pour que I’on puisse écrire :

B - -
Chn+hip ) kg +him) u,,+k.,Ia,.+E )

A

1
g
km — kn = Kpn, e ! i(k«?m'kzi_yﬂz—:');i(ksm‘fj&)‘ (28)
i _ ik 1 1y~ | i —ki ) =] o (kem+ 1/ (28D =
k"-k"_lc“_|+kf(5+2:)_lk‘(a)’ el Mr=v| 22 o (kem+ 1/ (28 =y|

Une simplification consiste a considérer que, pour les modes concemés, le facteur multiplicatif ci-dessus est
indépendant des indices m et n et vaugeRe(1/CIr=yl | o=tke+1/2Nr~vI)~| Cepe hypothése n'interdit pas de
considérer que les paramétres = et £ dépendent du nombre d’onde k considéré. Elle permet, aprés une sommation
sur tous les résidus dans (22) et (23), une recombinaison de tous les modes acoustiques prépondérants, qui conduit
A exprimer la relation (18), & une convolution pres, sous la forme :

= o ik eikla=v|
i /(l 2(«:‘”’“’”“ y|+e—(lr+l/f2cnlx—.vi) !)(E;_—?) (m)u(y.k,s,c)dy(y)
r ¢ 4 - - ’
ci.lrl.i'—-_'r’l A
T | so———Ep k. 8)d =, &
2, amix =8V €) r(y)+r?(§ s) (29)
4. Remarques

La fonction de Green G¥ (x, y) est dans Lz(.Q) mais pas dans H!(£2), puisqu’elle contient une singularité en
clﬂll vl

357+ En revanche, les modes u, et w, sont dans H'(2). L’ opérateur intégral ¢ — Jo G5 (x, () dy est
un opérateur compact dans H'(£2), ce qui permet sa décomposition en série de fonctions propres ;,_‘—k,w,, (x) =
n

i) o GE(x, y)w,(y)dy. La série qui définit cette fonction de Green ne peut donc pas étre une suite de Cauchy, sinon
clle convergerait dans H' (£2). La série (8) résultant d"une convolution de la distribution g&(1™) par G est fortement
convergente puisque la singularité de la fonction de Green a une contribution nulle dans cette convolution : ¢’est
une expression correcte de la solution « de (1) y compris sur le bord I du domaine £2. Néanmoins, prendre les
gradients terme a terme de la série (8) revient a convolugcr par le gradient de G au sens des fonctions et non pas
au sens des distributions (formulation variationnelle), alors que G€, et donc la série qui la définit, est singulitre.
Il est alors normal de retrouver les conditions aux limites homogeénes, puisque cela revient A écrire formellement

(;-;22‘- - i-c‘i(a)[r - -f,.({.’-,f;;f(x, ¥) = 2GC(x, () dy(y) =0, ¥x eI La singularité de "’,—ﬁi ne donne en effet
o

pthlv—rl

— ; ; hix vl 5 -
aucune contribution, puisque ﬁm = mﬂklx =yl = D(y = x,n.) est d’ordre T}iﬂ car (—'llﬁ—,','ﬁl aun

zéro simple lorsque x — y sur I, le vecteur limj, (I:::I)

€tant orthogonal a n,,
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