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Résumé

Le but de ce cours est d’introduire le principe de programmation dynamique pour
les problémes de consommation et investissement optimales. Plus précisément dans ce
cours on étudie le probléme de consommation optimale en temps discret. On montre
le principe de programmation dynamique dans ce cas et on obtient les équation de
Bellman. Ensuite, on considére le probléme de consommation avec des investissements
dans des marchés financiers en temps discret. On étudie dans ce cas le principe sto-
chastique de programmation dynamique. On obtient les équations de Bellman dans
ce cas. Et dans la troisiéme partie de ce cours on étudie le probléme de consom-
mation optimale en temps continu. On obtient les équations aux dérivées partielles
de Hamilton-Jacobi-Bellman et on montre le principe de programmation dynamique
dans ce cas. Finalement, pour analyser ces équations on étudie la méthode de Fourier
de séparation de variables.



1 Consommation optimale en temps discret.

On considére le probléme de consommation optimale sur l'intervalle de temps [0, N],
ol N < oo est 'horizon. Cela veut dire qu’on considére un consommateur qui choisit aux
périodes 0 < k < N le montant de sa consommation c¢,. Décrivons la dynamique de la
richesse. Soit z, = x > 0 la richesse initiale. Donc a la date n = 0 on obtient la contrainte
sur la consommation :
0<c¢y, <.

Ensuite, il place le reste z — ¢, dans un actif sans risque au taux d’intérét » > 0. Donc le
lendemain sa richesse est égale a

r,=R(x—c¢)) avec R=1+r.

a la date k = 1 le consommateur peut consommer 0 < ¢; < x; et son capital a la date
k = 2 est donné par la formule suivante

Ty = R(z; —¢,).

De méme au moment k > 1, le capital z, s’écrit comme

rp = R(xpy —¢y), TH=1, (1.1)
ot le vecteur de consommation ¢ = (¢, ...,cy_) vérifie les contraintes suivantes

Rappelons que ’ signifie tranposé.

Soit U : R, — R sa fonction d'utilité et soit h : R, — R sa fonction d’héritage.
On suppose que les fonctions U et h sont croissantes et continues. Dans ce cas la fonction
objectif est

2
L

Jo(z,¢os- -y Cnq) = Ulek) + h(zn). (1.3)

B
Il

Le probléme est de trouver une suite ¢ = (cf, ..., cy_;) qui maximise la fonction objectif
(1.3) sous les contraintes (1.1)-(1.2), c’est-a-dire qu’'on cherche a resoudre le probléme
extrémal suivant

Jy(z) = max Jo(z,cq, e 1) s (1.4)

(cor-en—1) €CH(2)

ot Cy(z) C RY est Pensemble de vecteurs ¢ = (cy,...,cy )" qui vérifient les conditions
(1.1)-(1.2).

Pour résoudre ce probléme nous allons utiliser la méthode de programmation dynamique
de Bellman. Décrivons cette approche. Définissons d’abord les fonctions objectifs sur les
intervalles [n, N] pour 0 <n < N —1. On a

z
L

J (z,¢,,. . Cn_q) = Ueg) + h(zn) . (1.5)

n ’ n)

i

n
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Ici les consommations c,,, . .., cy_; vérifient les conditions suivantes

0<¢. <z, n<k<N-1, (1.6)

ou z, = x et pour K >n on a
z, = R(1_y — ¢pq) - (L.7)
On désigne par C, (z) Pensemble dans RY~" de vecteurs (c,,...,cy_ ;) qui vérifient les

contraintes (1.6)-(1.7). On définit pour 0 <n < N —1

J(x) = max J (z,c,, ... en_q)- (1.8)

(Crey-1)€C,@) "
Pour n = N posons
Jy(x) = h(z). (1.9)
Pour résoudre les problémes (1.8) nous allons utiliser le principe de programmation dyna-

mique déterministe.

Théoréme 1.1. (Le principe de programmation dynamique déterministe)
Les fonctions (J*(v))ocp<n_1 vETifient les équations de Bellman :

Jo(@) = max (U(e) + T, (6(x,0)) | (1.10)

0<c<zx
ot ¢(x,c) = R(x — ¢).

Démonstration. D’abord, notons que tous les ensembles C, (x) sont bornés dans RY—".
Donc toutes les fonctions (J*(z))g<,<n_; sont finies, c’est-a-dire que le probléme (1.8)
admet une solution pour tous les 0 < n < N — 1. De plus par la définition on obtient que

N-1
J* Tr) = max U c n h .

= max << i (U“"” > U<C’“”h(”)>>

Cpt1rCN—1) €Q(Tsc,,) k—nt1

= max (U(C) + max Jn+1(¢($, C), Cn+17 ce 7CN—1)) )

0<c<z (cn+1,...,cN71)’€Q(m,c)

ot Q(z,¢) =C,1(¢(x,c)) C R¥="71. Cela implique directement 1'équation (1.10). O
Pour trouver les fonctions (J*(n,2))<,<n_, on utilise la récurrence en arriere. Cela
veut dire qu’on commence & partir den =N — 1. On a

Jy_(x) = max (U(c) + h(o(z,c))) . (1.11)

0<c<Lz

On désigne par sy _;(z) la solution de ce probléme. De la méme fagon par récurrence on
obtient une solution s, (z) du probléme (1.10) pour 0 < n < N — 1. Donc finalement on
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obtient sy(x), ot = est la richesse initiale. Cela veut dire que ¢ = sy(z). Ensuite, pour
trouver les consommations pour chaque n > 1 on trouve les richesses optimales (7)<
On commence par n = 1. On a

r) = R(r —cp).

Cela implique que c; = s,(z7}). Cette consommation nous donne la formule pour la richesse
aladaten=2:ona
ry = R(x] — c])

et c; = s,(x}), etc. Donc par récurrence on obtient que

=R  —c ), c =s,(1).

% % > * /
ct=(cycly ey )
On considére 1’exemple suivant.

Exemple.
Soit U(x) = h(z) = 27 avec 0 < v < 1. On commence & résoudre les équations de
Bellman (1.10) en n = N — 1, c’est-a-dire I’équation (1.11). Dans ce cas on a

Jy () = max (¢"+ (z — ¢)"R") .

0<c<zx

Pour 0 < v < 1 la solution de ce probleme est

1 g
syoi(2) =ay gz, ay = 1t Rn M= T— (1.12)
Cela veut dire que
Tn_y(@) = By_y 27, (1.13)

ou

Py =ay_ + (I—ay_q)R".
On va résoudre les équations de Bellman (1.10) par récurrence. On suppose que pour
0 <n < N —1 quelconque la solution a la forme suivante :

s,(r) =a,x et J'(v)=p,2" (1.14)

pour des constantes positives «,, et §,. Pour montrer que ces formules sont vraies pour
tous 0 < n < N —1, il suffit de vérifier cela pour n — 1. En utilisant notre hypothése (1.14)
dans (1.10) on obtient que

J;:—1(x) = [hax (" + J" (n,R(x — ¢)))
= Y YR
—Org?é(c + B, (x—¢)'R") .



On trouve que
x
sy 1(2) = —————=0q, &
1 14+ Rmn 51+’71 n—l
n

et
T (@) =sy_y(2)"+ B, (R(x —sy_y(z)2))"

- <a;171 + B,R"(1— O‘n—1)7> =6, 17.

Cela implique que (1.14) est vraie pour tous 0 < n < N — 1. Donc pour trouver les
consommations optimales il reste a calculer les richesses (27 )j<,<y- On commence par
n = 0. Nous avons la richesse initiale = donc

Ensuite, a la date n = 1 on obtient que

] =R(x —c;) = R(1-ap)zr et ¢ =s(v])=aa].
Par la méme facon pour n quelconque on obtient que
v =R, ,—c )=R(l—-a, )z’ et c =s,(z)=a,z .
Cela implique que pour 1 <n < N
v =rR" H(l —a; ) et ¢ =z, R" H(l - ).
j=1 j=1

2 Consommation et investissement en temps discret.

Soit (2, P) un espace de probabilité fini avec Q2 = {w,,...,w,}. Considérons sur cet
espace un marché (B, S) a deux actifs sur 'intervalle de temps [0, N] :

(B) B, =(1+7)B,_,.
(S) S, =(1+p)S., L<n<N,

(2.1)

%)
Il

ot By > 0et S, > 0sont des valeurs initiales. On suppose que les taux d’intérét de I’actif ris-

qué (p,,)1<,<n €st une suite de variables aléatoires identiquement distribuées indépendentes

(i.i.d.) & valeurs dans 'ensemble {a,,...,a,}, o a, <...<a, et P(p, =a;) =p, > 0.
Pour éviter les stratégies triviales on va supposer que

—-1<a <r<a,. (2.2)

On considere un investisseur avec un capital initial z, = * > 0. a la date n = 0 on
peut consommer une quantité 0 < ¢, < z. De plus, on distribue le reste  — ¢, parmis
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les actifs (B) et (S) de la facon suivante. La partie 6,(z — ¢) est placée sur lactif (5) et
(1 —6,)(z — c) est placée sur I'actif (B). Cela veut dire qu’a la date n = 1 (le lendemain)
le capital z; est égal a

zy = R(1 —0p)(zg — o) + (1 + py) Op(xg — )

= 71(6p) (79 — o),

our(0)=R+0(p,—7r)et R=1+r.

Soit maintenant z,, le capital a la date n. On désigne par 0 < ¢, < z,, la consommation
a la date n et par 0, la partie de la richesse investie dans actif risqué (5) a la date n. De
la méme fagon, on obtient que

T+l = Tpp (0,,) (x — cn) (2.3)

our,(0)=R+6(p,—1)et R=1+r.

On va introduire une structure informationnelle. Pour cela, il faut décrire toutes les
variables aléatoires qu’on peut utiliser pour construire la stratégie financiére (v,,)y<, <y, Ol
Un = (Cp, ).

On pose F, = {0,Q} et F,, = o{py,...,p,} pour 1 < n < N. La suite (F,)ocp<n
s’appelle la filtration. o

On suppose que les variables aléatoires v,, sont mesurables par rapport & F, quelque
soient 0 < n < N — 1. Dans ce cas on dit que la suite de variables aléatoires (v,,)y<,<y_1
est adaptée. o

De plus, les variables (x,,),.,<y doivent étre positives. Cela veut dire que pour tout
0<k<N-1 o

0,€0 et 0<¢c, <z, (2.4)

ou

©={0€R :inf7,(0) >0 ps.}.
1

k>

Il se trouve que dans ce cas

o=1[0,. 0

man max] )
ou R R
0 . =— et 0 = .
min a. —r mazx r—a,

Les variables (x});«,<y sont définies par (2.3) avec x, = x. On désigne par V,(z) l'en-
semble de toutes les suites de variables aléatoires adaptées v = (v, )gc,<n_; qui vérifient
les contraintes (2.4). o

En général nous désignons par V, (z) 'ensemble de toutes les suites de variables aléa-
toires adaptées (vy,), «<p<n_q qui vérifient les contraintes (2.4) pour tout n < k < N — 1
avec T, = . o

On définit la fonction objectif sur U'intervalle [n, N| comme

N-1

Ty oy ) =Y Uley) + h(zy). (2.6)
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Notre but est de trouver une stratégie financiére v* = (v;) << y_1 dans Vy(r) qui maximise
I'espérance de la fonction Jy(x, vy, ...,vyN_4), C'est-a-dire

Jy(z) = max E (Jy(vgs - - oy_1)|zg =) . (2.7)
(Vg5 un—1) €Vy (@)
Pour résoudre ce probléme, nous allons utiliser le principe de programmation dynamique
stochastique de Bellman. Comme dans le cas déterministe, d’apreés ce principe il faut trouver
les stratégies optimales sur chaque intervalle [n, N| pour 0 < n < N — 1, c’est-a-dire qu’il
faut trouver toutes les fonctions objectifs optimales
Jr(z) = max E (J,(v,,...,uy_))|z, =2) . (2.8)
(vn7"'7UN—l) EVn(z)
Théoréme 2.1. (Le principe de programmation dynamique stochastique)
Les fonctions (J¥(x))o<p<n_1 VETifient les équations de Bellman :

{ JH(x) = maxoce<q oeo (U(c) + J, (2, ¢,0)),
Jy(x) =nh(z),

ol
Tr(w,0,0) = B (7, @), = 2.0, = (e6)

On va résoudre 1'équation de Bellman (2.9) pour U(z) = h(x) = 27 avec 0 < v < 1.
D’abord, notons que

Joa(6,0) = EJ7 (1 (0)(z = ¢)),
ou 7,(#) = R+ 60(p; — ). Donc dans ce cas 'équation (2.9) a la forme suivante

Jr(z) = max max(U(c) +EJ  (r(0)(z —c)).

0<c<z ¢cO

Donc, on obtient que pour 0 <n < N —1

Jiw) = pax | max (U(c) +EJ, (7,(0)(x — c))) (2.10)

et Jy(v) = h(x) = 27.
On commence a résoudre ces équations & partirde n = N — 1. On a

* — 7Y _ Y
Iy (@) = max emrggggm(c + (z = ¢)"L(0))

— Y _ v
= max (" +(z - )'L,),

oL, =max, 4 L(0)et L(0)=E((7,(0))". Lasolution est donnée par (sy_,(z), o, (7))

avec min — mazx 1 1
sy_1(x) = mm, L,=L(z"), m= 1—+~



et oy _1(z) = 2%, ol z* est la racine unique de ’équation

' p— R S a, — R
L) =B g — = = ; Froe =" (2.11)
sur U'intervalle (6,,;,,0,,4.)- Comme dans le cas sans investissement posons
. 1
sy () =ay_qz, ou ay ;= TS @ (2.12)
Ensuite, on obtient que
J;_l(x) = Bya2’, By = ijvv_l +L,(1—ay ). (2.13)
Maintenant, par récurrence on suppose que pour 0 <n < N — 1
s,(r) =a,r, o,(r)=2z" et J(rv)=p,27. (2.14)
En utilisant ces conditions dans (2.10) on obtient que
o (z) = max ) max (€ + B,(z —¢)"L(0)) .
De la méme facon comme pour le cas n = N — 1 on trouve que
s,1(r)=a, v, o, (x)=2" et J' (x) =5, 27 (2.15)

avec
&y 1= (]‘ + B;fl (L*>’Yl)_1 et ﬁn—l = a;}; + 6nL*(]‘ - Oén)’y .

Par cettes formules on calcule les solutions des équations de Bellman (2.10) pour tous
0<n<N-1L

On trouve maintenant la stratégie optimale (v, ..., v} _,), ot v; = (c;f, 6;) Notons que
d’aprés (2.15) pour tout 0 < n < N —1 on a 67 = 2*. Ensuite, en tenant compte que
T, = x on obtient ¢} = s,(x) = ayr. Donc pour n =1 on a

*

1

*

2t =) (r—c)=n(")(1—-ay)r et ¢ =s(z .

o ) ) =y

Par la méme fagon pour n > 1 on a

Cela implique que



3 Consommation en temps continu

Dans ce chapitre nous allons considérer un marché financier en temps continu consistant
en un actif sans risque

B(t) = rB(t) By,=1, 0<t<T. (3.1)

Ici r est un taux d’intérét. On suppose que cette fonction est continue. Ensuite, soit
(¢t)o<i<r une vitesse de la consommation sur l'intervalle de temps [0, 7]. On suppose que
c’est une fonction non negative, measurable et intégrable sur l'intervalle [0, T, ¢’est-a-dire
que

T
/ c,dt < o0. (3.2)
0

L’integrale f; c,ds de ce processus représente le montant consommé sur l'intervalle [0, ¢].
Soit X, la richesse a l'instant ¢. Pour obtenir une équation pour la richesse on dévise
I'intervalle [0,t] par la suite (t;)<j<, définie comme

Kt
k_n'

Donc, pour k£ > 1 par 'analogie avec le temps discret on obtient que

by
X, =(1+rA+d,) (th_l —/ ¢ dt) : (3.3)

te1
ou
t b
k—1

C’est claire que

, 1
lim — max |d,| = 0.
n—00 1<k<n

On peut récrire I’équation (3.3) par la fagon suivante

te
X, X, =rX, A —/t c, dt + h, A

k—1

avec

d, 123 Ly
hk:Z th_1_/ c, dt —7"/ c, dt.
te_1 te_1
C’est facile a voir que
1
lim — max |k, = 0.
n—00 1<k<n



Donc, pour tout n > 1 on a

n t n
Xt:erZrthlA—/O ¢, du +> Iy
k=1 k=1

Alors en passant a la limite ici quand n — oo on obtient pour tout ¢ > 0 que

t t
Xt:x—l—/ T’Xudu—/ c, du,
0 0

ou = > 0 est la richesse initiale, c¢’est-a-dire que

X,=rX,—¢, X,=x. (3.4)

On définit la fonction objectif comme

J(z,c) = /OT U(c,)dt + h(X;) . (3.5)

Notre but est de résoudre le probleme

J*(z) = max J(z,c). (3.6)

C

ou ¢ = (Ct)ogth-
Pour résoudre ce probléme, nous allons utiliser la méthode de programmation dyna-
mique de Bellman. Définissons d’abord

J(t,x,c) = /tT Ule,)dv + h(Xp)

et
J*(t,x) = max J(t,z,c) = J(t,z,c").
Ensuite, introduisons I’Hamiltonien comme
H(z,z) = sup Hy(t,z, z,9) (3.7)
9>0
avec
Hy(x,z,9) = z(ra —9) + U(V).

Pour trouver une solution du probléme (3.6), il faut étudier I’équation de Hamilton-Jacobi-

Bellman
z(t,z) + H(z,z,(t,xz)) = 0, tel0,7],
(3.8)
2(T,x) = h(z), x>0.

Ici z; désigne la dérivée partielle de z par rapport a t. On va utiliser les mémes notations
pour toutes les dérivées partielles.
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On suppose que
C,) 1l eziste une solution z(t,x) du probleme (3.8)

C,) 1l existe une fontion mesurable ¥* : [0,T] x (0,00) — R, telle que
H(z,z,(t,x)) = Hy(z,2,(t,x),0"(t,x))

pour tout 0 <t < T et x> 0.

C,) 1l existe une solution de l’équation suivante

dX) = (rX; —07(t, X)) dt, X; ==, (3.9)

Théoréme 3.1. On suppose que les hypothéses C,)-C,) sont satisfaites. Alors pour tout
0<t<T et pour tout x >0

2(t,x) = J*(t,x) = J*(t,z, "),

ot la consommation optimale ¢* = (c; = I(t, X}))o<i<r st définie dans les hypothéses Cy)

et C,).

Démonstration. Soit ¢ = (c,)<,<7 une fonction non negative quelconque. On a

T
AT X =26 X) = [ (0. X) + 5 (0.X) ) dv.
t
En utilisant I’équation (3.4) et les conditions X, = x et z(T',x) = h(x) on obtient que
T
St x) = J(t, ) —/ (2,(s, X.) + H,(s, X, c.)) ds (3.10)
t

ou H(s,xz,9) = Hy(t,x, z,(t,x),0).

Cela veut dire que z(t,z) > J(t,z,c) pour tout ¢ = (¢,)q<;<p- Donc on trouve z(t,z) >
J*(t,r). Ensuite, de la méme facon, en remplagant ¢ dans (3.9) par ¢* nous obtenons
z(t,z) = J(t, x,c*) qui implique le Théoréme 3.1.

O

4 Consommation et investissement en temps continu

4.1 Modéle du marché financier

Dans ce chapitre nous allons considérer un marché financier de type Black-Scholes
consistant en un actif sans risque et quelques actifs risqués. Leurs prix (B(t)),>q et (5;(t)) ;>0
pour ¢ = 1,...,d vérifient les équations suivantes

dB(t) = rB(t)dt,
(4.1)
ds;(t) = Si(t) p;(t) dt + 5;(t) Z;-lzl Uij(t) dwj(t)

11



avec les conditions initiales B(0) =1 et S;(0) =s; > 0 pour 1 < < d.

Ici w, = (w;(t),...,wy(t))" est un processus de Wiener de dimension d; r € R, est un
taux d’intérét de Dactif sans risque, p, = (uy(t), ..., py(t)) € R est le vecteur de taux
d’intéréet des actifs risqués et o, = (0;(t)),<; j<q est la matrice de volatilité. On suppose
aussi que les coefficients r, u, et o, sont des fonctions non aléatoires cadlag. De plus, nous
supposons que la matrice o, est non dégénérée pour presque tout ¢ € [0, 7] par rapport a
la mesure de Lebesgue sur U'intervalle [0, 7).

Dans tout ce qui suit, (F,")y<;<p est la filtration engendrée par le processus (w,)o<,<7
c’est-a-dire que F}* = o{w, , 0 < u < t}. La norme euclidéenne pour les vecteurs et les

matrices est noté | - |. De plus, pour les fonctions (y;),5, de carré integrable sur 'intervalle

[0, T, on note
T
lollr =/ [ Il at.
0

Soient, maintenant, ¢; € R la quantité investie dans l'actif sans risque et

Py = (@1(07 AR @d(t))/ e R?

les quantités investies dans les actifs risqués a l'instant ¢.
Dans ce cas, une stratégie financiére est définie par un processus aléatoire ((¢;, ¢;));>0

a valeurs dans R%*! progressivement mesurable par rapport a (F}")o<t<r- Le processus

d
X, = ¢, B(t) +Z ‘Pj(t) Sj(t)a t>0,

s’appelle le processus richesse (ou la valeur du portefeuille) a I'instant t.

De plus, soit (¢,)q<;<p une vitesse de la consommation sur l'intervalle de temps [0, 77,
c’est-a-dire que c’est un processus non negatif progressivement mesurable par rapport a
(F)o<r<r €t presque sirement intégrable sur 'intervalle [0, 7]

t
T
/ ¢, dt < oo p.s..
0

. t ) ) .
L’integrale fo c,ds de ce processus représente le montant consommé sur U'intervalle [0, ¢].
Une stratégie financiére ((¢;, ¢,;));>o avec une consommation (c,),>, est dite autofinancée
(avec consommation) si le processus richesse correspondant vérifie I'équation stochastique
suivante

X, =2+ /Ot ¢, dB(u) + Zi: /Ot @ (u)dS;(u) — /Ot ¢, du, (4.2)

ot x > 0 est la richesse initiale.
Dans cette chapitre nous allons travailler avec les quantités relatives, c¢’est-a-dire consi-

dérer les fractions du processus richesse investies dans les actifs risqués S;,...,5,;. On
pose
p1(t) 5, (1) pa(t) Sq(t)
ﬂ.l(t) = 1Tt1 PECIEEEIY Wd(t) = T .

12



Alors le processus (7, = (my(t), ..., my(t))") s’appelle processus du portefeuille. De la

0<t<T?
méme fagon nous définissons le processus consommation (v,)g<, <
c

t
v, =

t
Xy

En tenant compte de ces définitions, nous réécrivons ’équation pour X, comme
dX, = X, (r + 4,0, —v,)dt + X,y dw,, (4.3)
oy, =ojm et 6, =0, (1, —r1) avec 1 = (1,...,1) € R% On fait I'hypotheése que
0 < |0l < oo. (4.4)

Décrivons maintenant 1'ensemble des processus du contréle v = (v,) o avec v, = (y,, v,).

D’abord, nous choisissons les processus du contrdle non aléatoires, c’est-a-dire que
(Y,)o<rer €t (v,)g<icr sont des fonctions mesurable non aléatoires a valeurs dans R? et
R, respectivement telles que

T
0 < |lylly < oo et / v,dt < oo. (4.5)
0

Pour souligner qu’un processus richesse correspond & un processus du controle v nous
allons écrire X”. Notons que pour v € U, la formule d’It6 nous permet de résoudre I’équa-
tion (4.3) :

- 0
XV = gl Vit g () (4.6)

t

ot Ry = [ir,du, V; = [jv,du, (y,0), = [}y, 0,du et E(y) est Uexponentiel stochastique,

c’est-a-dire . .
1
& (y) = exp (/ y,dw, — —/ Iyu|2dU> t>0.
0 2 Jo

Donc, le processus (X}),», est positif et continu presque strement sur U'intervalle [0, 7]
quelque soit v € U.

Une généralisation naturelle de I’ensemble des processus du controle U est donnée dans
la définition suivante.

Définition 4.1. Un processus du controle v = (v;)>0 = (Y, V;)) >0 est dit admissible sl

est progressivement mesurable par rapport a <]:tw)0§t§T7 a valeurs dans R? x R, tel que

Uéquation (4.3) a une solution unique forte presque stirement positive sur l'intervalle [0, T)].
Nous désignons par V l’ensemble de tous les processus du contréle admissible.

Il est clair que U C V. Maintenant, pour la richesse initiale x > 0 et pour un processus du
controle (v);5, dans V, nous introduisons la fonction objectif

T
J(z,v) =E, (/ o (XY dt + (X;)“’Q) : (4.7)
0
ou E, est I'espérance conditionelle sachant que Xy =z et 0 <vy,7, < 1.
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Remarque 4.1. Notons que pour v < 1 la fonction d’utilité U(z) = 27 est concave et
s’appelle la fonction d’utilité de HARA. Nous étudions aussi le cas v = 1, qui correspond
a la situation dans laquelle un consommateur ne sait pas quelle est sa fonction d’utilité,
c’est-a-dire comment choisir le parameéetre .

Le but de I'investissement et de la consommation est de maximiser la fonction obectif
(4.7), c’est-a-dire que
max J(z,v). (4.8)
vey
Pour résoudre ce probléme, nous allons utiliser la méthode de programmation dyna-
mique stochastique de Bellman qui est basé sur les théorémes de vérification pour les
équations différentielles stochastiques. Une version particuliér de tels théorémes est donnée
dans la section suivante.

4.2 Théoréme de vérification

Dans cette section on va montrer le théoréme de vérification proposé dans [3] qui s’ap-
pliquera au probléme (4.8).

On consideére le probléme du controle stochastique pour le processus d’It6 scalaire sur
'intervalle [0, 7]

14 v v / .
dX; = a(t,X7,v,)dt + (b(t,Xt ,I/t)) dw, ;
(4.9)
Xy =x>0.
On suppose que le processus du controle v = (v,)o<;<r prend ses valeurs dans un

ensemble K C R¢, que les coefficients
a:[0,T] xR x K= R et b:[0,T] xR} x K — R’

sont des fonctions non aléatoires et que pour tout ¢ € [0, 7] les fonctions a(t, -, -) et b(t, -, -)
sont continus sur R* x IC, telles que pour tout k € K I'équation (4.9) avec v = k a une
solution unique forte positive presque strement sur 'intervalle [0, 7).

Rapellons que R* =R, \ {0}. De plus, soient

U:0,T] xR, x K — R

une fonction d’utilité et
h : Ri - R

une fonction d’héritage. On suppose que les fonctions U et h sont continus.
Dans cette section nous allons modifier la Définition 4.1 de I’admissibilité pour I’équa-
tion (4.9) de la fagon suivante.
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Définition 4.2. On dira qu’un processus du controle v = (v,)y<,p est admissible s’il est

progressivement mesurable par rapport a la filtration (F}")<,cr et Uéquation (4.9) a une

solution unique forte (X} )o<,cp positive presque siirement sur l'intervalle [0,T7] telle que

T
/ (la(t, X7 0)] + b(t, X¥, 1)) dt < 00 ps (4.10)
0
et
T
E U (U(t,X;’,yt))_dt+(h(X;))_] < oo, (4.11)
0
ot (a)_ = —min(0,a). On désigne par V [’ensemble de tous les processus du contréle
admissibles.

Définissons maintenant les fonctions objectifs, en posant
T
J(t,z,v) = B, [/ U(s, X”,v,)ds + h(X;)} , 0<t<T,
t

ou E, , est 'espérance conditionnelle sachant que X, = .
Notre but est de résoudre les problémes d’optimisation suivants

J*(t,x) := sup J(t,z,v), 0<t<T. (4.12)

vey

Pour cela, introduisons 'Hamiltonien défini par

H(t,x, 2, 2y) == sup Hy(t,x, 2, 29,0) (4.13)
9ek

avec
1
Hy(t,x, 2y, 29,9) = a(t,z, )z, + 3 b(t, 2, 9)|* 2y + U(t,z,9).

Pour trouver une solution du probléme (4.12), il faut étudier I’équation de Hamilton-Jacobi-

Bellman
z(t,x) + H(t,x,z,(t,x), 2z, (t,x) =0, tel0,7],
(4.14)
2(T,x) = h(z), x>0.

Ici z; désigne la dérivée partielle de z par rapport a t. On va utiliser les mémes notations
pour toutes les dérivées partielles.
On suppose que
H,) 1l existe une fonction z : [0,T] x (0,00) — R qui vérifie les conditions suivantes.
(i) 1l existe une fonction z,(-,-) telle que pour tout 0 < ty,ty < T et pour tout x > 0

2(ty, ) — 2z(t,x) = / 2 z,(u, z) du . (4.15)

to

De plus, z,(u,-) est continu sur R .
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(ii) Pour tout N > 1

T
lim / sup |z, (u, ) — z,(u,y)|dt =0, (4.16)
e=0Jy  zyeKy,lz—yl<e

ou Ky =[N~ NJ|.

(i1i) La fonction z est deux fois dérivable par rapport a x et les dérivées partieles z,(-, )
et z,,(-,-) sont continus sur [0,T] x (0,00).

(iv) Il existe un ensemble I' C [0,T] avec A(I') =T (A(-) est la mesure de Lebesgue) et
pour tout t € I et pour tout x > 0 la fonction z(t,x) est une solution du probléme
(4.14).

H,) Il existe une fontion mesurable 9* : [0,T] x (0,00) — K telle que

H(t,z, 2,(t, ), 2, (7)) = Hy(t, 2, 2,(t, 7). 2,,(t,2), 0" (¢, 7))
pour tout t € I' et pour tout x > 0.

H,) 1l existe une solution unique forte presque sirement positive de l'équation d’Ito suivante

dX; = a*(t, X7)dt + (b"(t, X)) dw,, X =z, (4.17)

0

ot a*(t,x) = a(t,x,9*(t,z)) et b*(t,x) = b(t,z,¥*(t,x)). De plus, le processus du contréle
optimal v* = (V] )g<y<r avec v = 0%(t, X)) appartient a l'ensemble V et pour tout 0 <t <
Tetx>0

E,, sup [z(s,X))| < o00. (4.18)
t<s<T

t,x

Maintenant, on montre que le processus v* résout les problémes (4.12).

Théoréme 4.3. On suppose que V # () et que les hypothéses Hy)-H,) sont satisfaites. De
plus, on suppose que
z, = inf inf z(t,z) > —o0. (4.19)
0<t<T >0

Alors pour tout t € I' et pour tout x > 0
2(t,x) = J*(t,x) = J*(t,z, V"),
ot la stratégie v* est définie dans les hypothéses Hy) et H,).

Démonstration. Soient v € V et X" le processus richesse avec la condition X} = x pour
un moment fixé ¢t € I'. Ensuite, définissons les temps d’arrét suivants

n

T = inf{s >t / b(u, XV, v, 22(u, XV) du > n} ANT.
t
Notons que la condition (4.10) implique que 7, — T quand n — oo p.s.. Par continuité
de z(-,-) et (X} )o<i<r on obtient

lim 2(7,, X ) = 2(T,X]) = h(X]) ps. (4.20)

n—o0
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Ensuite, d’aprés la formule d’It6 on a

2(t,x) = /n U(s, X!, v,)ds + 2(1,, X)) (4.21)
t n

= [ X 4 Hs X)) ds =
t

ou M, = ftT" b(u, X!, v,) z,(u, X?) dw, et
H,(s,2,9) = Hy(t,x, 2,(t, x), 2,,(t,x), 7).
La définition du temps d’arrét 7, intraine que E, . M, = 0. Par conséquent, on déduit

I'inégalité suivante
.

A(t,7) > By, / " U,ds + E,, 2, (4.22)
t

ouU, =U(s, X", v,) et z, = z(1,, X” ). Considérons d’abord, le premier terme dans cette
S Tn

inégalité. On a
/n U, ds :/" (U,), ds —/" (U,) ds,
t t t

ot (a), = max(a,0). La condition (4.11) et le théoréme de convergence monotone im-

pliquent que
T T
lim E, / Ugds=E,, / U,ds.
t t

n—oo

De plus, par la condition (4.19) la suite ((zn)f) ., est bornée, donc, uniformément inte-
n>
grable. Donc, par le Lemme de Fatou on obtient

liminf E, , 2, > B, lim 2(7,, X" ) =E, h(X]).
n—»00 n—00 n )

Par conséquent, en passant a la limite quand n — oo dans (4.22) on trouve z(t,z) >
J*(t,z). De la méme fagon, en remplacant v dans (4.21) par v* nous obtenons ’égalité
suivante

z(t,x) = E,, / U(s, X ,vl)ds + E;, 2(1, X7 ).
t n
Ensuite, par 'hypothése (4.18) et le théoréme de convergence dominée, on trouve que
lim B, 2(7,, X" ) = E,, lim 2(7,,X" ) = E, h(X]).
Nn—00 ) Tn ™ n—oo Tn )
Cela veut dire que

z(t,r) = lim E, / ’ U(s, X ,vl)ds + JEEOEM Z(TH,X:;)
t

n—o0

T
=E,, (/ U(s, X ,vl)ds + h(X;))
¢

= J(t,x,v").
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Donc, avec 'inégalité (4.22) nous obtenons z(t, x) = J*(¢, ) qui implique le Théoréme 4.3.
m
Dans la section suivante nous allons voir comment appliquer le théoréme de vérification
au probléeme (4.8).

4.3 Investissement et consommation optimales

Théoréme 4.4. Considérons le probléme (4.8) pour v, = v, = 1. Alors

max J(z,v) = 0.
vel

Démonstration. Tout d’abord, notons que pour toute stratégie v € U on a
T
J(z,v) =1 (/ e Vet dt + e’”VTHy’e)T) . (4.23)
0

Ensuite, définissons pour n € N la suite de stratégies v = (y™, v™) avec v = 0 et
y™ = nf. Pour cette stratégie on obtient que

J(z,v™) = geftrtnlfllr 5 oo quand n — co.

O

Remarque 4.2. Le théoreme 4.4 veut dire que pour vy, = v, = 1 le probléme (4.8) n’a pas
de solution.

Considérons maintenant le probléme (4.8) dans le cas o 0 < 71,7, < 1. Définissons d’abord
les fonctions suivantes.

T
A(t) =2 / el B s ot A, () = 4@ el Pl (4.24)
t

ot ¢ = (1 —)" et
qi
B0 = (@ —1) (r+ 10,2 .
Ensuite, pour tout 0 <t < T et z > 0, nous définissons la fonction g(¢,x) > 0 par
Al(t) giql (t7 .T) +A2(t) giq2(t7 .T) =x. (425)
De plus, posons
p(t,x) = aA(t) g " (t2) + @4,() g (¢t 2).

Théoréme 4.5. Considérons le probleme (4.8) pour 0 < ~,,7v, < 1. Alors la valeur opti-
male pour J(x,v) est donnée par

max Iz, v) = (") = 2O gimag ) 4 20 jioag ).
vey T V2
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ot le contréle optimale v* = (y*,v*) a la forme suivante

. bt X7) . g "t X7)
Y = X—t*tet et v/ = (y)" Tt (4.26)
Le processus richesse optimale (X )o<i<r vérifie ’équation stochastique
dX;] =a™(t, X])dt + (b"(t, X)) dw, (4.27)

avec Xy =z, b*(t,x) = p(t,r)0, et
a*(t,2) = ra+p(t, ) |0,[> =1 g™ (t,2).

Démonstration. Pour montrer ce théoréme on va utiliser le théoréme 4.3. pour ’équation
différentielle stochastique (4.3). Fixons d’abord ¢ = (y,v) avec y € R% et v € [0, 00). Alors
les coefficients dans le modele (4.9) sont définies comme

a(t,z,9) =z (r +y'0, —v) et bt,z,09) =uzy.
De plus, la fonction objectif est donnée par les fonctions suivantes
Ult,z,9) = v 2" et h(x) = 272.
Pour vérifier les hypotheses H,) —H,) calculons I'Hamiltonien (4.13) dans notre cas. On a

H(t,x,z,2y) = sup  Hy(t,x, 2, 2, 0),
YERIx[0,00)

ou

1
Hy(t,z, 2y, 25,9) = (r +y'0,)xz + §x2\y|2 Zo + 02N — zv 2.

On rappelle que ¢; = (1 — ~,)~*. Donc pour z, < 0 on obtient

221017 1 an-l
H(tawalJ’ZQ):HO(taxazlaz%ﬁO):szl—i_ 1‘ t| + — (ﬁ> )
<1

ou Uy = Vy(t, @, 21, 25) = (yo(tv T, 21, %), Uo(t7 Ty 21, 22)) = (y07 UO) avec
4
<1 TN -1
=——0, et v,=(— T . 4.28
=it o= (2) 42
Maintenant il faut résoudre le probléme (4.14) qui a la forme suivante pour notre cas

Zi(t,$)|0t|2 1( M1 )qll

+ N
Q‘sz(t7 .T)’ ql Z:z:(t7 [IZ’)

z(t,x)+rxz,(t,x) +

Y

(4.29)

2(T,z) = a2
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On désigne par I' C [0, 7] 'ensemble des points de continuité des fonctions 5,() et 5,(-)
définies dans (4.24). En tenant compte du fait que touts les coefficients dans le modéle
(4.1) sont cadlag on obtient que la mesure de Lebesgue de I' A(T") = T'. La solution de ce
probléme (cf. [3]) pour t € I' et & > 0 est donnée par la fonction

2(t,x) = Al—(t)glf‘*’1 (t,x) + AQ—(t)glfq2 (t,x), (4.30)

T T2
qui remplit la condtion (4.19) avec z, = 0. Par conséquent, on a

H(t,z,z,(t, ), 2,,(t,x) = Hy(t,z,z,(t,x), z,,(t, z), 0" (t,x)),

? I.Z‘

ou V*(t,x) = (y*(t,x), c*(t, z)) avec

q1
Yy (t,x) = p(t, 2) 0, et v'(t,x)= ( N > rt.
T

g(t, )

Dans (3] on a vérifié les hypothéses H;) — H,) pour ce cas. Donc le Théoréme 4.3 implique
le Théoréme 4.5. ]
Maintenant on considére le probléme (4.8) pour v, = 7, = 7. On pose

~ q—1 2
g,(t) = exp (71“ + 5 H€||t> et q= T (4.31)

Corollary 4.6. Soit v, = v, = v avec 0 < v < 1. Alors la valeur optimale de J(x,v) dans
(4.8) est donnée par

_ _ 1/q
J'(@) = max J(@,v) = J@,v") =27 (g2, +3(T))

vey

ot le processus du contréle optimale v* = (y*,v*) pour 0 <t < T a la forme

s
. % et v = — 97( )N . (4.32)
g gu(T) + [, ga(s)ds

y; =

Le processus richesse optimale (X[ )o<i<r vérifie ['équation stochastique

dX* = . 0. dt + A pa (4.33)
¢ T Ut — 1_7 ¢ wt .

avec Xg = .
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