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Résumé

Le but de ce cours est d’introduire les méthodes mathématiques
de la finance. En particulier, nous étudions le modéle d’équilibre des
Actifs Financiérs. Puis, on étudions la notion l'efficience des marchés.
Comme une application on considére le modéle de Grossman-Stiglits.



1 Introduction

1.1  Espace de probabilité

Soient Q = {ws,...,w,} un ensemble fini quelconque et (py,...,px) est un
vecteur dans R¥ tel que 0 < p; < 1 pour tout 1 < j < ket 25:1 p; = 1.On
désigne par S ’ensemble de tous sousensembles de €2, c¢’est-a-dire,

S={A: ACQ}.

La fonction P définie sur S par

P(A) =) p

ijA

s’appelle la probabilité. Dans ce cas on dit que (€2, P) est un espace de pro-
babilité. Dans ce cas chaque partie A de 2 s’appele un événement et P(A)
s’appelle sa probabilité.

Deux événements A et B sont dits indépendants lorsque

P(ANB) = P(A)P(B).

En générale, [ événements Ay, ..., A; sont dits indépendants ou mutuellement
indépendants si on a :

P(A,N...NA4) = P(4,)-- P(4,).

Une famille des événements A = (A, ..., A;) s’appelle une partition si pour
tous i #jonaA;NA =0et

l
U

Ay = Q.

Notons que [ < k. On va désigner par 0{.A} la tribu engendrée par partition
A, c’est-a-dire

o{A} ={B:B=U,;;A;, JCA{l,....l}}.

Deux partitions A = (Ay,..., A;) et B = (By,...,B,,) sont dites indépen-
dants si pour tous 1 < j < let 1 < i < m les événements A; et B; sont
indépendants.

Une application £ : € — R est une variable aléatoire. Chaque variable
aléatoire £ € {ay,...,q} engendre une partition que nous désignons par

Ac=(Ay,...,4) avec A;j={weQ: {(w)=a,}.
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Le vecteur P(A4;),...,P(A4;) est dit la distribution de £. En plus, on pose
U{g} = O'{.Ag}.

La fonction de répartition F' (notée aussi Fy) d'une variable aléatoire est

définie sur R par :
Flz) = Plw : €w) <1).

Soit £ € {ay,...a;} une variable aléatoire et ¢(-) : R — R une fonction.
L’espérance de la variable & est définie par

k

E¢ =) &w)p =), a;PE=ay)

j=1 j=1
et d’une fonction ¢(&) par

l l

E¢(¢) = Y o(Ew))p = > d(a)P€=a,).

j=1 =1

Si ¢(z) = (z—EE)? alors lespérance E¢(¢) = E(¢—E&)? s’appelle la variance
de &. Soient ¢ € {a,,...,q;} et n € {by,...,b,,} deux variables aléatoires et
1 une R x R — R fonction de deux variables. Alors, on a

k l

Eg(&n) =) o) nw) =) > vla,b)PE=a, n=0).

j=1 i=1 j=1
En particulier, si ¢(z,y) = (r — E£)(y — En), alors, 'espérance

Cov(&,n) = E¢(&,n) =E(§ —Ef) (n—En).

est dite la covariance de £ et n. Deux variables aléatoires £ et n sont dites
indépendantes si les partitions engendrées par £ et n sont indépendantes et,
par conséquent, dans ce cas on a

E¢n = ECEn.

Cela implique que Cov(&,n) = 0.

1.2 Probabilité et ’espérance conditionnelles

Soit B un événement tel que P(B) > 0. Sachant que B est réalisé, la
probabilité que A soit réalisé est :

P(ANB)

PUAIB) = 55



De plus, soit £ une variable aléatoire. L’espérance conditionelle de & sachant
que B est réalisé est :
E(¢1p)

E(|B) =
(€8) = S
ou 1 est l'indicatrice de B, c’est-a-dire,

1, siw € B
1B(w)_{0, siw e B°.

Soit maintenant B = {B, ..., B,,} une partition. La probabilité condition-
nelle de A sachant la partition B est une variable aléatoire qui est :

P(A|B) = P(A|B)(w Z P(A|B)) 15, (w).

L’espérance conditionnelle d’une Varlable aléatoire ¢ sachant la partition B
est

E(¢|B) = E(¢[B)(w) = > E({|B;)) 1, (w).

7=1
Notons que, par définition on a P(A|B) = E(1,|B). Ensuite, soit  une
variable aléatoire avec ses valeurs dans I'ensemble {b,,...,b, } et B, sa par-

tition, c’est-a-dire, que B, = {B,,..., B, } et B, = {w € Q : n(w) = b;}.
Alors, par définition la probabilité conditionnelle d’un événement A sachant
nest P(Aln) = P(A|B,). L’espérance conditionnelle d’une variable aléatoire
¢ sachant 7 est :

E(¢ln) = E([B,).

Les propriétés suivantes sont les propriétés de base de ’espérance condition-
nelle.

1. Sin est une constante, alors E(¢|n) = EE.
2. Si ¢ et i sont indépendantes, alors E({|n) = EE.

3. Si la tribu engendré par une variable aléatoire £ est plus petite que la
tribu engendré par une variable aléatoire 7, c’est-a-dire que

o{&} C o{n}, alors E(¢[n) =

4. Soient &, n et «y trois variables aléatoires telles que o{{} C o{n}. Alors
on a

E(v¢ln) = ¢E(vIn)
5. Soient A et B deux partitions telles que o{A} C o{B}. Alors on a

E(¢|A) = E(E(£[B)[A).
6. Soient & et n deux variables aléatoires. Alors on a E(E(¢|n)) =
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2 Modéle d’Equilibre des Actifs Financiers

Dans cette section nous décrivons le modéle statique d’'un marché finan-
cier qui s’appelle Modéle d’Equilibre des Actifs Financiers (MEDAF) (Capital
Asset Pricing Model (CAPM)) présenté par Sharpe (1964), Linther (1965) et
Kreps (1982). Dans les modéles statiques on ne considére que deux moments
n = 0 (aujourd’hui) et n = 1 (demain). On suppose qu’il y a sur le marché
d + 1 actifs financiers, dont le premier est sans risque B = (B,,,0 < n < 1)
et d actifs avec un risque S = (S},..., 5% 0 <n < 1). Ici comme d’habitude
B, est le prix d’actif B au moment n et S? est le prix de j-éme actif risqué
au moment n. On va désigner par r > —1 le taux d’intérét de l'actif sans
risque et par p; le taux d’intérét de j-iéme actif risqué. On suppose que p;
est une variable aléatoire telle que p; > —1 presque sur, c’est-a-dire,

B,=(1+7r)B,1, Si=01+p)S_, (2.1)
pour 1 < j < d. Si un investisseur a distribué son capital d’aprés la stratégie
(8,71, - --,7a) alors on calcule son capital au moment n comme

d
X, =8B, + > 7S (22)
j=1

On désigne par '
_ 75 S8

BBy + S0, %S
Cela veut dire que 7; est la proportion du capital initial X, qui est investi

(2.3)

T

en actif j, 1 < 7 < d. Donc mg = 1 — Z?Zl m; est la proportion qui est
investie en actif non risqué. On appelle portefeuille pour ce modéle le vecteur

7 = (m,...,mq) € R Nous rappelons que (xy,...,14)" désigne la ligne
(x1,...,13q) transposée, c’est-a-dire, la colonne dans R<.
Donc d’apreés (?7) la richesse qui correspond a la stratégie m = (my,...,7q)

au moment n égale a
X1 = (1 + T(?T))Xo,

ot le taux d’intérét du portefeuille 7(7) est défini comme

ISH

d
T(W):rwo+Z7ijj:r+27rj(pj—r). (2.4)
j=1 j=1

De plus, l'espérance de 7(7) est dite la rentabilité, c’est-a-dire,

M(m)=Er(m) =r + > mu =7 + (1, ), (2.5)

j=1
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ou pt = (p1,...,pa), 1ty = E(p; — ), et la variance de 7() est dite le risque
du portefeuille, ¢’est-a-dire,

V(r) = E(r(n) — M(xn))*> ="'7l'r, (2.6)
ou I' est (d x d) matrice de covariance du vecteur p = (p1,...,pq), ¢’est-a-
dire,

I'=E(p—-Ep)'(p-Ep). (2.7)

A T’aide de cette matrice nous définissons le produit scalaire dans R? pour
les vecteurs x,y € RY comme la forme quadratique (z,y)r = 'zl'y et par
rapport a ce produit le risque d’un portefeuille est égal a la norme, c’est-a-
dire, V(m) = ||7|[f, ott [lz||f = (z, z)r.

Définition 2.1. Un portefeuille est efficace au sens du critére moyenne-
variance - on dit MV - efficace - s’il n’existe pas de portefeuille de méme
rentabilité et de risque strictement inférieur. On va désigner par ©,,, l'en-
semble toutes les stratégies MV - efficaces.

Posons e = ' 1 et Vect(e) le sous-espace vectoriel dans R? engendré par e.
Theorem 2.2. Si la matrice I' est inversible alors ©,,, = Vect(e).

Démonstration. D’abord, notons que par (??) si u = 0 alors M (7)) = r
pour toute stratégie m. Car V(m) > 0 et par la condition du théoréme la
matrice I' est inversible donc d’aprés (??) V(w) prend sa valeur minimal,
c'est-a~-dire V(m) = 0, si et seulement si 7 = 0. Cela implique que dans ce
cas il existe une seule stratégic MV efficace, c’est 7 = 0. Donc ©,,, = {0}.
Mais e = 0 pour p = 0, par conséquent Vect(e) = {0} =O,,,.

Soient maintenant p # 0 et 7* € O, . Donc pour toute stratégie 7 telle
que M(m) = M(7*) on a V(7*) < V(m). Désignons par a = (7*, ). Sia =0
le vecteur 7* = 0. Sinon pour toute stratégie 7 = dm avec 0 < < 1 on a
V(7) < V(7*). Donc 7* = 0, c’est-a-dire, 7* € Vect(e). Soit a # 0. Ensuite,
par (?77) légalite M (m) = M(7*) implique que

(mp) =«
et, par conséquent, en tenant compte que pour tout y € R?
(v, 1) = (v, Te) = (v, e)r
on obtient que

V(r*) = min V(y).

{yeR?: (y,e)p=a}



Cela veut dire que 7* € A(«, V), ou
Ala, V) = argming pa. (. o _a V(z)
={zcR?: (z,e)p =a, V(z) = min V(y)}.
{yeR?: (y,e)p=a}
C’est facile a voir que A(a, V) = A(a, L), ou
L(y) = llellr [1ylle = [(y; e)rl

Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz pour tout y € R% on a L(y) > 0. De plus,
L(y) = 0 si et seulement s’il existe une costante A € R telle que y = Ae. 1l

s’en suit que
o
Ala, L) = { e} ,
le]l

donc on obtient que 7 = m e, c’est-a~dire, 7 € Vect(e) et O,,, C Vect(e).

Soit maintenant m € Vect(e), alors il existe A € R tel que m = Xe. Si A =0
alors € ©, . SiA#0et m¢ O, alors il existe 7 avec M(m) = M(7),
c'est-a-dire (7, e)p = (7, e)p, telle que V(7)) < V(7). D’autre coté on a

_ e lely o (e

V(7) = >
[le]|2 [le]|2
_ (W,ezi _ (W,Aeg% —Vin).
le]|2 [ Ael|%

Cette contradiction entraine que m € O,,, donc Vect(e) C O,,, ce qui dé-
montre ce théoreme. [

On suppose maintenant qu’il y a m investisseurs sur ce marché financier.
Soit 7 est un portefeuille de i-éme investisseur. Appelons portefeuille agrégé
le portefeuille 7 qui est défini comme 'espérance par rapport une distribu-

tion de probabilité v sur les portefeuilles (7,1 < i < m), c’est-a-dire,

v

T = i v, (2.8)
=1

ou Y " v; = 1. Un porefeuille agrégé 7 s’appelle le portefeuille du marché
si pour tout 1 <1 <m

d
_ D1 Vi
= -~ 7
> Zj:l Vi

ol v, est le capital de l'investisseur ! qui est placé dans actif s.

Vi
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Theorem 2.3. (Relation d’équilibre.)

Soit v = (11, ..., V) une distribution de probabilité telle que ™ # 0. Si la
matrice I' est inversible et si tous les investisseurs choisissent un portefeuille
MV-efficace, tous les taux dintérét vérifient les égalités suivantes :

() —r = ki (7(F) —7), 1<i<m, (2.9)

o

(2.10)

Démonstration. Par Théoréme ?7 les vecteurs (7', 1 < i < m) appar-
tiennent & Vect(e) donc il existe des scalaires \; € R¢ tels que 7 = \; e. Cela
veut dire que @ = \e avec \ = 221 \; v;. Notons que X # 0 et e # 0 car
par les conditions de ce théoréme le vecteur 7 # 0. Cela implique que

d
() —r = Z <7ri>j (pj —1)

J=1

=)

d
i Z <e>; (p;
j=1
A o
== <7 > (pj—
) ; i (pi=r)
N,
= = (7(@)—1r).
 (r(7) - )
Cette egalité entraine (?7?) avec les coeffisients (?7). [

3 Efficience des marchés financiers

On considére un marché financier sur 'intervalle 0 < n < N avec un actif
sans risque B = (Bj)y< <y et d actifs risqués S* = (S})ocjcns -
S% = (SY)o<j<n- Désignons par S, = (S,,...,S%) le vecteur aléatoire du
prix. Soit (F,)p<,<n une suite des tribus croissantes (filtration), c’est-a-dire

FoCFH C...CFy.

D’aprés 'approche du calcule stochastique la tribu F,, décrit tout l'infor-
mation possible qui est accessible a la date n. Donc les vecteurs aléatoires
S1,...,.S, sont supposés mesurables par rapport a F,, pour tout 0 < n < N.



Définition 3.1. Un marché financier est dit efficient si
E (S, 1Fn) = E(S,14115) (3.1)
pour tout 0 <n < N — 1.

Le concept d’efficience des marchés financiers veut dire que 'information
"efficiente" dans ce marché a la date n est décrite par le vecteur S,. Notons
que le marché de Cox-Ross-Rubenstein est efficient. En effet, dans ce modéle
B,=(1+r)B, ;,d=1,5,= (14 p,)S, ;. Dans ce cas la filtrtation est
définie comme

./_"0:{@,9} fle'{Sl}, ...,fN:U{Sl,...,SN}.

De plus, (p;),<;<y est une suite des variables aléatoires indépendantes iden-
tiquement distribuées (iid). Donc

E(Sn+1|]:n) = E(SnJrllSl? R Sn) = E((l + Pn+1)5n|517 ) Sn)
= S, E((1+p,11)51,...,50) = S, E(1+ p,41))
= E(Sn—i-llsn)

On obtient la condition (?7).

4 Modele de Grossman - Stiglitz

Dans ce modéle on considére deux dates et deux actifs : B = (By, By) et
S = (SQ,Sl), ou Bl = (1 —|—T)BQ et

51:(9+€.

Ici 8 est une variable aléatoire observable & la date n =0 au colit ¢ > 0 et ¢
est une variable aléatoire indépendante de # et Sy telle que

Ee =0, E&* =07,

Soit maintenant § le nombre des actifs (B) et vy le nombre des actifs (5).
Cela veut dire que le capital a la date n = 0 est égal a

et a la date n =1 est égal a

X, = /BBl + ’751 (42)
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Chaque investisseur est supposé choisir un portefeuille qui maximise la fonc-
tion d’utilité : a
L(F,7) = BOGIF) — & Var(X,17),

ou a > 0 est un parameétre, F est une tribu qui represente 'information d’un
investisseur.

Proposition 4.1. Le nombre de titres (S) acheté par chaque investisseur est
donné par

_ E(Si|F) = (1+7)S,
NF) = a Var(S;|F) ‘

Démonstration. Notons que (??) et (?7) implique que
L(F,v) = 1 + )Xo + 7 (E(S1|F) = (1+7)5)
— %72 Var(S;|F) .

(4.3)

En minimisant cette expression par rapport a v on obtient (?77). [

En fait deux comportements sont possibles vis-a-vis de 'acquisition d’in-
formation. Une premiére catégorie d’investisseurs, que nous appelons infor-
més, décide de payer un cotit ¢ > 0 et observe la réalisation 6, c’est-a-dire
F =F = {5, 0}. La deuxiéme catégorie d’investisseurs que nous appelons
non informés n’observe pas 6, on observe Sy et pour eux F = Fy = {5y}
Donc pour la premiére catégorie d’investisseurs le nombre des titres (S) est
égal a
_ (_/—") _ E(51|F1) — (1+T)SO
LA aVar(Si|F)

et pour la deuxiéme

_ ~ E(Si1F) — (1+71)S,
2 =) = = NG

En tenant compte que
E (Sl‘fl) = 9, Var(Sl\}"l) = 0:52

et
E (SllJT"Q) = E(Q’SO) s Var(Sll}"g) = Var(ﬁ]So) + O'z

on obtient que

vy o= %, (4.4)
vy = E(0]Sy) — (1—1—7“)50. (4.5)

a(Var(0|Sy) + o2)
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On désigne par A la proportion de la population totale m qui est informée.
Donc la demande des titres risqués (S5) égale a

Aym 4+ (1 — X)ym.

Ensuite, soit N l'offre des actifs (S) que nous supposerons aléatoire. Donc
l’équation d’équilibre s’écrit :

A+ (L= A =v, (4.6)

ou v = N/m. Cet équilibre s’appelle I’équilibre du marché boursier.

Une fonction de priz d’équilibre s’appelle une variable aléatoire qui réalise
presque strement ’égalité (77).

Pour calculer ce prix d’équilibre nous avons besoin de I'hypothese sui-
vante.

H) Il existe des constantes By, B1 et o3 telles que

E (0] So) = Bo + B1So, Var(0|Sy) = of. (4.7)

Proposition 4.2. Sous Uhypothése H) il existe un priz d’équilibre S§ qui est
défini

g = qp + a10 + g v, (48)
o

(1—)\>ﬁ0 A a
g = —5—2——, Q] = ——, Qg = ——
0 (O'%"-O'?)D’ 1 O'gD’ 2 D’

1+r 1+7r—7
D= 1 —AN)——.

o? + >Uf—i-02

Démonstration. L’équation d’équibre (?7) et les expressions pour 7 et 7o
(??7) et (?7?) impliquent 1’égalité suivante

0 — (1 +T)SO

2
ao?

E(0]So) — (1+7)Sy _

A a(Var(0]Sp) + 02)

+ (1=X)

Pour obtenir (??) il suffit d’aprés ’hypothése H) remplacer dans cette égalité
E (6]Sy) et Var(0]Sy) par les fonctions corresponantes de Sp. [
Maintenant nous étudions [’équilibre informationnel. L’équilibre informa-
tionel correspond a une situation ou la proportion A d’invistesseurs informés
est telle que le gain moyen a s’informer est juste égal & c¢. Pour étudier cet
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équilibre il faut comparer la richesse moyenne obtenue par un invistisseurs
qui s’informe au cofit ¢ avec la richesse moyenne obtenue par un investisseur
non informé. On suppose que l'offre N est non aléatoire, c’est-a-dire Ev = v.
Dans ce cas on a

SS = 5[0 + oy 9,

oy =ayg+aEv. SiA=0alors oy =0et S;=ap. Si A >0 alors
E (5]5;5,0) = E(S1|0) = 0, Var(S5:]S5,0) = Var (5:]0) = ‘73'

Cela veut dire que
M= 72

Donc si A > 0 alors il n’y a aucun gain a s’informer. Dés que ¢ > 0, le
seul équilibre informationel possible, c’est A = 0. Pour trouver le prix d’in-
formation ¢ qui realise 1’équilibre il nous faut calculer le gain & s’informer
quand A = 0. Pour cela calculons tout d’abord les rishesses terminales d’un
investisseurs informé (X ;) et celle d'un investisseur non informé (X, ,). On
a

X = (1+7)Xo + 7 (S —(1+7)S5))
(0—(+0SP | 0-(+1)8; _

= (1 X
(1+7) Xo + aag aag

et

Xio = (1+7)Xo + 72 (S1 = (1+7)5;)
(m—(1+7r)S5)* 60— (1+7r)S;

= (1 X
()Xo + o) a(02 + 0?)

@—m+e),

ot m=E6 et o) = Var(6).
Par conséquent, on obtient que

(0 —(1+r)5)

E (X ,[F) = (1+7r)Xo +

et

(m — (1 +7)S;)?
a(ag +0?)

m— (141557

(12(03 + O'g)

E (X, F2) = (1+7)Xo +

Y

Var (XLQ“FQ) =

12



Donc on a

L, Fr) = B(X, 1) = SVar (X,,] 7).

= (1+7)Xo + (0= +n)S%)

Y

a
L(va, F2) = E(X1,2|]:2) - §Var (X1,2|~7:2)7

Dans ce cas le gain a s’informer A s’ecrit :

A = E(L(n,F1) — L2, F2))
O'—g (1 N (m—(l—l—T)Sa‘)Q) .

2 2 2
2aa6 oy + o

Donc pour que A = 0 soit bien un équilibre il faut et il suffit que
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