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estimateurs du mode de Chernoff et de Venter
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L. S. T. A. de l’Université Paris VI. Boîte 158, 4 place Jussieu, 75252 Paris cedex 05

Résumé : Dans ce travail, nous obtenons un majorant de la vitesse de convergence presque
sûre de deux estimateurs du mode, les estimateurs de Chernoff et de Venter.

AMS classification : 62G05.
Mots clefs : estimation non paramétrique du mode, processus empiriques.

1 Introduction

Soit Xi, X-2, • • • ,Xn une suite de variables aléatoires réelles indépendantes identique-
ment distribuées, de fonction de répartition F absolument continue (par rapport à la me-
sure de Lebesgue) admettant une fonction de densité / inconnue qui possède un unique
mode 6. Nous nous intéressons au problème particulier de l’estimation de 0, et considérons
pour cela les estimateurs proposés par Chernoff (1964) et Venter (1967).

L’estimateur proposé par Chernoff (1964), noté 0est défini comme le centre de l’in-
tervalle de longueur 2û„, qui contient le plus d'observations, où {h„,n > 1} est une suite
de réels strictement positifs telle que lim„^oo hn = 0. Chernoff (1964) (voir également
Eddy (1982)) obtient que la distribution asymptotique de son estimateur est identique
à celle de la variable qui maximise un mouvement Brownien standard bilatéral, à dérive
quadratique. Wegman (1971) a démontré la convergence presque sûre de l’estimateur de
Chernoff. Chanda et Ruymgaart. (1990) obtiennent une vitesse de convergence presque
sûre de 6*, lorsque la densité est deux fois continuement. dérivable sur IR. Enfin, Kim
(1994) a obtenu la distribution asymptotique de 0* dans le cas multivarié.

L’estimateur proposé par Venter (1967), noté 0n, est défini comme la médiane des
observations appartenant à l’intervalle le plus court, contenant au moins n(l-2a„) des
observations, où (a.n) est une suite de réels de ]0, l/2[ telle que limn_»+00 a„ — 1/2. Venter
(1967) a obtenu la convergence presque sûre de 0n et établi sa distribution asymptotique
pour différents choix de an, et sous différentes hypothèses concernant le développement
en série de Taylor de / au voisinage de 0. Par une méthode analogue à celle de Chernoff
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(1964), Venter (1967) montre que la loi limite est la même que celle d’une variable qui
minimise une fonction d’un processus gaussien. Finalement, Venter (1967) obtient des
vitesses de convergence presque sûre, pour son estimateur, qui dépendent de l’allure de la
densité au voisinage de 9. Plus le mode est prononcé, plus la vitesse de convergence est
rapide (si la suite {a.n,n > 1} est. convenablement choisie). Sager (1975) a montré que la
convergence presque sûre de 0„, pouvait s'obtenir sous des conditions plus générales sur
la distribution. Enfin, Sager (1975) obtient des vitesses de convergence qui, dans certains
cas, sont plus rapides que celles trouvées par Venter (1967).

Remarquons que les estimateurs de Chernoff et de Venter sont deux des trois prin-
cipaux estimateurs directs du mode, avec l’estimateur de Grenander (1965) (voir aussi
Andriano (1980) et Hall (1982)). Les estimateurs indirects, qui sont basés sur l’estimation
préalable de la densité, sont également considérés dans la littérature. Parmi ces esti-
mat.eurs, citons l’estimateur à noyau du mode proposé par Parzen (1962), qui repose sur
l’estimateur à noyau de la densité introduit par Rosenblatt. (1956) (voir Eddy (1980, 1982),
Romano (1988), Vieu (1996), Leclerc (2000a) et Leclerc et Pierre-Loti-Viaud (2000)).

Dans ce travail, nous nous intéressons au comportement limite fort des estimateurs de
Chernoff et de Venter. En considérant différentes hypothèses de régularité de la densité
au voisinage du mode, nous obtenons un majorant de la vitesse de convergence presque
sûre (p.s.) de ces deux estimateurs. Précisons que ces résultats complètent et améliorent
ceux relevés dans la littérature. Compte tenu du travail effectué et des résultats analogues
obtenus pour d’autres estimateurs du mode (voir Leclerc (1997, 2000b)), nous conjecturons
que nos résultats donnent la vitesse de convergence p.s. exacte. Ils sont donc une étape
indispensable pour établir la loi du logarithme itéré pour ces deux estimateurs.

Dans la Section 2, nous présentons les résultats que nous obtenons pour la vitesse de
convergence presque sûre de 9* et 9n. Nous exposons la démonstration de ces résultats
dans la Section 3 (voir également Leclerc (2000a)).

2 Résultats

Introduisons tout d’abord les notations suivantes. Soient G'(s) = inf{.T : F(x) > s},
0 < s < 1, la fonction des quantiles associée à F, Fn(x) = Ljj{À^- < x : 1 < i < n},
x € IR, la fonction de répartition empirique, et Gn(s) = inf{.r : F„(x) > s}, 0 < s < 1, la
fonction empirique des quantiles. Enfin, nous notons log2 n — log+(log+ n) avec log+ n =

log(max(n, e)).

2.1 L’estimateur de Chernoff
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Définissons tout, d’abord l’estimateur de ChernofF 0*.

9* est toute valeur de T € IR satisfaisant :

Fn(hn+T)-Fn(-hn+T) = supyej^(F„(hn+y)-Fn(-hn+y)).
Notons que l’estimateur de Chernoff 0* n’est, pas défini de manière unique par (1). Ceci
n’est, pas un problème car les résultats présentés ci-après sont établis pour toute valeur
0* satisfaisant. (1).

Pour cette étude, nous avons besoin des hypothèses suivantes :

Sur la densité

(C.l) / admet, un unique mode 9 G IR, qui vérifie

sup /(/) < /(0),pour tout. 7 > 0.
{<eIR:|*—0|>7}

(C.2) / est. continue dans un voisinage de 9.

Sur hn

(C.3) {/i„, n > 1} est. une suite décroissante de réels strictement, positifs vérifiant

0 < h„ < 1, pour n > 1, et lim hn = 0.
n—*-oo

(C.4) n_1/,2(log2 n)1//2 = o(hn), quand n —+ +oo .

Les résultats que nous obtenons sont, présentés dans les deux théorèmes suivants.

Théorème 1 Pour n > 1, soit 9* défini par (1). Sous les hypothèses (C.l) ••• (C.4).
nous avons p.s. quand, n —► +oo

K-»\ = o(i).

Théorème 2 Pourn > 1. soit 9* défini par (1). En plus des hypothèses du Théorème 1,
nous supposons qu’il existe un entier k > 2 tel que

(i) f est Ck au voisinage de 9 avec f^\0) = ,f^{9) = ... = f^{9) = 0

{k-2 , si k est impairk-1 , si k est pair

et que

(il) /«(0) < 0.
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Alors, p.s. quand n —* 4-00. nous avons

1/3( Q f n 1/3(log2 ")W
I»;-»I = 1 u\ , &l 0(Aj->)

• sî h’n ^ k

. 5? hn ^ Hn%k

où nl^3k ^(log2n) lK3k x Hnjt tend vers une constante strictement positive, lorsque
n —+ +00.

La meilleure vitesse de convergence p.s. de |0*-0|, que nous obtenons, est donc

\9*n-9\ = O (n-(k~1V(3k-1\\og2 nÿk-1)H3k-1)) , p.s. quand n -> +00,

vitesse obtenue pour un hn de l'ordre de n_1^3A'_1)(log2 n)1/!3*-1).

Remarques : 1) Comme 6 est le mode de / qui est au minimum C1 au voisinage de
6, il en découle que f^\0) = 0 et que la première dérivée non nulle en 6 est paire. Nous
présentons ici le cas f(-2\0) ÿé 0, qui donne la vitesse la plus rapide.
2) Cas particulier : k = 3. Nous supposons que la densité / est C3 au voisinage de
9 et qu’elle vérifie f^(0) — 0 et f^2\9) < 0. Le théorème 2 établit alors que la vi-
tesse p.s. de |0*-0| est. en O (n-1/4(log2 n)1/4), vitesse obtenue pour un hn de l'ordre de
n'"1/8(l°g2 n)1/8. Ce résultat, complète donc celui de Chernoff (1964), en donnant, une ma-
joration presque sûre. Notons également que nous nous affranchissons de l’hypothèse de
Chernoff f^(9) / 0.
3) Cas particulier : k = 2. Si la densité / est C2 au voisinage de 9, le théorème 2 établit
alors que la vitesse p.s. de |#*-0| est. en 0(r?-1/5(log2 n)1/5), vitesse obtenue pour hn
de l’ordre de n-1/5(log2 n)1/5. Ce résultat améliore donc celui de Chanda et Ruymgaart.
(1990), pour lequel la vitesse p.s. de \9*n-9\ est. en o(n~(s_E)) pour e > 0.

2.2 L’estimateur de Venter

Nous désignons par |_uj, respectivement, [w], pour u G IR, la partie entière inférieure,
respectivement, supérieure, de w, i.e. les entiers définis par it-1 < [u.J < u et. u < [u] <
u4-1.

Définissons tout, d’abord l’estimateur de Venter 9n. Pour cela, posons Nan — [n(l-2a„)J .

Or, =

kn + -iHa.,n

Xkn + -1 ,n+Xk„ + iV1 •"

, si Nan est. un entier pair

, si Nan est un entier impair
(2)

où kn G {1,n-Nan} est. toute valeur de k G {1,n-Nan} telle que

^■k+Na„,n~^k,n — ^■^k&{l,...n—Nan}{^k+Nan,n~^k.n)-
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Notons que k„ et par conséquent 0n sont. p. s. quand n —» oo. définis de manière unique.

Pour cet estimateur, nous avons besoin des hypothèses suivantes :

Sur la densité

(V.l) la densité / admet un support de la forme S =]o,6[. avec -oo < a < b < oo, i.e.
f(x) > 0 pour tout x G S, et f(x) = 0 sinon.

(V.2) / admet un unique mode 6 (E S, qui vérifie
sup f(t) < /(#), pour tout 7 > 0.

{<eS:|t-0|>-y}

(V.3) / est continue sur son support S .

Sur an

En posant bn = |-on
(V.4) {bn, n > 1} est une suite décroissante de réels strictement positifs vérifiant

lim bn = 0.
n—‘■oo

(V.5) n_1/2(log2 n)1/2 = o(bn), quand n —> +oo .

Les résultats que nous obtenons sont présentés dans les deux théorèmes suivants.

Théorème 3 Sous les hypothèses (Kl) • • • (K.5). vous obtenons que. p.s. quand n —► +oo

\ên-e\ = o(i).

Théorème 4 En plus des hypothèses du Théorème 3. nous supposons qu’il existe un
entier k > 2 tel que

(i) f est Ck au voisinage de 6 avec f^(0) = f^(9) = ... = = 0

{k-2 . si k est impairk-1 , si k est pair

et que

(U) fW(0) < 0.
Alors, p.s. quand n —> +oo. nous avons

\ên-e\ =
o n 1/3(1°62 ")1/3

bT J
si bn < Hn,k

si hn ^ Hn.kOtâ-1)
où n1K3k~1\\og2 n)~1l(3k'~lï x Hn.k tend vers une constante strictement positive, lorsque
n —► +oo.
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La meilleure vitesse de convergence p.s. de \9n-9\. que nous obtenons est

\ên-6\ = O ^n-^-1^3*-1)(log2 , p.s. quand v —► +oo,
vitesse obtenue pour un bn de l’ordre de n-1/,l3A_1)(log2

Remarques : 1) Venter (1967) considère une densité / de mode 9 admettant le développement
f(x) = 7o-^7(x-0)2+o(|æ-^|2) quand x est proche de 9. avec 7,70 > 0- H obtient, que

= o(n 1/5(log n)1/2), p.s. quand n —► +00. Le résultat du Théorème 4 améliore donc
celui de Venter, puisqu’il établit que la vitesse p.s. de \9r,-9\ est en O (n 1/5(log27?,)1/5)
(vitesse obtenue pour un bn de l'ordre de n-1/5(log2 n)1/5).
2) Venter (1967) considère également le cas d’une densité / de mode 9 admettant le
développement : f(x) — ')'0~\^(x-9)2+^3(x-9)3+o(\x-9\:i) quand x est proche de 9, avec
7,70 > 0. Il obtient que \9n-9\ — o(n~1/,5(log n)1/2). p.s. quand n —► +00. Le résultat du
Théorème 4 améliore donc celui de Venter, puisqu'il établit que la vitesse p.s. de \9n-9\
est en O (n 1/4(log2 n)1/4) (vitesse obtenue pour un bn de l’ordre de n C8(log2 n)1/8).

3 Démonstrations

Introduisons quelques notations : soit, sans perte de généralité. Xi — G(Uj), i = 1,2,...
où les Ui sont des variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées de loi uni-
forme sur [0,1]. Posons Un(x) — \{Ui < x : 1 < i < ??,}, x G IR, la fonction de répartition
empirique uniforme et I4(s) = inf{i > 0 : Un(x) > s}, 0 < s < 1, la fonction empirique
uniforme des quantiles.

L’estimateur de Chernoff, respectivement Venter, a la particularité d’être en rela-
t.ion avec la solution d’un problème de minimisation d’un processus, fonction des accrois-
sements du processus empirique uniforme, respectivement du processus empirique des
quantiles. Plus précisemment, nous nous ramenons à l’étude d’une variable aléatoire Tn,
respectivement Tn, qui p.s. quand n —► +00, minimise un processus de la forme

En(T) = Dn(T) + An(T), pour T dans un voisinage de 0, (3)
où D„ est une fonction déterministe qui admet un développement asymptotique de type
polynomial d’ordre deux en T, et An est une fonction des accroissements du processus
empirique uniforme, respectivement du processus empirique des quantiles. Cette dernière
partie aléatoire se traite en faisant appel à des résultats de type loi du logarithme itéré.

3.1 Résultat préliminaire

Nous établissons tout d’abord un résultat simple d'analyse, qui est nécessaire au t.rai-
tement du problème de minimisation de (3).
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Proposition 1 Soient g, f et E trois fonctions définies sur IR+. à valeurs réelles, et
vérifiant

(i) g(T) < E(T) < f(T), MT em+ .

(ii) g(T), E(T) et f(T) sont continues sur 1R+ .

(iii) Yimr^+oo g{T) = +oo.

Alors, un majorant des valeurs de T qui minimisent E{T) est défini par

T* = max{T > 0/g(T) = inf[/(y)]}.y>o

La preuve de la Proposition 1 se trouve dans Leclerc (2000a).

Remarque : L’analogue de la Proposition 1 sur IR- s’énonce de la même manière.

3.2 Preuve du Théorème 1

La démonstration s'inspire de celle du résultat de Romano (1988) qui établit la conver-

gence presque sûre de l’estimateur à noyau du mode.

Posons P„{t) — En(t+hn)-Fn(t—hn) et pn(t) — F(t+h„)-F(t-h„), sur t 6 IR. Comme
6* maximise Pn(t) sur t E IR, il est clair que

Ihninf (MSI)n-+œ \ 2 hn )
> liminf Pn(0)

*+oo 2 hn

T)-+oo \ 2h„
-m +m

1n—>-+oo = 0 P-S.,

En supposant

(i) liminf„
(ii) pour tout a > 0, lim sup„_+00 sup{,;|,_0|>a} < f(6) p.s. ,

nous obtenons alors, pour tout cr > 0, que

limml —— > limsup sup ——— p.s.,
"-+°o \ 2hn J ^+oo {«:|<-0|><r> \ 2hn J

ce qui implique que p.s. quand n —► +oo : |#*-$| < cr.

Il nous reste donc à montrer que les deux assertions (i) et (ii) sont bien vérifiées.
Observons pour commencer que (C.4) combinée avec la loi du logarithme itéré de Chung
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(1949) et Smirnov (1944) (voir par exemple le théorème 5.1.1 de Csôrgô et Révész (1981)
page 157) implique que, p.s. quand n —► +oo

sup
#eIR

Pn(t)~Pn(t)
2K

< T- SUP l^n(0"^(0l
kn /6IR

q ^»~1/2(log2 »)1/2>
o(l). (4)

Vérifions maintenant (i). Deux développements de Taylor-Lagrange à l'ordre 0 de F
en 6 combinés avec (C.2) et (C.3) donnent que

lim sup
n—*+oo

Pn(0)
2K -m < îim U\H^K)-m\+\f(e-^K)-m\}

n—*+00 Z

= o, (5)

où 0 < m = w(9,hn) < 1, i = 1,2.

En combinant maintenant (4) avec (5), il est clair que l’assertion (i) est donc bien
vérifiée.

Vérifions maintenant (ii). Deux développements de Taylor-Lagrange à l’ordre 0 de F
en t combinés avec (C.3) et (C.l) donnent que, pour tout 7 > 0

lim sup sup — SUP /(O
n-*+00 0|>2->'4 V 2Ùtî J {/:|/—®|>'y}

< m- (6)

Soit, a > 0 une constante. En combinant (4) avec (6) (avec 7 < a/2), nous obtenons
que

lim sup sup ( ■ ^ ) < lim sup
n-+ 00 {t:\t-9\><r} \ 2/l„ / n—-|-oo p:|,_0|>a}

< f(0) P-s.

L’assertion (ii) est donc bien vérifiée, ce qui termine la preuve du Théorème 1.

Pn(t)-Pn(t)
2 K

y I Pn(t)+ hmsup sup —-
+00 {f:|/—V 2n

3.3 Preuve du Théorème 2

Nous utilisons la transformation suivante de l’estimateur de Chernoff. Nous posons
9* — Tn+0 dans (1) et écrivons que Tn est défini par

Tn est toute valeur de F G IR qui minimise la fonction .

LUT) = Fn(0-K+T)-F„(M„+T). {,]
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Notons que Tn n'est pas défini de manière unique. Ceci n'est, pas un problème car les
résultats présentés ci-après sont établis pour toute valeur Tn satisfaisant (7).

Pour la démonstration du Théorème 2, nous avons besoin d'établir, au préalable, le
résultat suivant.

Lemme 1 Soit f une densité de mode 0. Supposons les hypothèses (C.2) et (C.3) vérifiées,
et posons

( 0 < m = inf_£<x<£ f{0+x) < +oo, pour e > 0,
\ an = pour d> 0.236...

Alors, nous obtenons que p.s. quand n —► +00

K(T) = lF(0-hn+T)-F(0-hn)]-lF(0+hn+T)-F(e+hn))+C„+f,n(T), (8)
avec Cn indépendant de T et

kmI = n-,/2(log2n)’/J x 0(1). (9)
où le 0(1) est uniforme en T G V = [-T],(J[^S v\- avec q > 0 une constante suffi-
somment petite.

Remarques : l)Le fait que / admet un mode 0 et l’hypothèse (C.2), nous assurent de
l’existence d’un e > 0 tel que m > 0.
2)Le terme Cn n’intervient, pas dans la minimisation de L*n(T).

Preuve du Lemme 1 :

En combinant. (7) avec le fait, que, sans perte de généralité, Un(F(x)) = Fn(x), remar-
quons que L*(T) s’écrit, comme (8) avec C„ = Un(F(0-hn))-U„(F(0+hn)) et.

»»(T) = {[Un(F(e-K+T))-F(0-K+T)}-[U„(F(9-K))-F(t)-h„)]}-
{[Un{F{0+hn+T))-F(O+hn+T)]-[Un(F(O+hn))-F(O+hn)]}

= A-B

Les termes A et B se traitent de la même manière. Pour obtenir le \J\T\ de (9), nous
utilisons le résultat, suivant, qui découle du théorème de Csaki (théorème 4.5.4 page 148
de Csôrgo et. Révész (1981)).

Si an — dXo^f n où d > 0.236... et Ün(s) désigne la fonction empirique associée à tj\...Ün
des variables aléatoires indépendantes identiquement, distribuées de loi uniforme sur [0,1],
alors, pour P > 2 fixé, et pour presque tout u. il existe R = R(u>) < +oo, tel que pour
tout, n > R

lè,(r)-.T| < p xn-l/2(l ) 1/2. (10)
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Afin de pouvoir utiliser ce résultat, nous effectuons le changement de variables suivant.
Soient Ui,i — l...n les variables aléatoires indépendantes uniformément distribuées sur

[0,1], définies par

TJ _ f U'i-F{e-hn) , si F{6-h„) < Ui < 1U% - \ ui+l-F{0-hn) , si 0 <Ui<F{0-h„)
Nous obtenons alors que la fonction de répartition empirique associée à U\,..., Un est

,7 ,1 _ / U„(F(»-K)+x)-U„(F(e-h„)) , Si 0 <x<l-F(9-h„)Un{x) ~ \ l-Un(F(0-hn))+Un(F{0-hn)+x-l) , si 1 -F{0-hn)<x<l 1 ;
Considérons maintenant T G i]] et, posons x = F(0-hn+T)-F(0-hn). Comme

(C.3), un développement de Taylor-Lagrange à l'ordre 0 de F en (6-hn) donne, pour /;
suffisamment petit, et quand n —y +00, que

( x = Tf(0-hn+niT) , où 0 < pi = pi(T. hn) < 1,
1 an < x < l-o„.

Nous pouvons donc combiner (11) avec (10), ce qui implique que, p.s. quand n —* +00

|A| = \Ün(x)-x\
< P\fx X n_1^2(log2 n)1/2
= Vf x n-1/2(log2 n)1/2 x 0(1),

où 0(1) est uniforme en T G

Le cas T G [-p, -^] se traite de la même manière en utilisant le terme y/l-x de (10).
Finalement, nous obtenons donc que, pour tout. T G D = [-rj,P-s- quand
n —y +00

\A\ = /jrixn-^(log2n)'/2xO(l),
où 0(1) est uniforme en T G V-

Line démarche analogue permettant de traiter le terme J5, la preuve du Lemme 1 est
donc terminée.

Preuve du Théorème 2 :

Dans cette démonstration, nous allons effectuer des développements de Taylor de F,
ce qui nous amène à préciser l’hypothèse (?) du Théorème 2. Nous ne considérons ici que
le cas où / est Ck au voisinage de 0, avec k > 3 un entier impair tel que

r /(»<») = fm(e) =... = /«-«(o) = 0
\ 0

Les trois autres cas de figure se traitent de la même manière.
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Nous allons, dans un premier temps, combiner le Lemme 1 avec des développements
de Taylor de F.

Soit tj > 0 une constante suffisamment petite, 0 < m = inf_£!<.r<£ f(0+x) < +oo, pour
e > 0 et a.n = dlo^2 n pour d > 0.236.... D’après le théorème 1, p.s. quand n —y +oo.
Tn minimise L*(T) pour T G [-*?•?/]• Remarquons que si T G [^S ^-j, alors le résultat
du Théorème 2 est immédiat, ce qui nous permet de considérer L*(T) pour T G V —

Posons $(t’) = F(6-hn+vT)-F(0+hn+vT). Le Lemme 1 combiné avec la formule de
MacLaurin, à l’ordre (£-1), appliquée à $ au point 1, permet d’écrire que, p. s. quand
n —y +oo, Tn minimise

[.F{O-hn+T)-F{0-hn)}-[F(O+h„+T)-F(6+hri)]+fin(T)
= [*(i)-*(o)]+Mr)

j'ï rp3 j'(k-ï) j'k
= Tyl(\)+—ip2(l)+—ipz(l)+ • • ' + 7 ü—t'Pk-i ( 1)+TT^(1)3! k\ +0n(T), (12)

( <ps(v) = /(s O(0-uAn)-/(s ^(O+vhn) , s = 1,2,
/ tpk(v) = f(k~1\9-vhn+aT)-f(k~1\0+vhn+aT) , pour un 0 < q = a(t>) < 1
1 y-(T)\ = ^/iïïn-'^(log2n)>/2 x 0(1), où le 0(1) est uniforme en T EV

Nous allons maintenant appliquer la formule de MacLaurin, à l’ordre (k-s), aux tps(v)
et au point 1, pour s = 1,2, • • •, k.

Comme (C.3) et / est Ck au voisinage de 6. avec k impair, la formule de MacLaurin,
à l’ordre (&-1), appliquée à <pi(v) au point 1, donne, quand n —y +oo

„l(1)=_2AÆ2A3 im1!
o / k— 2

3! n (k-2)\ ~k\
OÙ 0 < /?! < 1.

En combinant ceci avec l'hypothèse (?) et (C.3), nous obtenons quand n —y +oo, que

7V,(1) = -2ThkJ-jp- x (l+o(l)), (13)
où le o(l) est uniforme en T Ç.V.

Nous procédons maintenant de la même manière pour y?2( 1 )- Comme (C.3) et / est
Ck au voisinage de 6 avec k impair, la formule de MacLaurin, à l’ordre (k-2), appliquée
à <p2(v) au point 1, donne, quand n —y +oo

V>2(1) = -2K 2ht~2 '}V+-^L^[f(k\e-p2hn)-f(k\9+p2hn)},1! 3! (k-2)\ (A’-l)!
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En combinant ceci avec les hypothèses (i), (U) et (C.3), nous obtenons quand n —y +oo,
que

y9*(l) = -T2Kfm(0) X (1+0(1)), (14)
où le o(l) est uniforme en T Ç.V.

Intéressons-nous maintenant à <^s(l). pour 3 < s < k-1. Comme (C.3) et / est Ck au

voisinage de 6, la formule de MacLaurin, à l'ordre (k-s), appliquée à i^s(u) au point 1,
donne, quand n —y +oo

9.(1) = -2A„^P-2A^^^-.--+^^/.J-*[/(t"1,(»)-(-l)‘‘'/(‘-1)W]
( _ 1 U-s+1

OÙ 0 < /?a < 1.

En combinant ceci avec l'hypothèse (i) et (C.3), nous obtenons quand n —y +oo, que

Ts .

_ j T2hnxo( 1) , si s est impair , .
5! ^ | T3hn x 0(1) , si s est pair

où les o(l) et 0(1) sont uniformes en T <E V.

Intéressons-nous enfin à v?*-(l). Comme (C.3) et / est Ck au voisinage de 0 avec k
impair, la formule de MacLaurin, à l’ordre 0. appliquée à ipk(v) au point 1, donne, quand
n —y +00

9»(i) = -M/w(M*A.+«r)+/<‘>(»+&A.+tt:r)],
où 0 < /3k < 1.

En combinant ceci avec l’hypothèse (i) et (C.3), nous obtenons quand n —y +00, que

j-ik
k\ M1) = T3hnxO{ 1), (16)

où le 0(1) est uniforme en T Ç.V.

Posons maintenant r = -fW(6)+TO( 1), l — -2^ ^ ^ 0 et vn = -—' ' . En
combinant (12) avec (13), (14), (15) et (16), nous obtenons finalement que p.s. quand
n —y +00, Tn minimise

En(T) = rT2 x(l+o(l))+lThkn-1 x(Uo(\))+J\T\vnxO(l),
où r > 0 dès que la constante // est suffisamment petite et les o(l) et 0(1) sont uniformes
en T £ V.
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