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Vitesse de convergence presque sire des
estimateurs du mode de Chernoff et de Venter

Joséphine LECLERC
L. S. T. A. de I’Université Paris VI, Boite 158, 4 place Jussieu, 75252 Paris cedex 05

Résumé : Dans ce travail, nous obtenons un majorant de la vitesse de convergence presque
siire de deux estimateurs du mode, les estimateurs de Chernoff et de Venter.

AMS classification : 62G05.
Mots clefs : estimation non paramétrique du mode, processus empiriques.

1 Introduction

Soit X1, X3, -+, X, une suite de variables aléatoires réelles indépendantes identique-
ment distribuées, de fonction de répartition F' absolument continue (par rapport a la me-
sure de Lebesgue) admettant une fonction de densité f inconnue qui posséde un unique
mode #. Nous nous intéressons au probleme particulier de ’estimation de #, et considérons
pour cela les estimateurs proposés par Chernoff (1964) et Venter (1967).

L’estimateur proposé par Chernoff (1964), noté 07, est défini comme le centre de 1'in-
tervalle de longueur 2h,,, qui contient le plus d’observations, oit {h,,n > 1} est une suite
de réels strictement positifs telle que lim, .. h, = 0. Chernoff (1964) (voir également
Eddy (1982)) obtient que la distribution asymptotique de son estimateur est identique
A celle de la variable qui maximise un mouvement Brownien standard bilatéral, a dérive
quadratique. Wegman (1971) a démontré la convergence presque siire de l'estimateur de
Chernoff. Chanda et Ruymgaart (1990) obtiennent une vitesse de convergence presque
sire de 8%, lorsque la densité est deux fois continuement dérivable sur IR. Enfin, Kim
(1994) a obtenu la distribution asymptotique de @ dans le cas multivarié.

L’estimateur proposé par Venter (1967), noté 0,. est défini comme la médiane des
observations appartenant a l'intervalle le plus court, contenant au moins n(1-2a,) des
observations, oll (a,) est une suite de réels de ]0, 1/2] telle que lim, 4, a, = 1/2. Venter
(1967) a obtenu la convergence presque stire de 8, et établi sa distribution asymptotique
pour différents choix de a,, et sous différentes hypothéses concernant le développement
en série de Taylor de f au voisinage de 6. Par une méthode analogue a celle de Chernoff
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(1964), Venter (1967) montre que la loi limite est la méme que celle d’une variable qui
minimise une fonction d’un processus gaussien. Finalement, Venter (1967) obtient des
vitesses de convergence presque siire, pour son estimateur, qui dépendent de I'allure de la
densité au voisinage de 0. Plus le mode est prononcé, plus la vitesse de convergence est
rapide (si la suite {a,,n > 1} est convenablement choisie). Sager (1975) a montré que la
convergence presque siire de f,, pouvait s'obtenir sous des conditions plus générales sur
la distribution. Enfin, Sager (1975) obtient des vitesses de convergence qui, dans certains
cas, sont plus rapides que celles trouvées par Venter (1967).

Remarquons que les estimateurs de Chernoff et de Venter sont deux des trois prin-
cipaux estimateurs directs du mode, avec 'estimateur de Grenander (1965) (voir aussi
Andriano (1980) et Hall (1982)). Les estimateurs indirects, qui sont basés sur I'estimation
préalable de la densité, sont également considérés dans la littérature. Parmi ces esti-
mateurs, citons l’estimateur & noyau du mode proposé par Parzen (1962), qui repose sur
I’estimateur a noyau de la densité introduit par Rosenblatt (1956) (voir Eddy (1980, 1982),
Romano (1988), Vieu (1996), Leclerc (2000a) et Leclerc et Pierre-Loti-Viaud (2000)).

Dans ce travail, nous nous intéressons au comportement limite fort des estimateurs de
Chernoff et de Venter. En considérant différentes hypotheses de régularité de la densité
au voisinage du mode, nous obtenons un majorant de la vitesse de convergence presque
siire (p.s.) de ces deux estimateurs. Précisons que ces résultats completent et améliorent
ceux relevés dans la littérature. Compte tenu du travail effectué et des résultats analogues
obtenus pour d’autres estimateurs du mode (voir Leclerc (1997, 2000b)), nous conjecturons
que nos résultats donnent la vitesse de convergence p.s. exacte. Ils sont donc une étape
indispensable pour établir la loi du logarithme itéré pour ces deux estimateurs.

Dans la Section 2, nous présentons les résultats que nous obtenons pour la vitesse de
convergence presque sire de 8% et 8,. Nous exposons la démonstration de ces résultats
dans la Section 3 (voir également Leclerc (2000a)).

2 Résultats

Introduisons tout d’abord les notations suivantes. Soient G(s) = inf{z : F(x) > s},
0 < s < 1, la fonction des quantiles associée a F, F,(z) = M{X; <z : 1 <1 < n},
2 € IR, la fonction de répartition empirique, et G,(s) =inf{z : F,(z) > s}, 0<s< 1, la
fonction empirique des quantiles. Enfin, nous notons log, n = log*(log™ n) avec log*t n =
log(max(n,e)).

2.1 L’estimateur de Chernoff
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Définissons tout d’abord I'estimateur de Chernoff 8.

07 est toute valeur de T € IR satisfaisant : 1
Fo(hntT)~Fo(~hn+T) = sup g (Fn(hn+y)-Fo(-hn+y)). (1)

Notons que I'estimateur de Chernoff #; n’est pas défini de maniére unique par (1). Ceci

n'est pas un probléme car les résultats présentés ci-apres sont établis pour toute valeur
0 satisfaisant (1).

Pour cette étude, nous avons besoin des hypotheses suivantes :
Sur la densité
(C.1) f admet un unique mode @ € IR, qui vérifie

sup f(t) < f(0), pour tout v > 0.
{teIR:|t~0)>7)

(C.2) f est continue dans un voisinage de 6.

Sur h,

(C.3) {hn,n > 1} est une suite décroissante de réels strictement positifs vérifiant

b S potir s = et f.liﬁ,h" =ik

(C.4) n~?(log, n)"/? = o(h,), quand n — +0c0 .
Les résultats que nous obtenons sont présentés dans les deux théorémes suivants.

Théoréme 1 Pour n > 1, soit 0 défini par (1). Sous les hypothéses (C.1) .-+ (C.4),
nous avons p.s. quand n — 400

162-6] = o(1).

Théoreme 2 Pourn > 1, soit 0% défini par (1). En plus des hypothéses du Théoréme 1,
nous supposons qu’il existe un entier k > 2 tel que

(i) f est C* au voisinage de 8 avec f(8) = fO(9) = ... = F9(9) =0
.. | k-2 , stk est impair
WITgiec] , si k est pair
et que

(ii) f3(9) < 0.
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Alors, p.s. quand n — +00. nous avons

l0;-6] = { & (%LL) o ok S

O(h5) ol

ot nY/ Gk (log, n)=1/3k=1) x [, , tend vers une constante strictement positive, lorsque

n — +00.

La meilleure vitesse de convergence p.s. de |07 -6|, que nous obtenons, est donc

102 0] =& (n‘“‘“”/(a"‘l)(logz n)("‘”’(ak_”) . p.s. quand n — +00,
vitesse obtenue pour un h, de 'ordre de n=/k=1)(log, n)!/k-1),

Remarques : 1) Comme 8 est le mode de f qui est au minimum C' au voisinage de
8, il en découle que f(1)(f) = 0 et que la premiere dérivée non nulle en @ est paire. Nous
présentons ici le cas f(?(6) # 0, qui donne la vitesse la plus rapide.

2) Cas particulier : k = 3. Nous supposons que la densité f est C° au voisinage de
0 et quelle vérifie f((8) = 0 et f1®(8) < 0. Le théoreme 2 établit alors que la vi-
tesse p.s. de |0%2-0| est en O (ﬂt“"“(]og2 n)lf“). vitesse obtenue pour un h, de l'ordre de
n~1/8(log, n)'/3. Ce résultat compléte donc celui de Chernoff (1964), en donnant une ma-
joration presque siire. Notons également que nous nous affranchissons de I'hypothese de
Chernoff f)(6) # 0.

3) Cas particulier : k = 2. Si la densité f est C? au voisinage de #, le théoreme 2 établit
alors que la vitesse p.s. de |87-8| est en O(n~'/5(log,n)'/®), vitesse obtenue pour h,
de l'ordre de n~1/5(log, n)!/5. Ce résultat améliore donc celui de Chanda et Ruymgaart

(1990), pour lequel la vitesse p.s. de |0;-8] est en o(n'(;"“)) pour € > 0.

2.2 L’estimateur de Venter

Nous désignons par |u|, respectivement [u], pour u € IR, la partie entiére inférieure,
respectivement supérieure, de u, i.e. les entiers définis par u-1 < |u] < uet u < [u] <
u+l.

Définissons tout d’abord I’estimateur de Venter 8,,. Pour cela, posons N, = [n(1-2a,)].

. si N,, est un entier pair

X

é kn+N—:"'.ﬂ (2)
n B 1 . . - £
5 [an+~,2+1_1."+Xk"+.v,,2+;_n] . s1 N,, est un entier impair

ol k, € {l1,..,n-N,,} est toute valeur de k € {1,..,n-N,,} telle que
X4 Nap =Xk = mingeqr,..n—Nop} (Xkt Moy 0= Xien )-
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Notons que k, et par conséquent #, sont, p. s. quand n — co, définis de maniére unique.
Pour cet estimateur, nous avons besoin des hypotheses suivantes :

Sur la densité

(V.1) la densité f admet un support de la forme § =la.b[. avec —00 < a < b < oo, ie.
f(x) > 0 pour tout € S, et f(x) = 0 sinon.

(V.2) f admet un unique mode 6 € S, qui vérifie

sup  f(t) < f(@),pour tout y > 0.
{tes:[t-0|>~}

(V.3) f est continue sur son support S .
Sur a,
En posant b, = %—a.,,
(V.4) {b,n > 1} est une suite décroissante de réels strictement positifs vérifiant

ﬂl'Lnch b, =D

(V.5) n~'*(log, n)'/? = o(b,), quand n — +00 .
Les résultats que nous obtenons sont présentés dans les deux théorémes suivants.

Théoréme 3 Sous les hypothéses (V.1) -+ (V.5). nous obtenons que, p.s. quand n — +00

6,-8] = o(1).

Théoréme 4 En plus des hypothéses du Théoréme 3. nous supposons qu’il existe un
entier k > 2 tel que

(i) f est C* au voisinage de 0 avec f)(8) = fO(0) = ... = F9@)=0

.. | k-2, sik est impair
%I = k-1 , si k est pair

et que

(ii) f3(0) < 0.
Alors, p.s. quand n — 00, nous avons
it { 0] (L“EW%LJ’—“) 8 by < B
O(bk-1) Swidle e Hoa

ot n'/@k=N(log, n)=1/Gk=1) x [, tend vers une constante strictement positive. lorsque
n — 400.
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La meilleure vitesse de convergence p.s. de |é,, -0|. que nous obtenons est
0,-0| = © (n—(k—I)/(SIr—l)(logz ,,)(k_:)/m.*:)) , p.s. quand n — 400,

vitesse obtenue pour un b, de I'ordre de n='/*=1)(log, n)!/(3%=1),

Remarques : 1) Venter (1967) considéere une densité f de mode # admettant le développement :
f(z) = y0-37(z-0)*+0(|x-0]*) quand z est proche de 0. avec 4,70 > 0. Il obtient que
6,-0] = o(n~1/*(log n)"/2), p.s. quand n — +00. Le résultat du Théoréme 4 améliore donc
celui de Venter, puisqu’il établit que la vitesse p.s. de |§,-6] est en @ (n‘”5(log2 n)”s)
(vitesse obtenue pour un b, de I'ordre de n=1/°(log, n)'/%).

2) Venter (1967) considere également le cas d'une densité f de mode @ admettant le
développement : f(x) = y0-37(2-0)*+273(2-0)*+o(|r-0[) quand x est proche de 0, avec
¥:90 > 0. 1l obtient que |8,-0] = o(n~'/5(log n)'/?). p.s. quand n — +co. Le résultat du
Théoréme 4 améliore donc celui de Venter, puisqu’il établit que la vitesse p.s. de |#,-8|

est en O (n_l/“(log2 n)1/4) (vitesse obtenue pour un b, de I'ordre de n~/%(log, n)'/®).

3 Démonstrations

Introduisons quelques notations : soit, sans perte de généralité, X; = G(U;),i = 1,2,...
ot les U; sont des variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées de loi uni-
forme sur [0,1]. Posons U,(z) = 1{U; <z : 1 < i < n}, v € IR, la fonction de répartition
empirique uniforme et V,(s) = inf{x > 0: U/,(x) > s}, 0 < s < 1, la fonction empirique
uniforme des quantiles.

L’estimateur de Chernoff, respectivement Venter, a la particularité d'étre en rela-
tion avec la solution d’un probléeme de minimisation d'un processus, fonction des accrois-
sements du processus empirique uniforme. respectivement du processus empirique des
quantiles. Plus précisemment, nous nous ramenons & 'étude d’une variable aléatoire T},
respectivement s qui p.s. quand n — 0o, minimise un processus de la forme

E,.(T) = D,(T)+ A.(T), pour T dans un voisinage de 0, (3)

ou D, est une fonction déterministe qui admet un développement asymptotique de type
polynomial d’ordre deux en T, et A, est une fonction des accroissements du processus
empirique uniforme, respectivement du processus empirique des quantiles. Cette derniere
partie aléatoire se traite en faisant appel a des résultats de type loi du logarithme itéré.

3.1 Résultat préliminaire

Nous établissons tout d’abord un résultat simple d’analyse, qui est nécessaire au trai-
tement du probleme de minimisation de (3).
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Proposition 1 Soient g, f et E trois fonctions définies sur IR*. & valeurs réelles, et
vérifiant

(i) 9(T) < E(T) < f(T), VT € IR* .
(ii) g(T), E(T) et f(T) sont continues sur IR* .
(iii) imgp— 4o g(T) = +00.
Alors, un majorant des valeurs de T qui minimisent E(T') est défini par
T* = max{T > 0/g(T) = inf[/(s)]}
La preuve de la Proposition 1 se trouve dans Leclerc (2000a).

Remarque : L’analogue de la Proposition 1 sur IR™ s’énonce de la méme maniere.

3.2 Preuve du Théoréme 1

La démonstration s'inspire de celle du résultat de Romano (1988) qui établit la conver-
gence presque siire de 'estimateur a noyau du mode.

Posons P,(t) = Fy(t+hs)-Fy(t-hy) et pa(t) = F(t+hy)-F(t-h,), sur t € R. Comme
6* maximise P,(t) sur ¢ € IR, il est clair que

) ey & 2 L)
i (_2}1 ) e ( 2h,

lim inf (P?",Ef) -f(ﬂ)) +£(80)

n—4oco

A

Il

En supposant

(i) liminfy— o (22-1(8)) = 0 pss.,
(i1) pour tout o > 0,limsup, ., ., SUP(¢.1—g|3+} (%(fl) <af(8)epiaiY,

nous obtenons alors, pour tout o > 0, que

cal Pn(ﬂ")) . (P,.(t))
liminf [ ——"~| > limsu su ok
b ( 2hy ﬂ—‘+mp{f:|f—ﬁl|)2¢-) ikt

ce qui implique que p.s. quand n — +o0 : |05-0| < .

1l nous reste donc & montrer que les deux assertions (¢) et (i¢) sont bien vérifiées.
Observons pour commencer que (C.4) combinée avec la loi du logarithme itéré de Chung
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(1949) et Smirnov (1944) (voir par exemple le théoreme 5.1.1 de Csoérgd et Révész (1981)
page 157) implique que, p.s. quand n — +00

EL(t)-p.(t I
oup | O L gup - (0]
telR n n elR
2 o(*.*“’?(l:gzn)m)

— il (4)

Vérifions maintenant (7). Deux développements de Taylor-Lagrange & 'ordre 0 de F
en @ combinés avec (C.2) et (C.3) donnent que

lim sup
n—+400

0 -l
DO < tim 3 sS04 0-ahe) SO
= (5)
Ut =bit7 =Wl e ) <SS =10
En combinant maintenant (4) avec (5), il est clair que I'assertion (i) est donc bien
vérifiée.

Vérifions maintenant (i¢). Deux développements de Taylor-Lagrange a 1'ordre 0 de F
en t combinés avec (C.3) et (C.1) donnent que, pour tout v > 0

limsup sup (p_(f)) = sup  f(t)

n—too (t:|t—0]>2v) 2h, {t:]t-8]>~}

< f(0). (6)

Soit ¢ > 0 une constante. En combinant (4) avec (6) (avec v < &/2), nous obtenons

que
Pt 3 ; Ll
limsup sup (L) =<, Nilim Seisup +limsup sup (p_())
n—too {t:|i-8|>0} \ 2hn n=+20 (y.11—g] >} n—too {t:ft—8]2a} \ 2hn

£(6) ps.

L’assertion (¢z) est donc bien vérifiée, ce qui termine la preuve du Théoréme 1.

Pn(f)_pn(t)

A

3.3 Preuve du Théoréme 2

Nous utilisons la transformation suivante de l'estimateur de Chernoff. Nous posons
0% = T,+0 dans (1) et écrivons que T,, est défini par

T, est toute valeur de T' € IR qui minimise la fonction (7)

= PR AT E LT ).

n
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Notons que T, n'est pas défini de maniére unique. Ceci n'est pas un probléme car les
résultats présentés ci-apres sont établis pour toute valeur T}, satisfaisant (7).

Pour la démonstration du Théoreme 2, nous avons besoin d’établir, au préalable. le
résultat suivant.

Lemme 1 Soit f une densité de mode . Supposons les hypothéses (C.2) et (C.3) vérifiées.
et posons

0 <m=inf_ <. f(f4+7) < +00, poure >0,
an = 8% pour d > 0.236...

Alors, nous obtenons que p.s. quand n — +00
L}(T) = [F(0-hn+T)-F(0-hn)]-[F(0+ho+T)-F(0+he)]+Crtpin(T), (8)
avec C, indépendant de T' et

ln(T)] = /IT] x n™/*(log, n)/2 x O(1), (9)

ot le O(1) est uniforme en T € D = [-n,-22]U[22,9]. avec n > 0 une constante suffi-
samment petite.

Remarques : 1)Le fait que f admet un mode # et I'hypothese (C.2), nous assurent de
I’existence d'un € > 0 tel que m > 0.
2)Le terme C, n'intervient pas dans la minimisation de LA

Preuve du Lemme 1 :

En combinant (7) avec le fait que, sans perte de généralité, U, (F(z)) = F,(x), remar-
quons que L3 (T') s’écrit comme (8) avec C, = U, (F(0-h,))-Un(F(0+h,)) et

pn(T) = A[Un(F(O-hp+T))-F(0-ho+T))-[Un(F(0-hn))-F(0-hs)]} -
{[Un(F(8+hn+T))-F(0+ho+T)]-[U, (F(9+h ))-F(0+h,)]}
= A-B

Les termes A et B se traitent de la méme maniere. Pour obtenir le \/ﬁ de (9), nous
utilisons le résultat suivant qui découle du théoréeme de Csaki (théoreme 4.5.4 page 148
de Csorgd et Révész (1981)).

Sia, = ilﬂfz—" oit d > 0.236... et U, (s) désigne la fonction empirique associée a U;...U,
des variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées de loi uniforme sur [0,1],
alors, pour P > 2 fixé, et pour presque tout w, il existe R = R(w) < +00, tel que pour
tout n > R

sup e < P xn'?(logyn)'2 (10)
z€fani-an] y/z(1-7)
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Afin de pouvoir utiliser ce résultat. nous effectuons le changement de variables suivant.
Soient U;,7 = 1...n les variables aléatoires indépendantes uniformément distribuées sur
[0,1], définies par

- U;-F(0-h,
Ui 1-F(8-

,si F(0-h,

) J= U<l
ha) . si 0<U; < F(6-hy)

Nous obtenons alors que la fonction de répartition empirique associée a Uy, ..., U, est

[ U(F@-hae)-Un(F(O0-h)) 5 0z < 1-F(6-hy)
U"{x)“{ LU (b))l (FB-hyrz-1) . si 1-F(0-hy) <2 < 1 (11)

Considérons maintenant T € [22,7] et posons = = F(0-h,+T)-F(f-h,). Comme
(C.3), un développement de Taylor-Lagrange a I'ordre 0 de F' en (f-h,) donne, pour 5
suffisamment petit, et quand n — 400, que

z =T f(0=-h a1 T) , 00 0 < i = pi(Ty k) < 1
e e s l=an

Nous pouvons donc combiner (11) avec (10), ce qui implique que, p.s. quand n — 400

Al = |Un(z)-z]
Py/z x n~?(log, n)'/?
= VT x n™Y?(log, n)"? x O(1),

olt O(1) est uniforme en T € [22,7].

IA

Le cas T € [-n, -%2] se traite de la méme maniere en utilisant le terme v/1-x de (10).
Finalement, nous obtenons donc que, pour tout T € D = [-n, -22]U[22, 4], p.s. quand
n — 400

|4 = /IT| x n7"/*(log, n)'/? x O(1),

ou @(1) est uniformeen T € D.

Une démarche analogue permettant de traiter le terme B, la preuve du Lemme I est

donc terminée.

Preuve du Théoréme 2 :

Dans cette démonstration, nous allons effectuer des développements de Taylor de F,
ce qui nous amene a préciser I’hypotheése (i) du Théoréme 2. Nous ne considérons ici que
le cas ol f est C* au voisinage de @, avec k > 3 un entier impair tel que

FO8) = FO(8) = ... = f-2(8) = 0
1#(68) #0

Les trois autres cas de figure se traitent de la méme manieére.
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Nous allons, dans un premier temps, combiner le Lemme 1 avec des développements

de Taylor de F'.

Soit 7 > 0 une constante suffisamment pehte 0 <m=inf_.c,< f(6+2) < +o0, pour
i Ui k= ﬂ‘{fﬂ pour d > 0.236.... D'aprés le théoreme 1, p.s. quand n — +o00,
T, minimise LY (T) pour T € [-7.7)]. Remarquons que si T' € [=22, 2] alors le résultat
du Théoréme 2 est immédiat, ce qui nous permet de considérer L} (1) pour T € D =

[*7]1 ‘%ﬂn} U[%ﬂn, T’]'

Posons ®(v) = F(0-hp+vT)-F(f+h,+vT). Le Lemme 1 combiné avec la formule de
MacLaurin, a l'ordre (k-1), appliquée & ® au point 1, permet d'écrire que, p. s. quand
n — +00, T, minimise

[F(0-hatT)-F(0-h,)]-[F(0+hy+T)-F(0+h,)]+pn(T)

[@(1)-0(0) 411 (T)
2 3 (k—1) k
P%UH%@MF%@W%”W%HYWAUF%VM)HMTy (12)

ol
pa(v) = FE(0-vh,)-fO(Oavh,) , s =1,2, 40, k-1
er(v) = fE)(-vhy+aT)- f5 D (0+vh,+aT) , pour un 0 < a = a(v) < 1
|1a(T)| = /ITIn"1*(log, n)!/? x O(1), ot le (1) est uniforme en T' € D

Nous allons maintenant appliquer la formule de MacLaurin. a I'ordre (k-s), aux p,(v)
et au point 1, pour s= 1,2+, k.

Comme (C.3) et f est C* au voisinage de #, avec k impair, la formule de MacLaurin,
a 'ordre (k-1), appliquée a ;(v) au point 1, donne, quand n — 400

(1) (3) (k-2
wﬂg:gmeMJﬁmeaudﬁﬂﬂkg [ﬂ“emhnﬂWmm ha)l.

oul<p <l

En combinant ceci avec I'hypothese () et (C.3), nous obtenons quand n — +00, que

Tou) = 220 s (14001), (13)

ou le o(1) est uniforme en T' € D.
Nous procédons maintenant de la méme maniére pour y,(1). Comme (C.3) et f est

C* au voisinage de @ avec k impair, la formule de MacLaurin, & I'ordre (k-2), appliquée
a y(v) au point 1, donne, quand n — +00

(2 (4) (k—1) k=1
ost) = -2 D a1 00O oyt L K ) (0480,
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En combinant ceci avec les hypotheses (i), (i) et (C.3), nous obtenons quand n — +co,
que
T2
S ea(l) = -Tha fA(0) x (140(1)), (14)

ot le o(1) est uniforme en 7' € D.

Intéressons-nous maintenant & ¢,(1). pour 3 < s < k-1. Comme (C.3) et f est C* au
voisinage de 8, la formule de MacLaurin, a l'ordre (k-s), appliquée a p,(v) au point 1,
donne, quand n — 400

(s) (s+2) _1)k-2
(193(1) ==y f 1'(6) _thf 5 (9)_ ol +((k1}3)‘ hi—s[f(k—l)(g)_(_l)k_,f(k_l)(a)]
((—kl):_l) hk—s+1[f(k) 0- 3k n) (L 1)k—a+lf(k}(9+ﬂshn)]!
ol i<l < 1.

En combinant ceci avec I'hypothese (i) et (C.3), nous obtenons quand n — +00, que

T | T?*h, x o(1) ,sis est impair
?%(1) = { T3h, x O(1) . si s est pair (15)

ot les o(1) et @(1) sont uniformes en T' € D.
Intéressons-nous enfin & ¢x(1). Comme (C.3) et f est C* au voisinage de 0 avec k

impair, la formule de MacLaurin, a l'ordre 0. appliquée & @ (v) au point 1, donne, quand
n — +00

or(1) = ~ha[f®(0-Biha+aT)+f P (04Bihn+aT)],

ounl<fr<l.

En combinant ceci avec I’hypothése (i) et (C.3), nous obtenons quand n — +00, que

Tk
Tel) = T3h, x O(1), (16)

ot le @(1) est uniforme en T € D.

Posons maintenant r = - f®(0)+TO(1), [ = FQﬂﬂ # 0 et v, ﬂ]“—gl'l)—“ En
combinant (12) avec (13), (14), (15) et (16) nous obtenons ﬁnalement que p s. quand
n — +00, 1, minimise

En(T) = rT%x (1+o(1))+IThE x (1+o(1))+y/|TJen x O(1)

ot 7 > 0 dés que la constante 7 est suffisamment petite et les o(1) et @(1) sont uniformes
enT €D.

Achevé d'imprimer - Le Clavier - 75019
Septembre 2001 - Dépét légal n°279





