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Prédictions Bayesiennes en fiabilité :
Cas d’une loi exponentielle

A. Chadli*

Résumeé : Dans ce travail, nous nous intéressons a la prédiction Bayesienne
de statistiques d’ordre et de fonctions de celles-ci, a partir d’observations
faites sur un premier échantillon et avec différents types de données.

Outre la densité prédictive, un prédicteur a été trouvé dans chaque cas
et pour une distribution exponentielle. La loi a priori sur le parameétre est
supposée de type conjuguée naturelle. On procede également & des simula-
tions de données de type attribut dans le but de calculer des prédicteurs et
des intervalles de prédictions de la 1°7° statistique d’ordre.

Abstract : In this work, we consider the Bayesian prediction of order statis-
tics and functions thereof from observations made on a first sample and with
different types of data.

Besides the predictive density, a predictor has been found in each case and
for an exponential distribution. We adopt the conjugate form for the prior
distribution of the parameter. In order to compute predictors and predictives
intervals of the first order statistic, we present some simulations whose data
are of attribut type.!

1 Introduction

Le probléme de la prédiction de statistiques d’ordre et de fonctions de
celles-ci et ses applications en fiabilité a fait I'objet de plusieurs articles.
Plusieurs auteurs se sont intéressés a ce probléme en utilisant une approche
classique, Dunsmore (1974) [5}; Bancroft et Dunsmore (1976) [2]; Prezzi,
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Geyskens et Monteiro (1996) [12]; Pan (1997) [11]; Tanner et Wong (1983)
[14]; ainsi que Muller et Wang (1994) [9]. Dans le cas o les données sont
censurées, le probleme a été étudié par Padgett et McNichols (1984) [10].
L'approche Bayesienne a été également utilisée avec des lois a priori con-
Juguées naturelles ou non informatives sur des données complétes ou cen-
surées et avec différentes lois. Bratcher-Schucany et Hunt (1971) [3] ont utilisé
des données compleétes ; Dunsmore (1974) [4] a étudié d’une maniére générale
les tests de survie; Evans et Nigm (1980) (7, 8] ont étudié la loi exponentielle
tronquée et la loi exponentielle bivariée avec des données censurées de type
II; Arnold et Press (1989) [1] ont considéré la loi de Pareto; Erkanli, Maz-
zuchi et Soyer (1998) [6] ainsi que Van-Batenberg et Kriens (1989) [15] ont
appliqué les résultats de la prédiction Bayesienne a la fiabilité en particulier
pour estimer le taux de panne et la fonction de fiabilité.

On dispose d'une experience E dans laquelle n items sont soumis & un
test de survie. La durée de vie de chaque item est X; (i =1,....n). Les X;
suivent une loi exponentielle & un parametre dont la fonction de densité est

f(z]8) =6exp(—0z), %208 =8, (1)
La fonetion de répartition est
F(xz|0)=1-exp(—0zx), o il he i)

On s’intéresse d’une part a la prédiction dans un futur échantillon (Y3, ..., Y ),
indépendant du premier, de la £**™¢ statistique d’ordre

Y = Yy, 1<k <N, (2)

et de la durée de vie de N items jusqu’a la £*“™¢ panne

k
Y=Y Yo+ (N-k)Yp, (3)

g==1}

et d’autre part, a la prédiction dans un méme échantillon de
Y = X, r<k=<n (4)

o 0 < r < n est le nombre de pannes observé dans [0, 7],
et
Y = nombre de pannes dans [X(,). Xy + T] ; (5)




ou (Yu),Y(g),...}Y{N)) est la statistique d’ordre de (Y1,Ys,....Yn); X la
ri¢me gtatistique d’ordre; T > 0 est un paramétre temps fixé d’avance.

Les prédictions Bayesiennes de (2), (3) pour des données censurées de
type II ont été obtenus par Dunsmore (1974) [4] et Evans et Nigm (1980)
[7],[8]. On se propose le méme probléme pour des données de type attribut.

Ce papier est organisé comme suit. En section 2, on décrit le probléme
avec quelques rappels. la section 3 donne la densité prédictive et un prédicteur
de (2) et (3). En section 4, on s'intéresse a la prédiction dans un méme
échantillon de (4) et (5) quant on fixe le temps d’observation T'. En section 5,
on applique les résultats obtenus précédemment & la prédiction de la durée
de vie de quelques systémes. On termine en section 6 en procédant a des
simulations pour la prédiction de Y{y.

2 Description du probléme et préliminaires

On observe n variables aléatoires (v.a.) X, Xs, ..., X, indépendantes et
identiquement distribuées (i.i.d.) de loi P? et & valeurs dans (X, B), dans
ce qui suit, on suppose que la loi P? est la loi exponentielle de paramétre 6.
On suppose alors que les observations sont de type attribut pour prévoir (E)8
(3),(4) et (5).

2.1 Données de type attribut

On fixe la durée du test & un temps 7'; les données issues de ce test sont
résumées par le nombre  de pannes ayant eu lieu dans (0,7, z = 0,1, ..., n.
La vraisemblance est alors

L) = (1) (F@1OF L= F (T O]
Il est supposé que tout item tombé en panne dans [0, 7] est non renouvellé.

2.2 Distribution de la k¢ statistique d’'ordre

Soit (Y1,Ys, ..., Yn ) un N-échantillon de méme loi que X;.La va. Y =
Yy, 1 € k < N, représente la durée de vie du k%7 item tombé en panne.
On aurait besoin par la suite de la densité et de la fonction de répartition de



Y = Y définis respectivement par :

fo w9 =+(} ) W10 7101~ FloP, y>o
et

Fiow16) =3 (N) Fy |01 -Fy| o

1
1=k

2.3 Reésolution de ce probléme de décision par la méth-
ode de Bayes

Le modele statistique associé a ce probléme de décision est (X, B, Py),cq »
ol (Fy)geq est une famille de mesures de probabilité sur (X, B)et © est Pes-
pace des parameétres. Soit Y le résultat d’une expérience future ayant pour
densité de probabilité f(y/#). Soit (D, D) 'ensemble des décisions muni
de sa tribu Borélienne. La fonction de perte est supposée quadratique (voir
Robert (1992) [13]). On pose

v:0 x D — R*, v(f),d):/R+(y—d)2f(y|6)dy.

Dans ce cas précis on a X = {0,1,...,n}, D = R* et © = R*; ceci pour des
données de type attribut.

On munit l'espace des paramétres © d’une mesure de probabilité 7 de
densité 7 (#)par rapport a la mesure de Lebesgue; la densité a posteriori de
6 est alors
_ L(6z)7n ()
~ Jo L(8;z)7 (6)dE’

ou L (6; z) est la fonction de vraisemblance quant on a observé z. On calcule
ensuite pour chaque décision d € D le risque

7w (6| x)

R = [v@ar@2d= [ (-0pl|a)dy=E(¥ -] 1).
on
p(yz:c)=/ef(y|e)w(9|x)da

est une densité appelée densité prédictive de Y quand z est observé. On
cherche




ESBRT (d).

celui-ci est égal &
minR? (d) =V (Y | 2),
deD

o V (Y | x) est la variance prédictive de Y.
On conclut que la régle de décision 6, de Bayes associe a tout z€ X, un
prédicteur 6, (z) tel que :

b (z) =E(Y | 2)

3 Preédiction dans le cas ou les données sont
de type attribut

Soit = le nombre de défaillances dans [0, T}, (z = 0,1,...,n); T étant fixé

d’avance. On suppose sur # une densité a priori de type conjuguée naturelle.

La loi du nombre de pannes dans [0, 7] est une loi binomiale b (n, p) o
la probabilité d'un succés est p =1 — exp (—6T'), d’ou la vraissemblance

L(6;z) = (:) [1 - exp (—0T)]" exp (=0T (n — 7))

()5 (orcora-rron

1=0

If

La loi a priori sur 6 étant une loi gamma (g, h), la densité a posteriori est
alors donnée par

iy A—l"l(_g,r_) ¥ a1y (‘:)99—1 op(—O(H +iT)), 0>0,
i=0
oul(g) = [; 2¢ e *dz, H=h+T (n—3x), A= XI: =0 (T) (H+1iT)™7.
1=0

3.1 Prédictionde Y =Y, 1<k N

La densité de la k'™ statistique d’ordre est donnée par

k—1
fw(y|6)= k(j:) > (=1y (k; 1)Bexp(—9y(N —k+1+34),y=0.

i=0



L’intégration par rapport a # du produit fioy (] 8)7 (0] ) conduit a la
densité prédictive

ple) = 5L Z; iy ©)

X | 6%exp(—0(y(N —k+1+4)+H+iT))do

gkzgf) Z§ (1) (:) (k . 1)

J
X[y(N —k+1+j)+ H +iT) @t

La fonction de répartition prédictive de Y est

Flylz) = [p(z]z)dz

e M i gt

Y
x/ (N —k+1+j) +H+iT)] ¥ d.

ck.\__\'@

‘-C:

(=}

- SR () Yo

X {(H+T) - [y(N—k+1+j)+H+T]7%}.
En particulier pour £ = 1

T

F(y|r):1—%Z(—1)i (Z) [Ny+ H +4T]7°.

=0

La fonction p (y | z) étant une fonction strictement décroissante de v, si on
cherche un intervalle de prédiction de niveau (1 — ) et de la forme (0,a):
alors a est solution de

%g(qf (f) [Na+ H +4T)7 =




La solution de I'équation ci-dessus peut étre approchée par une méthode
itérative.

Sous 'hypothése g > 1, un prédicteur de Y serait

EB(Y |z) = /Dmyp(ylw)dy ™
_k_ﬂ ot it (T for—1l (NAk:-l-l-l-j)_z
A(g—l)gg( 1) (L)( J ) (H-l-iT)g_]

(-1)’ (T) (H + i)

=0 . g
X [Z(—UJ( , )(huk+1+j)—2}
j=0 J
En particulier pour k = 1:
1 - % i Ty
2—0)
k
3.2 Prédictionde Y = Y, + (N - k)Y
i=1

Du fait de la propriété de perte de mémoire de la loi exponentielle, il
est connu que si Y1), Yy, ..., Yoy est la statistique d’ordre de Y3, Y5, ..., Yy
ou les vaa. Y; (1=1,...,N) sont i.i.d. et de loi exp(#) alors Y suit une loi
gamma (k,0) (voir Dunsore [4]) dont la densité est :

flylo)= iy‘“”‘exp(—é*'y) y200>0
T (k) ' . )

La densité prédictive p(y | z) de Y s’écrit :

ply| ) ]Omfww)wwmme
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ol :
B(k,g) =/ -1 (1~ ) dt.
0

On remarque que la loi conditionnelle de Y sachant z est une combinaison
linéaire de lois beta de type II, ou la loi 3, (k, g) est définie par sa densité :

1 yk—l
fly) =
La fonction de répartition prédictive F(y|z)deY est

Blkg) | (1+y)
1
F(ytx)”Aﬁ(k,g) o ( )/ [z +H+1T‘°+9dz

Un intervalle de prédiction de Y de niveau (1 — ) et de la forme (0, ) est
tel que z soit solution de

-~ Z -1 (f) (H+1T)™ Lo (K, g)
=0

Ly (k,9) - / e
T R A

ot I(,,) (k, g) est la valeur d'une loi beta de type II de paramétres k et g au
point a; = z/ (H +iT) . Sous '’hypothése g > 1, un prédicteur de Y serait

SR S 1 - Lo = yk
R L Aﬁ{k,g)g( Y (%)/o [y+H+iT}‘°*9dy ®)

_BlErLg- D~ e
= (S e ) (i)(H“T)

= .Z(gL_)Z( 1) ( )(H+1T)

On remarque que pour k =1, E(Y | z) = NE (Y | ), (voir (8)).

y>0

s

4 Prédiction dans un méme échantillon

Ayant observé r pannes dans [0,7] et sous 'hypothése r < n, on s 'in-
téresse a la prédiction de Y = Xppy =T ,({=1,2,....n — r) et a celle du
nombre de pannes Y dans [T, T +t}, o t > 0 est un tu’npc; fixé 4 avance.
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4.1 PrédictiondeY = X, ;) - T
La densité de X, sachant Xy < T < X(r41) est pour z > T':

1 Fz|®)-F(T|0)]"" f(=|0)
f“‘*”(:”g)z5(£,n—r—£+1)[ —F(T|6) } —F(T|9)
1-F(z|9)]"
"[—F(m)] |

Ce qui donne pour Y = X4y — T,

fow®=1("] )Z( y (' )eexp( y(n-r—1+j+1), y30.

En remarquant que Y = X, — 7' a la méme distribution que la [*™
statistique d’ordre d’un échantillon de taille n — 7, les résultats de cette sous-
section se déduisent de ceux de la sous section 3.1 en remplacant k par [, N
par n — r et = par r. La densité a priori sur # est supposée celle d'une loi
gamma (g, h), la densité prédictive p (y | r) est alors

plylr) = &Pgé(q)‘ﬂ (’;)(l‘;l)
x[y(m—r—1+j+1)+H+T) @

En particulier pour [ = 1

plylr) = g(—nA_—ﬂ > (-1 (:) [y(n —r) + H 447700
1=0

La fonction de répartition prédictive F (y | ) de Y est alors

Bk = (Mii 1”(r)(lgl)(n—vuiﬂﬂ)"l

t=0 7=0
x {(H+iT)? —[y(n—r—1+1+j)+H+T)|?}.

En particulier pour [ = 1, un intervalle de prédiction de niveau (1 — «y) pour
Y = X(;41) — T est tel que z soit solution de

AZ () (n—r)z+ H+T|™¢ =



Par rapport a une fonction de perte quadratique et sous 'hypothése g > 1
(voir(7))

Ealrohr) &= [(; rl) [Z( 1) C) [H+-11T]“9-”}

: By __.2}
(=1 . Jn—r—=0{+14+35)"].
XL‘D (] ) ke i

En particulier pour ! = 1 (voir (8))

1 3 i T W Bl
B0 1) = 55—y 21 (1) @+
ou }’rl = JX-(.,-+'I) -T.

4.2 Prédiction du nombre de pannes dans [T, T + t| quand
on a observé r pannes dans 0,7

Soit Y la v.a. donnant le nombre de pannes dans [T, T + t]. Puisque

Y>Ii)& [X{r+1+1) =T< t] .

o1l a
PY>1) |r]=P(Xpssny—T <t|7).

On connait la loi de X, sachant r, on peut en déduire la loi de X441y
sachant r par

p>t1n = CBEDS S () () o reren

i=0 j=0

x{H+aT S _[t(n—r—1+7j)+H+iT)?}.

En particulier, la probabilité d’avoir au moins une panne dans [T, T + t] est

r

PY>0|r)=1- %Z(—l)‘ C) [t (n— 1)+ H + iT]™

1=0




i
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Un prédicteur de Y serait le plus proche entier de E (Y | r) :

S F(Ysiln
=0

S ST ) AT T e

J:

x{(H+iT) " =ft(n—r—1+j)+H+iT|?}.

EY |r)

5 Application des résultats obtenus a la pré-
diction de la durée de vie de quelques sys-
témes

Soit S; un systéme A k composants identiques ayant chacun une durée
de vie dont la densité f (2 |6) est donnée par (1). A partir d’observations
censurées de type II ou d’observations de type attribut d’un n-échantillon de
(1), les résultats obtenus en sections 3.1, 3.2 et 4.1 permettent la prédiction
de la durée de vie du systeéme Sy, . Ci dessous quelques exemples de systémes,

5.1 “r out of k system?”

Etant donné un systéme S qui fonctionne si et seulement si r des k&
composants fonctionnent simultanément.

“rout of k7 correspond A un systéme de composant en série.

“1 out of k "correspond & un systéme de composant en paralléle.

On peut considérer que les durées de vie Y,.Ys, ...V, de chacun des
composants du systéme constituent un k-échantillon de (1) indépendant de
I'échantillon (X, X5, ..., X,,) des observations. Ainsi la prédiction de Y est
équivalente a la prédiction de Yy, 1 € r < k. On peut donc appliquer les
résultats de la sous-section 3.1 avec N = k et k = r dans le cas de données
de type attribut.

5.2 “Stand-by redundant system”

Etant donné un systéme Sy a4 k composants identiques; un composant
d’origine et (k — 1) composants de rechange, chacun commencant son fonc-
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tionnement dés que le composant précédent tombe en panne. Ainsi le systéme
Sk est défaillant quand il n'y a plus d’unités de rechange, sa durée de vie Y
est donnée par :

Y=Y +Y,+ .. +Y..

On peut donc appliquer les résultats de la sous-section section 3.2 avec k = N.

5.3 Systéme en série avec “stand-by components”

Un tel systéme est constitué de k composants opérant en série avec (r — 1)
unités de rechange. On suppose que chaque unité tombée en panne est rem-
placée instantanément par une unité de rechange de sorte que la durée de vie
Y de Si soit égale a Yy, (1 <! < r). On peut donc appliquer dans ce cas
les résultats des sous-sections 3.1 et 4.1.

6 Simulations

On effectue des simulations pour obtenir des prédicteurs et des intervalles
de prédiction de Y{;y dans le cas d’une distribution exp (#) pour des données
de type attribut. Pour différentes valeurs de 8, on calcule la fonction de risque

R(0,d(x)) en utilisant la loi des grands nombres. Un prédicteur de Y = Y[y,
quand 2 est observé est obtenu en (8).

Un prédicteur de Y = Z Yoy + (N — k) Y{z) quand z est observé est obtenu

en (9).
Une borne supérieure de prédiction de Y{;) de la forme (0,2) et de niveau
(1 — ) est telle que z soit solution de :

ZI: (—1)1. (T) [Nz+h+T(n—2z)+:T]*

1=0

Z@ (=)' () [h+ T (n— z) +4T]

Cette équation est résolue par la méthode de Newton. Les valeurs choisies
pour effectuer les simulations sont : n = 10 le nombre d’items observés dans
0, 7], T = 10 la durée de 'observation, g = 2 et h = 0.01 sont les parametres
de la loi a priori sur # qui est de type gamma (g,h), N = 20 taille d’'un
échantillon futur tiré d’une méme loi exp (#); = le nombre de défaillances
(noté ix ) observés dans [0,7T |; z = 0,1, ..., n. Les valeurs de & sont simulées.

——
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Les résultats pour chaque valeur de # sont groupés par tableau : lére
ligne : les valeurs de ix (simulées), 2¢éme ligne : les valeurs de la premiére
statistique d’ordre Y{;; d'un échantillon futur indépendant du premier et de
taille N (simulées), 3éme ligne : les valeurs pour chaque ix observé d’'un
prédicteur d(x) de Y{y) (calculées en utilisant un programme fortran), 4éme
ligne : on calcule les écarts quadratiques (Y{l) —d (I))Z, Séme ligne : pour
chaque ix observé, on calcule une borne supérieure de prédiction z de niveau
0.95 et avec une précision e = 0.001 (z est calculée en utilisant la méthode
de Newton).

On calcule au bas de chaque tableau : la moyenne empirique ME de Y{y),
la moyenne théorique MT de Y}, (MT = 1/N#), la moyenne des prédicteurs

R(e,d):%;

N

=

MP et la valeur de la fonction de risque au point 6 :

Y Wy = (@],

Les résultats de la simulation pour 6 = 0.0142 sont données ci-dessous :

Table 1 : Résultats de la simulation pour 8 = 0.0142

ME=2.75

de risque.

X 0 3) il 2 2 1 A 0 2 1
Yo 570 207619 [0.58]1.16]1.18 | 1.21 | 0.40 | 1.29 ] 0.07
d(x) 489 (058236 |[148]1.48[236]1.48[499 | 148236
(yay-d(x))? | 0.50 |[2.19] 14.66 | 0.81 [ 0.10 | 1.39 | 0.07 | 21.06 | 0.03 | 5.24
z 17.36 | 1.90 [ 8.12 [4.07 [4.97 | 812|4.97|17.36 | 4.97 | 8.12
0 1 4 0 4 0 1 0 1 4
6.60 [3.33]0.74[5.06 |074|7.16 |1.29|953 [0.10 | 0.85
499 (2360771409 077409 |2.36|4.99 |236]0.77
259 10.94]0.00[000 {0.00]470 |1.14[20.61|5.10 ] 0.00
17.36 | 8.12 | 2,51 | 17.36 | 2.51 [ 17.36 | 8.12 | 17.36 | 8.12 [ 2.51 |

MIF=8.52:

Valeurs calculées 4 partir de la table 1 :

MP=2.64:

R(9, d(z)) = 4.05.

Valeurs de 6 choisies pour tracer R(f,d(z)) :

On refait ce travail pour différentes valeurs de # afin de tracer la fonction

0.0060 | 0.0110

0.0125

(0.0142

0.0200

0.0250

0.0330

0.0500

0.0600 | 0.0700

0.0800

0.0900

0.1000

0.1200

0.1400

0.1500




T
T

+ t + + t ' t t t T \
0.0126.0250,0379.05 0.0626.0750.0876.1 0.1125.1250.1378.15

X

Fonction de risque R(6, d(x))

7 Conclusion

On remarque qu’en moyenne pour des valeurs de g et h se rapprochant
de ceux d™une loi a priori non informative sur 6, la valeur d’un prédictenr de
Y1) est sous estimé par rapport a sa valeur moyenne théorique.

Ceci est particuliérement visible pour les valeurs de 6 telles que la moyenne
de durée de vie (1/8) soit grande par rapport au temps d’observations T.

La fonction de risque R(6,d(X)) présente de grandes variations pour les
petites valeurs de 6 (i.e. pour des moyennes de durées de vie élevées par
rapport au temps d’observation T); ceci est a priori du & un nombre de
simulations trop petit
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