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Résumé

Afin d’en déduire un résultat sur la sommation d’une puissance impaire des
premiers entiers, nous exprimons les mondmes impairs comme combinaisons linéaires
a coeflicients entiers positifs de polynémes définis a partir des coeflicients binomiaux.

1 Expression d’un monéme impair en fonction de certains
polynoémes

Soit i € N*. Pour décomposer X, X3, ..., X% 1 sur la base ((X;jrﬂl)) Ll de
7€l

Vectq (X, X3, X2i_1), on commence par écrire
X
X-(>
X X X X+1
+(X? -1 =
e(1)= () o0 (3)=(3) (%)
X +1 X X+1 X+1 X+1
X5 — x2 X2 — 24 X?—4
()0 (5) = () w75 ) (5 ) wo0e-0 (57
)1(>+30<X+1> 120<X;_2>

On observe que les coordonnées (a; ;)

de X21g ( X+j—1 ) srifient

jelLil (S sur ( 21 ) je[[lji]] veriien
(2] — 1) (2] — 2) ai—1,j—1 —l—j2a7;_17j sil<jg<i

A5 = 1 si _7 =1

(2i — 1) (2i — 2) Ai—1,5—1 si j =1

et sont donc des entiers positifs qu’il est facile de calculer de proche en proche.



2 Application a l’itération de la sommation d’une puissance
impaire des premiers entiers

On va maintenant exploiter la décomposition précédente pour en déduire un résultat
sur litération de la sommation, c’est-a-dire de I'endomorphisme ¥ de QN défini par

_En:f(k)_{f(1)+f(2)+~~+f(n) sin>0
0

sin=20

On identifie P € Q[X] a I'élément de QN, encore noté P, défini par k — P (k).
Plus précisément : Faulhaber s’est intéressé & des généralisations d’identités comme

la célébre

et a publié dans ce sens en 1631, sans preuve (au sens contemporain), un théoréme qui
affirme que lorsque qu’on itére r fois la sommation d’une puissance impaire des n premiers
entiers, on obtient le produit d’'un polynoéme en n (n + r) par la r-iéme itération de la
sommation des n premiers entiers. Dans larticle [1|, Knuth en fournit une démonstration,
accompagnée d’autres résultats, reposant sur des méthodes qu’il estime proches de celles
connues a ’époque de Faulhaber.

Bien que les éléments qu’elle utilise se trouvent déja dans 'article cité, la démons-
tration que nous proposons de ce résultat, aussi élémentaire que celle de Knuth, s’en
distingue par le fait qu’elle est plus courte et qu’elle revét un aspect plus explicite.

Théoréme 1 (Faulhaber-Knuth). Si (P, ,])]e[[1 ;) est défini par

j—1

[[x—E@E+r)

=1

.
(k) g

brj=
et siIl; , = 22:1 a; i P, alors
S (021) = Ty (X (X 4 1)) 57 (X)
Démonstration. Par télescopage, la formule du triangle de Pascal donne
X X+1
*(3)- G
J Jj+1
et un raisonnement par récurrence sur 7 € N* fournit alors
X X
=(3)- (1) 2
J J+r

Par linéarité et par (1), on a ensuite

- X +r X+r+1 X +r+2 X+r+i—1
Sr(XF) = ai,1< >+ai,2< >+ai,3< >+"'+ai,i( Py >

r+1 r+3 r+5
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Or

. X+r j—1
X —1
( +T;]1 )zzj&“) [[x+r+E)(X -k

ri) - o (r+k) 5

et
(X4+r4+k)(X—k=XX+r)—k(k+r)

Cela permet de conclure. CQFD
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