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Résumé

Afin d’en déduire un résultat sur la sommation d’une puissance impaire des
premiers entiers, nous exprimons les monômes impairs comme combinaisons linéaires
à coefficients entiers positifs de polynômes définis à partir des coefficients binomiaux.

1 Expression d’un monôme impair en fonction de certains
polynômes

Soit i ∈ N∗. Pour décomposer X,X3, . . . , X2i−1 sur la base
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On observe que les coordonnées (ai,j)j∈J1,iK de X2i−1 sur
((

X+j−1
2j−1

))
j∈J1,iK

vérifient

ai,j =


(2j − 1) (2j − 2) ai−1,j−1 + j2ai−1,j si 1 < j < i

1 si j = 1

(2i− 1) (2i− 2) ai−1,i−1 si j = i

et sont donc des entiers positifs qu’il est facile de calculer de proche en proche.
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2 Application à l’itération de la sommation d’une puissance
impaire des premiers entiers

On va maintenant exploiter la décomposition précédente pour en déduire un résultat
sur l’itération de la sommation, c’est-à-dire de l’endomorphisme Σ de QN défini par

Σ (f) (n) =
n∑

k=1

f (k) =

{
f (1) + f (2) + · · ·+ f (n) si n > 0

0 si n = 0

On identifie P ∈ Q [X] à l’élément de QN, encore noté P , défini par k 7→ P (k).
Plus précisément : Faulhaber s’est intéressé à des généralisations d’identités comme

la célèbre
n∑

k=1

k3 =

(
n (n + 1)

2

)2

et a publié dans ce sens en 1631, sans preuve (au sens contemporain), un théorème qui
affirme que lorsque qu’on itère r fois la sommation d’une puissance impaire des n premiers
entiers, on obtient le produit d’un polynôme en n (n + r) par la r-ième itération de la
sommation des n premiers entiers. Dans l’article [1], Knuth en fournit une démonstration,
accompagnée d’autres résultats, reposant sur des méthodes qu’il estime proches de celles
connues à l’époque de Faulhaber.

Bien que les éléments qu’elle utilise se trouvent déjà dans l’article cité, la démons-
tration que nous proposons de ce résultat, aussi élémentaire que celle de Knuth, s’en
distingue par le fait qu’elle est plus courte et qu’elle revêt un aspect plus explicite.

Théorème 1 (Faulhaber-Knuth). Si (Pr,j)j∈J1,iK est défini par

Pr,j =
1∏2j−1

k=2 (k + r)

j−1∏
k=1

(X − k (k + r))

et si Πi,r =
∑i

j=1 ai,jPr,j, alors

Σr
(
X2i−1) = Πi,r (X (X + r)) Σr (X)

Démonstration. Par télescopage, la formule du triangle de Pascal donne

Σ

(
X

j

)
=
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)
et un raisonnement par récurrence sur r ∈ N∗ fournit alors
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j

)
=
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j + r

)
(1)

Par linéarité et par (1), on a ensuite
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Or (
X + r + j − 1

r + 2j − 1

)
=

(
X+r
r+1

)∏2j−1
k=2 (r + k)

j−1∏
k=1

(X + r + k) (X − k)

et
(X + r + k) (X − k) = X (X + r)− k (k + r)

Cela permet de conclure. CQFD
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