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Solution stationnaire de |'équation associée & un opérateur de Perron- Frobénius
dans le cas de difféomorphismes a point fixe :

un calcul expéditif
par Guy CIRIER

Je me suis permis de qualifier ce calcul d'expéditif, car, contrairement aux techniques employées par les
mathématiciens qui étudient I'opérateur de Perron-Frobénius, celles utilisées ici sont presque classiques et
élémentaires : pas de mesures d'Hausdorff, pas de partitions sophistiquées, pas d'arsenal de
démonstrations compliquées. Si je me montre expéditif avec les mathématiques, je m'empresse d'ajouter
gu'il convient de ne pas procéder de méme dans la vie de tous les jours ou en politique : je pense ici aux
pratiques de |'administration Bush en Irak et je ne peux pas m'empécher de penser & un vieux film
américain de ma jeunesse : le Voleur de Bagdad."

Résumé : On détermine la solution stationnaire de |'opérateur de Perron-Frobénius d'un difféomorphisme &
point fixe & partir des surfaces semi invariantes attachées & ce difféomorphisme. Cette solution donne
rapidement beaucoup d'informations les zones de densité maximum. La technique peut étre appliquée aux
cas de la résonance entiére ou irrationnelle et 'on peut montrer que la distribution des mon6mes résonants
détermine celle des coordonnées en résonance.

Summary : in this paper we find the stationary solution of the Perron-Frobenius operator for a
diffeomorphism in the neighbourhood of a fixed point.

Mots clés : solution stationnaire, opérateur de Perron-Frobénius, opérateur constrictif, itération de
difféomorphisme a point fixe, résonance irrationnelle, domaine de Poincaré, domaine d'Anosov.

Classification : Premier 37C40 ; Second 47A35, 37045, 62G07

Premiére étape : la solution de I'équation d'invariance
par la recherche des surfaces semi invariantes

On se place dans l'espace euclidien réel mesurable E* muni de la mesure de Lebesgue dx et f est une
application de E’ dans E“. L'opérateur de Perron-Frobénius associé  la densité ge D <L, est défini
pour tout borélien A par :

L Pog(x)dx :J’V‘il.ﬂg(.r)d.\'

P est I'unique opérateur défini par cette équation. Si f est un difféomorphisme continiment dérivable de
classe C', ce que |'on supposera désormais, I'opérateur de Perron-Frobénius s'exprime explicitement (voir
Lasota et Mackey, noté dans la suite L.M.) pour toute fonction g de D ( espace des densités) :
Pog(x)=go f'|f"| presque partout, ois |/ "| est le déterminant de la jacobienne de £

On se propose de trouver les distributions invariantes (stationnaires), c'est-a-dire les densités g qui
vérifient :

g=Pog(x)=go [ '?_/‘ "! presque partout. On dira que gest solution de I'équation de Perron-Frobénius.

"' La Revue de 'NSUP décline toute responsabilité sur les propos tenus dans cette introduction, propos qui n'engagent
que leur auteur.
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Conditions de linéarisation de /

Pour trouver la solution stationnaire de |'opérateur, on a besoin de linéariser f et de définir les semi-
invariants ¢, associés au difféomorphisme f : @, o f = A,¢,, ol @, est une application de E'dans E.
On a rencontré des difficultés qui n'étaient pas prévues en examinant les conditions d'existence des
théorémes sur ce sujet, ce qui oblige & ouvrir cette parenthése indispensable bien qu'elle ne concerne pas
directement le sujet. En premiére lecture, le lecteur peut directement passer a la formule de la densité en
supposant que la condition (*) de non résonance est vérifiée.

Depuis Poincaré, Seigel et Steinberg, on sait que I'on a en général d fonctions propres ¢, dans B
correspondant & d valeurs propres A, i=12..d. Les valeurs propres A ne sont autres que les

multiplicateurs de /' au point fixe 0, déterminés par : ,ﬁ}ﬂ.!‘:O Si l'on désigne par ¢ l'application

formée des ¢,, I'équation de semi invariance s'écrit : @< f = A¢, ol A désigne la matrice diagonale des
valeurs propres. Si tel est le cas, on dit que 'on a linéarisé f.

S. Steinberg a construit et étudié I'existence de ces solutions @, en détail, méme dans le cas de valeurs
propres résonantes. Il déclare que sous la seule condition de non résonance :

*} l"{}&'” #A,, avec des entiers non négatifs n_: Ef"?"

il existe un voisinage de 0 qui linéarise f : Certes, en cas de résonance :
(Rs*) MA"Y =4,
on ne peut pas linéariser. Mais la seule condition (*) n‘est pas suffisante pour assurer la linéarisation de

en particulier lorsque la résonance est irrationnelle.
Il faut d'abord énoncer les hypothéses de linéarisation qui ont été mises en ceuvre avant Steinberg :

Définitions:
- Un domaine de Poincaré est défini par la condition (voir Arnold) :
(P*) nonrésonance :  T1 A "#A, avec des entiers n, : X n >1et

I'enveloppe convexe des log A, ne contient pas l'origine ;

Les valeurs propres sont alors toutes supérieures (ou respectivement, toutes inférieures) a l'unité en valeur
absolue.

- Un domaine de Seigel est défini par la condition de Seigel {voir Arnold) qui doit étre vérifiée par tout
ensemble d'entiers n non négatifs tels que =3 n :

(%) ‘l{.—ﬂ f.l.""PC]nf"  avec des entiers n : [n|>1, C>0v>0

)

- On a été obligé de prendre en compte une condition qui précise le domaine de Seigel :

Définition de la résonance irrationnelle
Un point ¢ du plan de résonance est irrationnel s'il existe des reels (irrationnels) a2 0 et non tous nuls
tels que :
.4, log|/'L ,.l = loglA,| avec T o 21
Un tel point ¢x est dit résonant. ;

Remarque :
Le cas trivial ileJ:loQ}LJ est exclu. Si d = 2, on a toujours une résonance irrationnelle, mais deux cas se

présentent : si les modules desvaleurs propres ne sont pas tous supérieurs a I'unité (ou tous inférieurs a
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I'unité), on peut toujours trouver une résonance irrationnelle de la forme : £ e, log

lj|=0 que l'on
appellera résonance d’Anosov.
Dans le cas contraire, la condition devient: £ _ o, log

/1'] =logid,| et Ef*,ajlt)p%/'{,i;tﬂ que I'on appellera

résonance de Poincaré. Notons enfin, que dans tout probléme ot les logarithmes des valeurs propres sont de
signes différents, les deux types de résonance irrationnelle se cotoient dés la dimension 3.

On montre en Annexe |, que 'on peut alors approximer les m+1 coordonnées non nulles de o, pour un
nombre entier quelconque n donng, par m entiers n et l'entier g vérifiant : sup,in;(xgl(l/n"" avec
g<n (inégalité de Dirichlet). Donc, les valeurs propres vérifient en conséquence la condition
d'approximation lﬂfﬁ.l” -4 Hlp” ‘z "“e/n'" ol I'on pose g=n,. Pour « fixé, & chaque n', n'2n, il
correspond /m entiers (n)=(n',..n',..n" ) et g=n' approximant les m+! coordonnées de . Limitons
nous au cas d'un domaine résonant d’Anosov et posons :

Rﬂ=[(n'):l]'ljlj”:?l o€/ 'l "etn'zn,mtl=card(at #0)| et R=U R ou o parcourt le plan de
résonance et S=R. Soit N I'ensemble d -dimensionnel des exposants (1) de la série de Taylor de f*.
séparons ces exposants en deux groupes : ceux appartenant & SN ( de somme [*s) et ceux

appartenanta RN N (de somme f*z) de sorte que f*=/"#+/*s. On monire enfin qu'il faut renforcer la
condition de non résenance entiere par une condition (C) de non résonance irrationnelle:

TRRASTR N R

w = ', dans le cas de résonance d'Anosov irrationnelle.

k“; "“'ke/n' ™' pour toute kiéme itération et toutn ol Y est l'inverse de ¢ :

Condition de non résonance

La condition de non résonance pour tout cet article sera donc :

(*) M.A" # A, avec des entiers non négatifs n, : 3 .n >1,

et la condition (C) : 1_,/'*,@%Hﬁ.‘klxll|w{]xf)k[k*‘ " /nVd= pour toute k idme itération et tout
ol R est réduit au domaine d’Anosov R:Ule(nl):]n f}",fi ._!I<L,r WU em?n]

Désormais, le couple de ces deux conditions réunies sera encore appelé condition (*).

Remarques

- On pourra préciser ces résultats en graduant R selon le nombre m de coordonnées de o strictement
positives m=2,3,......d. Supposons par exemple n "'c(x)<1rz,own|<n“"d(x) et, pour m fixé, on aura
Iinégalité n"‘c(x)dj;owkﬂig x}”lp(]x[)ﬂile‘_' "o/t Soit mtel que 1A(m-1)}-8>0 c'est a dire
Vo+1>m 21/5, si m<m_ le reste de la série de 1/ ne tend pas vers 0, alors que celle de f* converge, il y
aura résonance irrationnelle, mais, si m>m, , il n'y aura pas de résonance : la résonance apparait plutét
pour les faibles dimensions.

- Si (C) n'est pas vérifiée, cette situation peut générer une infinité de termes résonants trés voisins et I'on ne
pourra plus linéariser / : elle sera examinée a la fin de la troisieme étape.

- La condition (*) implique A, # {0,1) pour tout i.

- Si E est construit sur R, les valeurs propres complexes figurent par paires conjuguées, notées (A et I)
et, en associant une paire de fonctions complexes conjuguées (et 5 on reste dans le cas général.
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- On rappelle gu'a chaque point fixe de I'application f, correspond une application @. Les solutions sont
localisées dans chaque voisinage de points fixes et le méme travail devra étre refait pour chaque point fixe
de /. On ne parlera plus, sauf nécessité, du point fixe explicitement dans la suite.

Densité stationnaire
Formule de la densité
Si f estun difféomorphisme de classe ¢' et admet un point fixe 0, sous la condition (*), et, a I'exception
des ensembles de mesure nulle o les @, s'annulent, une solution de I'équation de Perron Frobenius s'écrit

dans le voisinage du point fixe:
@

- e
ol i=1,2,3,...d et |(p'|est le déterminant jacobien de ¢.

Démonstration

Si / admet un point fixe 0, il existe dans le voisinage de 0, sous la condition (*), une application ¢ vérifiant
I'équation vectorielle @ o /= A¢, qui s'écrit: @ = Ago [

s0it, en prenant sa jacobienne : @' = A¢' of ' f " puis, les déterminants en valeur absolue, on a :

| =laderer 7|

Comme le déterminant |A| est le produit des valeurs propres :

Mo =TLAILg o f ' =|A[lLp ¢ et siles produits 11, o/ et Tl,@ ne sont pas nuls:

lol oy toer]
IT, ¢, “.“Pfofq
Remarques

- Cette formule relie de fagon explicite la densité invariante aux surfaces semi invariantes attachées au point
fixe.

- Si une racine est complexe, ona ¢ o f = A@et son conjugus. |¢'|et |(p’ of”'| sont simultanément réels
ou imaginaires car le déterminant de ¢@'=(¢'.¢'.@'), oli @ et ¢ sont conjugués et ol ¢, désigne les
autres fonctions propres, s'écrit : iquH(tp',(?i(p,‘)H(fp’-I-qu,g?—1.’2((;1+(3),¢}')}=—2:1(Re{ﬂ,1m(p‘,§0;)' :

@o f@o f=AAoe sontréels : on remplace dans la formule @¢ par le carré du module de @ : |£p|:.

Unicité de la solution

Un lemme trés simple montre 'unicité modulo des Dirac.

Lemme

Si g est une solution invariante de |'opérateur de Perron-Frobenius associé a [, et s'il existe une bijection
@ de classe (' telle que /=@ 'shop, geo ! est une solution invariante de I'opérateur de Perron-Frobenius
associéa h.

Démonstration de I'unicité

Dans E‘, le changement de variable /=p(x), transforme / en f=A/ et raméne l'étude a d équations

linéaires indépendantes que I'on sépare en deux groupes : celui dont les valeurs propres sont plus petites
que 1 et celui dont les valeurs propres sont plus grandes que 1. Cela permet, par le changement de variables
@, d'affirmer I'unicité de la solution (aux mesures de Dirac prés) si la densité est continue : I'équation de
Perron-Frobenius s'écrit : g(1)=A| 'g(f/l) En multipliant les deux membres de I'équation par T12=I1¢ et en
posant h(¢)=g(7)T1ron obtient: h(e/A)y=h(t)et {si on ne considére que les valeurs propres plus grandes que
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1), si A(f) est continue A(/A")=h(0)sous réserve que A#(1.0), ce qui est implicite sous (*). Le lemme
permet de généraliser la formule de la densité a des espaces plus généraux que E?.

Corollaire
Soit, localement, T un rectangle de I'espace des ¢, tel que I'application @soit un difféomorphisme
continfiment dérivable de E* dans E ; si 1/IT,¢, < L' dans 'espace @ des ¢, la mesure invariante
M( ) peut s'ecrire :
M(g)=| | g(x)dx=T1logg,
@ (7
Démonstration
Soit un voisinage de 0, tel que @=@(x) soit bijectif et continiment différentiable : dp=|¢'|dx
Choisissons le rectangle T de I'espace des ¢ de sorte gque son image réciproque soit contenue dans ce
voisinage :
M(g)=[ . gdx=[  |¢|/Mgdx= [ i/Mpdp=T1(loglp|/c)
o ' (T) o (T T

or, les @, sont définis a une constante multiplicative pres, d'ot le résultat apres normalisation des @,.

Remarque

-Si une valeur propre est complexe, en observant que ; dgd/pp=daide|/lplgl on peut interpréter
|¢|comme le module de ¢, et la mesure associée aux 2 valeurs propres conjuguées est (log|@])”.
Divers exemples sont examinés en Annexe |l.

Deuxiéme étape : interprétation probabiliste des résultats

On peut montrer que les itérations de f font tendre les mesures ( M* relative a la kiéme itération) vers
des constantes dont on signale ce résultat : &/ A7*—I1 logA =M~

Interprétation probabiliste de ®
Pour tenter de probabiliser les résultats, la méthode suivante est proposée. On suppose E construit sur les
réels : Sous les conditions (*), { qui impliquent |;1,[ #(1,0)), on considére I'espace des ¢, noté ®.
Pavage multiplicatif de &
Sous la condition (*), soit T=IT] le rectangle de base de @, produit cartésien des intervalles L. ainsi
définis:
Si A, >0, 1,=(1.4.), et seul le demi espace positif sera parcouru par des itérations positives et
négatives,
Si A, <0, I, =(=1,4,) : mais les itérations paires seront images de I, =(1,—4,)
Si A, est complexe, on se raméne au cas du module >0, avec une mesure iogirpi: , mais il faudra en
prendre I'image réciprogue sur ¢ et g_p
Sur T, on peut définir une mesure de probabilité en posant :
Prob(p)= M(@)/ M~ =11 loglg|/ loglZ,| . avec pel, .
sur T=T1,1, chaque log|p |/ logl4,| est une fonction monotone croissante de ¢, chaque coordonnée
peut étre ainsi considérée comme une variable aléatoire indépendante, puisque la loi de I'ensemble est le
produit des lois marginales et que le domaine est rectangulaire.



On couvre alors I'ensemble > par itération de /*, & étant entier quelconque positif ou négatif a partir du
rectangle de base T. / applique 1= A1 sur I et T = £*(1).
@=pof*=A"¢p, estla transformée de la v.a. ¢, définie sur T par la k-iéme itération et a’(p*=|),|*d(p. Sa
densité sur T' est: i/’ﬂiqpﬁ"lod&flde sorte que chaque pavé a une mesure unité
: ) imglodilig'=] 1M glogildo=
Dans ce modele probabiliste, les variables aléatoires (p,‘ sont indépendantes.
Puisque ¢," estla transformée de lav.a. @, : @' = A, '@, on aura les relations :
L'espérance de ¢, sera :
E(o})=1}E(¢)=A'E
Le moment du second ordre de ¢, sera :
E((9)PFA"E(9)
d'o, la variance : V(@)= A, ¥(¢,)et I'écart-type: D)= I/L.Ik DXo)=|AlD
Inégalité de Bernstein pour les itérations :
sur T, || <|A sup(L|A ) =|A [ Ketona:
Probl|p, — A, 'E|> ulA,|' D) < exp(-u® / 201+ pK / DY’
Démonstration
I suffit de remplacer, dans I'inégalité classique, les expressions trouvées.

Conségquence
Si |4,/ <1, les v.a. @, tendent vers 0 en probabilité.

De méme, en prenant les espérances des inverses des v.a. ¢,", pour|/l ,| > 1, tendent vers ['infini.

Exemples
Dimension de Lyapounov
La conjecture de Kaplan et Yorke prédit que la dimension de Lyapounov est définie par d, sous la

condition (*) : Soit / la plus grande valeur pour la quelle logA, |+ loglA |+....+logl2, |2 0
d, =d —(logld,|+logd [+....+logld ) / log]d, .,
d =0 si logld,[<0
d=d si loglA,|+logA }+....+1logld | < 0

esquisse de démonstration :

La démonstration est celle esquissée par Kaplan et Yorke ; mais ici on peut travailler avec simplicité sur le

pavage multiplicatif dans @ sous la condition ().

On recouvre T =111 avec N, carrés de cBtés €. Aprés k itérations, les carrés se transforment en

rectangles de T* de cotés |A,['e; pour recouvrir T par des carrés de cbtés |4,,,['e, il faudra
AL /|A, N, carés.

Si on définit la dimension par ¢, = limlog NV, / logl / &, on a le résultat dans &, puis il suffit démontrer
la conservation de la dimension, par retour, dans I'espace d'origine. (il suffira que la transformation ¢ soit
bi- Lipschitzienne).

Autres exemples

On peut raisonnablement espérer résoudre également certaines conjectures dans I'espace des @, puis
remonter dans |'espace des itérations par théorémes appropriés en montrant la conservation de la propriété
par la transformation ¢ '(on remarquera que ¢ est voisine de l'identité prés de l'origine).
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Zones de densité maximum
La probabilisation des ¢," donne les zones de densité maximale pour k fixé trés grand.
Définition
Soit une gdensité sur E“. Un point de E“ aura une densité maximum si dg/dv=0.

Si ce point est astreint & appartenir & une sous variété de E, il faudra utiliser les conditions de Lagrange.
Lemme

Sous la condition (*}, it n'y a pas de points de densité maximum dans <.

Démonstration

Sous la condition (*), on partage I'ensemble des indices i =1,2,...d en deux sous-ensembles /. et J,
avec L =[iz|A,|>1]et J = [.j:#/l ,.l < 1]. Les | [sont différents de 'unité. Si je.7, les @ "vont tendre vers
zéro avec une probabilité 1. Du moins, plus exactement, les (,p,i tendent presque complétement slirement

vers 0 en vertu de l'inégalité de Tchebichev. {Pmb(uil(pf.*H'I”)—aO avec |l <1, pour tout k> n).

Autrement dit, avec une probabilité supérieure a 1 — £, presque tous les (p_,ksamnt tels que |gu_j‘]<1c["=%(£)
pour tout £ > n.

La probabilité marginale des {(pf:|(p[‘|<(x(€), j€ .I] tend vers 1.

Avec une probabilité supérieure @ 1—g, la densité conditionnelle des (pf,ie L, sachant les
[qojki(pj*}mae)‘je .I}, sera la densité marginale de [, en raison de I'indépendance :

1/11,¢" log|A,| avec ic L.

Le probleme s'écrira :
Max1/T1,¢" logld | ob ie L.

La dérivée de 1/ 11,9, log|2 | par rapporta ¢ ‘ne s‘annule pas sur I ”.

- Plagons nous maintenant dans E°.
Il s'agira de maximiser la densité pour les indices /e L sachant que les ¢, —0 pour je.J. On se raméne ,

en quelque sorte a un probléme d'optimisation.

Critére de densité maximum

Sous la condition (*), soit une partition quelconque des indices des compoesantes de x dans E?
x =(x,.x,). Avec une probabilité 1, les zones de densité maximum seront données par les plans tangents

correspondant a des points « critiques »:
o0 o, =0
avec @, =0ol jcJot J= [j :]). i’ < i], le sous-ensemble L étant défini par complémentarité de /.
De plus, soit M lindice de I'ensemble J = [_j:|l f,l = 1] tel que |,1“|>ixlj1 qguelque soit jeJ. Avec une
probabilité 1, les zones de densité maximum dans ces plans seront données par les conditions :
dp, [ dx, =0
Autrement dit, les zones de densité maximum se situeront sur les extrema partiels relatifs a tout bloc de L
coordonnées de ¢,, dans les plans tangents correspondant a des points « critiques ».
Notons que les itérés de ces points par ‘f"' seront également des maxima.
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Démonstration

Soit une partition quelconque des indices des composantes de x dans E® : x = (x,,x,) ; la densite de
K

la loi marginale de ¢, par rapport a la mesure de Lebesgue sera: g = L
L

L 3
" TigHlogh] '
sous les contraintes : !(pf.kl < o €), avec une probabilité supérieurea 1 — g, jeJ.
Soit une base Z quelconque de E”, et z un point de E° de coordonnées z = (z,,z,); la densité s'écrira
g, =g, /0.
Choisissons maintenant le changement de coordonnées de xen z, dans EY, noté en deux blocs :
z, = log] goL*(x)| / logA,| , pour tous les ie L,
z,=x,;pourtousles jeJ.

D'oul la solution, notée ici par blocs, en dérivant avec les multiplicateurs /1, de Lagrange :

dg, "/ dz, + 1,09, —da(e))/ 9z, =0 , oli § = (+1,~1) selon la contrainte qui entre en butée. Or,
dans la base Zde E°, la densité vaut g:l‘ =1, et la solution devient :

O=t1,00,' 0, =E A '11. 9 o, .
Comme A, /dz,=dp, /o (o, Iok, o, iok (o /dz,), que ox, / dz, =0 et que la matrice dx, / oz,
est inversible, la condition devient :(hZ,/l,.‘yiatp[./&r!_ y

Si M est l'indice de I'ensemble ./ vérifiant : |4, A [quelque soit je.J; lorsque & tend vers l'infini, la
w1 q

condition devient en divisant par A," : 0=dgp, o, +E "lJ"/)LM*pIaq)f/&tL ol la derniére somme tend
vers 0 quand /& tend vers l'infini et il reste en priorité O=dkp, /ck, et puis on passe ensuite a l'indice M—1.
Ainsi, les L équations maximisant le critére ¢, , réunies aux card ./ équations ¢, = 0, détermineront les

points de plus forte densité.

Notons encore que la présence simultanée de valeurs propres > 1 et < 1, peut introduire des résonances
irrationnelles qui seront étudiées plus loin.

Exemples

La méthode permet de situer rapidement la répartition des points itérés :

-En dimension deux, avec 1 valeur propre supérieure & 1 et 1 valeur propre inférieure a 1, on peut dire que
les itérés se situeront la courbe ¢, = 0 correspondant a la plus petite valeur propre et que, sur cette
courbe, les points les plus fréquents seront les extrema de @,

-En dimension 3, avec 1 valeur propre supérieure a 1 et 2 valeurs propres inférieures a 1, les itérés se
situeront sur la courbe ¢, = Oet ¢, = Oet I'on recherchera les extrema de ¢,correspondant a la plus
grande valeur propre inférieure & 1 ; il faudra ensuite rechercher les éventuelles résonances irrationnelles.

Interprétation dans le cas de la non résonance (*) d’Anosov
Les informations obtenues seront complétées par une description (qui devrait étre publiée prochainement)
gualitative asymptotique de l'effet des itérations dans E'en cas de non résonance (*) d’Anosov dans un
compact lorsque /f est de classe C?. On se contente ici de présenter une interprétation de la mesure
invariante. L'équation de semi invariance ¢ o / = A@se sépare en deux groupes :

Qof=Ap, avec L= [i:|11| > l] et 'on pose /=, et A=A,
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@of=A @ avec ) = {j:|/l,l < l] etl'on pose 1= et A=A .

On reprend le pavage multiplicatif &—{0}obtenu par & itérations de f: f*, Kk étant un entier arbitraire
positif ou négatif : i = f*(1')a partir du rectangle de base 7" produit cartésien des intervalles
1=, 1<pf|e [1 ,|l{.|]) .Lepoint x de E" est ici considéré sous forme paramétrique : x(4,u).

Définition du domaine d'attraction 1) de 0

Par définition, le domaine d'attraction 1) de E" du point fixe O pour I'application fsera l'image de
{0} {0} dans E* par I'application x(AsA'u)=fx(1,u)).

Le difféomorphisme f de E’dans E°, laisse globalement invariant le domaine d'attraction D. On
remarque gue, sous des conditions trés générales, on ne peut avoir x(fu)=x(r'\e') pour (tp ('), car
sinon, on aurait /=@, ox(tu)=@, °x(fa/)=1' et le méme résultat pour u et ' Ainsi, avec cette definition,
les cycles f*(x )=x #0/ et leurs domaines d'attractions respectifs) par exemple ne font pas partie de 1.
Supposons le domaine D contenu dans un compact de Eautour du point 0. Puisque A"u—0 quand
k—seo, sous des conditions générales, les points de D vont tendre vers la variété 17 définie par ¢ ,(x)=0,
ou encore par la paramétrisation x(AN=f{x(7)) ol re ® —0) et A=A, .

Définition de I'application / de /" dans 1/

La restriction / de J dans ¥, associe & x fixé l'unique /=@, (x), puis Az, et enfin, fait correspondre de
fagon unique x(Ar)=/Ax(r)). Ainsi, 'application f, opére comme un changement de paramétrisation qui
t associe Ar.

Or, on sait que la mesure invariante par changement de parameétrisation est un volume et cela permet de dire
que fa mesure trouvée précédemment I, log| est le volume de ¥

Troisieme étape : étude de la résonance

On classera dans cette partie, les cas ol la condition(*) n'est plus respectée. Mais on écarte ici le cas de
valeur propre nulle, ot le jacobien s‘annule au point fixe et f n’est plus inversible. Cette situation ne sera
donc pas traitée.
On commencera par étudier la résonance entiére (sans résonance irrationnelle) et ensuite la résonance
irrationnelle. La condition de résonance entiére sans résonance irrationnelle s'écrira :
(Rs*) I,A" = A, avec des entiers n, : 2 n, >1.
On distinguera deux cas sans résonance irrationnelle :

1- larésonance entiére d'’Anosov: I1 4" =l

2- la résonance entiére de Poincaré : T1 A "=1, (L n, ]Ugl;{'il # 0} ; en ce cas, toutes les valeurs
propres sont toutes supérieures ou toutes inférieures a 1.

Résonance entiére d'Anosov
Aprés avoir étudié le cas unidimensionnel d'une valeur propre unité, on s'intéressera a la résonance :
I1,A," =1.0n prend pour origine le point fixe O dans tout ce qui suit.

Cas unidimensionnel d'une valeur propre unité
On verra par la suite I'importance de cet exemple.
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Soit l'application H(z) = z(1 + A(z))qui applique un ensemble unidimensionnel compact Z de R, dans
iui-méme. On se propose de chercher la densité g invariante contindment dérivable de I'opérateur de Perron
Frobenius P associé a / au voisinage du point fixe 0, si elle existe. La valeur propre est 1. Dans cette
étude, on laissera de c6té les cas ol / jouit de propriétés classiques pour se placer délibérément dans la
situation de non convergence, situation qui a fait I'objet d'études ( voir Myrberg) mais, qui mérite quelgues
développements. / est au moins de classe (. / est certes injective au voisinage de 0, mais on va
supposer ici que H a un nombre fini d'images réciproques k(z), avec les bijections
Hok,=kH=1d,

Pour mieux comprendre les motifs de I'étude, on peut consulter I'exemple introductif de I'Annexe II, cas
résonant.

Lemme de majoration

Soient une densité g et P 'opérateur de Perron Frobenius associé a H, suppoesé avoir un nombre fini
d'images réciproques k (z) et appliguant un compact Z de R, dans lui méme : Supposons
|H-(:h(z))1>l+4zj sur chaque branche k(z) et zh(z) 2 fois continiment dérivable sur R :
sup(lgl/@)/(1+al)"<b et |(zh(z))"'| < c. Pour tout n>n(g), on a:

P'g <lz|" " exp blz|

Démonstration

Hok =k o H=Id,'opérateur de Perron Frobenius associé a /7, sera:

Pg=%.g(k k).

Pour obtenir I'inégalité, on reprend la démonstration de Krzyzewski et Slenk {1976} ({ voir L.M.}, utilisée
dans un autre contexte, en dérivant Pg par rapporta z :

|Pg|/ Pg = (Z,(20k)k' |/ T (kK =[Zg(k)k'* +Zg(hk)K"|/ Z (e(k )k,

<supk,' Max,(|g(k,)|/g(k,)+suplk"|/k/

or, tl/k,'HHHH(:h(:))‘(>i+a§:|.lkr'1/k“:=iH‘1={(:h(:))"|<c sur Rs, donc supll\'iMkikcsudklkc/( T+dd).

Il en résulte :

suﬂPgVPgS{supﬁlg(.k,.)‘l/g(k‘H—c'}sup|k,‘§(supilg(ki)'|/:g(kj)-|-c)/( l+dlz) et par récurrence :

|P'g|/ P'g < (sup e(k)|/ g(k)/ (1 +alz)" +c/ (alz})

Pour n>n(g): sup, ek )|/g(k)/(1 +alz])' < b, d'oil le résultat. (remarquons que I'on aurait pu
prendre une inégalité : (zA(z)) > alz|” d'exposant e positif plus petit que 1, pour obtenir une inégalité du
méme type).

- On a alors besoin de la définition d’opérateur constrictif:

Définition (voir L.M.) :

Un opérateur de Markov est constrictif s'il existe 6 > 0 et & < ltels que pour tout gD [ espace des
densités) et pour tout borélien B vérifiant J dx<dona:

J[}P”g(x)d.«k pour n>ng(g).

On peut alors appliquer le théoréme de décomposition spectrale qui déclare :
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Théoreme de décomposition spectrale ( Komornik et Lasota) (voir L.M. p.98)

Si P est constrictif, On dit alors que P est asymptotiquement cyclique. P a une densité stationnaire
Zg(x) et Pne fait que permuter les indices. Il existe des densités g, et des k(x)e L~en nombre fini telles
que pour fonction mesurable g(x) :

Pg(x)}=Zg(x){ (gHOg(x) ou le nombre d'indices i est fini et ol !,“F,(g)=J;_ g(0)k(x)dx avec k(x)e L7,
- les supports S, des g, sont disjoints g(x)g (x)=0pour tout i # j

- I'opérateur P n'agit que pour permuter les indices |,

- |P"Qf}-0 quand n—sopour tout g .

Si, de plus, g(x) est ergodique, la mesure est cyclique et sa densité vérifie : g(x)=Zg(x) ol le nombre de i

est fini, et la permutation des indices est cyclique { condition nécessaire et suffisante)
D’oli la proposition suivante :

Proposition

Soit I'application notée H(z) = z(1 + i(z)) avec [lH(zh(z))}>1+d sur chaque branche et zh(z) 2 fois
continment dérivable, appliquant le domaine de résonance compact Z de R, dans lui méme, alors
I'opérateur de Perron Frobenius correspondant & 7/(z) est constrictif ; de plus, la mesure est cyclique au
voisinage du point 0.

Démonstration

Aprés L.M., prenons le sous ensemble des densités positives continues & support compact {donc bornées)
et ayant une mesure finie. Le lemme de majoration assure la propriété constrictive de P. On peut donc
appliquer le théoréme de décomposition spectrale (voir L.M. p.98). Pour démontrer que la mesure est
cyclique, il suffit de veérifier I'ergodisme de /{(z) ; c'est-a-dire que les seules fonctions g mesurables qui
vérifient go H = g sont les fonctions constantes presque partout. Si g a une dérivée intégrable :
g(z(1+h(2))—gl(z)= J,g’ di, et, en appliquant la formule de la moyenne:

O=g(z(1+h(z))-g(z)=g(z+0zh(z))zh(z), or, h n'est pas partout nulle puisque zh(z) = az® / 2pourles z
positifs (on a une minoration du méme type pour les z négatifs) puisque |[H/(z2)2l+dz, donc
£'(z+0zh(z))}=0 presque partout et g est constante.

Remarque :

Le raisonnement qui a été fait sur Z peut &tre repris sur chaque support §, (mais cela n'apparait pas
explicitement chez L.M.) : soit un itéré d'ordre convenable », de f tel que, partant d'un support S, on se
retrouve, au bout de n, itérations de f, sur S (puisque le nombre / de supports disjoints est fini) ; un
support S, se décompose asymptotiquement en sous-ensembles cycliques emboités disjoints et ainsi de
suite. On trouve probablement ici la cause profonde de ce que I'on appelle I'auto-similarité.

Remarque :

On trouve probablement ici encore la cause profonde de ce que 'on appelle l'auto-similarité.

En résumé, trois scenarii sont envisagés ici pour A , ol z est compris entre 2 points fixes 0 et »:
Le point 0 est attractif et z—0;

Le point 0 est répulsif et rest attractif z—r, si A #1, on pourra appliquer la formule de la densité ;

Le point 0 et # sont répulsifs, on aura une mesure cyclique si -H(zh(2))Pl+d] .

Cas de valeurs propres non nulles et non multiples
lci TT,A," =1 avec n, entiers positifs, A, # 1 pour j=1,2 m < d. La condition devient :



46

A, #(0,1) pour j=1,2 m < d etdistinctes.

Dans I'espace de résonance, on peut calculer des applications /i, a l'aide de développements en série
convergente et les ¢, vérifient alors :

@, of=A,(1+h oz(@))p pourj=12, m<d,

o z=z(¢@)=I1,9" , z s'appelle habituellement mondme résonant et vérifie quand on forme le produit :
(9o N)=T1,(¢, /)" =1 (1+h o2())) " =TT (1+h oz)''z

que I'on résume en posant : z(@ o /) = z(1 + h(z)). Cette application unidimensionnelle a la valeur propre
1. Les quantités A (z)= A (1+h,(z))ne dépendent que de z et on les notera A, Les applications
@, fs'écrirontalors: @, o f=2,0, powr j=1.2, m<d.

Notons que, méme dans le sous espace non résonnant (indexé par i # ), la résonance peut induire
indirectement une perturbation sur les valeurs propres (p’fﬂf=/l’(1+h‘02((,0))¢', soit @of=A ..

Quelle sera I'application dans I'espace R?

Dans I'espace de résonance R des ¢, la transformation /{ définie sur les m-+l composantes (p,z) ol
ze 7 s'écrit :

Hp)=4,0 . .pour j=1,2, m<d.

H.,.,=z(1+h(z2))

avec la relation entre z etles ¢ : z=T1,¢" ol H, , vérifie les mémes hypothéses que I'application H/
étudiée dans le cas unidimensionnel.

Remarque sur la fermeture de 7=(z{e (M, M)

Construisons dans I'espace R , un pavage multiplicatif comme dans le chapitre précédent, en prenant pour
le rectangle de base T =TT 1, défini par le produit cartésien des intervalles I,.=((pi1¢,}e [l Jﬂ.,.ﬂ) (sous la
condition, |4 | # (1,0), pour tout i) et ) on recouvre R_par multiplication par Aol k est positif ou négatif, ;
comme z(A)=l, la relation : z(A@)=z(A)z(@)=z(¢@) définie sur R, —(0) renvoie tout recouvrement de
R —(0) surle compact 7.

On partage encore I'ensemble des indices i=l2...m en deux sous-ensembles L et .J, avec
L=lifa|>1]et v=[7{A[<1] sur 7, |4 a un maximum A {ITjA]"sie L]et un minimum
m:[!'[ J/’LJ"-;J'E J]=M et z appartient a Z=(z{zle (M, ' M))). Il en résulte que les points d'accumulation
des itérés z( @ /*) non nuls se situeront dans Z:{z:fje (M, l.MA)).

Pour trouver la solution stationnaire de |'opérateur associé 8 /1, on devra appliquer une version du lemme
de Fubini a I'opérateur de Perron Frobenius. Cette version va étre présentée dans un contexte un peu plus
général pour en simplifier I'exposé :

Notations

Soient £ et ' deux ensembles mesurables, xeQ et ze Q' ; soit F=ToH une application de (2.Q0)
sur (€2.£2) définie par H(x2)=Idh(z)) et T{xzH{H(xz)Jd,) ob h applique ' dans €' et ¢
appligue (L2£2") dans (2. Soient g(:)=Jng(x.;}dx la densité marginale de g(x.z) et la densité
conditionnelle g (x.z) définie par g(x.2)=g(z)g (x.2).

Lemme de Fubini appliqué a I'opérateur de Perron Frobenius
la densité invariante g(x.z) de 'opérateur de Perron Frobenius associé a |'application Faura :
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- sa densité marginale (de z ) qui laisse invariant opérateur relatif & A(z): F,g(z)=g(z)
sa densité conditionnelle de x/z qui laisse invariant opérateur relatif a (xz)/h'(z):
J.-i :grf(x’z)dx:JA h '(zlf: fl"f-'f‘: (x;)dx
Si h a un nombre fini d'images reciproques k(z), avec les bijections hok=koh=Id continiment
dérivables,
_l4 _g__(x,z)d,\')=J 4 P, g, (x.k)dx sur chague branche quelque soit A.
Démonstration
Soient les boréliens Ade Q et Bde Q', ona:
H'oTYABYHT(A.B) i 'oT"(4.B)) =(r'(4.B)./"(B))
Ji.i.ﬂlpg(x;)d)ﬂ;—_JU WABY ’ig(.\‘;)dx'dz
Le théoréme de Fubini s'applique a I'opérateur de Perron Frobenius sur I'espace A x B
)., Pataydxd=], . ( gz =), 2] P, & (2)dx)dz
0u P, estdéfinipar | P o (x2)dx=) e (x2)dx

A vzeh

Ju WAByze h (B

Soient g(:):Jng(_x,z)dx la densité marginale de g(x.z) et g (xz) la densite conditionnelle définie

par glxzjgl(z)g (x.2).
- S'agissant de la loi marginale, si on integre sur €2 :
Juz.mPg(x’z)dXdz: JU e Hg(x.l')dxd:

=J""!”"’g(z)('lﬂpf :z:h“‘(ﬂ'fg,:(x": )dx)dz:Jh Imlg(z)dz=-'nﬂg(3)d2. car .IQPr ze it ncaﬂ_(x;)dx:l
o g(x.z)dxdé—_J“u”g(x;)dde; J 82z
Hone J,,ﬁ,g(z)d’-'z.’,,, (o BEdz= J ,&(2)d= ; la densité marginale est la solution refative a h(z):
P g(z)=g(2)

Si la densité est invariante Pg(x.z)=g(x.z) et J

- S'agissant de la loi conditionnelle, si la densité est invariante, le théoreme de Fubini s'applique a
I'opérateur :

J( mPg(x,z Ydxdz= JH i ’g'(x.: )dxd::J Bg{:)( J i off (xz)dx)dz

mais :

JL_LH,Pg(x,z)a’xdz-:Jh ik JU e g QORI = b o8O o o Poei a8 D)z

Donc :

JBg(Z)( J..:.-:e ﬂg_z(x,z)d_x)dz :-Iﬁﬂg(z)( J Alzeh 'unPf zeh __ng:(x;)dx)d:

En faisant tendre B vers z, on obtient : g(:){J“g‘_(x,z)dx) =1F’h[g(:)([l h,.(ﬂP' ) rg__(_x,z)dx], ce qui
s'écrit quelque soit A : (P,_g(:))(J_‘L__g.:(x,z)dx) =Fj,[g(z){_|’4 % lmﬁ 2 W:yg:(x,z)dx] puisque B g(z)=g(2)

()th[g(z)(j’! Ig‘r_(x.z)dx— -{.-c h ’(::Pl h ‘ufg .{'x*:)d“t}]'
Si 4 a un nombre fini d'images réciproques k(z), avec les bijections hok=kch=Id, la densité invariante

conditionnelle s'écrira :

(et} | g (=T elk)(], P g, (ks

et ], 2], 2, g ckydx0
Si I'on choisit la i-iéme branche on aura J{___g_v{x,:)dx}zj o /4 o2 (x]c)d.x

Etude de ['opérateur relatif a la fonction /7, |
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Soit o=( (pj) pour j=2..m, que I'on note désormais ¢
Lemme de décomposition

* 8i Huwu=z+(zh(z)) a un nombre fini d'images réciproques et ne s'annule pas sur Z, alors ['opérateur de
Perron Frobenius a pour densité stationnaire :

g(ozrg)g, (pzFLgg,, (pk) ol :

- la densité marginale g, est la densité stationnaire, correspondant a I'application /., seule,

- les densités conditionnelles g, (@z)sont les densités stationnaires vérifiant quelque soit A :
L___g,(fp,:)d(p:J = P, g (pk)dp, correspondant aux applications Hp,)= )g_,jtp,. ., pour
J=1,2.3,..m sous les conditions: z =11 ¢ " etle support S, fixés.

Sthaz—"+( h(z))vérifie les hypothéses du cas unidimensionnel, c'est-a-dire : nombre fini d'images
réciproques , [I4-(z/(z))P>1+dlz| sur chaque branche et z/(z) 2 fois continiment dérivable : alors g(z)est
cyclique : les supports S, des g, sont disjoints : g (z)g,(z) =0 pour i # j et en nombre fini, et auto-
similaires.

Démonstration

Selon la parité des »,, la surface z=I1 i(pj”- présente pour chague ¥ une ou deux branches symétrigues, il
faudra donc introduire des multiplicités. Supposons que I'un des indices 7 soit impair : ce sera l'indice #,.
{n, pair entraine deux images réciproques), mais, si tous les exposants sont pairs, on peut toujours en
prendre la racine carrée, le produit vaut —1, {car, sinon, il suffit de diviser par 2 tous les indices n, et la
suite reste la méme). On effectue le changement de variables L qui transforme ¢, en z et laisse
inchangées les autres coordonnés : a (¢, .. @, ), il fait correspondre (z,¢,, @, ), en tenant compte de
larelation z=I1,¢ " avec ¢ #0 et z#(:

1/ =n, fm

o=z ‘H,,,qa_,.
Q, =@, pour j=2.3,...m, que I'on note désormais ¢

pour j= 1

Le jacobien de /. peut s'écrire : J=(Un)z=""""I1,@," " donc; J=j(z)i{®)

La mesure de Lebesgue est : dqdp=/dzd@. Une densité g(p.p)sur l'espace (@) se transformera en
une densité g(@z) sur (@) définie par g(@z)=g(@(z.0).¢)/. Si C est un borélien de R tel que
LY{Cyx= Ax B ne contient pas 0, avec z-Bet @ed pour j=23,...m

J(,Pg( (p,(pi)a’(pldtpzj JPg((pz)dpdz , et sila densité est invariante

txB=1Y()
J(g((p,(;)l)dgpidwjluyd 2@z dpdz, donc : Tégalite g(@.@)=Pg(@.@)induit g(@z)=Fg(@z) et
réciproquement. g(@)=e(¢@z)/ . De plus J=j(z)i(¢) n'induit aucune perturbation sur les lois
conditionnelles. La connaissance de fa densité g(.z) suffit pour calculer la densité sur R et Z.

Le lemme précédent se note ici: =2, Q=Rs , =H H=(H ,j=2,.m) et h=H_ : puis, la proposition
concernant le cas unidimensionnel s'applique pour H‘MI::- zh(z)) dans le domaine de résonance Z.
L'opérateur de Perron Frobenius est cyclique d'aprés les résultats du cas unidimensionnel et
g(z) =X (g,(z) ot iestfini, les supports S, des g, sont disjoints : g,(z)g,(z) =0 pour j #i.
S'agissant de la densité conditionnelle, il suffit d'appliquer le lemme de Fubini en réduisant le domaine
d'intégration a un seul support S, : B8NS, .

Remarque : Le cas ol rest attractif ne présente pas en principe de difficultés ni celui ol 0 est attractif :
dés que z—0), les quantités A (2) =4 (1+h,(z2)) =4 .
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Etude de I'opérateur conditionnel : Formule de la densité pour la résonance d’Anosov
Si_ f est un difféomorphisme de classe 2 et admet un point fixe , sous la condition (Rs*) du domaine
d'Anosov, la densité g de la mesure invariante par / dans une région de résonance compacte peut s'écrire
a I'exception des ensembles de mesure nulle {en particulier z=0) :

gz 9FL(g(2)g,, .
- g(2) est la densite relative du mondme résonant =, ot = veérifie : z(Ap)=z(¢p),
- g, est la densité conditionnelle m—1 dimensionnelle des ¢, sachant z( z20 ) relative aux 0,
de R —(0) est gp::c/(zl(n,f(p‘)’)* 2)([1[(9.1)
- dans le sous espace supplémentaire de R —(0), la densité conditionnelle & z suivra la loi standard |
produit des loéqof.l).
- si de plus H, , =z(1+h(z)) vérifie : pas de zéro sur Z, nombre fini d'images réciproques,
[l4(zh(z))1+d| sur chaque branche et z/(z) 2 fois contindiment dérivable :
cette densité est cyclique ; les supports S, des g, sont disjoints : g(2)g(2)=0;

Démonstration
Si z et §, sont fixés ( non nul et non vides), la densité conditionnelle sera, d'aprés le lemme précédent, la

densité stationnaire de /7,(¢, )= A_¢@, pour j=1,2, m<d, sous les deux conditions : z=ﬂj(pf."*, avec
z#0) et le support S, fixeé. Il s'agit maintenant de trouver la forme que doit prendre la densité conditionnelle
des @ #0. Reprenons le changement L de variables qui transforme ¢, en z et donne la formule:

), 8l02de=] P, & (pk)de

Alz est la sous variété de R_de co-dimension 1, ne contenant pas 0, définie par Ay(z=I1 ). Elle n'est

-n,fny

autre que l'image de A4 par l'application qolzz”"ﬂ,‘:(pf pour z#0 fixé; elle présente pour chaque
@, une ou deux branches symétriques selon la parité des 7, il faudra donc introduire la multiplicité m, et
M:ﬂfm’dans le calcul effectif de la densité. La mesure m—1 dimensionnelle est :
I !+):’.ﬁ(8(p,/3cpj)3)' ? par rapport & d¢et, en suivant le raisonnement de L.M. p. 182, on définit la

mesure d'un borélien 4/z par la formule

wAiz= | (Mo

De méme pour k, : A/kestimage de 4 par l'application gq:kl.y”ﬂrmqoj""/"‘ pour z#0 fixé, donc :

M| g Comodo=M) P, g (kow,(pdo=M], e (kop (pMdp

puisque sur HY(A/k) =H\(4 ng*—*kf”’ﬂMqof"”‘/"‘), la mesure m—1 dimensionnelle est encore y. H'
transforme @ en: /A, de coordonnées ¢ /4,  , pour j=23,...m.

La loi conditionnelle sur la i-iéme branche sera g u(@)do =g k(qo/l“)u((p/lk;)d(p/ilk, On retrouve
I'équation fonctionnelle sur le vecteur de coordonnées @, j=2,..m : si _f(q)):gw:}t{(p),
A@)=Ag/A) /T A 0l l,‘:)'m

Comme précédemment, cette équation a une solution unigue (si elle est continue) j((p_):c/ﬂ w®;- Donc:
g,::cfu(@)ﬂ,,.¢, ¢

Comme 9¢,/0p =—n,@/ng, u(QF=p/n(E (n /p))* et gw:#:‘(Zj(nj/qoj)z)"3)(111.@71.) ]
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Remarques

Il se peut, naturellement, que les conditions de résonance cyclique ne soient pas réunies, par exemple le
point z peut converger vers un point fixe, cela ne change guére les raisonnements.

La mesure prend la forme d'un arc tangente hyperbolique si m=2, mais, dés la troisieme dimension, les
intégrales prennent des expressions plus compliquées.

Remarques

En premiére analyse, les zones de densité maximum sont solutions de dg(z)/d@=0, et, en ce cas ¢ =0, .
Mais, I'aspect cyclique de z peut aussi introduire de larges zones de densité nulle : en effet, rien ne dit que
les supports des g (z) opérent une partition compléte de |'espace résonant. En pratique, il semble que le
nombre de plages cycliques soit en relation étroite avec les nombres », déterminant la résonance. On a une
majoration de ce nombre dans L.M., mais reste a en trouver la formule exacte. L'examen de la formule de la
densité mérite des développements, d'autant plus , que le cas de valeurs propres complexes n‘est pas
abordé ici. Mais cela n'apporte pas de grandes modifications.

Les questions de résonance ont fait I'objet d’'une recherche importante et beaucoup de techniques ont été
utilisées. Parmi les principales, les méthodes probabilistes et la technique des perturbations . Dans le cadre
de notre approche, la grosse difficulté reste la détermination des propriétés de /i(z) a partir de I'application
initiale f.

La situation présentée ici n'est certes pas la seule possible : dans bien des cas, tout se passe beaucoup
plus raisonnablement avec de bonnes convergences ou divergences, le cas choisi semble devoir répondre a
un certain nombre d'interrogations actuelles.

Multi résonance d'Anosov
Reste également a analyser le cas de multi résonance ( par exemple du type A,"°A," =1 et
I‘{]un }n\ =1} -
Soit le plan de résonance : Z!(x‘loq&.izﬂ avec des réels ¢, non négatifs et non tous nuls. On suppose ici

que la condition (C) est respectée, mais que le plan de résonance admet plusieurs points de coordonnées
entiéres non nulles (n)=1....p. lls vérifient donc anuloéij*:(], sur un ensemble « redondant » de m

valeurs propres j=12...m. On doit alors rechercher les éléments distincts de longueur minimale, en
appelant « longueur » le nombre de valeurs propres figurant dans la relation. (On peut construire une
algébre par concaténation de mots et suppression de la lettre commune selon fe principe des matrice
boolienne de Markov, par exemple, A,"?4," =1et A,""A," =1 impliquent @""l;":l).). On n'étudiera
pas ici le treillis engendré par toutes les relations précédentes et leurs combinaisons linéaires entiéres. Le
nombre p de multi-indices (n) résonants est fini. Examinons les modifications a apporter aux calculs
précédents. Tous les p mondmes distincts z=(_:|,:1.,....zp) peuvent intervenir dans le développement de la
variable ¢ . On aura: @ o fAXEA @ () (H+h czepx))pour j=12..m.

Autrement dit, si I'on dispose de la densité invariante de ces monomes z , on applique les raisonnements
précédents en considérant cette densité invariante relative aux z, comme densité marginale, puis on
cherchera la densité conditionnelle des ¢ sachant z fixé.

Il faut alors former les mondmes de résonance zogeoflx)=zop(x)( I+hozop(x)) i=l2..p ol
H-hezo@(x)=I1 (1+h, ezo@(x))" ol n, parcourt les indices de (n) (en remarquant que le produit des
valeurs propres sera égal a 1) ; on observe que I'on peut « oublier » ¢(x) dans ces expressions et si on
note h = (h,h,,...h,)et zeh=(zh ), onaura zo Qo f=z+zeh(z).Si =0 est une solution de
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cette équation ( en supposant 7 fini), on peut chercher I'opérateur de Perron Frobenius associé a cette
application (ou passer par l'intermédiaire de I'expression : A(ze f\=h(z)}+h(zeh(z))). La densité invariante
relative & 'application résonante s'écrira : g() = X,g(6,){6)|
qui ne parait pas simple sauf dans les cas ol I'on peut reprendre la démarche précédente. Il faut alors
calculer les lois conditionnelles sur les sous variétés conditionnelles de dimension m—p, aprés p
changements de variables.

Résonance entiére de Poincaré
On peut chaisir le cas ol toutes les valeurs propres sont toutes inférieures & 1. On remarque que la double
condition [T, A" =4, et  n, 10g|/1,.| # 0, implique A, =T1 A", auquel cas, l'ndice i ne figure pas
dans le monome résonant. Aprés transformation, /' s'écrit ;
Ax, avec j=1,2,..d si j#i
Ax, +usi j=i, avec u=h(I1 mxi"')oﬂ [T, x" estle mondme qui ne contient pas x,.
Pour calculer la densité stationnaire de I'opérateur de Perron Frobenius associé, on fait un raisonnement
similaire a celui qui a été fait dans le domaine d'Anosov, mais avec cette différence importante que ,
maintenant, il faut d'abord déterminer la densité de loi marginale des X, pour j #i, qui n'est autre que la
densité en cas de non résonance, et chercher ensuite la densité conditionnelle de x, sachant les autres X,
fixes. Cette densité conditionnelle doit vérifier la relation en omettant l'indice i :
g(x)=g((x—u)/ A)/ A. Pour résoudre cette équation, il faut poser: g(x)=h(1/x) et x=1/y
(donc = g(x) = h(y)), pour obtenir : A(y) = h(Ap(1—uy)™")/ A
Cette équation fonctionnelle se résout par la récurrence A,(y) =4, (Ay(1—uy)™")/ Aet, en partant de
hy(v) =y, on obtient A (v) = (1 - nuy) 'qui tend vers 0 quand n tend vers linfini. Donc g(x)=0
presque partout.
On peut compliquer la situation & loisir en prenant des multi résonances.

Résonance irrationnelle

On a remarqué sur 'exemple » ”c-(,\-Haiokarr d(x) ,en début d'article, que la divergence de la série de
linverse du vecteur propre i est en »n'”, ce qui, en principe, ne devrait se produire que sur le polidisque
de convergence de la série de /* ).

On se place dans le cas de la résonance d'Anosov, qui est le plus important & examiner. Ici
X o, logd ,| = 0avec o, = Onon tous nuls. On ne considére ici que les a‘j>0 et Zjaf=1. En reprenant

les notations du début, étant donnés n et ¢, on définit les nombres entiers n, et ¢ du lemme de Dirichlet
{voir Annexe |); supj.'n_,.fq—a,klfqn‘ " mais, ici, qr:n;Efnf avec m<n pour n assez grand. (m est
déterminé par: m+l =card(a‘.,aj>0) ). On obtient |'approximation entiére pour m+1 coordonnées en
résonance. On a: p’l’.);,_"'-—lkc" ""c/n¥™ , mais, ici, n=Ln avec n<n.

On affectera sans ambiguité dans cette partie :

- lindice ¢ au rang du / iéme entier n, dans R ( en quelque sorte n=n+i )alors que

- lindice j indique la coordonnée o, de a,

et les entiers m+l-dimensionnels, notés (n), de coordonnées entieres ("t):(”.—r”mﬂr--”- Jobtenus a

im
!

= 2 ; % 3 " 5 XA L - r""' im
partir de n par I'approximation de Drichlet et I'on a: Rf[(”f)-rn,}‘, }|<e‘ “oin'"etnznl, R
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contient une infinité d'éléments, Lorsque o parcourt le plan de résonance, on obtient 'ensemble R=_ R
et S=R.0Onnote fix)=Ax+a(x), y=¢', etenfin, a=a,+a, . Beaucoup de problémes surgissent :

1- Considérations préliminaires sur la difficulté du probléme

- L'équation foyx)=Ayx Hasy(x)=y Ax) s écrit Hom{(yra( y))=Ayx )y Ax)—a(yAx)) =0, mais elle
n'a plus de série convergente de sorte qu'il faut perdre I'espoir de linéariser f et faire apparaitre des
mondmes résonants dans le résultat final. Les équations doivent étre modifiées pour faire apparaitre les
résonances : I'équation linéaire finale doit &tre remplacée alors par I'‘équation non linéaire aprés
transformation : foy(x)=Ay(xHa,oy(x) et I'équation a linéariser, ne concerne que S=R :
Hom(y,a (y))=0. On peut ensuite continuer point par point la démonstration d'Arnold sur S. Donc :
S =AY H ap Y (X a, YAx) =YL AxHa, YA x)

- On n'a plus de régle simple pour le choix des exposants résonants : La qualité d'étre un nombre entier ne
suffit plus. On peut par exemple choisir tous les exposants de R fixé a priori, mais R depend de met on
peut supprimer de cet ensemble un nombre fini d’exposants ;

- les mondmes résonants sont alors en nombre infini et appartiendront ainsi a un espace de Banach(dans le
meilleur des cas) , et ceci arrive méme avec 2 valeurs propres seulement ; avec 3 valeurs propres, on aura
des multi résonances, mais comment définir ces mondmes résonants ? On peut veérifier qu'il y a une
correspondance entre a, dans / et & dans @ ;

- certaines variables peuvent fort bien respecter des conditions de non résonance, mais d'autres non ;

- pour crfixé, il se peut que a, , dans f=Ax+ayta., soit nulle, mais que des termes résonants
n'apparaissent qu'a partir d'un itéré f* d'ordre k.

Une premiére simplification apparait sur les différents points du plan de résonance que I'on a a etudier car la
partie du plan de résonance verifiant erx]:l est compacte en général ; par recouvrement fini de cette

partie du plan, on limite I'analyse & un nombre fini de points du plan. Mais & chaque point, on devra associer
une infinité de mondmes résonants.

- Comment caractériser un ordre entre ces différents mondmes ? La présentation faite ici est assez
succincte.

2- Hypothéses et notations

Supposons, comme cela a été fait pour la résonance entiére, le domaine de résonance contenu dans un
compact. Les valeurs propres seront positives pour simplifier la notation. Le plan de résonance est défini
par: Zf,aflogllj!:().

On se fixe maintenant un seul point ¢ quelconque du plan de résonance. Remarquons que, en dimension 2,
I'unicité de ¢ est alors assurée. A chaque point ¢, on associe R,. Soit z =z'") le monéme d’exposants
(n) relatifs a o,

Soit hRJ(Z):hR (ztmz),_Z, ) la fonction résonante de ¢ relative a o. On remplace chague monéme

) par une variable réelle u ; soit ()=(1u,...10....) le vecteur ( dimension infinie) de composantes de

u_ et on note f1, (14.u4,.....1,...) la fonction relative a (u). Soit (v At V,u,,,...) le méme vecteur ou

i’

I'on a remplacé la composante u par v en laissant fixes les autres composantes. Supposons que /1, (u)

h 2. (uy-h % (\'J.)*(k Ju,.—r,! , pour

vérifie uniformément dans un voisinage de I'origine la condition de Lipschitz :

tout 1,
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Lemme
Si o=, soient n=X n et n,=L n_appartenanta R, relatif & o pour » suffisamment grand. R, ne

contient que des exposants » tels que n2n vérifiant: n<n, n.>n/2 et !n.nﬁfn.,.—nil<3/n' L

Démonstration

Comme ¢ est fixé, on a exactement m coefficients non nuls, et, pour n fixé, on peut trouver des entiers
n, et g verifiant linégalité de Dirichlet supianﬂ,qidm"" avec g<n (voir annexe 1). A chaque 7, on
associe ['entier g minimum des g<n vérifiant l'inégalité. Si »>n, on ne peut avoir g<g, car, sinon
sup ‘n‘—a q'<i/n.""’<l/n* " gt g ne serait plus le minimum des g<n vérifiant I'inégalité. Donc ¢2g.

SL o =1 (et lon peut toujours se ramener a ce cas), on obtient aisément 'approximation pour tout n:

|n —qHZ n—qx o b<2 1:1 —~qL o |<m/n"" ol n=X n, ; par suite, n<g+m/n'"<n—l4+m/n'"<n dés que

m

n'">m . Donc n<n. De plus, n.+m/n ">q2g>n—m/n'" c'est a dire n.>n=2m/n"">n/2 dés que
n.n"">4m. Tout point (n)de R, autre que (n), vérifie :

‘nﬁ.:’n.’.—n ,"’"H"u/”';_a.l"'la-_” '.fn}<l/ﬁ.ini' " Hinn'" <B/n.n"

Corollaire

Supposons le domaine résonant compact et contenu dans a"#z}.'ﬁaquelque soit j . Soit z=z"), le

mondme de / d'ordre (n) relatif & o et R relatif & ¢t eta n , Soit h, (z2)=h, (z"2",..2",...) la
a @

fonction résonante de ¢. Supposans que /1, (1) vérifie uniformément dans un voisinage de I'origine la

condition de Lipschitz :

¥ Ph o 20,
. (1',)|<k‘|u{,—\',|, pour tout i sur le compact et que la série Zkn.ld
converge ,
Appelons maintenant /i(z )=h, (z Fhy, (4”,.31 \..z"...) relative  la n.-iéme itéréede f, /™.
La fonction résonante /2, (z)sera approximée uniformément sur le compact par h(z,) fonction de ia seule
pop— : - o iy H A . A
variable z =z en dehors du point z =0 et on a: z oo [*(x)="*z o@(x)(1+hoz o@x))
Démonstration
Soit A, (z')=h (z“”,:‘"",...:"’-‘.....) la fonction résonante de ¢ relative a R au voisinage de (X, et formons

hy (z Vb ( LAz -h (z) ou h(z)y=h, (#"z Zm) Az ), ot tous les z sont remplacés

n

par les -:""" "3 partir du rang . Formons :5=|]’»e (z)-h, (:ﬂ)l<£jh}.(zﬂ}—h* I(zﬂ){(Ejsz"“'—z""" "'| ; notons
A - My _ndin sy A s R Y s LR 4 n, "u.= =z A . .
z —ﬂm —HI(.-.{. j —II,(_”) ou Y=z, et n; i ; Soit

z
n

L) omin
b

B "Hf((yj/zi"‘)“-« "_1), et on obtient donc en prenant un domaine compact contenu dans
a ‘Sizjlsmne contenant pas 'origine) :
L in o (mamgim—n . in e E'iu u(,‘u.;ulln.,.'u
11'1!,(5;1/."} i _IHH;"; l|< (Z_]ln.nﬂ.,n., n,.l)n.;/nllogalal comme
o, A :
‘n.n#/n.,—njld/n'"' ona: |ﬂ (O, fz )" >’< 3mn. /n.n' '"I]ogalaj " et I'Geart & sera majoré par
Z{ka‘" g "" 2948 . i 3mn.’llogala|]" " '™ or ma"" "=gh """ =g donc

. . (1+3Iminst) y i N
ijz‘”-"ﬂz”"’ "| <zk 3mn.,jlogia|c4 () i puis, en prenant m/n.n'"<1/3 , il suffira que

i
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la série Z’k’.n.JaE]"" converge pour que |'écart tende vers 0 comme 1/n.n'".

Toutefois, la série h, (z,) contient des exposants fractionnaires. On surmonte cette difficulté en
considérant les itérés de /.Si I'on remplace / par f", (ce qui multiplie par ». I'écart en 1/n.n'"™ qui tendra
encore vers 0) en appliquant le raisonnement précédent avec z=z""
h(:")=hR"(:,,)zizku(z",z""',....z”"-,....) ne dépend plus que du mondéme z . |l en résulte que la suite

d'équations se réduit a une seule équation en = : z oo f"(xX)=e"Yz o(x)( 1+-hez, ox)).
Naturellement, lorsque () augmente, les équations de résonance vont se modifier légérement. Donc /™
accroche, pour chaque 7., un mondme résonant de plus en plus proche de .

Lemme complémentaire
Pour » fixé, on a donc un nombre fini p de vecteurs a coordonnées entiéres approximant tous les o du
plan de résonance tels que Z o =1.

Démonstration

Faisons varier ¢t dans le plan de résonance de sorte que X o =1 , en ce cas, tous les n, qui réalisent
I'approximation de (¢ vérifient tous n <n et ceci quelque soit m . (voir remarque annexe )

Conclusion

Si les conditions du corollaire précédent sont vérifiées, pour n fixé, a cet ensemble fini de p mondmes
résonants, va correspondre une fonction résonante approximée uniformément par une fonction des p
mondmes résonants au plus. On se retrouve dans le cas de multirésonance entiére, dont le nombre de
mondmes augmente a chaque étape n du processus.

Pour préciser les mondmes résonants figurant dans ¢, on remarque que, pour » fixé, on numérote les p
mondmes résonants par l'indice /=1 2.....,p. Parmi ces mondémes, on ne conserve que ceux dont I'exposant
n,>0 est strictement positif. Soit /, cet ensemble et I'on conservera l'indice / pour le décrire. On aura
donc (z) Az, le Ik)et:

@2 fix=A @ (x)(1+h((2),). Et 'on aura la relation de la forme 2,00 flx )= Pz o) (141 ((2),)) -
Naturellement le nombre d'éléments de /, augmente avec 7. Si 'on choisit des points « au dessus » du
plan de résonance, les ¢/* seront plus grands que 1 et les mondmes correspondants seront cycliques (ou
asymptotiquement cycligues).

Cas de 2 valeurs propres,

On se limite au cas de 2 valeurs propres, ce qui évite les multirésonances et f a une droite de résonance
irrationnelle

Dans le cas de 2 valeurs propres, / a une droite de résonance irrationnelle ¢, De plus, on peut trouver
alternativement autant de nque l'on veut tels que 15“,-/1,"'4"‘5? cela provient de 'examen de la

démonstration de l'inégalité d'approximation donnée par Arnold (chap.3, § 11) pour construire
alternativement les points entiers au dessus et au dessous de la droite de pente réelle . Notons que I'on
aura donc plus de possibilités de résonance cyclique.

Proposition

Dans le cas de droite de résonance irrationnelle alors il existe une infinité de mondmes résonants tous
distincts. A chague mondome résonant correspond l'application du mondme résonant notée
z, 0o f(x)=e"Mz, o @(x)1+hoz, 0 @(x)) o e 1. Si (zhoay(z)>alzlsur chaque
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branche et si z/ o a,(z) est 2 fois continGment dérivable, appliquant le domaine compact dans lui-méme,
alors I'opérateur de Perron Frobenius correspondant & cette application est constrictif ; de plus, I'opérateur
attaché a chaque itération est cyclique au voisinage du point 0. Autrement dit, on a une infinité de valeurs de
résonance qui donnent une impression de désordre complet.

Démonstration

Il suffit de reprendre la démonstration de la proposition du cas unidimensionnel oti I'on remplace H par
go M

P2 |/ P'g < (sup |e(k Y|/ g(k) / ("1 +alz))" +ce® ™ / (¢ (1 +alz) 1)

pour que avoir une majoration finie il faut que ¢“'*’ > 1 . Or, d'aprés le lemme des d'approximation entiére,
on peut toujours trouver des exposants pour satisfaire cette inégalité. La suite est la méme que dans la
démonstration de la proposition.

Comme la suite des indices résonnants est infinie, il y aura une infinité de mondmes résonants trés voisins
et de périodes voisines, ce qui expliquerait I'aspect chaotique de nombreuses itérations. Ainsi, dans le
complémentaire du domaine de Poincaré, apparait un domaine de fortes perturbations.

Remarque
Une conclusion ironique est que méme les zones de résonance entiere peuvent contenir des résonances
irrationnelles.

Remerciements
Je remercie vivement le référé qui a eu la tdche ingrate de me lire, et dont les bréves remarques pertinentes
ont réorienté ma démarche. Il a fortement contribué a rendre ce texte un peu plus lisible.

Guy CIRIER, 74, rue Dunois 75646, Paris Cedex 13.

Bibliographie

Amold, V. : Chapitres supplémentaires de la théorie des équations différentielles ordinaires, Ed. Mir, 1980
Hardy, G.H. and Wright, E.M., An introduction to the teory of Numbers, Clarendon Press, NewYork, 1960.
Lasota, A., M.C. Mackey: Chaos, fractals, and noise, Springer-Verlag, New York, 1994

Li, T.Y. : Finite approximation of the Frobenius-Perron operator. A solution to Ulam'’s conjecture, J. Approx.
Theory, Vol. 17, 1976, p 177-186.

Myrberg.P.J. :fteration der relent Polynome Zweiten Grades, Ann. Akad. Sc. Fennicae,A, 256, 1958, p 1-10
Ruelle, D : Dynamical zeta functions and transfert operators, IHES, aott 2002.

Smale, S. :Differentiable dynamical systems, Bull. AM.S. Soc.,1.73,1967. p747-817.

Steinberg, S. : On the structure of local homéomorphismes of euclidian n-space, A. J. Math. 80,3, 1958.
p623-631. et 81,3, 1959. p578-604.

Annexe |
Soit & un point quelconque du plan résonant ayant exactement m coordonnées a’.>(),c'est a dire,
vérifiant:
T, 10g|/1,| =logla,| avec T o2l
On a besoin d’une version de l'inégalité de Dirichlet.
Lemme de Dirichlet
Soit ¢ un point quelconque ayant exactement m coordonnées & >0, pour tout n entier de N, on peut

trouver des entiers non négatifs (nny..n ) de N” et g de N vérifiant I'inégalité de Dirichlet :
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Supf.'n F.'-(qu|<l/n! " avec g<n.
Démonstration :
Voir théoreme 200 dans G.H. Hardy et E.M. Wright.

Lemme d'approximation entiére
Soit m+l le nombre exact de valeurs propres en résonance irrationnelle. Soit la constante
c=msupdlo§l}|}. Pour tout 7, on peut trouver des entiers non négatifs n, et n avec n<n vérifiant :
SUit lrl ;.AJ” "AJ;”‘HA," }m(- m-.‘cifnl i :
Soit /*la k igme itéréede f , Iinégalité devient
Il—l A ku,_;{ *H‘H/‘. kfi.kk‘, n ﬂk(‘fﬁl "
i i i
Démonstration :
-Si le nombre de valeurs propres en résonance irrationnelle est m+l, la résonance s'écrit

ZJQIIOQA,.FIUQAJ avec exactement m coefficients o >0. Notons d'abord que 10§)~1{ ne peut figurer que

dans 'un ou l'autre des deux membres de la relation selon son coefficient o, (plus grand ou plus petit que

1). Admettons qu'il figure dans le membre de droite. Si I'on a m+1 valeurs propres en résonance, on aura
exactement m coefficients o a approximer.

Pour un tel point o réel donné, on peut trouver d'aprés le lemme de Dirichlet, pour un nombre entier
quelconque # donné, des nombres entiers n_ et g Sup,.]ﬂj—arq{qmim avec g<n. (inégalité de

Dirichlet), et I'on a :

IZ,n ,/qlné/lff—lnéerEJ(nf:q—(x,)103%/1ii(msupdloq/lll)supj(jnf/q—ajb <clgn'™

en multipliant les deux membres de I'inégalité par g=n, on obtient ]Z,nlloéljl—niloé}%l <c/n'™ .
L'inégalité I(" - li S‘e‘“i - [ts [xle ! implique le résultat avec -WZ,”,—IOG%AJ‘”}"QA,I-

L'itérée d'ordre £ aura toutes les valeurs propres de /' élevées a la puissance .

Remarque
Pour se situer dans le cadre de la condition de Seigel, il faut relier #a |sF=n+Z n_ dans la formule

d‘approximation. On procéde ainsi : on remplace dans I'équation de résonance o, paraj/( 1+Ej.a,.) et on
pose a=l/(1+X ¢ ) de sorte que : @ +X o =lettous les o, sont alors plus petits que 1. Pour 7 fixé, on
peut trouver des entiers n etq : supj|n ,.—qa'_!/( I+Zfo:f)}<1/n' " avec g<n. Ce qui implique pour o, :
kq—zjni)/q—l/(l+2‘t.af‘)}<r/qn"". On obtient finalement 1'approximation entiére
len ilngjﬂ_ﬂ.}—lodi’kfzjn,.)*<3cv‘n'"’ ot il faut poser n=g—X n, Pour n suffisamment grand, les n, et
n, seront inférieurs & g et a n, donc |nf=n+X n <(m+l)net linégalité prend la forme de Seigel voulue
'E[n'.]oglifi—n,logﬂﬂkzc(mﬁ y “’4;7]1 ", & ceci prés, que ici n, n'est pas égal & 1, ce qui sera examiné

dans le corollaire suivant.

On va voir que la condition de Seigel n'est pas vérifiée en général, en particulier dans un domaine irrationnel
d’Anosov.

Notations :
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Si o est fixé, avec exactement m coefficients non nuls, a chaque n', correspond un ensemble d'entiers
m-+ldimensionnels ;{ (n')=(n',,..,n".,...n'm) et g=n ) vérifiant la condition d'approximation. Considérons
l'ensemble des entiers m-+1-dimensionnels comme des points de N”*', et notons
Rﬂ_:[(n'):|ﬂ,AJ."*'—)I,"'*HA,"*P Meeinye ern’an:aﬁxé] . Sil'on fait varier cr, on pose R=U R et S=R ;,
R contient une infinité d'éléments d'aprés le lemme d'approximation entiére.

On notera: /= Ax+a(x) et f* =A'x+a,(x)sa k ieme itérée. Le développement en série de Taylor
de a, et celui de I'nverse de @ : w = @' seront supposés absolument convergents. Soit N l'ensemble
d -dimensionnel des exposants (n') des monomes de «,, séparons ces exposants en deux groupes : ceux
appartenant a SN NV { de somme a,) et ceux appartenant 8 RN N (de somme a,) de sorte que
a, = a,, +a,. Ces séries sont absolument convergentes. Comme il s'agit de restes de séries d'ordre 7,
on identifiera fR* et a,, ; de méme , on notera [*cy, la somme des termes de [*oy appartenant 3
Rm N dans la formulation du corollaire suivant :

Corollaire

La condition de Seigel n'est satisfaite que pour des fonctions f dont le reste de la série de Taylor sur RN
( note f, et _/,;* pour son itérée} vérifie la condition (C) au voisinage de chague point du plan de
résonance , pour tout # et pour toute & idme itération: Lf*,-owRHlflx__HWr[)R"e“:' W e e

avec c=(d-1 )SqulU!%'l,b'
04 R est réduit au domaine d'Anosov R:Ja[(n’):lﬂf)»j""m] o™ e fygVim ctrz‘"zﬁ]

Et ol | w|| désigne la série des valeurs absolues.

Démonstration

Si R Nn'est pas vide, cet ensemble peut avoir une infinité d'éléments, car le lemme d'approximation
entiere peut étre appligué, ce gui est contraire a la condition de Seigel.

On va supposer le probléme de linéarisation résolu et examiner les conséquences de la résonance
irrationnelle sur /.

On peut toujours écrire [ sous la forme: [ = Ax +a(x) (si la partie linéaire est diagonalisable par
changement de repére); en prenant l'inverse de ¢@: w=¢ ' et la notation
Hom(yra(y)=Ay(x)—y(Ax)-a(yAx)), I'équation de llinéarisation foy(x)=AyAx)H+acydx)=y(Ax)
s'écrit: Hom(yra(y))=0. Steinberg et Arnold obtiennent tous deux une équation homologique de ce type,
{I'un la résout par développement en série pour calculer ¢, l'autre par itérations et séries pour calculer ¥ en
partant de Hom(y,.a(y,)) = Oavec ,(x)=x). Admettons I'existence de la solution trouvée de
Hom(yra(yw)=0 quelque soit I'hypothése formulée par 'une ou l'autre des deux méthodes : la série de
Taylor de cette solution se sépare en deux groupes : I'un relatif a R N, l'autre @ S N. Examinons
celui relatif a R Nnoté sans ambiguité R : Hom(yiaow, =0 : on a, en ce cas,
Ia"WgHV’k(M}"}‘WR(I){' et, si on note la série : Y, (x)=X 7 x"ol x" =TI x"

o, 0, 0RO, 1,52, K e

-plagons nous dans le cas de Poincaré

Si nzl, R sera vide, car méme en itérant n_fois on éléverait simultanément tous les A" a la puissance
n,ce qui ne change pas le probléme. |l faut donc prendre n=l et n'=l pour n'2n ; la comparaison des
inégalités d"approximation donne pour un point o fixé :

aniloq&}-loél,l—(zfnf'loélil—-loé/lil)zij(n ’—n'j)lnd/lj':o( n"™yo(1/n"™) =o(1/n"™)
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or n —na =o(1/n'™) et n' —n'c =o(1/n"") que 'on remplace dans la relation précédente
(Eg}oéﬂlJ)(n—n')m(i/n“"), ce qui donne : soit E]ai]oé;{}bd) ce qui est impossible dans e domaine
de Poincaré, sinon n=n', donc R sera réduit & un point, ce qui n'est pas une condition trés contraignante.

- plagons nous dans le cas d'Anosov: quelgue soit n=n, on aura linégalité :
ln il" '7[1<(,.- e fg i il ';/n'! d-1

reprenons la i-iéme coordonnée et choisissons (n") pour que l'on ait |a,0l,|/R Ei‘,‘,')/,.".'l,—ﬂ ,-/'L"‘]x"")l o

suffira donc de prendre (n")=(n'+1) ot 1, désigne le multi indice valant 0 partout, sauf pour la i-iéme
composante ou il vaut 1 pour avoir une infinité de »' dans R vérifiant :

|c:,owkHlilriliklx"],r""’k';"”"E;’n'“ ’<!J.'Ixr_nu)(],\'|)k”c; “e/n'dt pour ¥ n=n. On peut alors reprendre le
raisonnement avec f* pour obtenir le résultat quelque soit k, puisque o w(x)= w(A'x) pour le
méme vecteur propre | et pour la valeur propre A",

Remarque

- Autrement dit, pour linéariser f, le reste de la série de Taylor de tous les /* doit converger plus
rapidement que 1/n"?' fois le reste de la série de  au voisinage du plan de résonance quelque soit n, et
ce, d'autant plus vite, que le plan de résonance sera proche de coordonnées entiéres.

- On peut reprendre la démonstration avec les @ au lieu des  pour vérifier la méme condition de
convergence du reste de la série des @ pour le méme ensemble R au voisinage du plan résonant.

Annnexe Il : quelques exemples
Exemples de non résonance

Exemple 1: Equation différentielle ordinaire

-En dimension d ; prenons une équation différentielle d'un vecteur de d coordonnées en fonction du temps t,
notée dx/dt = F(x). On remarque que festici f=x+0F(x) et réalise une application de E dans E°,
pour & fixé symbolisant I'accroissement de t et tendant vers 0. La traduction des considérations
précédentes en termes d'équations différentielles ordinaires, se résument ainsi, si I'on suppose toutes les
dérivées a support compact :

* Les points fixes sont donnés par F(») = 0, les multiplicateurs A sont solutions de {‘F: —U%O autour de

chague point fixe ». La condition de linéarisation s'écritici: Y, n A, # ,lj avec des entiers 1, non négatifs
de somme supérieure & 1. La condition (C) s'exprimera de la méme fagon que précédemment.

* les semi invariants ¢ ayant leurs dérivées partielles a support compact vérifient:
d¢. [dx F(x) = A.¢,(x) ou encore dlog@, / dxF(x)=A, ol Jdo,/ dxF(x) est le produit scalaire
dans E!.

Opérons maintenant k itérations de f , de sorte que: /=kd. Le point fixe ne change pas, les semi
invariants ¢ non plus. Si x est un point initial de E®, on pourra noter x(r)=l*ir_r£1_/'*(x) et |'équation des
semi invariants ¢ s'écrit :

l‘ir,gqoo_l“‘(x')=rpox(!)=lé11j(1+&:%}*¢(x)=e”qp(x}, donc x{(/)=@ '(eMp(x)). Ainsi se trouve justifiée
I'équation ;
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I, /ox F(x)=d@,/dxdx/di=d g /di=Ap(x). Il faut rapprocher ces équations de celle 70 /Ox F(x)=0,
qui détermine lintégrale premiére 6(x) de I'équation différentielle : Il vient dlog(e,*/p,"*)/oxF(x)=0 et
on retrouve localement le systeme circulaire de d-1 intégrales premiéres

*Enfin, on ne peut appliquer directement la formule de la densité, sans en vérifier la version adaptée aux
équations différentielles ordinaires : si la densité invarianteg a des dérivées a support compact pour
I'application f=x+0I(x), cette densité devra satisfaire : de/kF(xH+gTrH{dF/dx)=0, donc,
dlogg/dt=—Tr(dF /dx){on y reconnait I'identité de Jacobi appliguée & V'équation différentielle
dX/dt=—0F lox__ X et la densité invariante g s'interpréte comme le déterminant | X] & une constante
multiplicative prés) mais on observe que les ¢ vérifiant dlog e, / dxF(x) = A,vont encore satisfaire

( )i T

E‘pi :If'-h[ |¢J u_[‘ l
Mg, " 'HMeof
l'lilt)g@,{.r)=l'l,logjcxp/1i4=l‘i‘(AIJHF,‘]I“. On obtient une sorte de loi des aires de Kepler.

I"équation

quand &0 et la mesure est encore de la forme

- Les équations d'Hamilton dans R" se traitent de la méme fagon, lorsque /7, qui applique RZ" dans R, ne
dépend pas du temps:

dp/dt =~ dH(p.q)/dq.

dq/dt = dH(p,q)/dp.

Elles réalisent une application de RZ” dans Rzn, et pour appliguer la formule avec
F=(-dH(p,q)/dq.0H(p.q)/dp), 1| faut rechercher les points fixes AH(p.q)/dg =0 et
dH(p,q)/dp= 0, puis, calculer les valeurs propres pour ces points fixes, en posant / la matrice identité

de R" et en annulant le déterminant formé des 4 blocs nxn:
Ay = —ﬁzf{faq:—ll ~d'H [ dpdg A
d* I | dpdg FH/dp® - Al
L'équation en log g, s'écrit alors vectoriellement : dlogg/dgdH/dp—ogg/dpdH/dg=Aoli A est la

matrice diagonale des valeurs propres. Le caractére symplectique apparait clairement dans le premier
membre de la relation qui n'est autre que le crochet de Poisson vectoriel de loge et de H :

[logg,H |=dlogy/dqdlljdp-Nog/dpdH[dg, et la relation s'écrit: [loggH|=A. En général, les
solutions seront fonctions des exp A 1.

La densité invariante est: J(0)*" & une constante prés.
- Cas de n corps de masse m, dans un champ de forces dérivant d'un potentiel U{q) ; les équations

d'Hamilton seront :
dp/dt =—dH/dq =—-dU/dq,
dg/dt = dH|dq = p/mde composantes p, /m
les points fixes seront p, = 0 (vitesse nulle) et dU/dg = 0. Les valeurs propres seront solutions du
~d'H/dq" —Al —3"H/dpaq | _

d* I | dpdg dH/dp® - Al i)
L'équation en log @, s'écrit alors vectoriellement : doge/dgdH ap—dlogp/opdH [dg=Aot A est la
matrice diagonale des valeurs propres. Le caractére symplectique apparait clairement dans le premier
membre de la relation qui n‘est autre que le crochet de Poisson vectoriel de loge et de H :
[loge.H1 [=dloge/dqdl/dp-Aogp/dpd/dg, et la relation s'écrit: [logg.H|=A. En général, les
solutions seront fonctions des exp A4 7.

déterminant noté ici en 4 blocs nxn: J(A)=

La densité invariante est : J(0)"" a une constante prés.
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- Cas de n corps de masse m1, dans un champ de forces dérivant d'un potentiel U(q) ; les équations
d'Hamilton seront :
dp/dt = —-dH[dq =-dU/dyg,
dq/dt = dH|dgq = p/mde composantes p, /m,
les points fixes seront p, = 0 (vitesse nulle) et JU//dg = 0 (points fixes alignés et ne dépendant que des
masses si le potentiel est newtonien). Les valeurs propres seront solutions du déterminant noté ici en 4
blocs nxn:
-d°Ufdg’ — Al 0 g

0 (1/m—=A)I
Les valeurs propres se séparent en deux blocs |-0°U/dg’ — )Ji =0cetde |(1/m—2A)/|=0 (elles ne
dépendent que des masses si le potentiel est newtonien) et donneront 2n fonctions de base exp A ks
La mesure invariante obtenue est I (1/m}-c"U /ag’}f>".

Exemple 2: Equation aux dérivées partielles : ci/o= f(x)

lei, x est un vecteur de Rd. u est un vecteur de RY, Jf(x) est une matrice ¢ x d et ne dépend que de x.
-cas ol dx/du= f(x):

uest un vecteur de RY, o étant un vecteur fixé arbitraire, on forme le produit scalaire dans Rd . z=ax qui
applique RY dans R. En remarquant que : @ = 7=/ dx, on obtient les q équations :

dz/du = adx/ou=a f(x)= dz/dx f(x). La variable supplémentaire z = ax a 6té ajoutée au probléme
initial.

-Examinons une équation particuliére relative a . On omettra l'indice 7 de la 7 iéme équation dans le
raisonnement qui suit sauf pour le vecteur f(x) a d coordonnées, avec j=l2...q, de fagon a ne pas le
confondre avec la matrice f(x) :

on a ici une équation avec la variable u : ok/du=cz/ox f (x)

le changement de variable v = exp(ow), ol @ est un réel ou un nombre complexe quelconque, va créer
un point fixe dans la future équation différentielle ordinaire dy/di=(av~f (x)) ( voir 11 lignes plus bas) et
I'équation devient : onvakz/ch=cz/ok f (x).

Ecrivons ces solutions z, sous la forme z, = log6, /4, —log8, /A ,+ on obtient quelque soit i :
avd(log8, /A )/ dv—d(log8 /)] dx f(x) = avd(log8,_, /A, )/dv— d(log8,_ /A, )] ox f(x)=C
ol I'on peut imposer le choix des @ et A, pour rendre C constante égale 4 1. A chaque solution z , on a
associé 2 nouvelles fonctions 6, et 6,_,, mais on a ajouté autant de relations. On est donc conduit &

examiner les équations : avdf) Jov—df [ox f (x)=A6, qui réalisent une application de R4t dans R.

Or, on sait, depuis la thése de Poincarg, (dont il faudrait sans doute réactualiser les conditions), que :

si tous les A, tombent dans le méme demi-plan ouvert autour de I'origine et si ¥,n A, # A, pour tout
ensemble d'entiers n, non négatifs de somme supérieure a 1, 'équation en € a une solution analytique dans
un voisinage de l'origine, solution donnée par le systéme de d+1 équations différentielles ordinaires. On
pose y = (v,x)et: dy/d={ov~f(x)), avec la solution particuliére dv/dt = av, logv+ e = aut, que
l'on rapproche de v = exp(ow), donc : f=utc.

On recherche le point fixe: v=0, f(r)=0, puis, les multiplicateurs A :;—_l}}_—ﬂ}:@, on écarte la valeur

propre correspondant & v, soit la solution ¢ déja étudiée, donc :
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dx/du=—f Ax)dont on a vu que les d fonctions de base étaient : exp A, u.

la mesure invariante attachée se déduit de I'analyse des équations différentielles ordinaires en changeant la
notation :

ke

- Pour chacune des q équations relatives a chaque u;, on peut refaire le raisonnement précédent : on
obtient des fonctions de base exp 4, u; indexées par ;.

- Les solutions (en x) obtenues pour chaque variable #, doivent étre compatibles entre elles {et donner la

méme solution x). Reprenons les conditions de compatibilité entre les q équations : z = ax, et I'examen
des équations linéaires conduit a dire que les =, ne peuvent différer d'une équation a I'autre que par un

if

facteur multiplicatif &, : z, =k z,, encore faut-il que ce soit autour du méme point fixe ; donc, les 7 et les

1 sont définis & un facteur multiplicatif prés : les valeurs propres devront étre proportionnelles
A, =k A;sinon x ne sera pas solution commune de ces équations et les points fixes devront étre les

mémes » = r . La solution du systeme dépendra des fonctions de base exp Aju. =expkAu,.

Donc, la mesure de I'ensemble sera T1 flfﬁ'},lu{"é une distribution initiale prés.

cas ot dx/du= f(expfu,x) : On peut, dans chacune des j équations, introduire dans f la variable u,
sous forme d'un vecteur expfu qui viendra s'ajouter aux fonctions de base. La principale difficulté
d'application de la formule vient du fait que la plupart des équations aux dérivées partielles que l'on
rencontre (laplacien, divergence nulle, etc.) présentent des multiplicateurs nuls et I'application n'est pas
injective.

Quelques exemples de résonance

Exemple 3 : exemple introductif pour I'étude du mondme résonant

Soit la logistique H(z)=az(1-z) dont on sait que, pour 1 < a < 4 les itérés de cette application présentent
une distribution de désordre complet. Le cas @ =1 est précisément celui dans lequel on se situe. On va
examiner les hypothéses nécessaires pour se rapprocher de cette situation de désordre.

Soit H(z)=z(1+ h(z)) ou z=0 avec A(0)=0.

Soit s le premier point positif ou H{(s) = 0. On suppose que H(z)=20 sur (0,5).

Soit » un point fixe positif qui vérifiera: r=r+rh(r) , donc r>0 implique : A(r)=0 et H(r=tri'(r),
r<s.

Soit m un point de (0,7)ol / est maximum ; ona: H(m)2H(r)}=r,

Si H(m)<s, l'image de ((.s) est contenue dans ((.5) et deux cas se présentent; si I'un des points
fixes de (0.s) est attractif, et ce sera I'aboutissement probable du processus, mais, si tous les points fixes
de (0.5) sont répulsifs, ces points se renverront « la balle » et on aura créé un désordre. Pour étre
répulsifs, les points fixes devront avoir leur dérivée supérieure en module & l'unité. Cette situation sera
traduite par la condition : |F(=)I+dz| au voisinage des points fixes.

Cette idée sera utilisée dans le lemme de majoration ; au voisinage de 'origine, elle s'écrit plus
simplement : H{(z)=1H{zh(z))2l+az et par suite, (zh(z)-az’2)20, et H(z)}2z+az/2, On devra
supposer également que I'image de z est contenue dans le compact de départ.

Examinons ce qu'implique la condition |F/(z)21+dz| au point fixe r positif : comme ici /7(z)<0 , on va
avoir —H'(z)2Haz<z+az?/2), et la décroissance de
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lapplication : H(zptz+az’ R<H(rHr+ar2=2r+ar?2 donc, O<H(z)Sr—(z—r)(Ha(z+r)2 et pour
zzr, O=H(z)=r et H(z) ne pourra donc avoir de point fixe sur (r,s) il n'y aura donc qu'un point fixe positif
sur (0,5) la condition |H(z)21+dz| est donc assez restrictive.

Cas ol H(z)=z(1+ h(z))et h(z)=az(r-z)

Ce cas permettra de préciser les conditions :

-on veut que le point » soit répulsif, donc —H(r=ar’—121 et, si wu=ar?, 122 .

- on veut que I'image de (0.s) soit contenue dans (0.5) : H(m)=m(l+h(m))<s, or, un calcul simple
montre que  m=(r/3)(1H 14+3/u)?) et que s=(r2)(1+(1+4/u)?) la condition s'écrit:

(3) 3 D Wh(m)) LORY (44D soit - (2/3)(1+h(m))s%%%}‘3‘%% or

A(m =) I 143/00) )( 2 14+3/u)'?) d'oli I'encadrement : 2<ar?<3 41 qui est assez réduit.

Petite digression

Supposons que, dans (0.s), il y ait un nombre fini d'extrema ( ils seront alors par exemple tous positifs) :
sous les mémes hypothéses, ils devront en général étre en nombre impair ( on élime les points d'inflexion,
etc.). L'approximation polynomiale de # sur (0.s) devra Btre de degré pair et s'annuler a l'origine :
P (z}=20,, (z). Un tel polynéme peut étre considérer comme le résultat de n itérations de trindmes du
second degré de la forme : 7{z)=z(az+b) que I'on compose pour former O=T el «..1T desorte que l'on
a la relation de récurrence O =T °0 =0 (a O +b) et P, =0 . les 2n coefficients des n trinmes
itératifs sont déterminés par les 2n coefficients du polyndme £, . On demandera d‘abord au polynéme de
passer par les points fixes, la derniére condition venant de ['annulation en s. La densité de I'opérateur de
Perron Frobenius associé a P, sera donc le produit des densités conditionnelles associées a chaque
trindme successif dans |'ordre inverse de composition. Sous des conditions assez générales & préciser, on
aura une bonne approximation de I'opérateur de Perron Frobenius associé a /. Ce qui devrait contribuer &
rendre la condition |F£(z)21+d| moins restrictive.

Exemple 2: équation différentielle ordinaire avec résonance d'Anosov

-En dimension d, reprenons I'équation différentielle d'un vecteur de d coordonnées en fonction du temps t,
notée dx/dr = F(x). La traduction de la résonance de f en termes d'équations différentielles ordinaires
se résume ainsi :

La condition de résonance devient: X n ,A,=0 avec m entiers n, non négatifs de somme supérieure a 1.
L'analyse du sous espace non résonnant vérifiant la condition (*), reste inchangée par rapport au cas
standard dlog @, / dxF(x)= A, etl'on peut construire des fonctions de base et une mesure invariante sur
ce sous espace supplémentaire de I'espace de résonance. Dans le sous espace résonant, en reprenant les
calculs, on obtient m équations non linéaires vérifiant dg, /ox F(x)=A,(1+h, oz(@))¢p, ol
z=z(@)=T1,¢," encore appelé monéme résonant ; les applications h et ¢, se calculent
simultanément a l'aide de développements en série convergente, en vue d'éliminer les mondmes résonants
au fur et a mesure de leur apparition (ce qui est ici beaucoup plus facile puisque l'on a affaire a des
convolutions). Par sommation sur j, les ® vérifient alors :

dlogz/dx F(x)=Zn, dloge, [dx F(x)=Z n A ,(1+h cz2(9))=Z nAh oz(@) = h(z)

Or, dx/dt = F(x), donc: dlogz/dt = h(z)(¢) soit dz/dt =zh(z) ; les points fixes de A(z) sont les
poles de l'intégrale : ¢ = j (zh(z)) ' dz s'interpréte comme la fonction résonante. Comme dans le cas non
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résonant, les fonctions de base du mouvement s'expriment avec les équations aux vecteurs propres
suivantes :
rikpl_/&xF(xF&gq‘.f’&rdx/dmdcpffdr:@f( +h oz(9))g,
dlog@, / dz=dloge, / di(dt | dz)= A (1 +h,(z)) / (zh(z)), donc
@, =Cexp(] A,(1+h,(2))/ (zh(z))dz)
Ainsi, il suffit remplacer dans les fonctions de base, # par les fonctions de résonance

JA,Q+ R, (2)) / (zh(z2))dz.

Considérons @ (x) solution de I'équation de départ et dg (2)idz zh(z)=A @ ()h (), donc

tp"(:)=(:exp(—l‘." h (2)/zh(z)dz) . Pour faire apparaitre les intégrales premieres, il suffit de remarquer que

((pf(,\'}q)l.{:))l A-'f(qo,()\‘)(p’(:))' * constitue alors un systéme circulaire d'intégrales premiéres pour le couple

d'équations dx/dt = F(x) et dz/dt =zh(z), cette derniére équation étant elle-méme générée par la

premiere.

- S'agissant de la mesure de Perron Frobenius associée, la loi marginale de z relative a l'application
=z(14+-6h(z)). Sa densité g invariante associée devra vérifier: (z/(z))dg/dzHzh(z))'g=0, c'est a

dire : (zh(z))g)=0 et g=c/zh(z), et, en conséquence, la mesure invariante peut étre identifiée au temps.

Mais, les ¢, doivent vérifier :

doge, [oxF(x)=dloge /dt=A (1+h °z(¢)) avec la contrainte : I n loge =logz fixé non nul. On

s'effectue la transformation 7 qui, & ¢, fait correspondre, pour z et j fixés, y : y =logg, pour

yEle2a i cam

La suite est comme celle qui a été étudiée mais, dans le cas plus simple d'une sous variété plane.

Remarque

Ces résonances entiéres se rencontrent peu fréquemment ; en fait, elles apparaissent essentiellement

forsque I'on fait varier continiment un paramétre de |'application initiale f : les premiéres recherches faites

n‘apportent pas de grosses surprises.

Limites et discussion du cadre du travail
f(x) non injective
Dans EY, supposons maintenant que f(x) ne soit plus injective, on ne peut appliquer la formule. On
suppose en général ici que / a un nombre fini d'inverses. Les fl.” sont les différentes feuilles de I'image

réciprogque de /. (v f(v) = x). Dailleurs, en suivant L.M. dans les cas les plus favorables ot il y a des
multiplicités m, 'opérateur de Perron-Frobénius prend la forme :

Pe=Emee; |/ e

Certains auteurs essayent de résoudre cette équation de maniére probabiliste en s'inspirant d'une conjecture
d'Ulam : on construit a priori une matrice d'incidence entre les différentes feuilles dont les coefficients sont
proportionnels aux surfaces ; cette matrice est interprétée comme une matrice de Markov et on cherche
ensuite sur chaque feuille la mesure invariante : la formule calculée sur chaque feuille devrait peut-étre
apporter quelques facilités de calcul.

Certains cas particuliers importants ont trouvé une solution exacte dans R ('exemple d'Ulam est le plus
célebre).

il semble qu'il faille appliquer d'autres techniques. Les méthodes les plus prometteuses sont probablement
celles développées autour des fonctions zeta de Ruelle.
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Pas de point fixe

Il faut enfin apporter quelques nuances sur les possibilités d'application de la formule en particulier quand f
n'a pas de point fixe alors qu'il peut exister une mesure invariante : par exemple, la mesure de Lebesgue sur
R invariante par translation, donc, sans point fixe. Autre exemple : considérons le cas, en dimension 1, ol
dx/du = m =constante non nulle. Il n'y a donc pas de point fixe a distance finie. On ne peut appliquer la
formule, alors que la solution est élémentaire : x = m + cdont on a vu que la mesure invariante était
log|r — r|. Remarquons que, en ce cas, un changement de variable approprié { x = logv), rend la formule
applicable en créant un point fixe a l'origine : dv/dr = mv. Cela pose d'ailleurs un probleme théorique qui
ne semble pas trés clair : I'opérateur de Perron Frobenius peut créer un point fixe dans l'espace des
mesures de probabilité sans qu'il y ait de point fixe dans I'application de départ.





