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PROPRIETES DES ESTIMATEURS PAR HISTOGRAMMES
ET POLYGONES DE FREQUENCES DE LA DENSITE
MARGINALE D'UN PROCESSUS A TEMPS CONTINU

FRANGOIS-XAVIER LEJEUNE
L.S.T.A, Université Paris 6, 175, rue du Chevaleret, 75013 Paris, France

Résumé Dans cet article, nous étudions les propriétés de graphiques
de fréquences pour estimer la fonction de densité d’un processus
réel 4 temps continu. Plus précisément, sous certaines hypothéses
de régularité et d’indépendance asymptotique, I'erreur en moyenne
quadratique intégrée de I'histogramme et du polygone de fréquences
converge vers zéro avec les mémes vitesses optimales du cas i.i.d. Avec
une condition locale plus faible que celle proposée par Castellana et
Leadbetter [9], 1a vitesse suroptimale en T~! est obtenue. Enfin, nous
déduisons d’un résultat de Bosq, Merlevéde et Peligrad [5] la norma-
lité asymptotique de ces estimateurs.

Abstract In this article, we study the properties of graphical repre-
sentations to estimate the density function of a real-valued continuous
time process. Thus under mild regularity and asymptotic indepen-
dence conditions, the mean integrated square error of the histogram
and the frequency polygon achieves the same optimal rates of conver-
gence to zero as in the i.i.d. case. With a local assumption weaker
than Castellana and Leadbetter’s [9], the superoptimal rate T~ is
obtained. Finally, we derive the asymptotic normality of both esti-
mators from a result of Bosq, Merlevéde and Peligrad [5].

1. Introduction. En temps continu, I’estimation non paramétrique de
la densité marginale d’un processus & partir d’une trajectoire observée sur
une période [0,T], avec T — o0, est I'objet d’une littérature dense (cf. par
exemple Bosq [3], Kutoyants [15] et les nombreuses références incluses). Dans
cet article, nous estimons cette densité par un histogramme puis par un po-
lygone de fréquences construit en reliant les points centraux des sommets
du précédent histogramme. Lorsque les observations sont indépendantes et
identiquement distribuées (i.i.d.), les principales propriétés de ces estima-
teurs sont détaillées dans Scott [23] (chapitres 3 et 4). Dans le cas fortement
mélangeant, I’erreur en moyenne quadratique intégrée et la convergence uni-
forme du polygone sont traitées par Carbon, Garel et Tran [8]. Nous nous

Mots-clefs: Estimation non paramétrique, Histogramme, Polygone de fréquences, a-
mélangeance, Erreur en moyenne quadratique intégrée, Normalité asymptotique
AMS Classification: 62G07, 62M09, 62G20
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proposons ici d’étendre certains de ces résultats au temps continu. Une nou-
velle étude des histogrammes peut paraitre quelque peu anachronique étant
donné l'existence d’estimateurs plus récents et plus sophistiqués que sont
les fonctions orthogonales, les splines ou encore les ondelettes. Néanmoins,
du fait de leur simplicité de mise en ceuvre, ces graphiques de fréquences
sont non seulement toujours populaires en pratique mais ils peuvent aussi
s’avérer performants d’un point de vue théorique. Notamment, pour I'er-
reur en moyenne quadratique intégrée, Scott [22] a montré que la vitesse de
convergence de 'estimateur & noyau en T—4/5 &tait également atteinte par
le polygone de fréquences. Dans ce travail, la Section 2 porte sur l’erreur
en moyenne quadratique intégrée. Sous certaines hypothéses de régularité
et de mélange fort, cette erreur converge vers zéro avec les mémes vitesses
optimales du cas i.i.d. Ces vitesses sont de plus minimax. Avec une condition
locale de type Castellana-Leadbetter [9], nous améliorons ensuite ces vitesses
et I’erreur s’écrit comme un O(T!). Notons que les vitesses optimale et su-
roptimale obtenues pour le polygone de fréquences restent comparables a
celles de I'estimateur 4 noyau (cf. Lejeune [18]). Dans la Section 3, une ap-
plication directe d’un théoréme central-limite proposé par Bosq, Merlevéde
et Peligrad [5] pour les tableaux triangulaires établit la normalité asympto-
tique de ces estimateurs et permet la construction de régions de confiance.
Enfin, les preuves des principaux résultats sont apportées dans la Section 5.

Soit & = {X¢,t € R} un processus & temps continu défini sur ’espace
probabilisé (€2, 7, P), mesurable et & valeurs dans R?. On suppose que chaque
X suit la méme loi de probabilité u de densité f relativement & la mesure
de Lebesgue, la fonction f étant inconnue.

Mesure de dépendance. Nous donnons ici quelques rappels sur le ceefficient
a de mélange fort introduit par Rosenblatt [20]. On pourra se référer a
Doukhan [11] pour une lecture plus approfondie du sujet.

DEFINITION 1.1. Soit (2, A,P) un espace probabilisé et soient B et C
deuz sous-tribus de A. Afin de mesurer la dépendance de B et C, on définit
le ceefficient a de mélange fort par

a(B,C)= sup |P(BNC)-P(B)P(C).
BeB,CeC

¥

DEFINITION 1.2. Le processus X est dit c-mélangeant si

ax(u) = sup a(Ft o, Fr%) lu—oo 0,
teR

ot FL, désigne la o-algébre des événements engendrés par {Xsym < s <t}
pour —oo < m <t < 400.
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Notons o(X) la o-algébre des événements engendrés par la variable X et

I1Xllq = {E(X 9)}1/ ? pour 1 < ¢ < 0o. On rappelle pour la suite une forme
due & Rio de 'inégalité de Davydov (cf. Bosq [3], p. 21) :

LEMME 1.3. Soient X € LY(P) etY € L"(P), sig>1,r>1let 1 +1=
1- z-lz’ alors

|Cou(X, Y)| < 2p(2a(0(X),a(Y)))? | X [lg][Y |Ir-

Critére de convergence. Pour évaluer la précision des estimateurs non para-
métriques en un point z, I'erreur en moyenne quadratique est un critére trés
répandu dans la littérature. En intégrant sur R?, nous obtenons une mesure
globale de cette erreur quadratique.

DEFINITION 1.4. Soit g7 un estimateur d’une fonction réelle g construit
d partir d’une trajectoire de X observée sur [0,T]. L’erreur en moyenne

quadratique intégrée (EQI) de gr est définie par
EQIGm) =E [ (4r(a) - 9(a))’ do = [ B(or(s) - 9(@))* dz.

DEFINITION 1.5. L’estimateur gy est dit convergent en moyenne quadra-
tique intégrée si
lim EQI(§r) =0.
T—o00

Notations. Pour abréger les écritures, on notera C¥(R%) 'ensemble des fonc-
tions k fois continiment dérivables sur R? et CF(R?) le sous-ensemble si
toutes les dérivées partielles sont bornées. L¥(R?) désignera I’ensemble des
fonctions de puissance k intégrable sur R? et f(x.,x,) la densité du couple

(X5, Xt). On écrira g, := Joxt.x)— I ® f et G(z,y) := f0+°° 90.u(z,y) du.
2. Estimation et erreur en moyenne quadratique intégrée.

2.1. L’histogramme.

L’histogramme est probablement le plus ancien et le plus connu des esti-
mateurs non paramétriques. L'idée de grouper ainsi les données remonte déja
aux travaux de John Graunt, un recensement statistique de la population lon-
donienne publié en 1662 sous le titre "Natural and Political Observations on
the Bills of Mortality". Simple 4 mettre en ceuvre, il est encore fréquemment
utilisé en pratique. Dans le cas i.i.d., les principales propriétés de cet esti-
mateur sont développées dans Bosq et Lecoutre [4] (chapitre 6, partie A) et
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Scott [23] (chapitre 3). L’étude qui suit propose une extension de certains de
ces résultats au cadre continu et fortement mélangeant sous des hypothéses
faibles de stationnarité.

Construction de l’estimateur. On obtient un histogramme en réalisant dans
un premier temps une partition équilibrée IT7 de R? en hypercubes de mesure
h4. tel que T — oo, hy — 0F, Tht — oo :

HT E Y {ﬂTjaj = JT}! JT & zs

et
k) ,(k 1) cca BN B) i L
“Tj—H[bg)’b,sgl[ H[cg)— 9 ? ()+ 2 » J € Jr,
k=1 k=1
b 460,

1 k k k
ou bj = (0§",...,00) e R, b, — ) = hpet P =

DEFINITION 2.1.  Sur chaque hypercube wr;, l’histogramme est défini par

P 5 % T
fu(z) = fulz, X,T) = f; = i,—f@ /9 Lor, (Xe) dt, %€ 71y,

ou 14 est la fonction indicatrice de l’ensemble A, et s’interpréte comme le
temps moyen que passe le pmcessus dans l’hypercube mr; sur la période [0, T]
normalisé par la mesure h$. de 7r;.

On rappelle la définition de 'intégrale généralisée de Riemann (IGR) qui
sera utile pour donner le biais de I’histogramme (cf. Bertrand-Retali [1]) :

DEFINITION 2.2. Soit g une fonction réelle définie sur R%. Si g et g}
sont deuz suites de fonctions II,-simples, Riemann-intégrables sur R? et
telles que

0o iS Ot S 8.5 O S8
et
. = e 4 £y
S b ou ) dai Jim, | gu () da ST,
alors I est l'intégrale généralisée de Riemann de la fonction g. Il en résulte
que g est intégrable sur R? et que Jrag(z)dz =1 et

Ve>0, ge(z)=sup{g(t);|t—z|| <e}
teRd

est intégrable sur R? et [pa ge(z) dz reste bornée quand & — 0.
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Les principales hypothéses portant sur le processus sont les suivantes :

Hypothéses Hp.
(i) f € C}(R?) et les dérivées partielles et leurs carrés admettent une IGR;

(ii) f est continue en z et ||f|loc = M; < 00;
(iil) fix.,x) = F(X0,Xe—,) POUT 8 # L.

Hypotheéses Hy. 1l existe un borélien de R? : I' = {(s,t) € R?,|t — s| <
ug, ug > 0} tel que
(i) limsupp_oo 7 [forpr ds dt = ép < oo;
(ii) gs,t existe pour (s,t) ¢T';
(iii) sup(y ,)ered fx,/x,(2/y) < M2 < oo pour u > ug;

(iv) le processus X est arithmétiquement fortement mélangeant de coeffi-
cient ay : ay(u) <agu™? pour u > ug, ap >0 et p > 2.

Hypothéses H.
() gs,¢ existe pour s # t;

(i) Jor* llgoullc du < 00 et gou(.,-) est continue en (z,z) € R?® pour
tout u > 0;

(i)’ V y € RY, sup,cpe for ™ |90y, z)| du < ¢(y) ot ¢ est une fonction
définie sur R?, positive, continue, intégrable et bornée.

Commentaires. Les différentes hypothéses sont classiques en estimation non
paramétrique. H; (i), Ha(ii) et Ha(ii)' sont des conditions locales spécifiques
au temps continu. H;(i) est utilisée de fagon analogue par Bosq [3] dans le
contexte de l’estimateur & noyau. Ne portant pas directement sur le pro-
cessus, elle est peu contraignante. Plus restrictive, la condition Hp(ii) de
Castellana-Leadbetter [9] est liée 4 la nature des trajectoires. Celle-ci peut-
étre affaiblie par la condition Ha(ii)' vérifiée notamment par une large classe
de processus de diffusion (cf. Leblanc [16], Veretennikov [26]). Ho(iii) est
une condition faible de stationnarité pour le processus et Hi(iv) une condi-
tion d’indépendance asymptotique. Nous utiliserons alternativement H; et
Hj avec Hy pour parvenir aux résultats suivants.

On supposera ensuite, pour tout z € R%, I’existence d’un indice j(z,T) tel
que z € Trjz,T) (= 715).
Convergence dans L?. Les résultats suivants apportent des majorations de
la variance de I’histogramme et des vitesses de convergence de |’erreur en
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moyenne quadratique intégrée. On écrira alors 'EQI de fg comme la somme
du biais au carré intégré (BCI) et de la variance intégrée (V1) tels que

BCH{fu} = [, (E{fu(=)} - 1))’ do ot VI{fa} = [ Var{fu(o)} dz.

Le lemme suivant dit & Lecoutre [17] nous donne une expression du BCI
de I’histogramme multivarié :

LEMME 2.3. 8i la condition Hy(i) est vérifiée, alors
BCI{fu} = "9 + o(13),
avec U3 := [ 7%, (%(z)) dz.

Les hypothéses énoncées ci-dessus conduisent & des majorations de la va-
riance de 1’histogramme :

THEOREME 2.4. Si les conditions Hy(ii)(iii) et H;(ii) — (iv) sont véri-
fiées, alors pour tout 1 <p<p-—1

T Var(f} < SE)0-MS&) 7 [ - da de+2MS) b

4p?(2a0)?
o—p

avec M = max(M, M2), 0 < e < d(1 - 5%5), € m7j et &; € 7.

1{(d—e)(e—p)—d}

R o) ST R

REMARQUE 1. En changeant H;(iv) pour la condition plus forte de mé-
lange géométrique : ay(u) < age®, u > 0, a9 > 0, 0 < g < 1, la condition
1<p<p—1devient p > 1.

THEOREME 2.5. 1. Si les conditions Hy(iii) et Hp(i)(ii) sont véri-
fiées, alors "
T -Var{f;} —— 2G(z,z),
T—o0

2. Si les conditions Ho(iii) et Ho(i)(ii)' sont vérifiées, alors
T- Var{fj} < 2¢(nj), = € mrj, N € 7r;.

REMARQUE 2. Sous Hy et H;, on retrouve un résultat semblable a celui
obtenu, en particulier, en temps discret par Rio [19] (chapitre 1) dans le cas
d’un processus strictement stationnaire et fortement mélangeant.
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THEOREME 2.6. Si les conditions Hy(ii)(iii) et H;(ii) — (iv) sont véri-
1
fiées et si f 77 € LY(R?) avec 1 < p < p—1, alors pour Fpi= fpa fl_%(:c) dz

et0<e<d(l-2

T VItfay < {5 [ e de+2M b

2 i LT TP
k 4pg(ia;)v E,. h;,“" &)(e—p) “”}(1 +o(1)).

THEOREME 2.7. 8i les conditions Hg(iii) et Ha(i)(ii)! sont vérifiées,
alors pour ® := [pq4 (z) dz :

T-VI{fy} <28 +o(1).

Par passage 4 limite et pour des choix ad hoc du paramétre Ay, on obtient
les vitesses optimale et suroptimale de I’histogramme :

THEOREME 2.8. Sous les conditions Hy et Hy et si f 5 € LY(R?) pour
l1<p<p-1,le chai:.r:h.Tch-T“?f-%-§ tel que e — ¢, 0 < ¢ < 00 eniraine

p
4
2 G+ L(or +2M + H20P ),
limsup T%3 - EQI{fg} <{ siPr=e—1
T—o0

SO+ 4, sip<po-1

REMARQUE 3. Sous Hy et Hj, on retrouve des résultats similaires a
ceux obtenus dans le cas i.i.d. par Scott [21], Freedman et Diaconis [12] puis
Lecoutre [17] en multivarié.

THEOREME 2.9. Si les conditions Hy(i)(iii) et Hz(i)(ii)" sont vérifiées,
alors pour hp = o(T‘%) :

limsup T - EQI{fu} < 2&.
T—o0

EXEMPLE 1. On considére deux modéles de processus de diffusion homo-
géne : {6,(1), t € R}, le processus d’Ornstein-Uhlenbeck vérifiant I’équation de
Langevin : dX; = —(aX; + b)dt + odW;, Xg,t > 0 o1l a, b et o désignent des
réels positifs, de loi de probabilité invariante A (a/b, 0?/(2a)) et {£,t € R},
solution de I’équation différentielle stochastique : dX; = —8sgn(X;)dt+dW;,
# > 0, Xo, t > 0 de densité invariante f(z) = fe=201z| . Ces deux modéles vé-
rifient notamment ’hypothése Hy(ii)’ d’aprés Leblanc [16] et appartiennent
a la classe des processus qui satisfont aux hypothéses du théoréme 2.9.
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2.2. Le polygone de fréguences.

Il est possible d’améliorer la vitesse de convergence du biais de I'histo-
gramme en introduisant le polygone de fréquences. Les principales proprié-
tés de cet estimateur ont notamment été explorées par Scott [23] (chapitre
4) en i.i.d., par Carbon, Garel et Tran [8] dans le cas mélangeant et, plus
récemment, par Carbon [6, 7] pour les champs aléatoires indexés sur treillis.
En particulier, Scott [22] a démontré le premier ce résultat remarquable, &
savoir que la vitesse de convergence du noyau en T~/ était également at-
teinte par le polygone de fréquences. L’étude qui suit est une extension au
temps continu et, ce afin de simplifier la présentation, elle sera considérée
dans le cadre unidimensionnel (d = 1).

Notations. f*) désignera la dérivée d’ordre k de f et on appellera Ro(f) :=
Jolf@(z)]? dz le coeficient de rigidité de la densité.

Construction de l’estimateur. On construit le polygone de fréquences en
tragant une droite segmentée reliant les points centraux des sommets de
chaque rectangle de I’histogramme. L’estimateur ainsi obtenu est continu et
dérivable en dehors des points {¢;,j € JT}.

DEFINITION 2.10. Au point z € R, on définit l'estimateur frp de f par

frp(z, 2,T) = 3 {(fﬁ;T f;) (Cj+1fj’;cjfj+1)}1[%%1[(&_4)’

jeJr

qui peut s’écrire également sous la forme symétrique de Lagrange

fee@ 2.T) = 5 {(522) fr + (B2) f e yuat@)

j€Jr

ou encore sous la forme des différences divisées de Newton

fFP(I:'Y)T) T Z {f] +(2‘,' _CJ)fJ+1T fJ }I[chj+l[($)‘

Jj€Jr
On notera ensuite frp(z) := frp(z, X, T).

REMARQUE 4. On trouve dans la littérature des variantes du polygone
de fréquences en modifiant la méthode d’interpolation entre les rectangles
de I’histogramme. Parmi elles, le "Edge Frequency Polygon", introduit par
Jones, Samiuddin, Al-Harbey et Maatouk [14], s’obtient en calculant les va-
leurs moyennes {(fj—1 + f;)/2} aux bords {b;} des intervalles de la par-
tition Ilp puis en reliant ces valeurs par des segments de droite. Le "Ge-
neralized Edge Frequency Polygon", proposé ensuite par Dong et Zheng
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[10], généralise le précédent estimateur en remplagant la valeur calculée
& chacun des bords {b;} par une moyenne pondérée des 2k, k > 1 va-
leurs f,_k, s o ,f,+k..1 En i.i.d. et en univarié, notons que ’erreur
en moyenne quadratique intégrée asymptotique de ces différentes versions
du polygone de fréquences gardent la méme forme & des constantes de biais
et de variance prés :

" pizdad
EQI{frr} ~ 2880122(:') 2
EQI{ferp} =~ 3?0320)’1: '5‘2' ,lln
2 2
EQI{fcerpr} 23+9(3).;0+ o0 Ray(f)ha

b dg 2 G A 1
+ (4 ~ G Sl g (w; + wiwi +“’i+1))m’
ol k > 2 est fixé, 2‘,1% =1, u>0et'rT= E,_lw.,(———i+i YR ="l
(& w = 1), le "GEFP" commde avec le "EFP". Par ailleurs, des choix
optimaux du paramétre h, minimisant ces erreurs sont également proposés
dans les références sus-mentionnées.

Pour donner le BCI de fpp, nous modifions légérement les hypothéses Hy
de régularité sur f :

Hypothéses Hy.
(i) f € CA(R), f(z) > 0 p—pp, f@ € LI(R) et f® € LA(R) pour
k=202
(ii) 1fP(2) = fPW)| < lolz — y|” pour lo > 0, v €]0,1] et (z,) € R?;
(iii) f est continue en z et ||f|loc = M1 < 00;
(iv) f(x,,x0) = f(Xo,Xe_y)) POUr 8 F# L.

Convergence dans L2. De méme que pour I’histogramme, 'EQI de frp
s’écrit comme la somme du biais au carré intégré et de la variance intégrée.
Le lemme suivant nous donne le BCI du polygone de fréquences. Il s’agit
d’une version analogue au résultat de Scott [22] obtenue sous des conditions
légérement différentes. Notons qu’avec la condition héldérienne Hj(ii), nous
n’avons pas besoin de supposer ’existence de la dérivée troisiéme de f.
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LEMME 2.11. Si les conditions H{(i)(ii) sont vérifiées, alors
A 4 4 o(hd
BOH{frp} = 5 Ra(/)h + o(h).

THEOREME 2.12. 1. Siles conditions Hy(iii)(iv) et Hy(ii)— (iv) sont
1
vérifiées et si _flﬂ? € LY(R) avec 1 < p < g — 1, alors pour Fp :=
1
fofP(z)dz et0<e<1- L
2 1
Thy - VI < {—jf ds dt +2M - h§
r-VI{frp} T Lt ht

3
+ 4p*(2a0)? Fp_h;{(lﬂf)(a—r’)—ﬂ
250
2. Si les conditions Hy(iv) et Ha(i)(ii)' sont vérifiées, alors pour ® :=
Jro(z) dz

b+ o),

limsup T - VI{frp} < 2.
T—o0

Finalement, pour des choix ad hoc du paramétre hy, on obtient les vitesses
optimale et suroptimale du polygone de fréquences :

THEOREME 2.13. 1. Si les conditions Hy et Hy sont vérifides et si

Fi7% € L'(R) pour 1 < p < p— 1, le choiz hy = by - T4 tel que
kr — k, 0 < k < 0o entraine

1
4 ‘ sk Ra(f) + h(er +2M + W 2a)? ),
limsup T5-EQI{frp} <{ StP=0e—1;
T—oo

sk Ra(f) + &, sip<eo-1;

2. Si les conditions H(i)(ii)(iv) et Ha(i)(ii) sont vérifiées et si hy =
o(T_%), alors
limsup T - EQI{frp} < 28.
T—o0

Commentaires.

1. Dans la premiére partie du théoréme 2.13, nous retrouvons la méme
vitesse obtenue par Scott [22] dans le cas i.i.d. puis par Carbon, Garel
et Tran [8] dans le cas mélangeant. Cette vitesse est optimale au sens
ou elle est effectivement atteinte par un processus construit de maniére
analogue 4 Bosq [3] (p. 96) et vérifiant Hj et H,. Notons de plus qu’elle
est minimax (cf. Bosq [3], chapitre 4).
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2. Dans la seconde partie, on obtient la vitesse suroptimale propre au
temps continu. En effet, sous les conditions Hj et Hy, la variance
asymptotique ne dépend pas de hr (contrairement au cas discret).

REMARQUE 5 (Taille des échantillons). Des simulations sont proposées
par Scott [22] dans le contexte i.i.d. Celles-ci mettent en évidence I’inté-
rét de l'estimateur par polygone de fréquences en ce qui concerne la taille
des échantillons. Notamment, lorsque la fonction f théorique est la densité
d’une Gaussienne N(0, 1), pour obtenir une erreur en moyenne quadratique
intégrée inférieure a 1/400 : 2254 observations sont nécessaires avec un his-
togramme, 431 avec un noyau d’Epanechnikov et 546 avec un polygone de
fréquences. Simonoff et Hurvich [25] présentent des cas de figure ol le po-
lygone de fréquence est meilleur que ’estimateur 4 noyau et soulignent les
bonnes performances du polygone pour estimer les queues lourdes de distri-
bution.

REMARQUE 6 (Positionnement des bords). Il est clair que la construction
des graphiques de fréquences dépend directement de la partition Il7, c’est-
a-dire des choix de la position des bords {b;,j € Jr} et du paramétre de
lissage hp. Lorsque hy =: h > 0 est fixé, la forme des graphiques peut ainsi
varier sensiblement avec les bords et induire des interprétations erronées de
la densité théorique (cf. Silverman [24] en temps discret, p. 7-11). Néanmoins,
"influence des bords sur les caractéristiques asymptotiques de ces graphiques
apparait négligeable d’aprés des simulations de Scott [23] (p. 65) en i.i.d.
Pour P'histogramme univarié, deux partitions sont notamment considérées
ol le point z = 0 coincide tantét avec le milieu d’un intervalle tantdt avec
un bord. Le critére EQI exact est minimal dans le premier cas de figure et
si la fonction f est la densité d’une loi Gaussienne N(0, 1), ’écart entre les
deux erreurs associées est de 1,29% avec 25 observations et inférieur a 10~°
4 partir de 100 observations. Pour une loi log-normale, cet écart est aussi
inférieur a 10~ A partir de 400 observations. En multivarié, le probléme se
complique encore avec un choix supplémentaire, celui de ’'orientation des
axes (ou des hypercubes).

3. Normalité asymptotique. Dans cette section, nous supposons le
processus X’ strictement stationnaire.

”

Notation. ” %7 désignera la convergence en distribution.

3.1. L’histogramme.
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Lorsque les observations sont i.i.d., la convergence en distribution de I’his-
togramme multivarié vers une Gaussienne est donnée par Lecoutre [4] (p.
153). Pour ’extension au temps continu, on rappelle un théoréme central-
limite proposé par Bosq, Merlevéde et Peligrad [5] pour les tableaux trian-
gulaires multidimensionnels et appliqué pour prouver la normalité asympto-
tique de 'estimateur & noyau dans les cas discret et continu.

Soit Y = {Yn,i,i € Z}, n > 1 un processus & temps discret, strictement sta-

tionnaire, & valeurs dans R™ avec m € N* et tel que Yy, ; = (Y,S.I‘-), gl Y,f::-‘))’ :
Le coefficient de mélange fort lié & Y est donné par

ay(k) =supa(o(Ya,i,i <0),0(Yn,i > k)).
n>1

Hypothéses Hs.

(i) E(Y,7) = 0et |Y)| < My pour tout n > 1,i > 1et 1 <r <m, od
M, est une constante qui ne dépend que de n;
v, 2
(ii) 3“Pi21,15r5mE(Y1§,?) <o00;
(iii) pour tout 1 <r < m, 1 < s < m et pour toute suite (b,)n>1 telle que
bn — 0o quandn—ocoet b, <n,ona

1 /b bn
Jim, ,,—E( p 0850 b 0 Yfffj)) = Ora;
T —1 i

a=1
(iv) il existe un réel 1 < a < oo tel que Y5, kay®* (k) < 00;
a?
(v) M, < C -nBa=0=T) pour une constante C' > 0 et pour tout n > 1.

THEOREME 3.1.  Si les conditions Hs sont vérifiées alors pour £(™ :=
(o'r,a)ISr,asm N

n 3
E’jﬁy"" —£ N™ ~ A (0, 5¢™).

La normalité asymptotique de I’histogramme en temps continu se dé-
duit ensuite du théoréme 3.1 et des hypothéses de Castellana-Leadbetter
[9]. Pour ce faire, nous considérons un m-uplet (z1,...,Zm) de points dis-
tincts de R%. Au point z,, 1 < r < m, on suppose l'existence d’un in-
dice j(zr,T') tel que zr € 7pj(, ) et I'estimateur par histogramme vaut

Fu(@r) = g Jo Lrpjie 2y (Xe) dt.
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Dans cette section, le ccefficient oy de mélange fort associé au processus
A est donné par
ax(k) = a(F2 o0, Fit™) lik—oo 0.

THEOREME 3.2. Supposons les conditions Ha(i)(ii) satisfaites et que,
pour tout m-uplet (z1,...,%T,) de points distincts de R? tel que nm =
(2G(2r, Z5))1<r,s<m soit définie positive, la fonction gou(.,.) est continue au
point (z,,xs) pour chaque 1 <r,8 < m. Si de plus, il existe un réel 1 < a <
oo tel que Yoy kale™%(k) < 0o, alors pour hy > C - T—4*/(dBa—1)(2a-1))
>0 '

VT(fu(z:) - Efg(z,), 1< <m) ?% N™) ~ ™) (0, 53(m))

REMARQUE 7. La principale hypothése du théoréme 3.2 repose sur ’exis-
tence d’un réel 1 < a < oo tel que le ceefficient de mélange fort associé a
X satisfasse la vitesse de convergence 3 ), kag‘f"l)/ %(k) < oo. Notons que
lorsque a est proche de 1, ’hypothése H3(iv) est encore vérifiée si le proces-

sus A est géométriquement fortement mélangeant. Enfin, le cas a = oo est
également possible (cf. Bosq, Merlevéde et Peligrad [5]).

3.2. Le polygone de fréguences.

De fagon analogue a I’histogramme, nous établissons dans le contexte su-
roptimal la normalité asymptotique du polygone de fréquences en temps
continu.

THEOREME 3.3. Si les conditions du théoréme 3.2 sont satisfaites avec
d =1, alors

VT (frp(er) — Efrp(a,), 1 <7 < m) —£o N ~ A (0, 5),

Le corollaire suivant est une version utile du précédent théoréme pour
construire des régions de confiance du vecteur (f(z1),--- , f(zm)).

COROLLAIRE 3.4. Sous Ic;s conditions du théoréme 3.3 et si de plus f €
CZ(R), alors pour hy = o(T~3) :

VT(fep(zr) - f(zr), 1< < m) }—E—v Nm)  Ar(m) (0, E("‘)),
REMARQUE 8. Les conditions hy = O(T—9"/(Ba=1)(2a-1))) ¢t py =

o(T~/4) sont compatibles pour des valeurs de a €]1, (5+ v/17)/4] (cf. Bosq,
Merlevéde et Peligrad [5]).
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Finalement, pour déduire des régions de confiance du corollaire 3.4, nous
devons encore chercher a estimer la matrice £(™ car la valeur de ses élé-
ments est, la plupart du temps, inconnue. Ce probléme qui n’est pas abordé
ici ouvre une perspective de recherche intéressante pour prolonger ce travail.
En attendant, si d = 1 et m = 1, des travaux récents traitent la question de
'estimation de G(z,z) = G+°° 9o,u(Z,x) dz et apportent des réponses adap-
tées. Guillou et Merlevéde [13] proposent ainsi deux estimateurs construits
de fagons différentes a partir de ’estimateur & noyau. Une autre approche qui
utilise I’estimateur du temps local est ensuite examinée par Blanke et Merle-
véde [2]. Dans la plupart des cas (par exemple, pour le processus d’Ornstein-
Uhlenbeck), 'estimateur du temps local atteint de meilleures vitesses de
convergence pour l'erreur en moyenne quadratique. Cependant, 1'usage des
estimateurs & noyau est plus simple en pratique. En choisissant 1’une de ces
méthodes, nous obtenons déja un intervalle de confiance pour la valeur f(z;).

4. Discussion. Nous avons présenté des résultats théoriques qui va-
lident le bon potentiel d’estimateurs basiques fréquemment choisis parmi les
praticiens. Le polygone de fréquences est particuliérement intéressant avec
des vitesses de convergence comparables & celles des estimateurs & noyau et
'opportunité d’obtenir des régions de fréquences si la matrice des variances
et covariances asymptotiques est convenablement estimée. En ce sens, un
estimateur de type polygone pour cette matrice pourra étre envisagé plus
tard. Par ailleurs, notons que le contexte de cette étude, ol la trajectoire est
parfaitement observée sur [0, 7], est évidemment purement théorique mais
il donne déja une bonne indication sur les vitesses idéales. Nous pourrons
ensuite essayer d’approcher ces vitesses dans des cadres plus réalistes o,
par exemple, le processus n’est observé qu’a des instants discrétisés suivant
des schémas aléatoires ou déterministes. Ce cadre est également plus favo-
rable & la mise en ceuvre de simulations pour justifier empiriquement du bon
comportement de ces estimateurs. Enfin et toujours en temps continu, nous
chercherons & généraliser les propriétés de ces estimateurs pour des classes
plus vastes de fonctions positives (fonction de hasard, intensité d’un proces-
sus de Poisson, etc.). Pour la régression, on pourra aussi étudier une version
continue du regressogramme et d’un estimateur analogue construit & partir
du polygone de fréquences.

5. Preuves.
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5.1. Preuve du théoréme 24 Pour un z € mrj C RY, lestimateur par
histogramme vaut fy(z) = “T“h?: f[aT] 1y, (X3) dt et

T Varlfy} = ff o 0L (X0, g, (X0) i

s Fh;&h{f[o,ﬂzmcw(lﬂrj(XS)’]'WTj(Xt)) ds dt

-

=i

5 J -/{O,T]2nrc Cov(Lar;(Xs), Lur; (Xi)) ds dt }

=

::12

Supposons ensuite les conditions Hy(i4)(iii) et H;(ii) — (iv) satisfaites et
notons py := P(Xp € mry), k € Jp.

Majoration de la premiére intégrale avec I'inégalité de Cauchy-Schwarz :
I ox f /{0 Hos VVar (Lag, (X)/Var (Lo, (X2) ds dt
< Var(La, (Xo)) ds dt < -1—-]/ ds dt.
f/[o,'r’]?nr' ar( xr;(Xo0)) p;(1—p;) sl b

Comme f est continue, il existe un §; € mr; tel que o ,f(z) dz = h8.f(&;).
Dot

I = hg‘f(fj)(l - h‘}-f(.ga)) //{0 T]ands dt.

Majoration de la seconde intégrale avec I’hypothése de stationnarité Ho(iii)
et I'inégalité de Davydov (cf. lemme 1.3) :

i3 ; Y2
I = j/[(l,T]?r‘tI"C {?(Xa € nrj, Xt € TI'TJ) pj} ds dt

400
< or / IP(Xo € 71y, X, € 7ry) — P2 du
Un

—d+te

< 2T{ /un [P(Xo € 774, Xy € ;) "P32'| du
=~ :_;21 s
4 f P(Xo € mrj, Xu € ;) — pi| d’“}
= £

ou £ est un nombre réel dont on précisera les valeurs ensuite.
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Comme f est majorée par M, on déduit des hypothéses H(ii)(iii) :

h;d-i-g
I f f/ 2, | f(xo,x.) (¥, 2) = F(¥) f(2)| dy dz du

IA

L [, 1@ sua(eto) = 562) do s d

IA

hpoee
hi.M jm f() dy du ot M = max(Mi, Ma)

©r 'j

< (Rt — ug) - KM f(€))

= In < h3*-Mf(E).

En utilisant ’inégalité de Davydov pour un couple (p,q) €1, — 1] x
[l+3_93,oo[telque %+%:1,ona

In< f,.;m 29 27 - |[Lng, (X0) gl Lary (Xu)lq - () du,

soit avec I’hypothése de mélange arithmétique H(iv) :

1 2 +00 3 _e
I < 2p2P-p;- h;dﬂagu P du
1 M 2
< 2p (2a0)? - Ay f(&5)9 -

p , i(d-e)(e—p)

P
9_phT

1{(d—e)(e-p)+(p-1)d} 2p2(2a0)9

= Ip < hi il )R

D’on

1 2
I < Thi.. (hT 2Mf(§,)+hT{(d €)(e—p)—d} 4p9(2c:g)r

Pour déterminer les valeurs de ¢, il suffit de remarquer que lexpression

entre parenthéses converge quelque soit & fixé entre 0 et d(1 — ——p

5€)' ).

T Var(fy} < F&) (0~ N T [, do dt+2MFE)

4p2(2ao)”

1 {(d— e
;{(d ¢)(e—p)—d} o
et

LT
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5.2. Preuve du théoréme 2.5. Sous Hy(iii), Ha(i) et avec I’hypothése
Hjy(ii) de Castellana-Leadbetter,

: 1
TVarlf} = mm / _/[O,lec"”(lwr,-(xn)s Loy (Xn)) dry dr

9 (T (T
- [) /u Cov(Lngy(Xo0)s gy (Xu)) dv du

- %]A%_LT(IW—;)QO"‘(%Z) du dy dz.

On cherche maintenant un équivalent asymptotique de cette expression

pour z € ; = Hg=1 [b_,(,k),b;]_‘zl[ = {bj,bj+1[ tel que bj TT_..OO T et bj+1 .

bj +h1rlg |70 Z, 00 14 désigne le vecteur colonne d’ordre d composé de 1.
& T u
T.Var{fi} = 2]] f 1— 2)gou(bj + hrs, b; + hrt) du ds dt
(i} [l (1= F)g0ulb; + hrs, by + )

= 2/:/ Ar(b; + hrs,bj + hpt
[o,li""{ % s )
+G(bj+hTS,bj+hTt)} d.’sdt,
avec

T u +00
Ar(y,z) := f (1- ?)yo,u(y,Z) du — f 90.u(y, 2) du,
0 0
et

+00
|AT(bj + hrs, b; + hTt)l = [ L’ go,u(bj + hrs, bj + hrt) du

+00 u
+-/(; 1pm (u)-j-,gg,u(bj + hrs,bj + hrt) d‘u'

+o0
- l -/T 90,u(bj + hrs,bj + hyt) d‘u'

—
<Jp " lgo,ullo du—0

o Uu
et l /;+ l[o,ﬂ(u)—T-go,ﬂ(bj + hs, bj + hrt) du‘,

"

—0

soit |A7(b;j+hrs, bj+hrt)| e 0 par le théoréme de convergence dominée
=00
de Lebesgue. Par ailleurs, comme G(.,.) est continue au point (z,z) :

G(b;j + hrs,bj + hrt) —— G(z, z).
T—o0



Enfin, on a
+00
|A7(bj + hrs,bj + hrt) + G(bj + hrs,b; + hrt)| < 3/0 llg0,ulloc du,

tel que (s,2) — 3 i ||goulloo du € L'([0,1[*), et nous déduisons du
théoréme de convergence dominée :

Tli_x.goT- Var{f;} = 2/./[0'1@: G(z,z) dy dz = 2G(z,x).

En substituant ’hypothése H2(ii) par celle plus faible Ha(ii)’, nous avons
la majoration suivante :

T Var{f;} = —i—,,- [f fT(la—‘f—)go,u(y,z) du dy dz

< -ﬁ—d /[, suw [ 0¥ 2)| du dy dz
h‘T "r:r ZG P
=:fp(u)
2
< Ezgh% -h$p(n;) ol n; € mr;.

Finalement,
T-Var{f;} < 2¢(nj) < cc.

5.3. Preuve du théoréme 2.6. VI{fg} = jetr Jar; Var{ fi} dz et sous
les hypothéses du théoréme 2.4 avec 0 <& < d(1 — E_l-;), ona

Th‘}-f

“Tj

Var(fy} do < w{£6) 0 -1 1&) - [[ . do
+2Mf(§,-) h

iy i (2a0)?
e—p

Il reste maintenant & sommer sur ’ensemble des indices j € Jr de la
partition Ily. Comme les fonctions {f*} r=1-112 sont supposées Riemann-

K o e oA )1__ h;{(d—E)(cﬂp)—d}}.

intégrables sur R?, on peut écrire

> m&) = [ 17(2) do +o(0),

jeJr
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et

The. - VI{fx} 5{%'[/[031 ds dt +2M - b

17Qa0)? |, H{a-oe)- d}}
1+0(1)).
e p hy (1+0(1))

+

5.4. Preuve du théoréme 2.7. Pour x € 7rj, si les conditions Hp(iii) et
Ho(i)(i1)" sont vérifiées, alors

Z Vﬂ?‘{fj} < 2‘10(1’,7)’ n; € TTj,
et on en déduit que

T-VI{fu} <2 Y hfe(n;) <22+ o(1).
Jj€Jr

5.5. Preuve du théoréme 2.8. Sous Hp et H; et si fl_% € L'(R%) pour
1
1<p<p—1,avecle choix hy =er- T &2 tel que ey — ¢, 0 < ¢ < 00, on
a d’une part :
= ; % 42 : 2 7 ¢ 2
T3 - BCI{fug} = =¥5+0(1) = lim T# -BCI{fg}= V3.
12 T—o0 12

D’autre part,sip=p— 1(&e=0):

4P2(2ao i 5)

23 . £ 11 o
T VI{fH}gé{Tffmwds dt +2M + 22220 B 13 + o(1))

? 2 z 1 4p2(2a0)r }
= limsupT&Z -VI 5—{£ +2M + ———F,
T—-—ccop {fH} P T o—p P
etsip<p—-1(&e>0):

Tz%-VI{fH}g—;:{%j/m ds dt +2M - b

4P2 (200) {(d-¢)(e—p)—d}
R Fy - b b+ o)

2 2 ¢
=3 limsupfl’ﬁ2 -VI{fu} < -c-z—
T—00



66

Finalement, pour p = p — 1, on obtient

y a6k 1 4p*(2a0)
i T# . E < S g2 —{e M —--—~————F},
imaup 7% - BQI/dTS 59 ¢ JulvtaM S
etpourp<p-—1:
2 a 62 Er
i 3 . F £ wE g
lngSllpT QI{fu} < T d+cd

5.6. Preuve du théoréme 2.9. Sous Ho(i)(iii) et Hy(i)(ii)’ et si le para-
métre hp est un o(T“.li), le terme de biais est négligeable devant le terme de
variance et la vitesse suroptimale de I’histogramme se déduit immédiatement
du théoréme 2.7 :

limsup T - EQI{fy} < 29.
T—o00

5.7. Preuve du lemme 2.11. Nous reprenons ici les grandes lignes de la
preuve apportée par Scott [22] en concluant avec la condition héldérienne

H(ii) sur f@). Soit z € [¢j, cjsa[, frp(@) = (522) fipa + (%42=2) ;. Dans
un premier temps, on écrit un développement limité de f a 'ordre 2 au
voisinage de bj41 (=: m;), milieu de I'intervalle [cj, cj41] :
1
§(@) = £(mj)+(@—m;) f(m;)+ 5 (z—mj)* O (m; +6(2—m;)), 8 €]0,1].
On calcule E{f;} et E{f;41} :

2 D (m.; )¢,
B} = g [ 1@ da = fmg) - L np 1 LD,

3 D (m. @) (e.
E{fj+} = quw_ | f(@) dz = f(m;) + f ;m’)h:p+ f (§J+1)h%"

ou §; € mr;j et £j41 € Tp(j41). On en déduit alors une expression du biais de
frp au point z :

Biais{frp(z)} = E{frp(z)}- f(z)
= 3@ D E)hr + Hepn - D)fD(Ehr

1 L g5 g b~ ).
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On éléve ensuite le biais au carré :
Biais*{ frp(z)}

Y s R
= (fmﬁ"ﬁ) FOE)*h5 + (CJ—HE"“E) F@&;)h%

+ (@ = ms) f (m; + 6(z — m;)*

+ Eoallemn =) e g, 3

. (z =) @ = my De5) P (m; +6(z — my)

- (#570) @ - my @) (my + 6z — m)hr
— Qi@ T)+ Q@) +Qa(e.T) + Qu(x.T) ~ Qs(a,T) — Qo(a, ),

et on intégre chacun des termes sur [¢;,¢j41] :

_ D),
[cj Qm)as = T,
Cj41 Z f@(€)? -
fq Qe,1) do = L,
Cj41 (2} (5.)2
j; Q3(z,T)dz = I—:éi%)h% ou Z; € [¢j, cj41l;
Cj+1 (2 £\ F(2) (2.
-/;j Q4($y T) dr = f (51)1{}8 (£J+1)hg",
Cj41 2)(5.) F2) (£
‘/::‘ Q&(ﬂ:,T) dy = f (xj)lj;al (&J‘l‘l)h%’ oit ij € [Cj7Cj+1[,

it fP@) ) ;s
L Ssedie = i

ol I; € [Cj,Cj+1[.
D’ott
Ci+1 -
fH Biaisz{fpp(m)} dz
o5

e hg‘{fm%;l)z ¥ .f(zl)(()gj)2 5 f@;(;gj)z e f(z)(fj)i({sm)(‘fj-}-l)
_ fO&)) - fPE)  FOE) - S (2)(51')}
144 144 i
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Avec Hp(ii), on écrit

FOEn) =FDE)+A; o Aj=fD () - FAE) et |4;] < lohy,
F®(&;) = F®(&4a) + B; od Bj = fO(2;) — fP(&41) et |Bj| < lok,
F®&) = fPE)+C;  on Cj=fIz;) - FAEG) et |G| <ok,

et en remarquant que

T(fm(ej) 4 _ fOn)-Bi _ fOE) -Cs')‘

L2 108 144 144
1 1
boigt 9 S0 e Mo / @ )
< z|108+ +144|( [ 11®@)] dz+o(1)
5lo Jg | P (2)] d=z
4+v Y0 JR
< 516 (14 0(1)),
on obtient
P h%(f(ﬂ)(g,-)-A,- _ D) B; SO - CJ) o).
. 108 144 144
i€Jr
On en déduit ’expression du biais au carré intégré :
Ber{iert = {3 +-‘—-+——1—+—‘——i———~}n (D) +o(1h).
s 108 ' 108 ' 320 ' 108 144 %

Finalement, '
BCI{pr} — R:Z(.f)hT (h'T)

5.8. Preuve du théoréme 2.12. La preuve est basée sur la décomposition
suivante :

J )zVar{fj-;-l} . % (%)zvaf{fi}
o520 (et

La variance intégrée de fpp s’obtient ensuite en intégrant sur [c;j, cj41[ et en
sommant sur tous les indices j de Jr.

Var{fer(@)} = (5




[
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Notons E; une expression indépendante de z qui majore Var{f;},j € Jr.
On a alors

|Cov{f;, i}l < \/Va‘f{fj}\/Vﬂf{fjH} < -;-{Vﬂf{fj} +Var{fju1}}

| iz
< 3{Bi+Ejn}
Ainsi,
Cj41 A h h: hr . - =
/ " Var{fep@)} do < T EBjwa+ 5 B+ 5 AB; + Bjn)
C.

4
h 2 .
< SA{Bj+ B},
et la suite découle des majorations établies dans les théorémes 2.4 et 2.5.

Si les conditions H{(iii)(iv) et H(ii) — (iv) sont vérifiées et si fl_% €

L'(R) avec 1 <p < g— 1, alors pour 0 < e < 1 - - :

Thy - f g Var{frp(z)} dz

< {0 —hrfENg [f . dade+hi2M1(E)

i
P 1
42 2{(1-€)(e-p)-1} 4pg(2c1§ pf(E; 1-1

+ )= hrfE) g [ do det b 2M )

L{a-e)e-p)-1} 4p*(2a0) ;

+h} gpf(«ﬁ)}

Si les conditions Hy(iv) et Ha(i)(i7)' sont vérifiées, alors

T fc: " Var{frp(2)} do < 5121{290(17:')"%290(7:;4»1)} < hr{p(n;)+e(njs1)}-

Il reste maintenant & sommer sur ’ensemble des indices j € Jy de la
partition IIy. Comme les fonctions {f*} r=1-1,12 sont supposées Riemann-
intégrables sur R, on peut écrire

> hef*(€) = [ (@) dz+o(1)

j€Jr
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Par conséquent, sous Hy(iii)(iv) et Hy(ii) — (iv) pour 0 <e < 1— 3“1—5 :

ThT-w{fpp}g{%/f[ o 08 20 - 5

1
1 {4
4P2(-2_ao)" i hT{u )Ne—p)— }}(1 +o(1)),

et sous Hy(iv) et Ha(i)(ii) :
T-VI{frp} <28+ o(1).

5.9. Preuve du théoréme 2.13. Par passage 4 la limite, on obtient les
vitesses de convergence de I’erreur en moyenne quadratique intégrée du po-
lygone de fréquences a partir du lemme 2.11 et du théoréme 2.12. Sous Hy
et Hy etsxf » € L}(R) pour 1 < p < p— 1, avec le choix hy = kp - T3
tel que k7 — k, 0 < k < 00, on a d’une part :

4

Ts - BCI{frp} = > ===k Ra(f) + o(1)

4
2880
. 4 : 3 4
= Th_ligoTﬁ BCI{fp'p} 2880k Ra(f).

D’autre part,sip=p— 1(& e =0) :

T . VI{frp} < { f/{mw dt +2M - b5

18(1. P
4P2(200)” h;{(l e)(e—p) 1}}(1+0(1))
e—p
1
i limsupT%>VI{fpp}S1{€p+2M+ p2(2"°'F,,},
T—o0 k =P

et si p < p — 1, on peut améliorer la constante en choisissant un £ > 0 tel
que

2 ¢
limsupT"‘ -VI{frp} < - 8
T—o0 k
Par conséquent, pour p = ¢ — 1, on obtient

49

1
4 4p*(2a0)? }
880k Ra(f) + {fr-l-?M + -““——"——g_p Fpr,

hmsupTE E'QI{fFP} =3
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etpourp<po—1:

2 2 49 fr
i 7 . A T =,
hgl?_ﬂ:,pT EQI{frp} < 2880k Ra(f) + s
Sous Hy(i)(ii)(iv) et Ha(i)(ii) et si le paramétre hy est un o(T~1), le biais
est négligeable devant la variance et on obtient immédiatement la vitesse
suroptimale du polygone de fréquences :

limsup T - EQI{frp} < 2®.
T—00
n

5.10. Preuve du théoréme 5.2. La preuve du théoréme repose sur une ap-
plication directe du théoréme 3.1. On notera |z | le plus grand entier stricte-
ment plus petit que le réel z. Considérons un m-uplet (z1,...,z,,) de points
distincts de R%. Au point z,, 1 < r < m, on suppose ’existence d’un indice
J(zr, T) =: j(r) tel que z, € mpj(y), et & partir des valeurs fu(z,), pour tout
n > 1, on construit une suite strictement stationnaire de vecteurs aléatoires
réels centrés Yn; = {(Y(l) : Y(m))’, 1 < i < n} tels que

T Sl T ¥

1 i 8i
Yo = {fﬁ e X dt—Ef 1.7 X dt},
n,i \/gh% 5(i-1) *r:(-)( t) 8(i—1) ’fr:(r)( t)

ound=T,=T,n=|T] (T >1) et ainsi 1 < § < 2. Pour tout n > 1 et
1 <r<m,on a alors

Y 5 s - i
ZEL (VT (fu(ar) ~ Bfu@),. VT (Fatm) ~ Bfutam)}
Pour conclure & la convergence en loi de (i Yn,i/v/n),,5, vers un vec-

teur Gaussien, nous devons au préalable vérifier que les hypothéses Hs(i) —
(iv) du théoréme 3.1 sont satisfaites :

i. Pourtoutn>1,i>letl<r<m,

&i
) dt —E Lo (X0) dt'

|Y{r)| __.3..__1/& 1 (X,
Vohd.| Jaa—zy TTIONTE 8(i-1)

n,i

< 00.

1 &i 5
o m\/shg_,‘ /5(;'—1) l‘n'rj(r)(xt) dt — JP(XQ £ ﬂ-Tj(r)) - FT&_
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1i. Pour touti>1 et chaque 1 <r < m,

E(Y{r)) 2 E(Y,S,rl)) _Var(\/_h% /6 er(r)(Xt) dt)

]
= [, [ 0Pt du aya,

it V0

et si la condition Ha(ii) de Castellana-Leadbetter est vérifiée, on a

E(Y))? <2 / ll90.ulloo dt < 0.

iii. Soit a, une suite de nombres entiers telle que a, — oo et a, < n pour
tout n > 1. Pour chaque 1<r85<m,

—E( Z 294 E Y,ff})

1"‘1”:0') (X 1*’1‘,‘(;) (X-r,)) dr drp

6aﬂhT /;06 2

= /[ [0 3 anuty, ) du dy a

e I | 1 - —)gouly,z) du ay dz
h%"d () XTTj(s) 40 dan

dan u
- 9 f /[o,lr"‘ fo (1 = 30-)90u(bje) + hrpbye) + hra) dhu dp da.
Nous reprenons ensuite les étapes de la preuve du théoréme 2.5.
TS (r) (s)
E;E z Yn Yn,g =2 [M{Aan( i(r) hrp,b. i(s) T hrq)
i=1
* G( i(r) + hrp,b '3(s) b s hTQ)} du dp dg,

avec

dan u +00
Ban@2)i= [ (1= ) g0u(wy2) du— [ gou(y,2)
0 Qn 0
et

|Aa, (bj(r) + hTD, bjs) + hTq)|
‘ +00

% SO yﬂ,u(bj(r) + hrp, bj(s) + hrq) du‘

=
<o lp,ulloo du—0

‘ ] 1[06%](“)—”90,!1( itr) + hTp, bj(s) + hrq) dul,

—0
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soit [Aq, (bjr) + hrp, bj(s) + A14)| faini). D’autre part, comme G(.,.) est
continue au point (z,,zs) :

(bj(r) + h1p, bj(s) + h1q) ——— (2r,2s)
= G(bjtr) + hrp,bj(s) + hra) ——— G(2r, T5).

Enfin, la quantité |G(bj(r) +hrp, bj(s)+hrq) + Aa, (bj(r) +hrp, bj(s) +h19)|
est majorée par la fonction (p,q) — 3 ;7 [|90,ullco du qui est intégrable sur
le support [0, 1[** et on déduit du théoréme de convergence dominée :

(E Y(r) Z Y(S-)) = Qe 2.) < 00,

=1

iv. Enfin, comme ay(k) < ax(k), la condition 3 x>, erf{.’_n/ %(k) < oo im-

plique 345, kag‘,'ﬂl)/ ”

(k) < o0, ce qui achéve la démonstration du théoréme.

5.11. Preuve du théoréme 3.8. Considérons un m-uplet (z1,...,zm,) de
points distincts de R?. Au point z,, 1 < r < m, on suppose |’existence d’un
indice j(z,,T) =: j(r) tel que z, € mrj(;) et I'estimateur par polygone de
fréquences vaut

(xr%;. = )fj(r)+1 & (Egﬂ?,;—_i:)fj(r) si zp € 7";3-(,.):
(02 fi + (R fir-1 i 2r € Ty,

ol Wriy = Trj(r) N [€j(r)s Cigr)1l €t Mgy = Trj(r) O [€j(r)—1, Cir) [ Sans
perte de généralité, on supposera que z, € w}'ﬁr) et que

“ Tr — Cily a1 — T\ 2
frp(zr) = (*“"};}"2"(_) fitn+1+ (—J&E‘—-—r)fj(r)-

A partir de fpp(a:,—), pour tout n > 1 et chaque 1 < r < m, on construit
une suite strictement stationnaire de variables aléatoires réelles centrées
{Yn,i,1 < i < n} définies par

frp(zr) =

vl (__,__,E&L) 1 Xod-E[ 1 Xq) dt
54 Véh3; T Wl s 8(i-1) rtop (Xt

(cj{r)+1 — Zr)

i &i
\/Sh% { [J(i_l) l”TJ‘(r) (X¢) dt —E f&(i-}) 11r'rj(r) (X¢) dt}a
ound=Tp=T,n=|T| (T>1)et1<6<2

+
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Pour tout n > 1et 1 <7 <m, on a alors

n
LA "
Z—";}_fn—“i = {VT(frp(z1) — Efrp(z1)), ..., VT (frp(zm) — Efrp(zm))}.
Il nous reste a vérifier que les hypothéses du théoréme 3.1 sont satisfaites :
1. Pourtoutn = 1,1 =16l =¥ <'mi;
é
Ve
hr

f \/_
hT hT

ii. Pour tout i > 1 et chaque 1 < r <m, E(Y(r)) =E(¥ (r))

EYY) = M/f f(l~-)90u(y,z) du dy dz

Tj(r)+1

2 5 s r
S L - B2 du dy a

TTj(r)
4z, — cj(r))(cj(r)+l — z)
4

e 4L 1
[ ~hi U

i 3

hr

4 u
% .[.[ _/ (1 " 'ér)go,u(y,z) du dy dz,
TTj(r) X7Lj(r)+1 Y 0

et si la condition Hy(ii) de Castellana-Leadbetter est satisfaite, on a

& u +00
0= aaw ) du s [ lgoullo du < o0

(f) 2 +00
= E(Y,;) <2 4 lgo,ulloo du < oo.

1i2. Soit a, une suite de nombres entiers telle que a, — oo et a, < n pour
tout n > 1. Avec un calcul analogue a celui détaillé dans les preuves des
théorémes 2.5 et 3.2, on a pour chaque 1 < r,5 < m,

(E Y(") 2 Y(’)) _2..(“{:{_2._111(")) [(-’-"s J(s))Jl +(c j(s)+1 — $a)J2]

=1

+ 2(cj(r)+1 i -7:1') [

h%-. (Zs — cj())J8 + (Ci(e)41 — zs)Ja),

avec

gy = j_/[;) 1[,{Aan (bj(r) + hrp, bj(s) + hrq)
+ G(bj(r) + hrp, bj(s) + hrq)} dp dg,
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J2

[} o @enttsr + b + )
+ G(bj(r) + hrp, bj(s)+1 + hrq)} dp dg,
J3 = / [G,I[Q{Aau(bj(r)-b-l + hrp, bj(s) + hrq)
+ G(bj(r)+1 + hrp, bj(s) + hrq)} dp dg,
Jo = f f {Aa, (bj(r) + hrp, bj(s)41 + h1q)
+ G(bj(ry + hrp, bj(s)41 + hra)} dp dg,
et le méme A,, (.,.) défini dans la preuve du théoréme 3.2, tels que

Jr = G(zr,z5)(1 +0(1)), 1<k<4

D’ou
l
o (Z A Z Y‘f}) = 2G(z,, z5) + o(1).
i=1 =1
Finalement,
P r s
nh};g s (ZY( )ZY(’-’?) = 26 (2 24) <00

=1

iv. Enfin, pour tout k € N, on a clairement ay(k) < ax(k). Ainsi, la
condition 345, ka(“_l)‘, “(k) < oo implique Y45, kagf"l)/ *(k) < oo, ce qui

achéve la démomtratlon du théoréme. =1
5.12. Preuve du corollaire 8.4. Si de plus f € C2(R),
|Biais{ frp(z,)}| = |[Efrp(z,) — f(z,)| = O(hF).

Par conséquent, en prenant hy = o(T’i), le résultat du corollaire est immé-
diat. ]
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