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Une heuristique pour résoudre le problème de flot de coût minimal dans un réseau de transport à fonctions de coût quadratiques, convexes et non-séparables

Introduction

Contrairement aux fonctions de coût linéaires, les fonctions de coût convexes, évoluant avec le flux, permettent de mieux le distribuer sur un réseau (ex : distribution d'électricité, distribution de la ressource en eau, gestion du portefeuille d'une entreprise…). D'autre part, les contraintes de proportionnalité entre les flux, fréquemment rencontrées (ex : les charges d'activités, modélisation des pertes dans un réseau…), sont modélisables par des fonctions de coût non séparables. Dans ce papier, nous proposons une heuristique pour résoudre le problème de flot de coût minimal dans un réseau de transport à fonctions de coût quadratiques, convexes et non-séparables.

Formulation mathématique du problème

Soit G = (V, E) un réseau de transport, avec 𝑉 l'ensemble des sommets et 𝐸 l'ensemble des arcs. Soit 𝑅⊂𝑉, l'ensemble des sommets de « répartition ». Un sommet de répartition est un sommet qui repartit le flux entrant en 𝑚 flux sortants en fonction des coefficients de répartition {𝛽 1 , 𝛽 2 … , 𝛽 𝑚 }. Cette modélisation peut être simplifiée par une succession de répartition en 2 flux. Les flux ne se déplacent pas instantanément sur un réseau, mais nécessitent un temps de transfert pour parcourir chaque arc ; de plus, ils évoluent dans le temps. On parle alors de flux dynamiques. Pour prendre en compte le temps de transfert, nous utilisons un réseau étendu temporisé. Ainsi, le problème de flot de coût minimal est formulé par les équations 1-5 :

𝑀𝑖𝑛 ∑ 𝐶 𝑒 (∅ 𝑒 ) 𝑒∈𝐸 (1) ∑ ∅ 𝑒 𝑎𝑟𝑐𝑠 𝑠𝑜𝑟𝑡𝑎𝑛𝑡𝑠 𝑑𝑒 𝑙𝑎 = 𝑙𝑎 𝑟𝑒𝑠𝑠𝑜𝑢𝑟𝑐𝑒 𝑑𝑖𝑠𝑝𝑜𝑛𝑖𝑏𝑙𝑒 (2) ∀𝑒 ∈ 𝐸 0 ≤ ∅ 𝑒 ≤ 𝑈 𝑒 (3) ∀𝑛 ∈ 𝑉\{𝑆, 𝑃} ∑ ∅ 𝑒 𝑎𝑟𝑐𝑠 𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑛𝑡𝑠 = ∑ ∅ 𝑒 𝑎𝑟𝑐𝑠 𝑠𝑜𝑟𝑡𝑎𝑛𝑡𝑠 (4) ∀𝑛 ∈ 𝑅 ∅ 𝑓𝑙𝑢𝑥 𝑝𝑟𝑖𝑛𝑐𝑖𝑝𝑎𝑙 𝑠𝑜𝑟𝑡𝑎𝑛𝑡 = 𝛽 ∅ 𝑓𝑙𝑢𝑥 𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑛𝑡 𝑠𝑢𝑟 𝑛 (5) Et ∅ 𝑓𝑙𝑢𝑥 𝑠𝑒𝑐𝑜𝑛𝑑𝑎𝑖𝑟𝑒 𝑠𝑜𝑟𝑡𝑎𝑛𝑡 = (1 -𝛽) ∅ 𝑓𝑙𝑢𝑥 𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑛𝑡 𝑠𝑢𝑟 𝑛

Algorithme d'optimisation

L'algorithme proposé pour trouver la distribution optimale s'appuie sur le théorème de Busacker et Saaty [START_REF] Saaty | Finite Graphs and Networks: an introduction with applications[END_REF] qui stipule qu'une distribution du flux, est optimale si et seulement si le graphe résiduel [START_REF] Evans | Optimization algorithms for networks and graphs[END_REF] ne contient aucun circuit à coût négatif. Un sous graphe est indépendant si toute modification d'un flux sur un de ses arcs n'impacte pas le reste du graphe. Si un circuit passe par un ou plusieurs sommets de répartition alors, il est possible qu'il ne constitue plus un sous-graphe indépendant. En effet, en faisant circuler un flux ∅ sur un circuit contenant un sommet de répartition, une quantité proportionnelle à ce flux peut quitter le circuit. Pour concevoir un sous-système indépendant, les arcs et les sommets qui acheminent cette perte jusqu'au sommet (U) sont intégrés au circuit. Le sous graphe ainsi obtenu est nommé dans la suite multi-circuit. L'algorithme commence par une distribution initiale réalisable, ensuite les deux étapes suivantes sont répétées jusqu'à ce qu'aucun multi-circuit de coût négatif ne soit détecté.  Détecter un multi-circuit à coût négatif en utilisant l'algorithme de Bellman-Ford [START_REF] Fulkerson | Flow networks and combinatorial operations research[END_REF].  Éliminer le multi-circuit en déplaçant une quantité de flux dans le circuit de sorte que le coût du circuit s'annule ou qu'un des arcs soit saturé. L'élimination d'un multi-circuit à coût négatif améliore la fonction objectif tout en gardant la faisabilité de la distribution.

Conclusions et perspectives

Dans cet article nous avons proposé une méthode de recherche du flot à coût minimal sur un réseau étendu temporisé en prenant en compte des fonctions de coût, quadratiques, convexes et non-séparables. Cette méthode a été appliquée, pour protéger contre les inondations, avec succès au système hydraulique composé de 3 barrages de la Haute vilaine. La prise en compte de coefficients de répartition variables est une des perspectives à développer à court terme.
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 1 Figure 1: Exemple d'un sommet de répartition Pour chaque noeud 𝑛 de 𝑉, la loi de Kirchhoff est vérifiée hormis pour le sommet source (𝑆) et le sommet utilisation (𝑃). A tout arc 𝑒 est associé une capacité 𝑈 𝑒 et une fonction de coût quadratique et convexe : 𝐶 𝑒 (∅ 𝑒 ) = 𝑎 𝑒 ∅ 𝑒 2 + 𝑏 𝑒 ∅ 𝑒 ; 𝑎 𝑒 ≥ 0 avec ∅ 𝑒 le flux présent sur l'arc 𝑒.
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