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Résumé: Dans ce travail, nous proposons un test d’ajustement à une loi
normale multidimensionnelle avec estimation des paramètres par la méthode du
maximum de vraisemblance directe relative aux données non regroupées. Nous
utilisons la modification Y2 de la statistique de Pearson X2proposée par Nikulin
pour l’ajustement des lois unidimensionnelles que nous avons adaptée au cas des
lois normales multidimensionnelles. Cette statistique Y2 suit sous l’hypothèse
Ho à tester, pour un nombre assez grand d’observations, une loi du Chi-deux à
k — 1 degrés de liberté où k désigne le nombre de classes choisi.

Abstract: In this paper, we propose a goodness-of-fit test for multivariate
normal law with maximum likelihood estimation’s method relating to ungath-
ered data. We use The modification Y2 of the Pearson’s statistic X2 proposed
by Nikulin for one dimensionnai normal law, wich we hâve adapted for multi-
variate’s case. Under hypothesis Ho to be tested, and for a great number of
observations, this statistic Y2 follows a Chi-squared law with k — 1 degrees of
freedom. Here, k dénotés the chosen number of classes.

Mots clés: Loi normale vectorielle, test du Chi-deux modifié, Matrice d’In-
formation de Fisher, Estimateurs du Maximum de vraisemblance.

1 Introduction

Comme on le sait le test du Chi-deux est bien adapté à l’ajustement à une loi
discrète, dès que la loi est continue il faut découper l’ensemble des observations
en classes dont le nombre et l’amplitude posent problème.

De plus lorsque la loi dépend de paramètres inconnus qui doivent être es-
timés à partir des données, il se pose un nouveau problème. En effet, si l’on
estime les paramètres directement à partir des données, si l’on voulait tirer de
l’observation le plus d’informations possibles, la statistique X2 de Pearson ne
suit plus asymptotiquement une loi du Chi-deux, sa loi dépend même en général
des paramètres à estimer.
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Ce phénomène observé en 1954 par Chernoff et Lehmann, a conduit dans les
années 70, divers auteurs Nikulin [14], [15], Dzapharidze et Nikulin [5], Moore et
Spruil [12], voir aussi Drost [3], [4] et Nikulin et Greenwood [17] à s’intéresser à
des modifications de la statistique X2 de Pearson qui suivent asymptotiquement
une loi du Chi-deux après estimation des paramètres à partir des données non
regroupées.

Nous exposons ici la technique de l’application d’un test d’ajustement à
une loi normale vectorielle avec estimation des paramètres par la méthode du
maximum de vraisemblance directe. Nous utilisons la modification Y2 de la
statistique de Pearson X2 proposée par Nikulin pour l’ajustement des lois uni-
dimensionnelles que nous avons adaptée au cas des lois normales multidimen-
sionnelles. Cette statistique suit sous l’hypothèse Hq à tester, pour un nombre
assez grand d’observations n, une loi du chi-deux à k — 1 degrés de liberté où
k désigne le nombre de classes choisi. Elle fournit un test d’ajustement parti-
culièrement efficace qui se prête bien au calcul. Nous avons ensuite appliqué
notre test à des données biométriques bivariées.

Des tests analogues ont été construits pour d’autres familles de lois vecto-
rielles, citons Nikulin et Voinov [19] , [21], [25] pour la famille exponentielle
discrète et Bordés, Nikulin et Voinov [1] pour la loi exponentielle multidimen-
sionnelle.

Dans leurs récents travaux, Voinov, Alloyarova et Pya [26] se sont intéressés
aux tests d’ajustement du type du chi deux modifié pour une loi de Weibull à
trois paramètres; ainsi qu’à l’étude de la puissance de différents tests de ce type
(voir aussi Voinov et Pya [27]). Quand à B.Yu. Lemeshko, S.B. Lemeshko et
Postovalov [10], B.Yu. Lemeshko et Postovalov [7], [8] et B.Yu. Lemeshko et
Maklakov [9], ils ont étudié des tests d’ajustement non paramétriques dans le
cas des tests d’hypothèses alternatives concernant les lois de probabilité les plus
utilisées en application.

2 Construction de la statistique
Pour tester la validité de l’hypothèse Ho, selon laquelle la distribution des élé-
ments Xi de l’échantillon Xi,X2,..., Xn suit une loi normale multidimension-
nelle fl) de densité

ip(x, Ô) = (2tt) f, |fl| *exp
où fi — ( Hi, ju2,WH nm) est le vecteur des moyennes ( /q = EXi, /i2 =

EX2 y I-, Mm = EXm) et fl la matrice de covariance de X supposée non dégénérée
fl = E(X - fi){X — n)'

on utilise la statistique Y2 définie comme suit:
Soit u = (tq, •••> ^kY le vecteur des fréquences obtenu en regroupant

Xn dans k classes bien choisies Ai, A2,..., A^ ; de sorte que
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Pi = f <p(x, 6)dx — £ pour tout i = 1,2,..., k
Ai(6)

Si n —► oo , le vecteur v est asymptotiquement normalement distribué de
paramètres:

Ev = np + o(l)
E{y — np)(u — np)' = nB + o(l)

avec:

B = D - pp1 — WJ~lW

où J représente la matrice d’information de Fisher et D la matrice diagonale
d’éléments (p\,P2, —,Pk) et

w^wwtjW sxk

où s est le nombre de paramètres estimés : s — mi- = rn-(™+-3^
et

mij - / mvix' eïdx
Ai

avec i — 1,2,s et j — 1,2, ...k
La loi de la statistique ~ — np)'B~(v — np) dans laquelle B~ désigne

une matrice inverse généralisée de B, converge lorsque n tend vers l’infini, vers
une distribution du Chi-deux à (/c — 1) degrés de liberté.

La construction de tests basés sur la statistique Y£ et leur utilisation sont
développées dans [5] , [14], [15] et [17].

Remarques:
il La matrice B dépend de la matrice d’information de Fisher dont le calcul

est très difficile vu le grand nombre de termes à calculer.
Pour des données bidimensionnelles, on a 5 paramètres et 13 termes à cal-

culer.
Si Xi € Rm , on aura 4 if! i+3) /m(m+3) . i \

l V 2 -r l) termes à calculer.2 v 2

C’est pourquoi, on a essayé de donner une formule générale du calcul de la
matrice d’information. Ces calculs sont assez difficiles, nous les avons menés en
utilisant le formalisme de calcul matriciel proposé par Magnus et Neudecker dans
leur livre et nous les avons systématiquement vérifiés par des calculs directs.

2. Yl dépend de 9, dans la pratique du test on remplacera 6 par son esti-
mateur du maximum de vraisemblance $ basé directement sur les données non

regroupées en classes. La statistique Y*{0) suit asymptotiquement une loi xl-i-
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3 Produit de Kronecker et matrice de duplica-
tion

Généralement, l’inverse d’une matrice est défini si la matrice est carrée et non

singulière. On généralise la conception de l’inverse pour des matrices singulières
ou des matrices non carrées. L’une de ces généralisations est l’inverse de Moore-
Penrose, particulièrement utilisé pour son unicité.

Définitionl: Soit A une matrice m x n et B une matrice p x q, la mp x nq
matrice définie par:

anB ... ainB

Ûml-® ... ÛmnB
est appelée produit de kronecker de A et B et noté A® B.
Définition2: une matrice X (m x n) est l’inverse de Moore-Penrose ou le

MP-inverse d’une matrice réelle (n x m) A si :
AXA — A
XAX = X

(Axy = AX
(XA)' = XA
On note le MP-inverse par A+.
Théorème 2: Pour toute matrice A, A+ existe et est unique.
Définition 3: L’opérateur vec transforme une matrice en un vecteur en

mettant les colonnes de la matrice l’une sous l’autre.
Définition 4: Si A est une matrice carrée d’ordre n, on note v(A) le vecteur

de dimension \ [n{n + 1)] x 1 obtenu à partir de vecA en éliminant les éléments
du triangle supérieur de la matrice A.

Définition 5; Si A est une matrice carrée d’ordre n, symétrique, alors il
existe une matrice unique n2 x ^ [n(n + 1)] qui transforme v(A) en vecA. On
l’appelle matrice de duplication, notée Dn et D+ le MP-inverse de Dnest égal
à:

D+ = lD‘nl?n)-'D'n
théorème3:
Si A est une matrice (n x n) alors :

(D'JA ® A)D„r1 = Di (A-1 ® A-^DÏ

4 Matrice d’information d’une distribution nor-

male multidimensionnelle

Le calcul de J(0), la matrice d’information de Fisher d’une loi normale mul-
tidimensionnelle par la méthode directe est assez long; c’est pourquoi on es-
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saie d’établir la relation qui lie la matrice d’information de Fisher calculée
par la méthode directe pour le vecteur de paramètres 9 = (#i,#2> •*•#?) =

2,crf,<?2> ••• j Pi j p2) •••) et la matrice d’information pour [fi, v{Çl)) = 7 =
(7i»72» •••>7p) en utilisant la matrice de duplication.

Théorème: Soient n vecteurs aléatoires X1.X2,..., de Rm indépendants
et identiquement distribués tels que chaque Xi suive une loi iVm(/i, fl) où O est
définie positive.

Supposons que n > m + 1 , la matrice d’information pour (j, et v(A) est la
matrice:

•Fn — 71

'

a~l

0

0

La matrice de variance asymptotique des estimateurs du maximum de vraisem-
blance fi et v(Ù) est:

F-1 =n

n

0

0

La démonstration se fait en utilisant le calcul différentiel matriciel et la
matrice de duplication. Pour le calcul de la matrice F~l, il suffit d’appliquer le
théorème 3.

Changement de variables:
Si C — est la matrice jacobienne du changement de variables de 9 à 7,

en utilisant le formalisme du calcul matriciel différentiel , on trouve:

J{6) = C'FnC où C —
Cn 0
0 C22

J{9) — n
c^n-'Cu 0

0 \c'22D'm(n-1®n~l)Dmc22
5 Test d’ajustement à une loi normale bidimen-

sionnelle

Soit X = (X\,X2Y un vecteur aléatoire de loi normale de densité <p(x, 6) et 9
son vecteur de paramètres 9 = (0i,02,03,04,05)/

$i — EX1 = 02 — EX2 = (j,2, 93 — varXi — a\, 9\ = DarX2 =
9*=p= zfesm â M,)(xt - thY

<4e)=wsn6X11mm^1{{x -
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où O est la matrice de covariance de X et p = son espérance
mathématique.

ù = E{X - p)(X - p)' =
a\ paxcr2

po\(72

rrl i
i p

(Tj fljrr2
P I

<7i(T2 <72

Changement de variables: On procède à un changement de variables qui
nous permettra d’obtenir une nouvelle variable U — {U\.U2y dont les com-
posantes sont indépendantes et de même loi normale centrée et réduite Ar(0.1).

On considère la matrice A triangulaire

on a:

A =
<T x 0

p<72 <72 \/l ~ p2

AA' = Q, det A — det Cl2

Si on pose X = AU + p, où U = {U\\U2)'. U\ et U2 sont indépendantes et
suivent la même loi normale 7V(Û, 1), on obtient:

P[X € B] = J ip(x, 9)dx = J <p(u)du
B B'

Où

B' = {ujAu + p € 15}

<p(u) = exp { “ \ + u2) |
En particulier, si

B = {xf {x - p)'n~l{x - n) < c} c > 0
on trouve alors que:

J sp{x, 6)dx = ç(u)du
B u'u<c
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5.1 Choix des classes et découpage du plan R\ :
On se fixe 9 et on choisit deux entiers naturels r et m tels que k = rm et on
note par p = (pi,p2,-,Pk)' où pi = l/k , i = 1,2,k.

ensuite, on définit les couronnes ellitiques équiprobables

Ai = {x/ci-i < (x - fj,yQ~l(x - fx) < Cj}

1 = Ci > 0

avec Cj choisies telles que:

J <p(x, 9)dx = ^
Ai

i = 1

i.e.

ip(u)du = - î = 1, ...,r
r

Ci_l <u'u<Ci

On aura défini dans des ellipses dont les frontières dA\ dépendent du
paramètre 9. Par changement de variables dans on obtient des circonférences
concentriques:

A\ — {u/ci-i < u\ + u\ < Ci} = {u/ci-1 < u'u < Ci}
Dans ce cas, on a:

J <p(x, 9)dx = J ip(u)du = ~
Ai Ci-i<u'u<Ci

pour le calcul des Ci, il suffit de remarquer que la variable aléatoire U = Uf +Uf
suit une loi de Chi-deux à deux degrés de liberté de densité -e~t on obtient
alors:

i
Ci — — 2 log 1 i = l,r - 1 et cr = +oo

r

5.2 Découpage du plan Rl
On construit ensuite m rayons délimitant des angles B'2, •■■■, B'm égaux à
27T
—, le premier d’entre eux coincidant avec l’axe Ou\. Soient f?i,i?2,Bm les
secteurs angulaires correspondant dans jR|. Alors si on considère:

a;, = 4'ns;



on a:

et:

P[U e A'u) = P[Ü € M n B[)

P[X £ Au] * P[U £ Ây

1 J_ _ 1
r m k

1

où Au représente le secteur correspondant dans R2X

Au — Aif\ Bi (i = 1, ...,r ; / = 1,

Si U2 = au-i est l’équation d’une droite dans R2, alors son image dans R2 est:

"’f '
- r' ** - -.y/Ï^AX2~ — \p + ay'l - p1

<7 2 1-
02

X\

Ainsi

1 (72

*1
+ oii\/ï P2

p+ Q’

, i = 1, ....rn

Pi

sont les coefficients des droites issues du point dans le plan R2 et qui
forment les angles Ai.

5.3 Calcul de la matrice d’information de Fisher

J(0) la matrice d’information de X est une matrice symétrique de dimension
(5x5). Par des calculs directs, on montre que:

J(8)

V03#4

0

0

0

VÔ3Ô4

04

0

0

0

0 0 0

0 0 0

2-0? 05 05
444

40304 203
2-05 05

40304- 48\ 204
05 05 1 + 0?

to <30! 204 1 ~el

5.4 Calcul de la matrice d’information de Fisher d’après
le cas général:

Fn - n

Q-

0 is>n~l)D,
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Où Cl est la matrice de dispersion de X et Dm la matrice de duplication de
dimension m2 x 1/2 [m(m + 1)] = (4x3) telle que:

Dmv{Cl) = vec Cl

vec Cl =

A
P0\<J2

x <72

^2

Dr

; v(Cl) =

1 0 0
0 1 0
0 1 0
0 0 1

<7

P<7i<72

<*\

Et comme:

(1 -P2^

Alors:

1

p

P

a\ü2
1

P_
afa2

P2

P2
(01O2)2

P
i

qi
q̂

1̂

2 2

al%2
P

(Oi<72)2
1

<7i<7^
P

(<7i<72)2 (°‘l02)2 <7l<7|
P2 P P 1

(<7l<72j2 <J\0\ o\o\ <?2

1 2p P2
^1

o/ ^ (<7l<72)2
1 -2P 2(1 4- p2) —2p

(1-P2)4 (<7K72)2 <7io|
P ~2p 1

_ (^1^2)2 ai<i ^2

Changement de variables:
Si

e = (Pi,p2,0u<72ypY
7 = (Pl (p>v(n)y

et C est la matrice jacobienne

C

0 0

çb
de

o
o

î
per2

2<7i
0

0
0
0

£02
2<72

1

0
0
0

<7 jC72

0

C'a
0

0

c22
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comme J(9) = C'FnC

J(9) = n
ChSi-'Cn 0

CijJÎ-'Cn

CS-

= Q_1

r 2-p2
1

4<rf
-p2

(W2) M\a\
-p

2o\
f 2-9\ -oî

40| 40304
-il 2 — 05

40304 404
~~9$ “05

L 203 204

2 T
~p -P

4cr?crH 2cr?
2-7
4^2 2a£
-p 1 4- p2
2a^ (1 - P2) .

H?5 ’
203
~9s
404

(1+flj)
(1-^5) J

Ainsi, on retrouve J(0) calculée directement.

5.5 Calcul de la matrice W:

Soit un échantillon de la loi de X, où Xi = (Xu^X&y. On considère les
estimateurs du maximum de vraisemblance 0 = (#i, 02, $3, 04,95)' du paramètre
9 — (Pi,P2j<7i>a’2jP)/ » basé sur l’échantillon X\,X2, ...,Xn.

On sait que: #i = J £ **i » #2 = J £ ^2 » #3 = i £(*ti- Â1)2 .
i=l i=l i=l

* n „ E (^u-^)C-^i2-^2)
«4 = i E(*« - f>*)2, fis = -npi -n

i=1 J Ztfn-ètfJ Z(X&-è*)*
Soit v = (vi,V2, ...,vk)' le vecteur des fréquences obtenu en regroupant

Xi,X2,Xn dans des classes Au(9n). Grâce au découpage du plan Æ2 et le
choix des classes Au(9n) du groupement des données Xi, X2,Xn ; le calcul
de la matrice W = (Wij)5Xk peut se faire entièrement. En effet; en réarrangeant
les classes Au(9n) en Aj, j = 1,..., k ; on a:

Si

/Q—y{x,9)dx f = l,...,5
Ai (6)

Aj(9) = Aii = AiKBt
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W\j — Wij(0) = J -~-ip(x}6)dx = J ~-ip(x,Ô)dx
Aim 1

D’après le changement de variables qui transforme X en U, on obtient:

Wij jg Wij{6) 1 f -~<p(x,6)dx= [ (p(u)[— -jL ,■ u2]duJ Pm J gy J1 - p2
Ai( aj, 1V

En faisant de nouveau un changement dp variables en coordonnées polaires:
m — rcosîp, u2 = rsiïup; on obtient:

= J V(u)
C/_î <uf+U2<C{

«1

<?!

P

<Xi v/1 - p2
W2 du

v'HT

r2e ^ dr

Wm
v/27T coscp

vW
S11J9?

Ce qui donne:

m

p . . 2?ri 7r 1
Sm( )

m m

Où p est la fonction de répartition de la loi normale centrée et réduite q

calculés précédemment. Et de même, on calcule les autres élé-•21og

ments de Wf7-, on trouve:

W2j = W2j(0)= J ■~^p{xid)dx= J -~-<p(x,e)dxSfa Aj (e) 2
<p(u)-

u2

ci-t<ui+H<ci
fl

du

W-2j {v/c^Te^f* - VSe-ï + 4,(^) _ * Cl-1) > *

'[2 smm . ,2m K
\ 7=== sin(V * a2yfl - p2 mm
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Wu =

gu($

Bf
Ci_l<Wj+u|<Ci

2<rf

4>w

p
1

VT
■U\U2 — 1

P
du

m«al 4flH (c;_i 4- 2)e
ci—i a

1 2?r. ,.

4- - cos2(—z H )sm

(ci + 2)e~"?

2tt
m 2

p . 2x . rt/27T. 7T N
sin —sin2(—i )Tn m m ^/i _ o2 tn ' m m

4-
2a\m

_£i e*-i
e 2 — e 2

■1 -ip(x,8)dx
mm Aj(8)

%I <£>(a;, #)ah;

H 2(72 V1 ~P:
?#lHj ~ 1 du

mm 4^2
ci-x

(cj_i + 2)e 2 _ (C/ + 2)e

7r 1 rt/2?r. 7r > . 2n p , 2ix . rt/27r. 7r>h “ C0S2( 1 4 S1I1 S1I1 Slll2 1 )
m 2 m m m y/\ — p- m mm

4~
1

2(72771 L

ci-l
e T _ e T"

A
de, ■<p(x,6)dx = / —ip(x,9)dx

Aj(&)

'mm

Aj (6)

P

d_
dp

i_l<Wj+«2^ci
1 — P2

y/\ Z)
-Ko 4 UlU2 4” 1 du

w.
277(1 - p*)

C/-1 4- 2)e - (ci 4- 2)e T

7T 1 _,2tT. 7TV , 2îT v/l ~ p2 ( rt/27T. 7T N 27Th - cos2(—i 4 ) sin
m 2 m m m

sin2(—i )sin
p mm m

(1 — p2)m .

cl- 1

e t — e '*
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On obtient la matrice W$*k '

m5 *fc

f<P(u) Ui

<y\ <riVl-p2
U2

U2

du

J <p(u) ^==du

f<p(u)

f^y

SM

2a\

2<J2

Üiyjl- P2

Uo —

1 -P1

\/l - p-

VT?

■.U\U2 ~ 1

U\U2 ~ 1

du

du

-ui + v/w5
U1U2 + 1 du

La matrice W est entièrement calculée ainsi que la matrice J(0), il suffit
alors de construire la statistique Y* et d’appliquer le test ( pour plus de détails
voir Nikulin M.S. Seddik-Ameur N[18]).

Pour les techniques sur l’application de ces méthodes, on se reporte à la
publication de C.Huber et M.Nikulin [28].

6 Applications du test à des données biométriques
Nous avons recueilli les mesures de poids, tailles et périmètres crâniens de 145
enfants de trois mois dans un centre de santé de la protection maternelle et
infantile auxquelles nous avons appliquées notre test.

6.1 Etude de la variable X —

Considérons par exemple le groupement des données (X\, ...,Xn), où chaque
Xi — (Xn,,Xi2y représente le poids (en grammes) et la taille(en centimètres)
de l’observation i, suivant:

Taille X2 ->

j.Poids X\
42-58 58-70

3600 - 5400 10 7
5400 - 6300 18 43
6300 - 7000 11 45

7200—plus 2 9

Le nombre de classes étant égal à 8, Y2 suit alors asymptotiquement une dis-
tribution de x2 à k — 1 = 7 degrés de liberté. La statistique Y2 calculée est:

Y2 = 5,702
Pour un seuil de signification de 0,05, x2 — 14,07. On a donc Y2 < x2; on

accepte alors l’hypothèse Ho selon laquelle la distribution des éléments Xi —

{Xu, ,Xi2y de l’échantillon suit une loi normale bidimensionnelle.
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6.2 Etude de la variable X = (X2, X3)'
Regroupons les observations Xi, X2, •••> Xn, où chaque Xi = , X*3)' représente
la taille et le périmètre crânien de l’observation i, dans le tableau suivant:

P.C x3
iTaille X2 X3 < 40 40-42 42 et plus

X2 < 58 10 12 5
58-62 19 27 20
62-68 5 22 25

La statistique Y2 est égale à :

y2 = 7,494

Comme le nombre de classes k — 9, alors Y2 suit asymptotiquement un x2 à
k—1 = 8 degrés de liberté. Au niveau a — 0.05 , x2 — 15,51. On a donc Y2 < \2
ce qui nous permet de retenir l’hypothèse Ho,donc les éléments X, = (X^,, Xj3)'
de l’échantillon suivent une loi normale à deux dimensions.

6.3 Etude de la variable X = (X2, X3)'
Si maintenant on veut étudier la variable bidimensionnelle X = (X2, X3/ représen-
tant le poids et le périmètre crânien de chaque élément de l’échantillon, et si on
choisit le groupement des observations suivant:

P.C X3 -*

ITaille X2 X3 < 41 41-46

Xi < 5800 20 14
5800 - 6400 22 28
6400 - 7000 9 24

7000 et plus 7 21

On obtient:

y2 = 0.565

Comme k = 8, Y2 suit asymptotiquement une distribution de x2 à (k - 1) = 7
degrés de liberté. Au seuil a = 0,05, la table nous donne x2 - 14.07; donc
Y2 < x2- Ainsi, l’hypothèse Ho qui suppose que l’échantillon est de loi normale
bidimensionnelle est acceptée.

Remarques:1-Si on regroupe ces observations différemment, c’est-à-dire en variant r et
m en laissant k fixe ou bien en variant k, on trouve que l’hpothèse Ho reste
valable au seuil a — 5%.2-11 existe également d’intéressants tests graphiques de normalité vectorielle.
Une liste assez complète en est donnée dans le mémoire MECKLIN C. J.,
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MUNDFROM D.J.[12]. Comme nous avons aussi introduit un test graphique
basé sur l’uniformité des lois de LHOSTE en toute dimension (voir [24]).
L’auteur remercie très chaleureusement Bernard Bru et Mikhail Nikulin pour
leurs conseils dans l’élaboration de ce travail et l'enrichissement de la bibliogra-
phie.
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