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Théorèmes limites pour des variables quasi-associées
hilbertiennes

Lahcen DOUGE

L.S.TA., Université Pierre et Marie Curie-Paris 6.175, rue du Chevaleret, 8eme étage, bâtiment A,
75013 PARIS FRANCE.

Résumé. Nous donnons une définition de la notion de quasi-association pour des variables aléatoires à valeurs
dans Rd ou dans espace de Hilbert et nous citons quelques exemples. Nous démontrons ensuite une inégalité
exponentielle et nous établissons un théorème central limite.

Abstract. We give a définition of the concept of quasi-association for random variables with values in Rd or in
Hilbert space and we cite a few examples. We prove then an exponential inequality and we establish a central
limit theorem.

Mots-clés : Variables quasi-associées ; Inégalité exponentielle ; Théorème central limite.

1 Introduction

Dans ce travail, nous étudions un concept de dépendance plus général que l’association positive et négative et
que la faible association appelé quasi-association. Ce concept qui vérifie la propriété “d’indépendance par la
non corrélation“ a été introduit dans [4] pour les champs aléatoires.
Dans un premier temps, nous donnons les définitions de la notion de quasi-association dans Rd et dans un

espace de Hilbert et nous citons quelques exemples de processus quasi-associés hilbertiens. Nous démontrons
ensuite une inégalité exponentielle pour des variables quasi-associées hilbertiennes et nous déduisons une vi-
tesse de convergence dans la loi forte des grands nombres. Nous établissons enfin un théorème central limite.

2 Définitions et exemples

2.1 Cas des vecteurs aléatoires réels

Dans [5], on propose une définition de l’association faible pour des variables aléatoires à valeurs dans Rd.
Soit T un ensemble non vide de R. On supposera dans la suite que T = W ou Z.

Définition 2.1 Une famille (Xf)t&T de variables aléatoires à valeurs dans Rrf est dite faiblement associée si,
pour tous sous-ensembles disjoints etfinis I et J de T et toutes fonctions réelles f et g croissantes définies sur

et RlJld,
Cov(f(Xi, i € j e J)) > 0,

lorsque cette covariance existe.

Cette suite est dite négativement associée si Tordre de l’inégalité est inversé. Elle est associée si I et J sont
deux sous-ensembles finis quelconques de T.
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Pour étudier une classe plus large de variables aléatoires contenant essentiellement les variables associées,
négativement associées et les variables gaussiennes, les auteurs de [4] ont introduit une nouvelle notion dite de
quasi-association.

Définition 2.2 Une suite (Xt)teT de variables aléatoires à valeurs dans Rd est dite quasi-associée si, pour
tous sous-ensembles disjoints I et J de T et toutes fonctions lipschitziennes f : Rdl*l —■> R, et g : Rdl —> R,

d

■cov (/(*<, i e I),g(Xj, j G J))| < Lip(/)Lip(5)^^ JT |Cov(X*,Xj)|,
'L[ iei jçj

où Xi est la kème composante du vecteur Xi et

Lip(/) = sup avec ||(æi,..., æ„)||i = |æj|- • • • + \xu\.11-? y II i

2.2 Cas de variables aléatoires hilbertiennes

Nous donnons maintenant une définition de la quasi-association pour des variables aléatoires à valeurs dans
un espace de Hilbert séparable. Cette définition est une extention de celle proposée dans [5] pour l’association
faible.

Soit H un espace de Hilbert réel séparable muni du produit scalaire < -, • > associé à la norme || B.
Définition 2.3 Une famille (Xt)teT de variables aléatoires à valeurs dans H est dite quasi-associée par rap-

port à une base orthonormale (ek, k‘> 1) de H si, pour tout d > 1, ((< Xf, e\ >,..., < Xt, &d >))teT est
une famille de vecteurs aléatoires quasi-associés.

Les notions d’association et d’association négative dans un espace de Hilbert seront définies de la même façon.
Les variables hilbertiennes associées, faiblement associées ou négativement associées sont quasi-associées par

rapport à la même base orthonormale.

Remarque : La famille (Xt)tçT n’est pas quasi-associée par rapport à n’importe quelle base orthonormale de
H. Nous donnons ici un exemple :
Soient X\,..., Xn des variables associées à valeurs dans R2. Par définition, ces variables sont associées par

rapport à la base orthonormale {(1,0), (0,1)} mais elles ne sont pas associées par rapport à la base orthonor-
male {(—1,0), (0,1)}.
En effet, posons e\ := (—1,0), e-i := (0,1). On a Cov (< X\, e\ >, < X2, >) =gyCov(Xj }X$) < 0.

23 Exemples de processus hilbertiens associés et quasi-associés
• Variables indépendantes

Soit (Xn)n€]N une suite de variables aléatoires indépendantes à valeurs dans un espace de Hilbert sépa-
rable H muni d’une base orthonormale (ej, j > 1) telle que, pour tout n G IN, la suite (< Xn, 6j >)j> 1

des composantes de Xn est associée, alors (Xn)nG]N est associée par rapport à la base orthonormale
(ej, j > 1).

• Processus linéaire

Soit (Xn)nez le processus linéaire à valeurs dans un espace de Hilbert séparable H défini par

OO

■Xn ^ ^ Pj {^n—j )} 77- G Z,
j=0

où (pj) est une famille d’opérateurs symétriques et (et)tez est une suite de variables aléatoires à valeurs
dans H. Supposons qu’il existe une base orthonormale (v^, k > 0) de H telle que

Pj(vk) = Oij,kvk et ajtk > 0, V7 > 0, k > 1,
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et telle que (et)tez est associée par rapport à la base (vk, k > 0). Alors (Xn)n€Z est associée par

rapport à la même base (vk, k > 0).
En effet, pour tout d > 1 et l G Z,

N

(< Xuv I Xhvd >) = Jim^ y (< pj (ei-j ),vd >).
Or

Donc

< pj(ei-j),vk >= aj'k < st—j, vk >, k = 1,... ,d.

(< Xi,vi Xi, vd >) = lim / (< £i,vk >, l — N < i < l, 1 < k < d),
N—*oo

où / est une fonction croissante. Par conséquent l’association de la suite (Xn)nex se déduit des pro-

priétés 'P4 et de l’association (cf. [6]).

Processus gaussien
Soit £ = (Çt, t > 0) un processus gaussien réel centré et stationnaire à temps continu.
D’après le lemme de Mercer et la décomposition de Karhunen-Loève (cf. [2]), on a, pour tout k € IN,

°° f1
Çt+k = où Vj= ù+k<Pj(t)dt

j=o Jo
et (ifij, j > 0) est un système orthonormal de L2([0,1]).
Posons

Xk(t) = Çt+k, 0 < t < 1, ke IN.

(Afc)fc6]N est une suite de variables aléatoires à valeurs dans l’espace de Hilbert L2 ([0,1]) muni de la
base orthonormale (ipj, j > 0).
Pour tout k > 1 et j > 0,

(■Xn,<Pj)= [ Xn(t)ipj(t)dt = rfnJ o

et (rfk, j > 0, k G IN^ est une suite de variables aléatoires gaussiennes réelles.
Donc (Xfc)fceiN est une suite de variables aléatoires quasi-associées à valeurs dans L2 ([0,1]).

Inégalité exponentielle et Loi forte des grands nombres
t une variable aléatoire centrée à valeurs dans H telle que E||2f ||2 < oo. L’opérateur de covariance Cx
est défini par

Cx(x) = E[<X,x>X], iêE
nous proposons de démontrer, sous des conditions sur la décroissance des covariance et les valeurs propres

pérateur de covariance Cx, une inégalité exponentielle pour des variables aléatoires quasi-associées hil-
nnes similaire à celle établie dans [2] pour des variables a-mélangeantes.
énonçons d’abord dans le lemme suivant, une inégalité exponentielle établie dans [7] pour des variables
ires réelles bornées vérifiant une certaine condition sur les covariances.

re 3.1 Soient X\,..., Xn des variables aléatoires réelles centrées vérifiant les conditions suivantes :

\Xi\ < M < oo p.s., Vi = 1,... ,n;

Il existe K > 0 et (3 > 0 tels que, pour tout 1 < si < • • • < su < 11 < • • • < tv < n,

|Cov (XSl ■■■XSu,Xtl---Xtv)\< K2Mu+'v~2ve~^tl -Su).
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Alors, pour tout t > 0,

où C'i = \si-$ et Ci =

P £*i >t) < exp
ti

C\n + C2t3

( 2(K\ZM)\1/3

(1)

Théorème 3.2 Soit X = (Xi)i€]N une suite de variables aléatoires stationnaires, centrées à valeurs dans H
et quasi-associées par rapport à la base orthonormale (vj, j > 1) constituée par les vecteurs propres de Cx0 ■

Soit Sn = Ei=i Xi et notons (Aj, j > 1) les valeurs propres de Cx0- Supposons que les conditions suivantes
sont vérifiées :

i) supi€lN HXilloo < M < oo;

ii) supj^ |Cov (< Xo, Vj >, < Xk, Vj >)| < aoe~ak pour tout k>0,a>0etao >0.
Alors, pour K>letQ<5<l,

P < 2k exp
/ (1 — ô)e2n
\ A + Be^ni (2)

OÙ A — K-
AK2

1
-,B — (1 — ô)6kb ^^ 3 et K = max ^ y/2M,

do

1 — a

Nous déduisons, à partir de cette inégalité exponentielle, une vitesse de convergence dans la loi forte des grands
nombres.

Corollaire 33 Supposons qu’il existe a>0e?0<r<l telle que Xj < arJ pour tout j > 1, alors

= O logn\
n J

1/2
p.s.

Il suffit de choisir k =
31ogn
l°g è .

(où [•] désigne la partie entière) et appliquer le lemme de Borel-Cantelli.

4 Théorème central limite

Dans cette section, nous énonçons un théorème central limite pour des variables aléatoires quasi-associées
hilbertiennes. Dans [5], on établit un principe d’invariance pour les variables hilbertiennes faiblement associées.
Nous commençons d’abord par établir une inégalité de covariance pour les vecteurs aléatoires réels quasi-
associés.

Lemme 4.1 Soit Z\,..., Zp, p > 2, des variables aléatoires quasi-associées à valeurs dans Rm. Notons 4>p
la fonction caractéristique du vecteur (Z\,..., Zp) et 4>j la fonction caractéristique de Zj. Alors, pour tout
bi,... ,bp G Rm, on a

P

4?(h,---,bp) J|[01
£ £ \bk\\blj\\Cov(zk,zlj)< 2V2
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Théorème 4.2 Soit (^n)neiN une suite de variables aléatoires strictement stationnaires, centrées à valeurs
dans H et quasi-associées par rapport à une base orthonormale (£j)j> 1 telle que E||Xi||2 < oo. Supposons
que, pour tout k, l> 1,

lim -E (Sn, ek) (Sn, e{) = 7ki,
n—>00 fl

OO OO

àk,i ■'= |E < Xi,ek >< Xj,ei >| < 00 et < 00.
ÉS2 i=1

Alors,

H ^AT(o,r),y/n

désigne la convergence en loi et F ([7ki)k,i>i•

5 Preuves

Preuve du théorème 32. Pour 0 < S < 1, on a

5,

1 "-Ë<^n t ^

3=1 j=1

1 -6

Pour tout j > 1, (< Xi, Vj >)içw est une suite de variables réelles quasi-associées.
Soit 1 < si < • • • < su < t\ < ■ • ■ < tv < n.

Si ti > su,

|Cov (< XSl,vj > ■ • ■ < XSu,Vj >,< Xtl,Vj > ■ ■ ■ < Xtv,vj >)|
U V

< Mu+V~2 EEicov«^,»i>.<x„.»,»i
fc=11=1

OO

< Mu+v~2(u Av) ^2 lCov (< Xo, vj >, < Xr, Vj >)|
r>t\— su

a0Mu+v~2, . n(f bjf< if (u Av)e~a{tl~Su>.~

1 - e~a v ’

Si t>\ —

|Cov(< XSl,Vj>---< XSu,Vj >,<Xtl,Vj>---< Xtv,Vj >)| < 2Mu+V.
Nous déduisons de (3) et (4) que, pour tout 1 < si < • • • < su < ti < ■ ■ ■ < tv < n,

|Cov (< X8l,Vj > • • • k XSu,Vj >, < Xtl,Vj > ■ ■ ■ < Xtv,Vj >)| < K2MU+V(u AWgWH
où K = max ^y/2M, yj x J/-a ^ •

En appliquant le lemme 3.1, nous obtenons

(1 — ô)e2n2

(3)

(4)

P £<*<. Vl > > £
1 -6

< 2exp —
C\K n + <^2(1 — <5)5/6e5/3K1/6n5/3 /
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Par l’inégalité de Markov

p(£<7r^>2^2) ^£E<^>!
j>K,

Pour terminer la démonstration, notons que

il vient alors

- £ < vo > < J£ < *<. vo >2.
i=1 / i-1

0,Vj >

I H

Preuve du Lemme 4.1

i=i

i=l fc=l

p m

E exp I i ££IB Il II EexP ( * £ bl3Z:
ù=i

Eexpli^T^ - Eexp z £ blpZkp Eexp i^£ b\Z\
V==l k=1

(p—1 m \ p—1 / mi ££6^ g n E exP i £ bljZj
i=1 k=1 / j=l \ J=1

(/ p—1 m \ / 772exP M ££ ) , exp I
\ i=l>fe=l / \ 1=1

(p— 1 m \ p—1 / mi EE6.-^ -IIEexp hEW
*=i fc=i y j=i ^=1

p—1 m

Par répétition de cet argument, nous obtenons

(^(bi,..., &p)MÎI ÿjibj)
üi

Cov I exp | i ££*W ,exp (iJ2bvZ'.



57

Or

Cov I exp I iEE6^ ’exP *E6^
V \ i=1 k= 1 / V J=1

(/v—1 m \ / mcos ( E 53 ) ’cos ( 53
\i=l fc=l / \7=1

(/t>—1 m \ / msin (EE^n-sin(X>^
(/v—1 m \ / mcos EE*‘z‘p EW

\i=i fc=i / \;=i /
/ /v—1 m \ / 771

+ iCov I sin EE^ -cos E^
\ \i=l fc=1 / \7=1

En utilisant l’inégalité |a + ib\ < \/2max{|a|, |6|} et la quasi-association de Z\,..., Zp, nous retrouvons

v—1 m

Cov I exp | iEE« « ‘EWV V i=1 fc=l / \ 1=1

La démonstration de ce lemme se termine d’après (5).

<2\/2£ E kfclKl|Cov(Zf,Z'

Preuve du théorème 42. Nous allons dans un premier temps montrer que la suite {£„, n > 1} est équitendue.
Pour cela, il faut montrer que, pour tout 77 > 0,

lim limsupP
m >00 n—HH

D’après l’inégalité de Tchebycheff, on a

1

1

y/n E (‘S'n.eO-e
i=m+\

I v = 0. (6)

limsupP ( —j=
n—kx>

/ ^ (^nj ^i)
m+1

>77 < lim sup —x— E
n—>00 TJ* H =m+l

= lim sup E ( ^ (Sn,ei)2TU n—>00

Or, par stationnarité,

—E (Sn,ei)2 = -Ely/y/{Xk,ei)(Xhei)71. 71. \ ■ ■* * ■*

= E (Xu et)2 + ^ £(n - M - 1))E {Xuei) {X^ ejU
i=2
OO

1 E (X!, e*)2 + 2 ^ |E (Xx, e*) , e*)|
i=2

< E(X1)ei)2 + 2<îM.

SSi < 00 et E||Xi||2 < 00 nous permet de déduire que

lim limsup—E (S'n,ei)2 = 0,
m.—kyi _ 71 • ^

d’où (6).
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Pour terminer la démonstration, il reste à démontrer que pour toutzi,im le vecteur (Sn, &%/) , 1 < j <
converge en loi vers une loi gaussienne. Pour cela, il suffit de démontrer que pour toute famille de nombres

réels {aj, 1 < j < m}, —j= a,j (Sn, ) converge vers une loi gaussienne.
vn j=l

- m n m - n

“i^aj (Sn'Gi^ = //â YYS® -^Yy^v j'=l v i—1 j'=l v i=l

où := gÉj| djXij et Xi := (Xh e;.).
Notons

n ( it / \
:= ^ Fi et <pn(t) = Eexp , te R.

Cela revient à démontrer que

‘finit) -* exp
_f2 2b ln )ù 7^ = EE akaniki

Soit l e IN fixé et p = [yJ —> oo quand n oo et notons af = Var y^ 1. L’idée de la démonstration est de
découper l’ensemble {1,..., n} en p blocs de même longueur l et utiliser la décomposition suivante :

Eexp ( ^=Sn ) - exp
-tÀil l¥>n(t) TVpl(t)\ + \ippl(t) -tfit) I

V?f(f)-exp^-~L^
exp

-t2af
exp

1 ln

Commençons par traiter le premier terme du membre de droite

Wn{t)^(fivl(t)\ < E 6XP ^ ^nSn ^ ~ 6XP (vpiSpl
< E \t\.

m \t\

Sn_^Pl
y/n y/pî

< \t\ E Sn^^Pi
y/n y/pl

2\ V2

1 1 \ PL i n \*\
Y*

*=1 î=pt+l

2\ V2

g

I va

pl

i=1

2\ 1/2 /
IJL/y/ü

E E y<
y \i=Pi+i

1/2

Or, par stationnarité,

pl

EIEy<
i-1

2\ 1/2
m pl \ 1/2

E ^ ^ ^ ' XixkXi2i
k,l=l ii»Î2=l

m pl \ m
2pl ^2 lakdiiY^XikXul

k,l=1 i=1

(mm2E||X1||2+ ^
fc,J=i

1/2
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où a = max{|ajj, 1 < j < m}.
De même,

i=pl-\-1

1/2

E ( Y <aV2l (m2E||X1||2 + Y 4
k,l=l

1/2

D’où la majoration

Soit

I<Pn(t) - vpi(t)\ < a\t\V2 ^1 -\j^+ -^J fm2E||Xi||2 + Y 4,

Y* = -ji E Yi>

1/2

(k-l)l<j<kl
ce qui nous permet d’écrire :

D’après le lemme 4.1 et par stationnarité,

s/pî Vp£[
1 JL

HH - o> ( a m

\Vp'
j.2 „2 . P m

l W~vt{ E E E iCov(^i>F
fei,fc2=l (ki-l)Kr<kj,l ji,j'2=l
fcl7^fe2 lk2-l)l<q<k2l

Xn

m / - pt l
= V2t2a2 Y -, E |Cov(Xrjl,X9i2)| - y E lCov(^i,X9

H V r,g=l

i JL
Notons Aj1 — lim — |Cov(Xrjl, Xqj2 ) | < oo. Par conséquent

r,q=l

r,q=l

lim
p—>oo

Vpi(t)-Vi ( -j=
■JlJ2=l

™
1

< Vit2a2 Y (AJuh~j Y \CoVXrn,Xqh)\
r,q=l

Le théorème central limite pour des variables indépendantes et de même loi nous donne

lim Vi (tf- exp

Compte tenu de (7), (8) et (9) et toujours pour l fixé, on a

lim sup Eexp ( -^Sn gexP
-t272

2 m f l
< ~7j~ Ylrn Vf | + Vit2 a2 Y ( Ah,j2 "T E |Cov(XrJ1,Xgi2)|

ii,j2=i r,q=l

1
Du fait que lim cr? = 7^ et lim - y |Cov(Xrjl, Xqj2)\ = A*. ,2, nous obtenons

i—► 00 l—»oo l ’
r,q=1

^ ni 1 ni ni
Q'kQ'l'Kik

vn ,=i \ fe=1 «=1

(7)

(8)

(9)

(10)

D’après le théorème 7.7 de [1], le vecteur —=. ((/?„, e*,),..., (Sn, e* )) converge en loi vers un vecteur gaus-
y/n

sien de moyenne zéro et de matrice de covariance Tm = (74i,)mxm-
1 £

Finalement, -j=Sn —> A((0, T), où T = (7ÿ)i,j>i" ■
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