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Théoremes limites pour des variables quasi-associées
hilbertiennes

Lahcen DOUGE

L.S.TA., Université Pierre et Marie Curie-Paris 6. 175, rue du Chevaleret, 8¢ érage, bdtiment A,
75013 PARIS FRANCE.

Résumé. Nous donnons une définition de la notion de quasi-association pour des variables aléatoires i valeurs
dans R? ou dans espace de Hilbert et nous citons quelques exemples. Nous démontrons ensuite une inégalité
exponentielle et nous établissons un théoréme central limite.

Abstract. We give a definition of the concept of quasi-association for random variables with values in R or in

Hilbert space and we cite a few examples. We prove then an exponential inequality and we establish a central

limit theorem.

Mots-clés : Variables quasi-associées ; Inégalité exponentielle ; Théoréme central limite.

1 Introduction

Dans ce travail, nous étudions un concept de dépendance plus général que 1’association positive et négative et
que la faible association appelé quasi-association. Ce concept qui vérifie la propriété “d’indépendance par la
non corrélation™ a été€ introduit dans [4] pour les champs aléatoires.

Dans un premier temps, nous donnons les définitions de la notion de quasi-association dans R et dans un
espace de Hilbert et nous citons quelques exemples de processus quasi-associés hilbertiens. Nous démontrons
ensuite une inégalité exponentielle pour des variables quasi-associées hilbertiennes et nous déduisons une vi-
tesse de convergence dans la loi forte des grands nombres. Nous établissons enfin un théoréme central limite.

2 Définitions et exemples

2.1 Cas des vecteurs aléatoires réels

Dans [5], on propose une définition de 1’association faible pour des variables aléatoires a valeurs dans R?.
Soit 7" un ensemble non vide de R. On supposera dans la suite que 7' = IN ou Z.

Définition 2.1 Une famille (X,)icr de variables aléatoires a valeurs dans R? est dite faiblement associée si,
pour tous sous-ensembles disjoints et finis I et J de T et toutes fonctions réelles f et g croissantes définies sur
RI7I of RIVI,

Cov (f(Xy, i €I),9(X;, € J)) =0,

lorsque cette covariance existe.

Cette suite est dite négativement associée si 'ordre de 1'inégalité est inversé. Elle est associée si I et .J sont
deux sous-ensembles finis quelconques de 7'
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Pour étudier une classe plus large de variables aléatoires contenant essentiellement les variables associées,
négativement associées et les variables gaussiennes, les auteurs de [4] ont introduit une nouvelle notion dite de
quasi-association.

Définition 2.2 Une suite (X;)ic1 de variables aléatoires a valeurs dans RY est dite quasi-associée si, pour

tous sous-ensembles disjoints I et J de T et toutes fonctions lipschitziennes f : R4 — Rer g : RV — R,

d
|Cov (£(X;, i € 1), 9(X;, j € 1)) < Lip(f)Lip(g) Y3~ >

Cov(XF, x1)|,

iel jed k,i=1
on X :‘ est la k™ composante du vecteur X; et
. f(z) = f(v)
Lip(f) = sup u—(—l- avec |[(z1,...,zu)l1 = 21| + -+ + |20
TFY [lz =yl

2.2 Cas de variables aléatoires hilbertiennes

Nous donnons maintenant une définition de la guasi-association pour des variables aléatoires a valeurs dans
un espace de Hilbert séparable. Cette définition est une extention de celle proposée dans [5] pour I’association
faible.

Soit I un espace de Hilbert réel séparable muni du produit scalaire < -, > associé 4 la norme || - ||

Définition 2.3 Une famille (X;)eT de variables aléatoires a valeurs dans I est dite quasi-associée par rap-
port a une base orthonormale (e, k > 1) de H si, pour tout d > 1, (< Xy, 61 >, ..., < Xi,eq >)),er €5t

une famille de vecteurs aléatoires quasi-associés.

Les notions d’association et d’association négative dans un espace de Hilbert seront définies de la méme fagon.
Les variables hilbertiennes associées, faiblement associées ou négativement associées sont quasi-associées par
rapport a la méme base orthonormale.

Remarque : La famille (X );c7 n’est pas quasi-associée par rapport a4 n’importe quelle base orthonormale de
H. Nous donnons ici un exemple :

Soient X7,...,X,, des variables associées a valeurs dans IR?. Par définition, ces variables sont associées par
rapport & la base orthonormale {(1,0), (0, 1)} mais elles ne sont pas associées par rapport 2 la base orthonor-
male {(—1,0), (0,1)}.

En effet, posons e; := (—1,0), ez := (0,1). On a Cov (< Xj,e; >, < Xo,e2 >) = —Cov(X{, X3) <0.

2.3 Exemples de processus hilbertiens associés et quasi-associés

e Variables indépendantes
Soit (X, )new une suite de variables aléatoires indépendantes & valeurs dans un espace de Hilbert sépa-
rable I muni d’une base orthonormale (e;, j > 1) telle que, pour tout n € IN, la suite (< X, e; >);>1
des composantes de X, est associée, alors (X, ), est associée par rapport a la base orthonormale
(e =1

e Processus linéaire

Soit (X, )nez le processus linéaire a valeurs dans un espace de Hilbert séparable IH défini par
0
Kn = ij(e,,_j)‘ n € 4,
=0

oll (p;) est une famille d’opérateurs symétriques et (£, );cz est une suite de variables aléatoires i valeurs
dans IH. Supposons qu'il existe une base orthonormale (v, k > 0) de H telle que

05 )=l una et o el S H0 A RS
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et telle que (& )iz est associée par rapport a la base (vx, & > 0). Alors (X,,),cz est associée par
rapport a la méme base (vi, k > 0).
En effet, pourtoutd > letl € Z,

N
(=Xpay =, ., < Xpvg =1 — lim Z (==ipslerss ), th =0 oy < pile ).y =)t
N—oo « 7
j=
Or
<,(Jj(€[7j),'v;¢ S= e < gt >0 k=1 d.
Donc

(< X0 >0, <X;,Ud>)zvlinl f(<s,-,'u;\.>.IﬁN§i§E,lgkzgd).
N =00

ol f est une fonction croissante. Par conséquent 1’association de la suite (X, ),z se déduit des pro-
priétés Py et Ps de |’association (cf. [6]).

Processus gaussien
Soit £ = (&, £ > 0) un processus gaussien réel centré et stationnaire 4 temps continu.
D’apres le lemme de Mercer et la décomposition de Karhunen-Loeéve (cf. [2]), on a, pour tout & € IN,

oo 1
Ere = nip;(t) o nf= / Erprnips(t)dt

J=0 0
et (p;, j > 0) est un systéme orthonormal de L2([0, 1]).
Posons

Xi(t) = rany 0<t<1, kel

(Xk)kew est une suite de variables aléatoires a valeurs dans |'espace de Hilbert L? ([0, 1]) muni de la
base orthonormale (¢;, j > 0).
Pourtoutk > letj > 0,

1
o= fu Xo(t)ips ()it = 7,

et (rr,{,. ji=0, ke ]N) est une suite de variables aléatoires gaussiennes réelles.

Donc (X} )kew est une suite de variables aléatoires quasi-associées a valeurs dans L ([0, 1]).

Inégalité exponentielle et Loi forte des grands nombres

{ une variable aléatoire centrée i valeurs dans H telle que E||X||* < oc. L’opérateur de covariance Cx
est défini par

Cx(z)=E[<X,z>X|, zcH
nous proposons de démontrer, sous des conditions sur la décroissance des covariance et les valeurs propres
pérateur de covariance C'y, une inégalité exponentielle pour des variables aléatoires quasi-associées hil-
anes similaire a celle établie dans [2] pour des variables a-mélangeantes.
énongons d’abord dans le lemme suivant, une inégalité exponentielle établie dans [7] pour des variables

ires réelles barnées vérifiant une certaine condition sur les covariances.
18 3.1 Soient X,,...,X,, des variables aléatoires réelles centrées vérifiant les conditions suivantes :
|X;| <M <00 ps,Vi=1,...,n;

Il existe K > 0 et 3 > O tels que, pour tour 1 < s1 < --- <5, <t7 <--- <, <n,

[ oI b X N X Xy [ R VRS dren P Ll
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Alors, pour tout t > 0,

n t2
i B e )l o e i ) )
(; ) P( Cln+0213)

. 1/3
ou Cl = —;‘ et Cz (%ﬂ) b

Théoréme 3.2 Soit X = (X;);cw une suite de variables aléatoires stationnaires, centrées a valeurs dans H
et quasi-associées par rapport a la base orthonormale (v, j > 1) constituée par les vecteurs propres de Cx, .
Soit S, = 3.1, X, et notons (\j, j = 1) les valeurs propres de Cx, . Supposons que les conditions suivantes
sont vérifiées :

i) sup;ep | Xilloo € M < 00;

i) sup;s; |Cov (< Xo,v; >, < Xk, v; >)| < age=** pour toutk > 0,a > 0 et ag > 0.
Alors,pour k > let0 < d <1,
Sy
n

p(‘_

2 1 s
oaA:n% B='(1—6)%x %(M)ae:K:rna,x{\/ﬁM.(laoa) }

(1—98)e%n 1
e) saem (= )+ T 5

>k

I—¢g

Nous déduisons, a partir de cette inégalité exponentielle, une vitesse de convergence dans la loi forte des grands
nombres.

Corollaire 3.3 Supposons qu'il existe a > 0 et 0 < r < 1 telle que \; < ar’ pour tout j > 1, alors

s\ 1/2
‘ — @) (%) P.5.

I1 suffit de choisir & = [Tlg_g_n} (ot [-] désigne la partie entiére) et appliquer le lemme de Borel-Cantelli.
0g -

n

b

4 Théoreme central limite

Dans cette section, nous énongons un théoréme central limite pour des variables aléatoires quasi-associées
hilbertiennes. Dans [5], on établit un principe d’invariance pour les variables hilbertiennes faiblement associées.
Nous commengons d’abord par établir une inégalité de covariance pour les vecteurs aléatoires réels quasi-

associés.

Lemme 4.1 Soit Zy,...,2,, p = 2, des variables aléatoires quasi-associées a valeurs dans R™. Notons ¢P
la fonction caractéristique du vecteur (Zy, ..., Z,) et ¢; la fonction caractéristique de Z;. Alors, pour tout
bi,..., b, € R™,ona

r
@P(by,... bp) — [ dsb)| <2v2 Y. S IbF([e5] |Cov(zE, 25)] .

J=1 1<i<j<p1<k,i<m
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Théoréme 4.2 Soit (X,,),c une suite de variables aléatoires strictement stationnaires, centrées a valeurs
dans H et quasi-associées par rapport & une base orthonormale (e;) ;=1 telle que E||X1||? < oo. Supposons
que, pour toutk, 1 > 1,

. 1
lim EE (Snsex) (Sn,er) = Yar

oo o0
(= ZHE < Xy,er >< X e >| < oo fet 251-‘ < 00.
i=2 i=1
Alors, 5
n L
T N(0,T),

N v
ott — désigne la convergence en loi et I' = (Y1) k.i>1-

5 Preuves

Preuve du théoréme 3.2. Pour 0 < 4 < 1,ona

o).

Pourtout j > 1, (<
Soitl<s; <---<s, ZHH<---ZH =

Sit; > 5,
|Cov (< Xy, 05 > oo < K05 2, < XKy 05 2 000 < Xy 05 )|
u v
< MRS ICOV(S Kooty 2y = A by )|
k=11=1
s
< My Aw) Z |Cov (< Xo,v; >, < Xp,u; >)|
r>t1—sq
agM*+2 2k
SR B e 3l
S T ®3)
Sity = sy,
|G (s Xy it s Xl T > e X e B S ) | e SV (4)

Nous déduisons de (3) et (4) que,pourtout 1 < 57 < --- <5, <t; <---<t, <n,

|Cov (< Xyy, 05 > oo < Xy, U >, € Xy 05 > o0 € Xy 05 )| € K2ZMUY (1 A v)ealta—es)

ol K = max (\/EM', ‘,‘1—_"(‘“:,).

En appliquant le lemme 3.1, nous obtenons

1-§ (1—6)e%n?
P —— = — ’
( e ) E ( Crkn+ Ca(1 — §)3/6£5/351/65/3

1 n
=Y < Xiv >
Re=
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Par I"inégalité de Markov

Sn 2 T 1 Sn 2
BN E ot DT
>k

< 7
>k

Pour terminer la démonstration, notons que

1 n o4 1 n
ide 2
(n E 2l >) SH E R e
=1

il vient alors

e
3
|52
=
~
o
V
&
(S
1A

1
57 ZE < Xo, vj S

> ) i>k

de?
I>K

IA
%
™
&

Preuve du Lemme 4.1

P
@ (by, ... bp) = [ ()
3=1

P m p m
= |Eexp (; Sy b:;'zf‘) — [[Eexp (i b;zj.f)
1

i=1 k=1 = =1
P m m p—1 m
< |Eexp (i Z Z b:‘Z,k) — Eexp (-r' Z b;Z;j) Eexp (i Z Z b:‘Zf")
i=1 k=1 =1 i=1 k=1
P—1 m p=1 ™
+ |Eexp (ﬂz be“Zf‘) — H Eexp (i ZbﬂZ?’)
i=1 k=1 i=1 =1
p=1 m m
= [Cov (exp (.i Z Z bfZ:“) ,exp (i Z biZﬁ)) ‘
i=1 k=1 I=1
r—1 m p=—1 m
+ |Eexp (JZ be“Zf") — H E exp (?Z b;Zf) :
i=1 k=1 j=1 =1

Par répétition de cet argument, nous obtenons

v—1 m m
Cov (exp (1 Z Z hf“Z:‘) . exp (.' Z biZL)) { ] 5)
=1

1=1 k=1
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Or

v—1 m .
Cov (exp (1 Z beZ:‘) ,exp (:Zbﬁz,ﬂ))
f= =1
v—1 m m
= Cov (cos (Z bfZ:‘) ,€OS (Z bf,Zi))
i=1 k= =1
— Cov (sin z s bz ) ,sin (iblb ))
fi—aly = =

+ iCov (cus (Z ib*z*) sin (Z vz )

i=1 k=1 )
+ iCov (sin (Zib"zk) , COS (i b‘! Zi))
i=1 k=1
Z

En utilisant I'inégalité |a + ib| < v/2max{|a|, |b]} et la quasi-association de Z;, . . . , Z,, nous retrouvons

v—1 m m v—=1 m
Cov (exp (?ZZb{fzf) . exp (ibeZf,)) <2v2) Y |bF||bl| |Cov(ZE, Z1)] .
21l

i=1 k,l=1

=1 k=1

La démonstration de ce lemme se termine d’aprés (5). | |

Preuve du théoréme 4.2. Nous allons dans un premier temps montrer que la suite {S,,, n > 1} est équitendue.

Pour cela, il faut montrer que, pour tout 7 > 0,

(e o]
11m limsup P (Sn,€:) el =1 0. (6)
mowr () 5° (s ) -
D’apres I'inégalité de Tchebycheff, on a
lim sup P (ﬁ Z {Sh,ei).ell = n) < hm bup —_ IE Z (Sn,ei) -€
TS m+1 f=

o0
llmsupJE( Z (Sh, e )

n—0oo

Or, par stationnarité,

%IE(S,,_,(J,‘)Q - %E(ZZ(XA-.(’,)(XLG())

= ]E(Xl.e,)QJr%;(nf(jﬁl)IE{XI ) (X5, e5)

< E{Xye)’+2) [E(Xye)(X;,e)
j=2
< E{Xi,e)’ +26:

X, ||? < oo nous permet de déduire que

W O

2
lim limsup — ]E E {Sn,e:)” =0,
M—00 ptoo
i=m+1

d’ol (6).
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Pour terminer la démonstration, il reste 2 démontrer que pour tout iy, . . ., i,, le vecteur (,/“ (S,, €, ) , 1255 < m)

converge en loi vers une loi gaussienne. Pour cela, il suffit de démontrer que pour toute famille de nombres
m

réels {a;, 1 < j < m}, T Z a; <S111(*,J> converge vers une loi gaussienne.
=

1 m n m 1 n
i aj <‘kr-"‘n«€'iJ a; = Vi
i FEE Y
od Y =370, as Xy et Xy = (X, ).

Notons
Ly
: EY et ot} = ]EE“{[)(\/_’ST,). te R

Cela revient a démontrer que

m m

=tis ;
on(t) — exp (Tm) o v = ZZU.;,.(;,-'},‘M.
k=1 1=1
Soitl € N fixéet p = [”} —+ co quand n — oo et notons aj = Var (f/i . L’idée de la démonstration est de

découper ’ensemble {1, ...,n} en p blocs de méme longueur [ et utiliser la décomposition suivante :
Bexp (25, ) — exp (522 )| < patt) ~ )] + kent) — (0
P \/’.‘—i' n 2XP 9 = |¥n (Ppi Ppl\l ‘P[
Lo
+ | (t) - exp( 201 )‘

— 1202 —1242,
exp 3 — exp 5 ;

Commengons par traiter le premier terme du membre de droite

+

) it b
nl(t) —ppi(t)) < E S )= =
“Pn() lf’:ﬂi( )‘ = exp(ﬁ 11) OXP(\/EI- Pf)‘
e
4/ S
< E(lf|22 - <p (B 22 - 22
vVl
o\ 1/2
1
— | ( —) et i
R, 2
o\ 1/2
1 1 pl 2\ 1/2 |” n %
< ltl(—f—) E(ZK) +-—E[ 3" ¥
2 " =1 v S|
Or, par stationnarité,
pl 2\ M2 m pl e
}E(ZK) = (B Nayar N9 S0 X
i=1 k=1 13,i2=1
1/2
m pl
< (200 Y lakar] Y [EX 1k Xl
k=1 i=1
1/2

m

(L\/Q;t—n; m2E|| X4 |% + Z Okt

Kil=1

IA
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olt @ = max{|a;|,1 < j < m}.
De méme,
n ¢ ik m 12
E| Y % < av2l | mE| X0 P+ Y ks
i=pl+1 k=1
D’oti la majoration :
1/2
Jl 1 m
|©n(t) — op ()] < alt|v2 {1 - B e m2E| X + Z Okt @)
SRR k=1
Soit i
i=—_ > ¥, 1<k<p,

! (k—1)l<j<kl

ce qui nous permet d’écrire :
S TR
pi
== ks
>

D’aprés le lemme 4.1 et par stationnarité,
TRy r

E exp —pZYk ];[ exp( Yk)

( Z Z [Cov(Xrj, . 'm)[)

k =1 (k1—1)l<r<kl ji,J2=1

en®) = ()| =

1;\2
k1#kz  (kz—1)l<q<kal
!

m 1 P 2 1 i
= Nt (a 3 1Cov(Xrjy Xojp)| — 7 i Cov(X,._,-i.X,f_,2)|).
T r.g=1

J1,J2=1 ng=1

oo Ml
Notons 4;, i, = lim — E |Cov(X,j,, Xgj,)| < oo. Par conséquent
n—oa 1 '

rg=1
m 1 ]
: Y. 2R .
Jim |op(2) - o) (\/_})‘ = N ( i =] Z Cm(xm,xmj). (8)
J1,J2=1 q=1
Le théoréme central limite pour des variables indépendantes et de méme loi nous donne
)

4(75)=ew (2|0
1 /b )
Compte tenu de (7), (8) et (9) et toujours pour [ fixé, on a
it —t4,
lim sup |Eex S, | —ex =
el AR
42 om L
< =lE -l + V2t ) ( i = Z |Cov(Xrjy s Xmu)_

= 3 2
J1,92=1

11111
p—

i
: : ; . il
Du fait que lim of = ~2 et lim Z |Cov(X,;,, Xq5,)| = A, ;.. nous obtenons
l—o0 l—oo l’
e

gq=1
m m m
\/ﬁ ZG‘J ,!,9? —»N ((] ZZ(L;,.H;‘YH;I) - (10)

k=1 1l=1

) s 1 :
D’apres le théoréme 7.7 de [1], le vecteur 7 ({Sn.€i,) ..., (Sn, e, )) converge en loi vers un vecteur gaus-
T

sien de moyenne zéro et de matrice de covariance 7},

. 1
Finalement, ES“ £, N(0,T),00 T = (Yij)i 1.

= (')’1‘“‘; )mxm-
]
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