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PREVISION STATISTIQUE PARAMETRIQUE PAR
SEPARATION TEMPORELLE.

OLIVIER FAUGERAS

L.S.T.A., Université Paris 6,
175 rue du Chevaleret, Boite 158, 75013 Paris, France

Résumé Soit X = {X;,t € Z} un processus réél faiblement sta-
tionnaire de carré intégrable, de loi indexée par un paramétre 6,
observé sur 0 < ¢ < 7. On cherche & prédire la variable aléatoire
X741 non observée par une statistique X741 qui soit o(X:,0<t <
T) mesurable avec comme critére l'erreur quadratique de prévision
Eg¢(X741 — Xr41)? . 11 est bien connu que I'espérance conditionnelle
X1ty1 = Ee(Xria IXS") := r¢(X7) minimise cette erreur. Néan-
moins ce prédicteur probabiliste n’est pas accessible au statisticien
car le parametre € est inconnu et doit &tre estimé par une statistique
fr. Le comportement du prédicteur statistique plug-in réT(Xg) est
alors difficile & étudier. On se propose de construire un prédicteur
statistique lorsque le prédicteur probabiliste rg dépend approximati-
vement des kr derniéres valeurs (X7—;,i = 1,--- , kr) avec kr — oo.
En estimant @ par éw) sur l'intervalle [0, ¢(T)], on construit alors
le prédicteur statistique T%(r)(X%:—kT) et on étudie sa consistance
et sa loi limite asymptotique sous des hypothéses de régularité, de
mélangeance et des conditions entre kr et ¢(T).

Abstract Let X = {X,t € Z} be a real-valued weakly stationary
square integrable time series, with law indexed by a parameter @,
observed on a time interval 0 < ¢ < T. We are interested in forecas-
ting the unobserved random variable X741 by a function X’TH of

the qbservations (X;,i=0,---,T), with the quadratic error criteria
Eg(Xr4+1 — X741)% Tt is well known that the conditional expecta-
tion X7, = Eg(Xpr41 |X§1) = 19(X{ ) is a solution to this mi-

nimization problem. Nonetheless, this probabilistic forecaster is not
a genuine statistical one, since it depends on the unknown value of
the parameter @, which has to be estimated by an estimator 7. The
plug-in statistical forecaster induced réT(XSH) is then a difficult ob-
ject to study. In this paper, we propose to deal with the case where
the probabilistic forecaster depends approximatively only on the last
kr values of the time series (Xt_;,i = 1,--- ,kr). By estimating
6 by é¢(T on the interval [0, p(T)], we build a statistical predictor
L5 (X7_,.) and show its consistency and derive its limit in distri-
bution under regularity, mixing, and assumptions on k7 and @(T).

Mots-clefs: Prévision, Mélangeance, Statistique paramétrique, Séries temporelles




1. Introduction.

1.1. Motivation. Soit X = {X;,t € Z} un processus & valeurs réelles fai-
blement stationnaire de carré intégrable, défini sur (2, A, P), de loi P indexée
par un paramétre 6 a valeurs dans R?, observé sur 0 < ¢+ < T'. On cherche
a prédire la variable aléatoire X7, ; non observée par une statistique XT—H
qui soit o(X¢, 0 < ¢t < T') mesurable, de carré intégrable et qui minimise
Perreur quadratique Eg(Xr,1 — X741)? . En notant X! la o-algébre engen-
drée par (X;,a <t <b) et 79(X{) I'espérance conditionnelle E@(XT+1!XO s
rappelons alors le lemme évident suivant :

LEMME 1.1. L’erreur de prévision se décompose en un terme probabiliste
et un terme d’approximation statistique :

Eo(Xr+1~X741(X3))? = Eo(Xr+1—79(X0))*+ Eo(ro(Xg ) — Xr41(X7))?

Le premier terme s’appelle erreur probabiliste et ne dépend que du processus
et le second terme s’appelle erreur statistique de prévision et résulte du choiz
de XT+1 par le statisticien. L’erreur de prévision est donc minimisée pour
le choiz de Xry1(X7 ) = Eo(X741|XE) = ro(XT).

Néanmoins le choix de ce prédicteur, que l'on qualifiera de probabiliste,
n’est pas satisfaisant d’un point de vue statistique car le paramétre 6 étant
inconnu, l'espérance conditionnelle n’est pas accessible au statisticien. On est
donc naturellement amené & construire un estimateur 77 de cette espérance
conditionnelle 74(.) basé sur I’échantillon (X;,7 = 0,---,7T) pour obtenir le
prédicteur statistique fT(Xg ). Dans un cadre paramétrique ot I'on suppose
la forme de la fonction de régression 4 connue, cela se traduit par estimer le
paramétre @ par fr et construire le prédicteur statistique plug in 7, (XO ).

Cependant, le fait que les variables (dépendantes) (Xo, - - XT) servent
a la fois dans le probléme (statistique) d’estimation de 6 et comme valeurs
d’entrée dans le calcul (probabiliste) de la fonction de régression, rend 1’étude
de l’erreur de prévision statistique malaisé. Une maniére usuelle de procéder
dans la littérature est d’introduire une hypothése supplémentaire sur la struc-
ture de dépendance du processus (voir par exemple Caires et Ferreira [2005]
pour une discussion), typiquement markovien d’ordre k, afin de simplifier la
fonction de régression ry(X{) en Pt +1); €€ qui revient & considérer le
probléme de la prévision & « passé » fini. Dans le cadre simplifié d'un pro-
cessus ARMA ayant une structure linéaire, la méthode de Box-Jenkins ou
du filtre de Kalman (voir par exemple Box et Jenkins [1994] ou Brockwell et
Davis [1996]) permet de traiter ce probléme.
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1.2. Séparation temporelle. On se propose ici de ne pas faire cette hy-
pothése mais de séparer les problémes probabiliste et statistique de facon
temporelle. On se place dans le cadre ot la fonction de régression ry(.) dé-
pend approximativement des k7 derniéres valeurs (Xp_;,7i = 1,--- , kr) avec
kr <T, kpr — oo.

kp

Xry1:=Eq [XTH |X{§“] =Y ri(Xp_,0) + i (X ,0)
=0

ou chaque fonction r; représente la contribution (additive) de la Xp_; va-
leur, et on 7y, (X, f) est une fonction de carré intégrable asymptotiquement
négligeable dans un sens a préciser. Ce modéle additif est une extension dun
cas particulier étudié par Bosq [2005]. Pour plus de détails concernant les
modeles additifs, on pourra se référer &, par exemple, Hérdle et al. [2004].

Dans le cas étudié par Bosq [2005] chapitre 2, le prédicteur probabiliste a
pour structure

X%+h = E@(XT+h‘XTOO) = TT,h(YT) 9)

ol Y7 est une variable O'(XS:(T)) mesurable, telle que 0 < #(T) < T et
lim7y_. m(T")/T = 1, i.e. qui représente le proche passé. Le prédicteur sta-
tistique est alors construit a partir d’un estimateur Gq,(T) du parameétre,

Xr4h = rr40(0y(1), Y1)

avec 0 < ¢Y(T) < T, m(T) — ¢¥(T) — oo et ¥(T)/T — 1. La consistance,
la vitesse de convergence et la loi limite du prédicteur statistique sont alors
obtenues.

Dans cet article, on suppose qu’on dispose d’un estimateur consistant 67
de 6. En estimant # par é¢5(T) sur l'intervalle [0, ¢(T)] avec ¢(T) — oo, on
construit alors le prédicteur statistique

Xev1 =14 ., (X7 k)
Cette étude a pour but de montrer que si le processus est mélangeant, alors
on peut séparer le probléme d’estimation de 6 sur [0,¢(T)], du probléme
probabiliste sur la « mémoire » du processus entre [T' — kp, T.

Plus précisément, on montrera dans la section 2 la consistance du pré-
dicteur, i.e. la convergence vers 0 de I'erreur statistique de prévision, avant
de montrer un exemple d’application inspiré par la décomposition de Wold
dans la section 3, pour finir par I’étude de la loi asymptotique du prédicteur
statistique dans la section 4.
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1.3. Discussion sur le modéle. On a dit que le processus est approxima-
tivement k7 markovien, ce qui revient a considérer que kp est imposé par le
processus. On peut aussi considérer le modéle ci-dessus comme un modéle
additif non-linéaire généralisé au sens ou le processus vérifie

+00

Xry =) ri(Xr_i50) + erp
i=0

ot 'innovation (¢) est telle que Eler,1|XZL. ] = 0 et ot la convergence de la
série est & comprendre au sens de la convergence en moyenne quadratique.
Une condition pour la convergence de cette série est donnée dans le corollaire
3.1 de Rio [2000] (le premier corollaire 3.1 p.51), rappelé dans le lemme ci-
dessous.

LEMME 1.2. Soit (Y;)ien une suite de variables réelles centrées de va-
riance finie. Soit Q; est la fonction de quantile de |Y;| i.e. linverse géné-
ralisé continu & droite de la fonction Hy,(t) = P(|Yi| > 1), et a(y) = afy]
ot y] désigne la partie entiére de y et a(k) le coefficient de mélange fort de
Rosenblatt [1956] (voir ci-dessous). Alors la série y 52, Y; converge p.s. sila
condition suivante est réalisée :

o fitifeny 2
;fo o (u)Qj (u)du < 400

On notera que ce lemme généralise le théoréme des deux séries de Kolmo-
gorov qui traite du cas i.i.d. et requiére la convergence des moments d’ordre
1 et 2.

La convergence de la série 3% ri(Xr_;;0) entraine a son tour que

+oo

Z il X0 i
=

pour k — +o00. En posant 7, = Z;;OETH ri(Xr—s;0), Pécriture

kT
X%_H = Eg [XT+1|X('{] = ZTi(XT_i,G) <F ’I]kT(X,Q)
a—0

avec l'introduction de 7y, (X,0) peut se comprendre comme un choix du
statisticien de prendre un kr — +oo de fagon a rendre la contribution du
passé lointain dans la prévision négligeable, i.e. a avoir 7, (X,68) — 0 pour
T — +oo0.
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2. Consistance du prédicteur statistique. On rappelle la notion de
a-mélangeance (cf. Rosenblatt [1956]) :

DEFINITION 2.1.  Soit (€2, A, P) un espace probabilisé et B, C deuz sous-
tribus de A. On définit le coefficient de a-mélange entre les deuz tribus B, C
par

a(B,C) = - |P(BNC)— P(B)P(C)|
Be
ceC

et le coefficient de a-mélange d’ordre k pour le processus X = {X;,t € N}
défini sur l’espace probabilisé (2, A, P) par

a(k) = sup a(o(Xs, s < t),0(Xs,5 > t+ k)
teN

On rappelle en outre 'inégalité de Davydov (cf. Bosq [1998], p. 21) :
Notons o(X) la o-algébre des événements engendrés par la variable X et

1%l = {E(X9)}"/ pour 1 < g < 0.

LEMME 2.2. Soient X € LY(P) etY € L"(P), sig>1, 7>l et 1 + 2=

1
1- o alors

Cov(X,Y)| < 2p(2a(c(X), o (¥))) 7 | X |gl[Y lr-

On se place donc dans le cadre suivant :

— Le processus X est du second ordre, faiblement stationnaire, o mélan-
geant.

— On suppose que le prédicteur probabiliste s’écrit :

kT
X;"+1 1=y {XT+1|XE} = Z ri(Xr_i, 0) + Nkt (X,0)
i=0
On effectue alors les hypothéses suivantes :

Hypothése Hg sur le processus X.
() Jim Ep(n2,(X,6)) = 0;
(ii) pour tout i € N, ||r;(X7—;,01) — ri(Xr—i, 62)|| < Hy(X7—i) |61 — O2]|
y V61,05 ;

(iii) il existe r > 1 tel que sup Ep H" (X7—_;) < 0c.
1eEN
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Hypotheése Hy sur Uestimateur 0p. On suppose qu’on dispose d’'un estima-
teur consistant 67 de 0 & la vitesse (paramétrique) T.
(i) limsupT.Eg(0r — 0)? < oo ;
T—o0 3
(ii) il existe ¢ > 1 tel que limsup TYE(fr — 0)% < oo .
T—o0
Hypothése Ha sur les coefficients.
: k2
g, :
0 oy, U
(i) (T = o = () = 0.
TR

On est alors en mesure de formuler le théoréme suivant :

THEOREME 2.3. Si les hypothéses Ho,H1,Ha sont vérifiées, alors

lim sup Eg(X741 — X3,.1)%> =0

T—oo

DEMONSTRATION.

Eg(X7y1 — X741)?

kr .
= Ep (Z (ri(Xr—i,0) — 16( X1, 01))) + Mip (X, 9))
=0

ko

2
QEQ(T]E.T {X, 9)) o 2E9 (Z (Tz'(XT—i, 9) 3 'T‘,;(XT_i, écp(T))))
1=0

[A

ko

2 2
2Ep (0, (X,0)) + 2(kr +1) Y Ey (Ta‘(XT—i, 9) — (X, th(T)))
=

IA

2B(n2, (X,0)) + 2(kr + 1) f: By (Hi(X73) oy — 6]))°

i=0

IA

par application de I'’hypothése Hy (ii), d’ou

Eg(X5,y — X741)?

A

2Ey(n;.(X,0))

kT A 2
+ 2(kr + 1) EgH?(Xr_) Eg HGW(T) 1 9||
1=0

ko

1 Q(k-r+1)z5i,i"
=0

< h+L+1I3
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ou on a appliqué l'inégalité du lemme 2.2 avec X = Hf(XT_i) ey —

2
Oo(1) — HH , et ol on a posé

L = 2By(ni,(X,9))

Iy = 2(kr+1) sz: EgH}(X7—;)Eq ”év’(’f) v 9“2
i=0

ko

Iy = 2(kr+1)) &7
i=0

avec

iz = 2p (20(T — i — ()P (B (Xr—0)) (Ea By - 9||2q> i

Par I'hypothése Hy (i), Tlim 1 =0k
—00
Par I'hypothése H; (i), limsup w(T).Eg(é(p(T) — 8)? < o0 Donc,

T—oo

k
- I’TfT = 2
limsup I» < limsup . EoH? (X1_;
T—»oop 2 e [P(T) ; 1( l)

Or par H; (i), il existe r > 1 tel que sup EgHZ"(X7_;) < 0o, donc

ieN
Kt
limsup /5 < limsup ——.
T—oo T—o0 QQ(T)

bl Lo

I3 = 4pk‘T (Eg Hégp(T) i 9”2(])% i (ZQ(T — 1 — Lp(T)))l/p (EQHET(XT,,;))

Par les hypothéses Hy (iii) et H; (ii), on a

104
sup (Eng"(XT_i)) / < 0o
1EN
lim sup t,o(T)qE(é@(T) —G)% 5

T—o0

Done,
kr & 1/
lim sup I3 < 4p. lim sup E 20(T — i — (T)))"'P
T—co : T—o0 @(T) i=0( ( ( ))
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Comme X est a-mélangeant, (k) est décroissant lorsque k croit, donc les
coefficients de la somme ci dessus sont majorés par a(T — kr — ¢(T')), donc

k2
limsup I3 < limsup —L—a'/?(T — ky — o(T))
T—o0 T—o00 (P(T)

Les conditions Hy (i), et Hy (ii) sur les coefficients assurent alors que

limsup I3 = limsup s = 0.
T—o0 T—co

|

Dans le cadre d’une prévision & « mémoire fixe », i.e. o kr = k, les
hypotheéses se simplifient et on peut formuler le corollaire suivant :

COROLLAIRE 2.4. On suppose que le prédicteur probabiliste s’écrit :
k
X741 = Eg [XTJrl |Xﬂ =Y ri(Xr_i,0) + (X9
i=0

On garde les hypothéses Ho,H1,H2 que 'on modifie de la facon suivante :
— pour Uhypothése Ho (1) sur le processus X par Tlim Eo(n2(X,6)) =0;
—00
— pour les hypothéses Ha sur les coefficients par
- Hz(?‘) (ID(T) a7 OO
- Ha(i)) T —o(T) — oo.
T—i00 1
Alors, sous ces nouvelles hypothéses, limsup Fg( X741 — X{',‘nJrl)2 =0

T—o0

3. Exemple d’application. Dans cette section on explicite les hypo-
théses du théoréme 2.3 en basant notre discussion sur la décomposition de
Wold d’un processus (cf. par exemple Brockwell & Davis [1996]) : pour un
processus linéaire a temps discret, faiblement stationnaire, centré, purement
non déterministe et inversible, sa décomposition peut s’écrire sous la forme

suivante :
kT

Xr=er+Y 0@ Xr_i+ D ¢i(0)Xr—

=1 >kt
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o0
avec Y. ¢2(#) < co. On a alors
g=it

Xy = B X [XT]

kr+1

= > @i®)Xra-it > Wi(B)XT+1—i+E[eT+1lXToo]
L= i>kp+1
ke

= Y ri(Xr—i,0) + mer(X,0)
i=0

avec

ri(X1—i,0) == piy1(0) X1—i

Mo (X,0) =3 @is1(0)X7—; + Elers1| X7 ]

i>kp

Si pour tout 7, ¢; est dérivable et ¢}(.) est borné, on peut écrire pour tous
f, et B3,

Iri(Xr—i,01) — ri(X7—i,02)| = [[(pi+1(01) — piy1(62)) X7l
|01 (oo 101 = G2l [| X7~

et les hypothéses Hy (ii), (iii), sont vérifiées avec H; = id. Hy (iv) est vérifiée
si X admet un moment d’ordre 2r, pour un r > 1. Si £ [8T+1 IXIOO] = (i

Eni (X,0)= > > pir1(0)pj41(0) cov(Xr—i, Xr—j)
Z>P'CTJ>P'CT

en utilisant 'inégalité du lemme 2.2,

Eni, (X,0) < 28P0Pp | Xo|| 1 Xoll, Y- @ir1(8)ps+1(8)a/P(li — 5 + 1)

1,7 >k

et la condition,

Z%H Jir1 () (Ji — 5 +1]) <

assure la validité de I’hypothese Hy (i).
On a donc montré la proposition suivante :

ProrosiTION 3.1. Si X wvérifie les conditions
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1. i, p; est dérivable et ||p;(.)||,, < o0;
2. il existe un r > 1 tel que (X;) admet un moment d’ordre 2r ;
3. B lery1 [XT] =0;

4. X est a-mélangeant vérifie Y pir1(8)p;+1(8)a P (i — j]) < oo.
i
Alors X vérifie les conditions du théoréme 2.3.

Dans le cas encore plus particulier d’un processus auto-régressif d’ordre p,
le corollaire 2.4 s’applique avec les conditions suivantes :

COROLLAIRE 3.2. Si X wvérifie les conditions

1. Vi, @; est dérivable et ||p;(.)]l,, < 00;

2. il existe un v > 1 tel que (X;) admet un moment d’ordre 2r ;
3. B lers1 |XT] =0;

4. X est a-mélangeant.

Alors X vérifie les conditions du corollaire 2.4.

4. Loi limite du prédicteur statistique.

e : d

4.1. Un lemme d’indépendance asymptotique. On note ~» la convergence
en loi. On établit tout d’abord une conséquence de la mélangeance sur la
convergence en loi des vecteurs aléatoires par le lemme suivant :

LEMME 4.1. Soit (X)) et (X!) deux suites de variables aléatoires réelles
de lois respectives P, et Pl définies sur lespace probabilisé (§2, A, P). On
suppose que (X)) et (X]') sont asymptotiquement deux a deur mélangeants
au sens ot il existe une suite de coefficients a(n) avec «(n) e tels que,
pour tous boréliens A et B de R,

|P(X;, € A, X, € B)— P(X,, € A)P(X,, € B)| < a(n)
Alors, si
1. X! X' de loi P’
2. X" X" de loi P";
(X!, X" (X!, X", et la loi de (X', X") est P' @ P".
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DEMONSTRATION. D’aprés Billingsley [1968] Théoréme 2.1, P, — P <
lim,, P,(C) = P(C) pour tout C, ensemble de continuité de P, i.e. pour tout
ensemble C' tel que P(9C) = 0 ou AC représente la frontiére de C.

e % X’ donc VA ensemble de continuité de la loi de X ' P(X], € A) —

P(X' € A). X! % X" donc VB ensemble de continuité de la loi de p. &
P(X} € B) — P(X" € B). Donc quel que soit & > 0, il existe un rang ng
tel que pour tout n > ng, on ait

|P(X;, € A)P(X] € B)— P(X' € A)P(X" € B)| <¢
Par ailleurs, comme X, et X/ sont deux a deux a-mélangeants, on a
|P(X,, € A, X, € B)— P(X}, € A)P(X} € B)| < a(n)
Donc, pour tout £ > 0,

|P(X, € A, X, € B)— P(X' € A)P(X" € B)|
< |P(X, € A X] € B)— P(X], € A)P(X! € B)|
+ |P(X, € A)P(X, € B) — P(X' € A)P(X" € B)|
< aln)+e

< 2¢ pour n assez grand

D’aprés Billingsley [1968] Théoréme 3.1, (X/, X/) 4, (X', X") si et seule-
ment si pour tout A, ensemble de continuité de la loi de X', pour tout B
ensemble de continuité de la loi de X”, on a P(X], € A, X! € B) —» P(X' ¢
A, X" € B) quand n — 0.

Donc (X}, X)) 4 (X', X") et la loi limite de (X', X"') est P' ® P". [i]

4.2. Convergence en loi. On notera par la suite 8y 'opération de déri-
vation par rapport & #. On reprend le cadre de la section 2, en introduisant
des hypothéses supplémentaires. Pour plus de clarté, nous écrivons toutes les
hypothéses nécessaires :

Hypothéses sur le processus X

(i) X est un processus du second ordre, faiblement stationnaire, a mélan-

geant.

(ii) On suppose que le prédicteur probabiliste s’écrit :

k
X1 = Bo [ Xr1 |XT | = 3 ri(Xr—i,0) + i (X.6)
=0
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Hypothése Hy,.
(1) 6 — ri(X7_;,0) est deux fois différentiable en 6 ;

(ii) la norme infinie de 82r;(X7_;,.) est borné en probabilité uniformément
en i, i.e. 93r;(Xr—_i,.) est uniformément tendue :

Sup ”6‘6.27"7;(XT_1-, )HOO = Op(1);

(ili) mer(X,0) =op ( ﬁ) ;

(iv) angn(XT_i; ) existe et converge presque siirement vers un vecteur
12l/%ﬂlorsque I |oo)
Hypothése H} sur Uestimateur éT.
() VT(6r — 6) % N(0,52(9)).
Hypothése HY, sur les coefficients .

(i) kr = o(V/o(T));
(i) (T = kr = o(T)) = _oo.

On a alors le théoréme suivant :

THEOREME 4.2. Si les hypothéses Hy, H , H5 sont vérifiées, alors

o(T) (X1 — Xppy) S< UV >

ot U et V sont deuz variables indépendantes, U de loi N'(0,0%()) et V la
+o0

loi limite de Y Opri(X1—s0).
i=0

DEMONSTRATION. Par ’hypothése Hy (i), il existe une suite de variables
(¢ér) qui soient o(XZ ") mesurable et incluses dans un voisinage de 6 de

sorte que

ri(X1—i;04r)) — 7i(Xr—i0) = (Byr) — 0)".0rs(X7—_i;6)
1 Oari( Xp_is €74)
2

& (éqS(T) ) (éqs(T) —0)

o (éqs{T) — 6)! désigne la transposée du vecteur (é¢(T) —0) et Opri(X1_i;6)
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le gradient par rapport a 6 de r;(Xr_;;6). Donc,

ko
XT+1 o X’}.@.l o Z (Ti(XT—'i, gw(T)) i Ti(XT*ia 9)) i WkT(X: 9)
i=0
kr
= Y (B — 0)"-0ri(X7—i,6)
i=0
kr 2
5 Ori(Xr_i;814) 5
B9 Byl e 5 ) (Gyizy ~ 6)
i=0
— M (X, 0)
Donc,
- kT
(TN Xry1 — X7yq) = \/‘P(T)( o) — 0)’ Z (Opri(X1-4,0))
i=0
= )t kr
+ Ve Zaﬂrz XT 11£Tz)( () e 8)
i=0

T\ QD(T)nkT(Xv 9)

=L+ 113

Etude de I5.
Par I’hypothése Hj (i), @(T)(éw(T) 9),& N(0,02(f)). Donc chﬂ(T —0|)* =
Op(1/©(T)). En rajoutant la condition Hp(ii), Supagrl(XT wars) — Oplll

on obtient

T \/_op( )Zop(l (;?T))

Etude de I3.
I3 = \/o(T)n, (X, 0). Si on suppose, par ’hypothése Hj(iii), que

1
Mhr (X, 6) = op ( W)

alors I3 = op(1).
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Etude de ;.
On pose I1 =< Up, Vp > avec

Ur = \/o(T)(Bpry — 6)
ko

Vi =Y 0gri(Xr—i,0)
=0

Ur est o(X§ (T}) mesurable et Vi est O’(X%:_kT) mesurable donc, Ur et Vi
ont pour coefficient de a-mélange, (T — k1 — (7)), et sont donc deux a
deux mélangeants pour T'—kr —@(T') — oo (hypothése HY (ii). Par le lemme
4.1, il suffit donc d’étudier la convergence en loi de Uy et Vi séparément pour
en déduire la convergence de (Up, V) et par continuité celle de Up. V.

~

Or, par hypothése, Ur = /¢(T)(0(1) — 0) 4, N(0,0%(8)) := U Pour V7, la
condition Hj(iv), assure l'existence d’un vecteur

—+00
V=" 8gri(Xr—i; 0)

5—0)
tel que
T =
> Ggri(Xp_i50) SV
=0

Donc pour la sous suite k7, Vr — V' en moyenne quadratique . Donc Vi L
en loi.
En utilisant le lemme 4.1 précité, on obtient alors

< Up, Vp 4 W =

On adonc I + Iy — I3 =< Up, Vp > +OP( ;;TET)) + op(1). Si kp =

o(,/p(T)) (hypothése Hy (i), I + Io — Is =< Ur,Vp > +op(1). Par le
lemme de Slutsky, on en déduit que

@(T)(Xrs1 — Xfi1) H< UV >
avec U de loi N'(0,02(0)) . O

4.3. Discussion. Les conditions sur les coefficients k7 et ¢(T) donnent
une indication du compromis a effectuer entre ’approximation probabiliste
et 'estimation statistique. En effet, pour

+co

Tep= D Ogts( X ;0)
i=kp+1
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On a par Minkowski,

“+co
Imkzlly < D 1867i(Xr—s;0)l,
i=kp
Si par exemple
1
|0o7: (X1 —i;0)|5 ~ o
pour un a > 1, alors
T i et
”T}kj"”2 £ Z i_a (s 1

i=ky

—a
et la condition H(iii) est vérifiée pour
ve(T)
kg

On doit effectuer un compromis pour rendre compatibles cette derniére
condition et la condition H5(i) : k7 = o(v/¢(T)).

= o(1)

Remarque : on aurait pu généraliser ce résultat a4 d’autres vitesses
d’estimation que /1" mais on a préféré ne pas présenter un cas plus général
pour des raisons de lisibilité.

4.4. Cas de la mémoire fize. Lorsque kp = k est fixe, le théoréme précé-
dent donne le corollaire suivant :

COROLLAIRE 4.3. On suppose que le prédicteur probabiliste s’écrit :
k
X11:=FEp [XTJrl IXS"] =Y ri(Xr—i,0) + nr(X.0)
=0
sous les hypothéses modifiées suivantes
Hypothése Hy,.
(i) 0 — ry(Xp_;,0) est deuzx fois différentiable en 6 ;
(ii) la norme infinie de 92ri(X7—;,.) est borné en probabilité uniformément

en i, i.e. 9ari(Xr_i,.) est uniformément tendue :

Sl;pHagTi(XT—i,-)Hoo = Op(1);

(iii) nr(X,0) = op ( ﬁ) A

k
(i) 3 Ogri(Xp_i;0) converge en loi vers un vecteur V' lorsque T — +o0.
i=0
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Hypothése HYy sur lestimateur O
(i) VI(ér - 6) % N(0,02(9)).

Hypothése HYy sur les coefficients .
() (T - p(T)), = co.

—00
5 d
Vo) (Xr41 — Xppq) »< U,V >

ou U etV sont deuzx variables indépendantes.

4.5. Application a la prévision d’'un AR(1). Un exemple important dans
les applications est celui d'un processus linéaire autorégressif d’ordre [,

l
X = ZgiXt—i e

1=1

ol (g¢) est une suite i.i.d centrée. On pose P(z) = 2 — 3!_, 6;2!~%. D’aprés
Doukhan [1994], théoréme 6 et corollaire 3 de la section 2.4.1.2, si le polynome
P a toutes ses racines a l'intérieur du disque unité ouvert et si la distribu-
tion marginale commune des (£¢) est dominée par la mesure de Lebesgue, le
processus (X;) est stationnaire et géométriquement ergodique donc géomé-
triquement mélangeant. Il existe donc a > 0 et b > 0 tel que le coefficient de
a-mélange vérifie a(u) < aexp(—bu), pour u > 0.

D’aprés Box et Jenkins [1994], la stationnarité du processus entraine que
les coefficients ¢ satisfont les équations de Yule-Walker, a savoir v(k) =
O1v(k—1)+... +6y(k — ) pour k > 0, ol on a noté (k) = Cov(Xo, X&)
les autocovariances. On considére alors I'estimateur sans biais des autocova-
riances 4 = (7(1),...,%7(l)) défini par

T—i

Ar(t) = ﬁ ; X Xiti
pour:=1,...,let T > i. En inversant I’équation de Yule-Walker, on obtient
un estimateur de @ :
b = I 45
ol 4 est le vecteur (44, ...,4%) et I';_; la matrice

1 LY uer ssitre Vplll)
Ar(1) 1 : ;

o P
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On a alors, cf. Gouriéroux et Monfort [1990] propriété 9.7 et 9.8, Si X est
un processus gaussien, stationnaire admettant une représentation moyenne
mobile infinie, tel que 31°° _ |ky(k)| < 400, alors

k=—c0
VT (37 —7) % N(0,%)

ou N est un vecteur Gaussien | dimensionnel de matrice de covariance ¥ =
[Bu] = [E22 0 YD) G + 5+ 1)+ + k=)

On peut aussi estimer @ par la méthode du maximum de vraisemblance,
ol la variance o2 de g, est supposée inconnue. On a alors, sous les conditions
de la propriété 9.51 de Gouriéroux et Monfort [1990],

vT ( s ) 4 N, J(6,0) ™)
O’T Y
ot J(#,0?%) est la matrice d’information de Fisher. La matrice de variance
covariance asymptotique de v7'(67 —6) vaut o2/v(0)I'; Y, ou T;_; est 'ana-
logue sans estimateurs de la matrice I';_; décrite précédemment.
Le prédicteur probabiliste s’écrit alors

-1
Xi1 = Bo[Xr11|Xg ) =) bi1 X1
i=0
qui est de la forme voulue avec r;(Xr—_;,0) := 0,41 X7_; et np(X,6) = 0.

On utilise I'une ou 'autre des méthodes d’estimation de 6 pour construire le
prédicteur statistique

~ t_l ~

Xrq1 = ng(T)(i + 1) X7

=0

Les conditions Hj (i)-(iii) d’application du corollaire 4.3 avec k = [ — 1 sont
trivialement satisfaites. 0, 7i(X¢—i,) = X7—; pour j =i+ 1, et 0 sinon. On
a donc

.Gy
S = X711
> Ogri(X7—i;0) = > 0(6iy1X1—;) = : o
i=0 =0 :
Xt

Par ergodicité du processus, il existe un vecteur V tel que Vp 4 V, et la
condition H{ (iv) est vérifiée. En choisissant par exemple o(T') =T —log T,
le corollaire 4.3 entraine que

O(T)(Rrs1 — Xyy) S< U,V >
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ot U est la loi limite de vT'(67 — 6).
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