
HAL Id: hal-03633194
https://hal.science/hal-03633194

Submitted on 6 Apr 2022

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Estimateur de la fonction de répartition bivariée avec
censures à droite et à gauche
Agathe Guilloux, Philippe Saint-Pierre

To cite this version:
Agathe Guilloux, Philippe Saint-Pierre. Estimateur de la fonction de répartition bivariée avec censures
à droite et à gauche. Annales de l’ISUP, 2008, LII (1-2), pp.157-164. �hal-03633194�

https://hal.science/hal-03633194
https://hal.archives-ouvertes.fr


157

Pub. Inst. Stat. Univ. Paris

LU, fasc. 1-2, 2008,157 à 164

Estimateur de la fonction de répartition bivariée
avec censures à droite et à gauche

Agathe Guilloux et Philippe Saint-Pierre
LSTA - Université Pierre et Marie Curie, Paris 6
175 rue du Chevaleret, 75013 PARIS, FRANCE,

agathe.guilloux@upmc.fr, philippe.saint_pierre@upmc.fr

1 Introduction

Soit T = (Ti,T2) un couple de variable aléatoires (v.a.) à valeurs dans
On note F la fonction de répartition (f.d.r.) de T. On considère que la v.a. T
est censurée à gauche et à droite dans le sens où l’on observe les v.a. Y et ô
définies par :

Y = (Pi,Y2) avec Y1=T1VLetY2=T2AC
ô = (5i, 52) avec = I{T\ > L) et 52 = J(T2 < C),

où (L, C) est un vecteur de v.a. positives de f.d.r. G, supposé indépendant du
vecteur (Ti, T2). La v.a. T\ est donc censurée à gauche alors que T2 est censurée
à droite. On cherche à estimer la f.d.r. F à partir d’un échantillon i.i.d. de la
forme (U = (Ylti, Y2>i), ôi = (5i,i, <52)i)) pour i = 1,..., n.

Par exemple, dans le cas d’un patient infecté par le VIH, cette fonction
pourra permettre d’étudier conjointement (i) la durée T\ écoulée entre la consul-
tation du patient infecté et la date de l’infection par le VIH (cette durée peut
être censurée à gauche dans le cas où le patient sait uniquement qu’il n’était
pas infecté à une certaine date) (ii) la durée T2 écoulée entre la consultation
et le début du SIDA (cette durée peut être censurée à droite, si le patient ne
connaît pas la date exacte de son infection mais celle du résultat négatif d’un
test antérieur de dépistage).

Pour autant que nous sachions, ce problème n’a pas encore été considéré
dans la littérature. Drabrowska [4] a construit un estimateur de la f.d.r bivariée
F en considérant que les v.a. Tj et T2 étaient toutes deux censurées à droite.
Ce problème a également été considéré par Pons et de Turckheim [8], Campbell
et Fôldes [2] et Hougaard [7].

Le problème de l’estimation de la f.d.r. univariée sous censure aléatoire à
droite a été intensivement étudié, nous ne citerons que Andersen et al. [1] pour
une revue. Le même problème mais sous censure aléatoire à gauche a été beau-
coup moins étudié. La plupart des auteurs (notamment Andersen et al. [1],
Cox et Oakes [3]) proposent de "renverser" le temps, c’est-à-dire de considérer
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t — Y\ = t — (Ti VL) = (r — Ti) A (r — L) au lieu de Y\, où r est un réel positif
choisi de sorte que les observations de r — Y\ restent dans M+. On peut se ra-
mener au cas de la censure aléatoire à droite. Cette idée n’est par entièrement
satisfaisante puisqu’elle exclut le cas où les v.a. T\ (et Y\) sont à support sur
M+. Une autre approche, proposée par Gomez et al. [5], consiste à écrire la f.d.r.
Fi de la v.a. Ti comme la solution de l’équation intégrale de Doléans :

Fi(t) = ^i(oo) - [ Fi(u)^~~- pour t > 0Jt H\u)
Ti(oo) = 1

où H est la f.d.r. de la v.a. Y\ et H\ est définie par H\{t) = P(Fi <t,ô\ = 1).
Gomez et al. [5] ont montré que la solution de cette équation est donnée, pour
t > 0, par :

où la notation 7T désigne le produit intégral défini par :

n-r P00
7Ts>t( 1 + dh(s)) = JJ (1 + Ah(s)) exp( / hc(s)ds)

s>t:Ah(s)^0 ^

pour h fonction càdlàg à variation bornée, où hc désigne la partie continue de
h et Ah(s) = h(s) — h(s—) (cf. Andersen et al. [1]).

2 Loi bivariée et fonctions de risque cumulatif
Notons F et G les fonctions définies pour tout (s, t) G R+ par :

T(s, t) = P (Ti < s, T2 > t) et
G(s,t) = F(L<s,C>t).

Par définition des v.a. Y et ô et par indépendance entre (Ti,T2) et (L, (7), les
fonctions H, Ai, K2 et A3, définies ci-dessous, vérifient les relations suivantes
pour tout (s, t) G M+ :

H {s, t) = P (Fi < s, Y2 > t) = F(s, t)G(s, t)

Ki(s,t) = P (Fi < s,F2 > t,ôi = l,ô2 = 1) = -

(1)

G(u, v—)F(du, dv)

K2(s, t) = P (Fi < s, Y2 > t, Si = 1) = / G(u,t)F(du,t)
J 0

/OO G(s,v-)F(s, dv).
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Si le couple (Ti,T2) admet une densité / par rapport à la mesure de Lebesgue
sur R2, on a alors :

F(s,t) f(u, v)dudv soit

F(du,dv) = —f(u,v)dudv,F(du,t) — I f(u,v)dvdu

et F(s, dv) = — f(u, v)dudv.
Jo

Grâce à 1, on peut alors définir les fonctions de risque cumulé suivantes :

rt F(du,dv) fs fl Ki(du,dv)An(s,f) =

Am (s,t) = /
Jo

Aqi (s,t) =

o Jo F(u,v—) Jo Jo H(u,v—)
F{du,t)

_ fs K2{du,t)
o F(u,t) Jo H(u,t)

t F(s,dv) K%{s,dv)

(2)

'o F(s, v—) l0 H(s,v-)
Les fonctions An, Aïo, Aoi sont donc estimables à l’aide des équivalents empi-
riques des fonctions H, K\, K2 et K3. Ces versions empiriques sont calculables
puisque les fonctions théoriques sont exprimées en fonction des v.a. Y et 5 qui
sont observables. Il reste donc à lier la fonction F aux fonctions An, A10, Aon

Définissons, pour (s,t) tels que F(s,t) > 0, la fonction A par A(s,t) =
log F(s,t), alors on a :

F(s,t) = exp{A(s,t)}
p00 pt

= exp{— / / A(du, dv) + A(oo,t) + A(s, 0) — A(oo,0)}Js Jo
pOO pt

= F(oo,t)F(s, 0) exp{— / / A(du,dv)}.
Js Jo

La fonction A = log F étant une fonction à variation bornée, elle a un nombre fini
de discontinuités appartenant à l’ensemble dénombrable des lignes orthogonales
aux axes des coordonnées (Théorème 5.4, page 110 de Hildebrandt [6]).

Pour toute fonction bivariée 'L, on note que /

4/(As, t) = — \I/(s—,£)
4/ (s, At) = 4/ (s, t) — 4/ (s, t—)
\P(As, At) = #(s, t) - ^(s-, t) - ^(s, t-) + ^(s-, t-).

Considérons les ensembles suivant,

Ei = {(s,t) : A(s,£) < 0, A(As,t) = A(s, At) = 0}
E2 = {(s,t) : A(s,t) < 0,Â(As,£) < 0, A(As, At) = 0}
E3 = {(s, t) : A(s, t) < 0, A(s, At) < 0, A(As, At) = 0}
E4 = {(s, t) : A(s, t) < 0, A(As, At) > 0}.



160

Les ensembles E\ et £4 correspondent au support, respectivement, de la com-

posante continue et de la composante discrète de A. Les ensembles £2 et £3
sont les supports des composantes de A qui ont des discontinuités appartenant
aux lignes orthogonales aux axes des coordonnées. D’après la décomposition de
Jordan des fonctions à variations bornées dans le plan, on peut écrire

Ai(s,t) =

A2(s,t) =

A3 fat) =

A4 fat) =

4

A(du,dv) — 2_^Ai(s,t), où
i—1

I((u,v) G Ei)A(du,dv)
J s J 0

— ^ [ I{[u,v) G E2)A(Au,dv)
U>S J®

~Y2 j I((u,v) e E3)A(du, Au)
v<t fi

- ^2 7((w>v) 6 E4)A(Au, Av).
u>sv<t

On peut montrer, par définition des fonctions de risque cumulé (voir les formules
2), que pour tout (s,t) tels que F(s—,t) > 0, on a :

H*,t)
f fat-) :
F{s-,t-)

HHl
F(s-,t)

F(s,t—) + F(s, At)
F(M-)

— 1 — Aqi(s, At) ,

= 1 — Aio(As, t—) et

1 — A0i(s, At) — Aio(As, t—) + An(As, At)

Pour tout (s,t) tels que F(s—, t) > 0, en utilisant les égalités précédentes, on
obtient

/OO 7((u,u) G £3)
v^z, -

F(du, v—) F(du,v)
F(u,v—) F(u,v)

/OO I((u,v) G £3)
V^C -

F(du, v—)F(u, Au)
F(u,v)F(u,v—)

F(du, Av)
F(u, v)

/OO I((u,v) e S3)
jpJ -

F(u,v—) ( F(du, v—)F(u, Av)
F(u,v) l F(u,v—)F(u,v~)

F(du, Au) \
F(u,v—) J

/OO J((u,u) G £3)
_1 - A0i(u, Au) [An (du, Au) - Aio(du,u—)A0i(u, Au)]
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A2{s,t) = y2[ i((u,v)eE2)
u>s

F(u—, dv)
F(u—, v—)

F(u, dv)
F{u, v—)

= E f l((u,v)eE2)
u>s

= E T'((«>«)
u>s

F(u,dv)F(Au,v—) F(Au,dv)
F(u,v—)F(u—,v—) F(u—,v—)

I —1 [An (Au, du)' - A10(Au,v-)Aoi(u,dv)]1 - Aio(Au,v~)

A4(s,t)

= £^%»)eJî()
U>S v<t

/#(«-,«) N
\F{u,v-))

log
( F(u,y) \
\F(u,v~) J

log
(F(u-,v-)\
\ )

= E
w>s u<t

",
_ Aqi(u, Av)Aiq(Av, v—) - An (Au, Av)\

. °\ '[1 m A10(Au,v-)][l - A0i(u, Au)] y

Ai(s,t) M j1 Üi H F(du, v—)F(u, dv)
F(u, vÿ-)F(u, v—)

F(du, dv)
_F(u, v—)

J((w, v) G Ei) [An (du, dv) — Aio(dv, v—)Aqi(v, dv)]

D’après la définition des ensembles Ei, on a Aio(Au, v—) = 0 pour tout (v, v) G
El U E3, et Aoi(u, Av) =^= 0 pour tout (u, v) G Ei U E2. Ainsi, les égalités
précédentes permettent d’obtenir le résultat suivant.

Proposition 1 Pour tout (s,t) tel que E(s,t) > 0,
4

F(s,t) = È(oo,t)È(s,0) J|exp{A;(s,t)}
i= 1

avec

exp{A^(s,£)} = exp-|— J J /((v, v) G Ej)L(du, dv)
exp{Æi(s, t)} — nn (1 — L(Au, Av))

U> S V<t
(«1«)€E4

TH JS Aio(du, v-L)Aoi(u,dv) A An(du,dv)M ’ vj - [! _ A10(Au, v—)][1 - Aoi(u, Av)]
et

pour i — 1,2,3,

F(s, 0) = 7Tu>s (1 A A10(du, 0))
F(00, t) = 7Tv<t (1 - A01 (00, dv)).

Dans le paragraphe suivant, nous définissons un estimateur de F grâce à la
proposition 1 et montrons sa consistance forte.
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3 Estimation

On observe un échantillon i.i.d. de la forme

Yi = (*m, *2,*) et ôi = («Si,», <52>») pour i = 1,..., n.

Définissons l’estimateur F à partir de la proposition 1. Les fonctions H, Ki,
K2 et K2, sont estimées empiriquement, on définit donc pour tout (s, t)

H(s,t) = -Y^I{Yi,1<s,En > t),
i=l

KlhmbivlH11H > Im WPBHWn z'
2=1

— 1 -A
AT2(s, t) = - 221 (îi,i < s, B > t, 61I = 1) et

n z'
2=1

— 1A
n < -s

i— 1

On peut alors définir les estimateurs des fonctions de risque cumulé pour tout
(s, t) G M?. par :

An(s,t) = -

Aio(M) I

Aqi(M) = -

Ki(du,dv)I Çh(u,v—) > 0
H(u, u—)

K2{du,t)I (.H(u,t) > 0)
Ô(u, t)

"t Ks(s,dv)I (h(siv~) U 0
1 É(s,v~)

avec la convention 0/0 = 0. Nous sommes alors en mesure de définir l’estimateur
de la fonction L par

L(Au, Av) =
Aio(Aw, u—)Aoi(w, Au) — An (Au, Av)

[1 - Aio(Au,u-)][l - A0i(u, Au)]

Comme la fonction L est purement discrète par construction, on obtient finale-
ment l’estimateur F de la fonction F en posant :

F(s,t) — F(oo,t)F(s,0) JJ (1 — L(du, du)),
u>s,0<u<t

(3)
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où t i—► F(oo, t) est l’estimateur de Kaplan-Meier associé à l’observation de
(y2,i, ^2,i) pour i = 1,..., n, enfin 1t—*• F(s, 0) est l’estimateur de Kaplan-Meier
dans le cas de censure à gauche (cf. Gomez et al. [5]) associé à l’observation de

Pour i = 1,... ,ra.
Pour la preuve de la convergence de l’estimateur, l’équation 3 ne suffit pas car

il faut prouver la convergence sur les quatre ensembles Ei,..., (même s’ils
sont inconnus). On décompose donc le produit dans l’équation 3 et on obtient :

H ^ ^ 4

F(s, t) = F(oo, t)F(s, 0) JJ exp{Âi(s, t)}
i=1

avec

exp{Âi(s, t)} = exp 1 — J J I((u, v) & Ei)L{du, dv)
exp{Â4(s,t)} = nn (1 — L(A'u, Au)),

U>sV<t

(tt,u)6JS4

pour i = 1,2,3,

On peut alors établir la consistance forte de l’estimateur F. Pour r = {t\ , T2),
notons || • ||T dénoté la norme sup sur [ri,oo] x [0,r2].
Proposition 2 Supposons que le vecteur de v.a. (L, C) est indépendant du vec-
teur (Ti,T2) et que t = (71,72) vérifie > 0, alors

||l'rF||Tp4'0.
Cette proposition découle de la consistance forte de l’estimateur de Kaplan-
Meier t 1—► P(00,i) sur l’intervalle [0,r2] (cf. Andersen et al. [1]), de celle de
l’estimateur de Kaplan-Meier à gauche t 1—> F(s, 0) sur l’intervalle [ri,oo[ (cf.
Gomez et al. [5]) et des lemmes suivants.
Lemme 1 Sous les hypothèses de la Proposition 2,

Il Â10 — A10 Ht5—> 0, || Â01 — A01 ll-r5—> 0 et || Ân — An ||T^-> 0.
Ce lemme est une simple conséquence du théorème de Glivenko-Cantelli appliqué
aux quantités empiriques H, K\, K2 et K%. La consistance des estimateurs
exp{Âj} pour i = 1,2,3 est donnée par le lemme suivant.
Lemme 2 Sous les hypothèses de la Proposition 2, pour i — 1,2,3 :

|| exp{Âi} - exp{Aj} ||T^' 0
Ce résultat est obtenu en utilisant le lemme 1 et des arguments similaires à
ceux de Drabrowska [4]. Enfin, on peut montrer le lemme ci-dessous, en suivant
à nouveau Drabrowska [4].
Lemme 3 Sous les hypothèses de la Proposition 2,

|| exp{i4} - exp{A4} ||T^' 0.
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