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1 Introduction

Soit T' = (T3, T») un couple de variable aléatoires (v.a.) & valeurs dans R?.
On note F la fonction de répartition (f.d.r.) de 7. On considére que la v.a. T
est censurée & gauche et a droite dans le sens ou 'on observe les v.a. Y et §
définies par :

W= (Yl,Yz) avee Yi =V Let Yo =To AC
5 () e it Ty 22 ) b= e (@)

ot (L,C) est un vecteur de v.a. positives de f.d.r. G, supposé indépendant du
vecteur (T1,7T%). La v.a. Ty est donc censurée a gauche alors que T est censurée
a droite. On cherche & estimer la f.d.r. F & partir d'un échantillon i.i.d. de la
forme (Y; = (Y14, Y2,i),0i = (81,4,02,4)) pour i = 1,...,n.

Par exemple, dans le cas d’un patient infecté par le VIH, cette fonction
pourra permettre d’étudier conjointement (i) la durée T écoulée entre la consul-
tation du patient infecté et la date de l'infection par le VIH (cette durée peut
étre censurée a gauche dans le cas ou le patient sait uniquement qu’il n’était
pas infecté & une certaine date) (ii) la durée T5 écoulée entre la consultation
et le début du SIDA (cette durée peut étre censurée a droite, si le patient ne
connait pas la date exacte de son infection mais celle du résultat négatif d’un
test antérieur de dépistage).

Pour autant que nous sachions, ce probléme n’a pas encore été considéré
dans la littérature. Drabrowska [4] a construit un estimateur de la f.d.r bivari¢e
F' en considérant que les v.a. T} et To étaient toutes deux censurées a droite.
Ce probléme a également été considéré par Pons et de Turckheim [8], Campbell
et Foldes [2] et Hougaard [7].

Le probléeme de l'estimation de la f.d.r. univariée sous censure aléatoire a
droite a été intensivement étudié, nous ne citerons que Andersen et al. [1] pour
une revue. Le méme probléme mais sous censure aléatoire & gauche a été beau-
coup moins étudié. La plupart des auteurs (notamment Andersen et al. [1],
Cox et Oakes [3]) proposent de "renverser" le temps, c’est-a-dire de considérer
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T—Yi=7—(ThVL)= (7 —T1)A(r— L) au lieu de Y7, o1l 7 est un réel positif
choisi de sorte que les observations de 7 — Y} restent dans R,. On peut se ra-
mener au cas de la censure aléatoire a droite. Cette idée n’est par entiérement
satisfaisante puisqu’elle exclut le cas ou les v.a. 77 (et Y]) sont & support sur
R, . Une autre approche, proposée par Gomez et al. [5], consiste & écrire la f.d.r.
Fi de la v.a. Th comme la solution de ’équation intégrale de Doléans :

R(®) = Fileo) - [ () Sres) pour 2 0

Fl(OO) =1

ot H est la f.d.r. de la v.a. Y; et H; est définie par H;(t) = P(Y; <t,6; = 1).
Gomez et al. [5] ont montré que la solution de cette équation est donnée, pour
t = (0 Spar:

Fi(t) =T .5 (1 Z dHl(s)) ,

H(s)
ou la notation 71 désigne le produit intégral défini par :

Toti+ans) = JI  (+abe)es([ nis)

s>t:Ah(s)#0
pour h fonction cadlag a variation bornée, ot h¢ désigne la partie continue de
h et Ah(s) = h(s) — h(s—) (cf. Andersen et al. [1]).
2 Loi bivariée et fonctions de risque cumulatif

Notons F et G les fonctions définies pour tout (s,t) € Ry par :

F(s,t) = P(Ty<sTy>t) et
G(s,t) = P(L<sC>t).

Par définition des v.a. Y et § et par indépendance entre (T3,73) et (L,C), les
fonctions H, K, Ky et K3, définies ci-dessous, vérifient les relations suivantes
pour tout (s,t) € Ry :

H(s,t) =P (Y, <s,Ys >t) = F(s,t)G(s, ) (1)
Ki(s,t) =P(Y1 <s8,Ya>t6,=1,6=1)= —/s fm G(u,v—)F(du, dv)

Ka(s,t) =P (Y1 <s,Y3 >¢,6,=1) = [G(ut F(du,t)

K3(S,f):IP(Y1<.5 Y2>t62—1 j GS’U S‘d'b’)
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Si le couple (T}, T) admet une densité f par rapport a la mesure de Lebesgue
sur B2, on a alors :

F(s,t) = j: /t-oo f(u,v)dudv soit

F(du, dv) = — f(u,v)dudv, F(du,t) = oo‘,f'(u,v)dvdu

t

et F(s,dv) ffuvdud'u

Gréce a 1, on peut alors définir les fonctions de risque cumulé suivantes :

sl = //'F(du i = f/KI juvdt; (2)

e = /O?Z”:L_tt)) ] Kg(du ;:)

Aoi(s,t) = _/0 F(S dv) / Kasdv)

Les fonctions Aj1, A1g, Ao sont donc est1mables a l’alde des équivalents empi-
riques des fonctions H, K, K» et K3. Ces versions empiriques sont calculables
puisque les fonctions théoriques sont exprimées en fonction des v.a. ¥ et § qui
sont observables. Il reste donc & lier la fonction F aux fonctions Aq1, Ao, Aoi.

Définissons, pour (s,t) tels que F(s,t) > 0, la fonction A par A(s,t) =
log F(s, ), alors on a :

F(s,t) = exp{A(s,t)}

= exp{—fm /Ot Aldhs, d6) + Alooy ) + Als;0) — Afes, 013

— F(oo,t)ﬁ'(s,())exp{—/ooj[; A(du, dv)}

La fonction A = log F' étant une fonction a variation bornée, elle a un nombre fini
de discontinuités appartenant a ’ensemble dénombrable des lignes orthogonales
aux axes des coordonnées (Theoréme 5.4, page 110 de Hildebrandt [6]).
Pour toute fonction bivariée ¥, on note que /
U(As,t) = U(s,t) — ¥(s—,1)
U(s, At) = ¥(s,t) — ¥(s,t—)
U(As, At) = U(s,t) — U(s—,t) — U(s,t—) + ¥(s—,t—).

Considérons les ensembles suivant,

By, = {(s,t): A(s,t) <0, A(As,t) = A(s, At) = 0}

Ealh — (s ) ( ) < 0,A(As,t) <0, A(As, At) = 0}
B o= fls1)Als:8) < 0,A(8,41)< 0;A(As, A}~ 0}
By =0d(58) s A8 1) <0y A& sy ALY >0
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Les ensembles E; et Ej correspondent au support, respectivement, de la com-
posante continue et de la composante discréte de A. Les ensembles Fy et Fs
sont les supports des composantes de A qui ont des discontinuités appartenant
aux lignes orthogonales aux axes des coordonnées. D’aprés la décomposition de
Jordan des fonctions a variations bornées dans le plan, on peut écrire

/ f (du, dv) A( t), o

Aq(s,t) = — ] /I(uu € E1)A(du, dv)
Az(s,t) = — Zf[ u,v) € E3)A(Au, dv)

u>s

Zf (u,v) € E3)A(du, Av)

vt

ZZ (u,v) € Eg)A(Au, Av).

u>s v<t

On peut montrer, par définition des fonctions de risque cumulé (voir les formules
2), que pour tout (s,t) tels que F(s—,¢) >0, on a :

F(s,t) _ F(s,t—)+ F(s,At)

Flai-). Fls,t—) =1— Aoi(s, At),
F(s—,t )ﬁ -

e 1 — Ajo(As,t—) et

F(s—,t) e : e g 9
TR 1 — Ap1(s, At) — A1o(As, t—) + A1 (As, At)

Pour tout (s,t) tels que F(s—,t) > 0, en utilisant les égalités précédentes, on
obtient

F(du,v—) F(du,v)

~(u, v=)  F(u,v)

3(s,t) Z[s I((u,v) € E3)

v<t

_F(du, v—)F(u, Av)  F(du, Av)
= I((ujv) € FE3) | — < =

| F(u,v)F(u,v-) F(u,v)
A [ £ (u,v—) F(du,v=)F(u, Av) _ F(du, Av)
: | Flu,v) \ Flu,v—)Fu,o—)  Flu,v-)

)
) 3

e
" me T((t6) < BS) ﬁ[/\ll(du,&v)—Am(du,vf}Am(u, AU)]}
v<t g = DING LAY
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Aq(S,t)
= 0,0} 5 F(u—,v) 2 F(u,v) . F(u—,v-)
UZN;I( € E4) |log (F(u v—)) log (—ﬁ'(u,v—)) log (—ﬁ'(u,v—) )]

» o 4 ] AD]_ ('U., ﬂU)Alo(Au, U-) = AH(A'&, A‘U)
= 3 nww < s (1 S )

u>s v<t

108, %) f/ ((u,v) € Eq)

:f fg1((u,n)eEl)mu(du,dv)—Am(du,v—mm(u,dv)].

F(du,v—)F(u,dv) I:‘(du,dv)]
F(u,b—)F(u,U—) F(u,v—)

D’aprés la définition des ensembles E;, on a Ajg(Au, v—) = 0 pour tout (u,v) €
E| U E3, et Agi(u, Av) = 0 pour tout (u,v) € E; U E;. Ainsi, les égalités
précédentes permettent d’obtenir le résultat suivant.

Proposition 1 Pour tout (s,t) tel que F(s,t) > 0,

F(s,t) = F(oco,t)F aOHexp{A (s,1)}

i=1

exp{A;i(s,t)} = exp { foo/' I((u,v) € E;)L(du, dv)} pau— 1N N3
exp{A4(s,t)} = HH(1 — L(Au, Av))

)€E4

Am(du, ’U—)A(]l(u, d’U) == All(du, dU)

Lldu, a0} = = e b= =Afcs )
et
F(s,0) = ﬂ‘u)s (1 = Aqo(du,0))
)@ F(o0,t) = TT y<t (1 — Agi (o0, dv)).

Dans le paragraphe suivant, nous définissons un estimateur de F' grace a la
proposition 1 et montrons sa consistance forte.
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3 Estimation
On observe un échantillon i.i.d. de la forme

Y,=(Y1,,Ya;) et 6; = (61,4,02,:) pouri=1,...,n

Définissons I'estimateur F & partir de la proposition 1. Les fonctions H, K,
K et K3 sont estimées empiriquement, on définit donc pour tout (s,t) € R% :

n
H(s,1) Z (Yi1 < 5,Y2; > 1),
i=1

n
I?;(S t)—%ZI(YL1<S Y?Zz'>t61é:1 62i:1):

=1

Ka(s,t) = Z Yii1 <s,Ya;>t,0;=1) e

K3St zl<5}/21>t62z_1)

;‘3|?—‘
||M:

On peut alors définir les estimateurs des fonctions de risque cumulé pour tout
(s,t) € RZ par :

t K1 du, dv I(I—l’(u o= = 0)
A11 St f /

b

H(u v—)
il s Ko(du, t)] (H( ut) > 0)
A1o(s, 1) :/0 f](u,t) et
Aoi(s,t) = — /Ot }?5(3@”);1((?1(?—) > 0))

avec la convention 0/0 = 0. Nous sommes alors en mesure de définir I'estimateur
de la fonction L par

Aro(Au, v—)Aor (u, Av) — Ayy(Au, Av)

L(Au, Av) = e
1- AIO(Au,vf)][l — Ao1 (u, Av)]

Comme la fonction L est purement discréte par construction, on obtient finale-

ment Pestimateur £ de la fonction F' en posant :

F(s,t) = F(oo,)F(5,0) [ (1 - L(du,dv)), 3)

u>s,0<v<t
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ot t — F(oo,t) est I'estimateur de Kaplan-Meier associé a l'observation de

(Ya4,d2,) pour i = 1,...,7n, enfin t — F(s,0) est I'estimateur de Kaplan-Meier
dans le cas de censure & gauche (cf. Gomez et al. [5]) associé a 'observation de
(Y14,015) pouri=1,...,n.

Pour la preuve de la convergence de I'estimateur, I’équation 3 ne suffit pas car
il faut prouver la convergence sur les quatre ensembles Ej, ..., E; (méme s'’ils
sont inconnus). On décompose done le produit dans I’équation 3 et on obtient :

F(s,t) = F(oo,)F(s,0) [] exp{Ai(s, )}

i=1
avec
~ el t —~
exp{A;(s,t)} = exp {—/ f I((u,v) € E;)L(du, dv)} W pouny — 152 30
s 0

exp{Aa(s, )} = [T T (1 - Z(Au, Av)),

u>s vt
(u,v)E By

On peut alors établir la consistance forte de Pestimateur F. Pour 7 = (71, 72),
notons || - || denote la norme sup sur [y, 00] x [0, 72].
Proposition 2 Supposons que le vecteur de v.a. (L, C) est indépendant du vec-
teur (T1,Ts) et que T = (11, 72) vérifie H(m,12) > 0, alors
| E-F|. = 0.
Cette proposition découle de la consistance forte de lestimateur de Kaplan-
Meier t — F(co,t) sur lintervalle [0, 73] (cf. Andersen et al. [1]), de celle de

Pestimateur de Kaplan-Meier & gauche ¢ — F(s,0) sur Uintervalle [ry,00[ (cf.
Gomez et al. [5]) et des lemmes suivants.

Lemme 1 Sous les hypothéses de la Proposition 2,
| Ao — Aso [I-230, || Aor — Ao ||‘T}?._S)v 0et || Ayy — An Hrp'—sf 0.

Ce lemme est une simple conséquence du théoréme de Glivenko-Cantelli appliqué

aux quantités empiriques H ! I/{:, I/{; et f{; La consistance des estimateurs
exp{A;} pour i = 1,2, 3 est donnée par le lemme suivant.

Lemme 2 Sous les hypothéses de la Proposition 2, pouri=1,2,3 :
|| exp{A;} — exp{As} [l = 0

Ce résultat est obtenu en utilisant le lemme 1 et des arguments similaires &
ceux de Drabrowska [4]. Enfin, on peut montrer le lemme ci-dessous, en suivant
4 nouveau Drabrowska [4].

Lemme 3 Sous les hypothéses de la Proposition 2,

|| exp{As} — exp{As} ||-=> 0.
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