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Prévision des processus ARC(1) via le prédicteur de Parzen. Exemples et simulations

Mokhtari Fatiha et Mourid Tahar
Département de Mathématiques. Université Abou Bekr Belkaid .Tlemcen 13000 Algérie

Résumé. Nous considérons la prévision d’un processus a temps continu admettant une
représentation autorégressive AR(1) dans I’espace des fonctions continues Cio,5) par une méthode
de prédiction diie a E. Parzen utilisant ’espace reproduisant associé a la covariance du processus.
Nous utilisons les résultats obtenus sur les prédicteurs dans [8] pour comparer leur performance sur
des séries chronologiques réelles et sur des séries simulées avec d’autres méthodes de prévision.
Abstract. We consider the prediction of continuous time stochastic process admitting a functional
autoregressive representation. AR(1) in the space of the continuous functions Cj s by a Parzen’s
approach based on the reproducing kernel space associated to the covariance function. We use the
results obtained in [8] illustrating their performance on a real series or simulated series and
comparying with other methods of prediction.

Key words: Functional autoregressive process- Parzen’s predictor- Best Linear Unbiaised Predictor
BLUP- Reproducing kernel space.

1. Introduction. Les variables aléatoires a valeurs dans des espaces fonctionnels sont considérées
dans plusieurs domaines des probabilités et statistiques : théoremes limites - I'inférence et la
prévision des processus stochastiques. Dans ce travail nous étudions la prédiction d’un processus
aléatoire 4 temps continu sur tout un intervalle par une modélisation autorégressive fonctionnelle
([71[9] [13]). Précisément soit ¥ = ( ¥(#), ¢ € R) un processus stochastique réel observé sur [0, 7]
et considérons la prévision de ¥sur I'intervalle [ 7, 7+ 6], § > 0. En posant
X == Y(t+ n9), t € [0,8] nous générons une suite de v.a. X = (X, n € 2) a temps discret a
valeurs dans un espace fonctionel qu’on suppose régie par une équation du type autorégressive. Si
le processus Y est a trajectoires continues I’espace fonctionel associé sera 1’espace Cig 5 des
fonctions continues sur [0,8]. Ainsi la prédiction du processus Y'sur [ 7, 7+ 6] est ramenée a la
prévision de la v.a. X, comme élément de Cjg4). Pour des applications voir ([7] ch. 9 et les
références citées): la prévision du phénomene météorologique "El Nino", le trafic routier, la
consommation de I’énergie électrique d’une région, I’électrocardiogramme, le nombre annuel de
voyageurs par SNCF (Les Chemins de Fer Frangais).
Soit (€2, A, P) un espace probabilisé et (B, B) un espace de Banach séparable muni de sa tribu
borélienne. Nous notons par £(3) I'espace des opérateurs linéaires bornés de B dans lui méme
muni de sa norme usuelle ||. || ,. Une suite de v.a. indépendantes identiquement distribuées (&5,
n e Z) définies sur (Q, A, P) et a valeurs dans B vérifiant E( £¢) =0 et E( ||&]|*) < ( un bruit
blanc banachique). Nous considérons un processus stochastique (X, 2 € Z) défini sur (€, 4, P) et
a valeurs dans B vérifiant la relation suivante:

Xo=pXp1 +En (D
o p est dans £(B). Le processus (X, 7 € Z) est appel¢ processus autorégressif Banachique
d’ordre 1 ARB(1). Sous la condition ||p|| < 1, pour un jy € N, il existe un processus strictement
stationnaire vérifiant (1) ([7] p.74, [9] ch. 2 Prop. 3.1). Des problemes d’estimation et de prévision
du processus (X, n € Z) vérifiant (1) ont été étudiés par la construction d’estimateurs de p du type
moindres carrées ([7][9][13]).

Dans cet article, nous considérons la prévision de processus ARC (X, n € Z) dans I’espace
Cios en appliquant une méthode diie 4 E.Parzen utilisant les espaces de Hilbert autoreproduisants
de noyau la covariance du processus [10][11]. Soit Zune variable aléatoire réelle du second ordre

A

on cherche un prédicteur £ de méme moyenne que £ linéaire par rapport aux observations et telle
que la distance £? 4 Zsoit minimale. Z* est dit prédicteur BLUP (Best Linear Unbiaised
Predictor). Un estimateur de la forme (g, ¥}, de Zest sans biais si :

En({g Y)) = (g m) = Ep[Z],m € M. Pour I'existence du prédicteur BLUP voir [10][11].
Théoréme 1 ([10] p. 91). Soit K(s, ) /e noyau de covariance du processus (Y(0),t € T),

E[Y(5)] = m(t) oum estun élément d’une classe M fermée de H(K). Soit Z une v.a. du second
ordre telle qu’il existe h € H(K) vérifiant E,[Z) =< h,m >, ¥ m € M et posons

pAD = conZ, Y(§). Alors le prédicteur BLUP Z* de Z est donné par:
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Z' ={pz, ) +(Pmlh— 2), )
ot Py est le projecteur sur M. L erreur quadratique de prevision est:
B2 - 2 = varZ~ |pAk +|Pulh- Dk
Dans le cas particulier ou Z = ¥(#), nous avons p#(7) = K(%. ) et
En(2) = m(fy) = (pz,m) = (h,m) I.e.pz = h Nous en déduisons que le prédicteur BLUP de
Y(tﬂ) est Y* () = (K() fﬂ}, Y)jg
2. Exemples de Prédicteur BLUP
Les exemples suivants montrent que dans le cadre de la prédiction de processus autorégressifs
fonctionnels ARC(1) le prédicteur BLUP de Parzen coincident avec le meilleur prédicteur
probabiliste (voir [8]).

1. Soit(Y(#),t € R) un processus d’Omstein-Ulhenbeck. Posons X,(f) == Yo+ ) ,te€ [0,1],n€e Z
alors la suite (X, n € Z) est un processus autorégressit fonctionne!l ARC(1) dans I'espace des fonctions
continues Clo,y) d’opérateur p tel gue pf{1) = exp™“f1), ¢ > 0 (Bosq). Le prédicteur BLUP de Xy bas¢
sur des observations X, ...., X, du processtis (Xn,n € 2) est Xy, = pXa.

2. Soit(Y(9),t € IR) un processus et soit X,(f) .= Y(n+ 1), te [0,1], n € Z, telle que la suite
(X, 0 € Z) est un processus autorégressif tonctionnel ARC(1) dans I’espace des fonctions continues
Cp.1y d’opérateur p tel que pf= E; Rt)ei, e € Cogy, 1> 0. ( ef les processus Quasi-Markoviens).
Le prédicteur BLUP de X basé sur des observations X, .. .. , X, du processus (X,, n € Z) est
X1 = pXa.

3. Soit(Y(9),t € IR) un processus et tel que la suite ( Xa(f) = Y(n+ 1), te [0,1], n € 2) soit un
processus autorégressil fonctionnel ARC(1) dans [’espace des fonctions continues Clo,1) d opérateur p
de type intégral alors le prédicteur BLUP de X, basé sur des observations X, . ..., X, du processus
(Xn, n € 2) est X3y = pXa.

3. Prévision de processus ARC(1).

Dans ce paragraphe nous rappelons les résultats obtenus dans [8]. Nous considérons les fonctions
de covariances et de covariance croisée du processus strictement stationnaire (X,(2) ,z € [0,1],
ne 2): ds 0 = BXo(8)Xo(D), dis, D) = E(Xo(8)X1(9), d*(s,0) = E(Xo(D)Xi(s)) (conjuguée de
d)

A partir des observations D G [ (l) nous associons leurs estimateurs empiriques respectifs:

ealsd =L Z X{(9)XAD), dols,1) = Z XA8) X (D), dy(s, D) = 2 X1 () XAD)
El
Notons par C;;,,, Cxyx,» Cny An, Cx,x,, A} les opérateurs intégraux de noyaux respecm‘;

¢, d,cy, d, d*, d,. Par exemple:
1
oD@ = [ dsopar, re(o1)  re o]

I'et A désignent les opérateurs de covariance de Xj et de covariance croisée de Xy et Xj. Le
prédicteur BLUP X, de X, calculé sur les observations X,,(#;), t; € [0,1], /= 1,...,1; est
donné par ( voir [8]

o, h)...dn,t) di(sh)
L ) el ) (I S)
Xn(fl)---Xn([r) 0

C‘(!],t’] C{!],f,—)

—
Nous définissons un prédicteur statistique X}, de X par plug-in en remplagant les quantités
théoriques par leurs estimations - V s € [0,1],

colti,f)...calti, 1) dy(sh)

0 Yy oy SRS i ST e gl (12)
ol t1)...coltn tr)  di(tn5)

Xo(ty) ... Xa(tr) O

ou
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Cﬂ'(fls 4] )---cn(fl, fr)

Caltntr)... Cﬂ(fr-. t)
: —
Le prédicteur BLUP X, est appelé prédicteur BLUP discret .

D’autre part, le prédicteur BLUP X, de X, calculé sur la trajectoire compléte de X, sur [0,1]
est donné par (voir [8]): V s e [0,1],

X359 = 3 [ (s nesod ] X a3
A

ou (4,¢;) ., sont les éléments propres de Cl;.
Nous faisons les hypothéses suivantes:
H,. "le processus (X,, 1 € Z) a des trajectoires Lipschitz de constante L (v.a.) vérifiant
Flet) < w et il est géométriquement fortement mélangeant”.
"Pourtout sette [0,1] ilexiste m> 0et0 < M < oo tels que
1.0<m< BX3()X()] < M<
2. BX()X3()|" < M2REXG()X3(D), k= 3.
Des conditions suffisantes pour le mélange fort géométrique du processus (X5, 2 € Z) sont donnés
dans [1]. Nous avons le résultat suivant [8].
Proposition 1. Sous la condition H;, nous avons :

—_ sge, s
¥ s [0,1], | X(9) - Xu(9)| — 0 en probabilite
-+
Cas 1. Les fonctions propres ¢, sont connus.
Notons par (A_,,,, Qini) € N"‘) leurs estimateurs empiriques qui sont les éléments propres de

Fopéraleur C,.On définit un prédicteur statistique :\”:f; de X, de type plug-in en estimant les A;
dans X, parles A, : V 5 € [0,1]

— kn 1 1
= 2 [, B dwstoa Koo sod (1:4)
5=

ou la suite d’entiers naturels (&, ) T +oc quand 22 1 +o0. Nous faisons les hypothéses suivantes :
H; : ;> 0 pour tout j e N*
H; o B et 05l
Le résultat suivant donne la convergence en probabilité en norme Lﬁ,_,] du prédicteur ( voir [8]).
Proposition 2. Sous Ha, Hs, &k, — +0 , KGN n'AY — Oet 5N m'A2 — Oou
=+ N+ I—+x
N; = || Xill, on a:

= t
|7 - %

— 0 en probabilité

2 gt
Cas 2. Les fonctions propres ¢ ;sont inconnus
Nous imposons la condition suivante :

Hy: Ay = api:va > 00Tt ]

—
—_

On détinit un prédicteur statistique X5, de X}, de type plug-in en estimant les éléments propres
(A, 0;) par les (jn, @) dans X2 ¥ s € [0,1]
ka

= 1 |
X9 = 23 [ dits 0ennde | XuDoi(Dd (1.5)
s

—_
Le prédicteur BLUP ’)?‘,3 est appelé par la suite prédicteur BLUP continu.
Posons: M} = |l@ull,, M (ks) = maxizze, M;, M;= ll@jll_, ot @; = (@m0
M (ki) = max<i, M; , M (k,) = max (M (k,), M (k,)).Nous avons le résultat suivant (voir [8]).
Proposition 3. Supposons que le processus (X, 7 € Z) vérifie les hypothéses Hy Hs Hy et que
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| X, < M, ou M; > 0, k, = o(log n) et M (k,) = 0(logn)., Alors

P
— 0
=+
o0

’ .'H-I ml

4. Simulations et Exemples.

A. Simulations. Pour simuler des trajectoires de processus AR fonctionnels et le calcul des
prédicteurs BLUP (cas discret ou cas continu) nous utilisons le travail présenté par Pumo dans sa
thése (1992) et la bibliotheque Far développée par Julien Damons et Serge Guillas ( Modelization
for Functional AutoRegressive processes Package: far Version: 0.6-2 License: LGPL-2.1 version
2.0.0 du logiciel R). Le développement de Karhunen Loéve sur [0, 7+ 1] du mouvement Brownien:

E J2n+2 Y’*Eiuﬂl ot les v.a. ¥} sontiid deloi MO0, 1), permet de définir un

(F112)
bru1t blanc (en(t) n=0,1,...,te [0,1]) par nitérations d'un mouvement Brownien sur [0, 1].
Nous remplagons le develop ement de Karhunen Loéve ci-dessus par le suivant:

W, = EJ,_[ 2y 5‘”5(';_'[’,2,);”’ sur I’intervalle [0,1] et par une approximation de la somme infinie

par une somme finie. On définit un opérateur p par la relation pe;=f ey ou la suite (f5x) | 0 et

er = J2 sin[(k— 1/2)nd], k= 1,2,..., t € [0,1], qui sont les fonctions propres de I’opérateur de
covariance du mouvement brownien. On choisit comme valeur initiale la valeur Xp = &o. Soient
(X)), j=1,....,2m, ol mestun entier choisi et les coordonnés de I’observation X par rapport aux
vecteurs (e, 7= 0,1,...n) qui vérifient: X, = ﬁ,-X’}-&- g,,. Le prédicteur BLUP X}, discret

est calculé sur les observations X,(#),7= 1,...,m, t; € [0,1]. Pour le calcul du prédicteur
/\

BLUP Xf,:l continu on utilise la trajectoire observée X,(#) supposée connue aux pomts
ti=4,7=0,. — 1 et puis par une interpolation linéaire X;de X, (/ = 1,..,7-):

Xi(0) = X,-(;,—) + ‘“T‘"[X(%i) ~X(£)]) L e j=0,.,m-1
On pose aussi X,(1) = X(2L), (i = 1,..,n). Le prédicteur BLUP (cas continu) est donné par :

-1
|(S) Z 'y (Zm—] b l : 7 | )( !1?‘ 1 I Xn(f)(p),‘(f)df)
=1
Nous présentons ci dessous des simulations d’un processus ARC(1) sur des intervalles successifs et
les prédicteurs BLUP (discret ou continu) de la derniére trajectoire du processus simulé
accompagnées de ’erreur quadratique. La Figure (1.1) représente la simulation de n=70
trajectoires successives d’un processus ARC(1). Chaque trajectoire est calculées en m=25 points de
discrétisation de [0,1].

sim ulation d'un ARC(1)(m=25,n=70)

Figure (1.1)

Les Figures (1.2), (1.3), (1.4), représentent le prédicteur BLUP discret ou continu (trait pointillé
rouge ) de la 70 trajectoire (trait continu noir) pour le nombre d’observation n= 69 et n=39 et
les valeurs de m= 10 et 20 (points de discrétisation).



prédicteur discret(m=10,n=69)
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a _| o
a _| w
= s
a _| <
s s
" o
Chs <
e | o
w | “
i T T T T T T i
0.0 0.2 04 0.8 0.8 1
eq= 5108118
Figure (1.2)
prédicteur discret(m =20,n=69)
= o
e @
s
s e
3 s
w 0
g - 3
o | o
w | ]
i T T T T T T "
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
eq=4 868467
Figure (1.3)
prédicteur discret(m =20,n=39)
a e
n _| w
S o
e | e
S s
o o
2 @
o | o
o 2| o
¢ T T T T T T ‘
0.0 0.2 0.4 06 0.8 1
eq= 5. 911429
Figure (1.4)

prédicteur continu (m =10,n=69)

0.0 0.2 0.4 06 0.8 1.0

eq= 608478

prédicteur continu (m =20,n=69)

0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

eq= 6.112041

prédicteur continu (m =20,n=39)

00 0.2 04 0.8 0.8 1.0

eq= 5265274

Nous remarquons que le prédicteur BLUP donne une bonne "indication " de la tendance mais moins
sensible aux variations. Pour mesurer ’effet de discrétisation sur la prévision, nous présentons
ci-dessous pour 200 réplications, la moyenne des erreurs quadratiques pour 72 = 70 ( fixé) et
différentes valeurs de m = 15,25,35 (points de discrétisation) (Tableau 1) et ensuite pour m=25
(points de discrétisation fixé) et différentes valeurs de n = 30,50,70, 120, 130.
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Tableau 1
m 15 25 35
Mean 2.6789 3.566 4.308
Tableau 2
n 30 50 70 120 130
Mean 4.220 3.990 3.566 3.6202 3.4088

Nous remarquons pour 22 fixé |’erreur moyenne croit avec m (Tableau 1) et pour m fixéelle décroit
avec 27 (Tableau 2). Ce qui suggeére un choix de /m par validation croisée.

B. Exemples.

Nous utilisons les prédicteurs BLUP pour la prévision de séries réelles et nous comparons leurs
performances avec d’autres méthodes de prédiction.

1) Série climatologique ENSO. Nous appliquons la méthode de prédiction BLUPa la série
chronologique décrivant le phénomeéne climatologique ENSO qui résulte des interactions entre
I’atmosphere et ’océan au dessus de I’Océan Pacifique tropical. Le phénoméne EL Nino (EN) est
la composante océan dans ENSO tandis que Southern Oscillation (SO) est la composante
atmosphére. Un index mesurant la variabilité¢ d’EL Nino est fourni par les températures a la surface
de ’océan ramenées a une moyenne observée dans le domaine Nino-3 (508 - 50N, 1500W - 900W).
Des valeurs moyennes mensuelles sont enregistrées depuis le mois de Janvier 1950 a Juin 2007 par
des centres nationaux de la prévision environnementale aux Etats-Unis. La série chronologique de
cet index montre des variations inter-annuelles marquées et superposées a une composante
saisonniére forte. Cette série a été analysée par beaucoup d’auteurs (voir, par exemple, Besse,
Cardot et Stephenson, 2000[11]; Antoniadis et Sapatinas, 2003[4]). Pour pouvoir comparer avec
leurs résultats nous utilisons des observations mensuelles durant la période 1950-19835 pour la

—_—
prédiction de la température durant ’année 1986. La qualité d’un prédicteur X}, calculé aux points
ti, 1= 1,...,m, pour prévoir X, est mesurée par |’erreur relative absolue RMAE définie par:

i | T = ()
ol [ Xor
RMAE = 27 3 | | X1 (7))

&

Le tableau suivant donne les valeurs de 1'erreur RMA E associées aux différentes méthodes de
prévision : Wavelet II et Wavelet I1I : Antoniadis et Sapatinas 2003) [4], Antoniadis (2005) [5],
ARH et ARHD: André Mas et Besnik Pumo [2], FAR: Besse, Cardot et le Stephenson, 2000 [6].
Pour plus de détails sur ces résultats voir aussi [2].

Tableau 3: Erreur RMAE de différentes méthodes de prévision de la température a la surfacede
I’océan de I’année 1986

Méthodes de prévision RMAE
Wavelet 11 0.89%
Wavelet I11 1.20%
ARHDa=04,5=08 1.33%
ARHDa=0.1,8=04 1.25%

FAR 0.89%
SARIMA 3.72%
ARH (1) 1.60%
BLUP discret 1.25%
BLUP continu 1.70%

Nous remarquons que les méthodes BLUP discret ou continu fournissent des erreurs RMAE assez

faibles.
La Figure (2.1) représente la variation de la température (EL Nino3) de 1950 a 2006. Les figures
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(2.2) et (2.3) représentent la température a la surface (EL Nino3 ) de I’année 1986 et sa prévision
par le prédicteur BLUP discret et continu avec leur erreur RMAE.

EINiIinod température(1950-2006)

23 24 25 26 27 28 28
1

T T T T T T
1850 1960 1970 1§80 1990 2000

tim e

Figure (2.1)

prédicteur discret (1986) Prédicteur continu (1986)

Température El Nino3
250 255 260 265 270
|

Température dEl Nino3
250 255 260 285 270
|

T T T

RMAE=001251050 RMAE=0017068410
Figure (2.2) Figure (2.3)

Dans la suite nous utilisons les observations (un intervalle =1 année) de la période 1950-2005 pour
la prévision de la température a la surface de I’océan de 1’année 2006 . Dans [6] plusieurs méthodes
de prévision ont été utilisées en particulier la méthode de prévision "Climatologie" est basée sur
I’estimation du cycle moyen d’une année pour la prévision de 1’année suivante.

Tableau 4: Erreur RMAE' de différentes méthodes de prévision de la température a la surface de
’océan de I’année 2006.

Méthodes de prévision RMAE
Climatologie 2.5%
SARIMA 3.7%
Kernel 2.3%
Functional kernel 2.2%
Smooth FAR(1) 2.3%
Smooth FAR(1) with qg=p=12 2.4%
Local FAR(1) 2.2%
BLUP discret 1.40%
BLUP continu 2.25%

Nous remarquons que les méthodes BLUP discret et continu fournissent de bons résultats avec des
erreurs RMAE les plus faibles.

Les Figure (2.4), (2.5) représentent la température a la surface de I’océan (EL Nino ) de I’année
2006 et son prédicteur BLUP discret ou continu avec erreur RMAE.
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prédicteur discret(2006) Prédicteur continu (2006)

Température oEI Ninod
1 1 1 |

Température EI Nino3
250 255 260 285 270

250 255 2860 265 270 275

T T

RMAE=0014085269 RMAE=002252589

Figure (2.4) Figure (2.5)

2. Prévision de la température a Nottingham. Nous appliquons aussi la méthode de prédiction
BLUP sur la série historique des relevés de la température a Nottingham (température moyenne
mensuelle au chateau de Nottingham de Janvier 1920 et arrétée en 1939) disponible dans la série
Nottem de la bibliothéque de MASSE de S-PLUS. Nous utilisons les observations de la période
1920-1938 pour la prévision par la méthode BLUP discret ou continu de la température de I’année
1939 et nous présentons les erreurs RMAE des différentes méthodes de prévision disponibles (voir
[12]).

Tableau 5: Erreur RMAE de prévision de différentes méthodes de la température de I’année 1939 4
Nottingham.

Méthodes de prévision RMAE

Wavelet —Kernel 30 %
SS (Spline Smoothing) 28 %
SARIMA 31 %
BLUP cas discret 4.5%

BLUP cas continu 2.96%

Nous remarquons que les méthodes BLUP discret ou continu fournissent les erreurs RMAE les

plus faibles.
La Figure(2.6) représente la température a Nottingham de 1920-1939. Figure(2.7), (2.8)
représentent la température de ’année 1939 & Nottingham et sa prévision BLUP.

Température &8 Nothingham (1920-18389)

45 S0 55 B0 65

30 35 4
|

i T T
1920 1925 1830 1836 1840

tm e

Figure (2.6)
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prédicteur discret(1939)

g -

£

3

§ ool

I

H

5

£

= oy

-

2

2

T

£

5

L o
]

RMAE=0 04507416

Figure (2.7)

Température & Nothingham

Prédicteur continu (1939)

RMAE=00206848

Figure (2.8)

3-Prévision de la température a Alger. Dans cette troisieme partie nous présentons des résultats
de prévision de la température maximale et minimale moyenne a Alger pour I’année 2004. La
Figure (2.9) représente la variation de la température a Alger durant la période 1956-2004. Les
Figures (2.10), (2.11), (2.12), (2.13) représentent la température moyenne maximale et minimale de
I’année 2004 & Alger et les prédicteurs BLUP discret et continu avec leurs erreurs RMAE

respectives.
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Conclusion. Dans cette étude nous avons comparé notre méthode de prévision BLUP avec
plusieurs méthodes de prévision disponibles dans la littérature ([2][3][4][6][12] [13] ) sur la base
de leurs erreurs relatives moyenne RMAE . Pour les prédicteurs BLUP discret ou continu nous
obtenons en général des erreurs RMAE assez faibles ce qui donne dans certains cas un léger
avantage de cette méthode sur les autres méthodes de prévision présentées.
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