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Résumé – Nous étudions dans cet article l’utilisation d’une pénalité basée sur le transport optimal afin de régulariser des problèmes
inverses en traitement d’images. L’approche proposée est formulée dans un cadre variationnel et vise à favoriser des images dont
les patchs ont une distribution proche de celle apprise par un modèle génératif, ou d’exemples non dégradés disponibles. À l’aide
d’illustrations numériques, nous montrons la nécessité d’adopter une forme non symétrique de déséquilibre dans la formulation
du transport optimal. Nous donnons ensuite les détails permettant de calculer et de différentier cette formulation. Enfin, nous
détaillons son application à un problème particulier de super-résolution : la complétion de zoom.

Abstract – In this paper we consider the use of a penalty based on optimal transport in order to regularize inverse problems in
imaging. The proposed approach is formulated in a variational setting and aims at promoting images whose patch distribution is
close either to the one learned by a generative model, or to available uncorrupted patches. With the aid of numerical illustrations,
we argue in favor of adopting an asymmetric form of unbalanced transport. We then provide details concerning the computation
and the differentiation of the proposed penalty. Finally, we detail the application of our approach to a particular super-resolution
setting: the image zoom completion problem.

1 Introduction

Les problèmes de restauration constituent, aujourd’hui
encore, un thème de recherche important en traitement
d’images et couvrent un large champ d’applications. Ils
correspondent à l’estimation d’une image cible f à partir
d’une observation y dégradée par un opérateur linéaire
souvent non inversible ou mal conditionné A :

y = Au+ η,

où η correspond à une réalisation d’une variable aléatoire
centrée. Ces problèmes ont été traditionnellement traités
dans un cadre variationnel [19] où une estimation de f
est obtenue en minimisant une fonction de coût composée
d’une pénalité permettant d’induire des propriétés struc-
turelles (parcimonie de la représentation ou de la réponse
à des filtres passe-haut, redondance de patchs) et d’un
terme d’attache aux données.

Les avancées importantes en apprentissage profond ont
donné naissance à des approches dans lesquelles la res-
tauration est traitée comme un problème d’apprentissage
discriminant, c’est-à-dire dans lesquelles on modélise, de
bout-en-bout, la loi conditionnelle de f sachant y [14, 15].
Les performances empiriques de ces méthodes sont bonnes,

mais leur manque d’interprétabilité ainsi que la nécessité
de ré-entrainer le réseau dès que le modèle de dégradation
(A, η) change représentent des limitations importantes. Il
est aussi à noter que des travaux récents [8] ont mis en
lumière l’instabilité de ce type d’approches, en particulier
lorsque l’opérateur A n’est pas utilisé explicitement par le
réseau de neurones.

Depuis peu, on assiste à l’émergence d’approches va-
riationnelles de restauration d’images dans lesquelles le
terme de régularisation est appris, parfois de manière im-
plicite, par un réseau profond [13, 17]. Ainsi, l’apprentis-
sage peut être découplé du modèle de dégradation consi-
déré. Des travaux récents ont aussi proposé d’employer
un modèle génératif profond, entrâıné de manière non-
supervisée, pour définir le terme de régularisation [1, 7]
ou une loi a priori au sein d’une approche bayésienne [11].

L’approche que nous adoptons dans cet article se situe
dans le cadre des méthodes variationnelles qui emploient
un modèle génératif ou des exemples non dégradés pour
définir le terme de régularisation. Afin de garantir l’indé-
pendance de l’approche proposée vis-à-vis de la dimension
des images, la modélisation se fera à l’échelle des patchs.
L’objectif est de concevoir une pénalité qui favorise des



images dont les patchs sont consistants avec un modèle
génératif appris ou avec un ensemble de patchs non dé-
gradés disponibles au moment de la restauration. Pour
cela, nous proposons de tirer profit des avancées récentes
en transport optimal numérique [2, 5, 16, 20] et propo-
sons une pénalité basée sur le coût d’un transport optimal
non-équilibré entre la distribution empirique des patchs
de l’image restaurée et celle d’un modèle génératif dispo-
nible au moment de la restauration. À l’aide d’illustra-
tions numériques, nous montrons la nécessité d’adopter
une forme non symétrique de déséquilibre, dans la suite
appelée transport semi-déséquilibré. Nous donnons les dé-
tails permettant de calculer et de différentier cette for-
mulation. Enfin, nous détaillons son application à un pro-
blème particulier de super-résolution : la complétion de
zoom [3, 10].

Notons enfin que le transport optimal dans l’espace des
patchs d’images a été récemment employé pour la synthèse
de texture dans [6, 12] et dans une application de super-
résolution [9] proche de celle que nous considérons dans
cet article.

2 Pénalité basée sur le transport opti-
mal équilibré

Nous adoptons dans cette section les notations et défini-
tions de [5, 16]. Nous considérons des mesures de probabi-

lité discrètes à support dans Rn. Notons α =
∑N
i=1 aiδxi

et β =
∑M
j=1 bjδyj deux telles mesures, où xi, yj ∈ Rn.

Notons également a = (ai)i∈JNK ∈ ΣN et b = (bj)j∈JMK ∈
ΣM les vecteurs de probabilités associés, Σp désignant le
simplexe de probabilité dans Rp. La mesure produit de α
et β sera notée α⊗β. On considère la matrice C ∈ RN×M
telle que ci,j = c(xi, yj) = ‖xi − yj‖2

2. Pour toute matrice

π ∈ RN×M+ on notera π1 = π1M et π2 = πT 1N . On note
ιE la fonction qui vaut 0 sur E et +∞ sur Ec, et on note
ιv = ι{v} si l’ensemble est réduit à un élément.

Définition 1 (Transport optimal régularisé [5, 16]). Soit
ε > 0 fixé. On définit le transport optimal régularisé entre
deux mesures de probabilité discrètes α et β par

OTε(α, β) = min
π∈RN×M

+

〈C, π〉+εKL(π|α⊗β)+ια(π1)+ιβ(π2),

(1)
où KL(α|β) =

〈
a, log(ab )

〉
est la divergence de Kullback-

Leibler.

Le problème de minimisation (1) est associé à un pro-
blème dual de maximisation concave en deux vecteurs
f ∈ RN et g ∈ RM . Dans [16, Prop. 4.4] et [5] sont présen-
tés cette version duale du transport optimal ainsi qu’un al-
gorithme de montée de gradient par blocs équivalent à ce-
lui de Sinkhorn en variables logarithmiques. Les gradients
de OTε(α, β) par rapport à a, b, (xi)i∈JNK et (xj)j∈JMK

peuvent être obtenus par différentiation implicite [4, p.
124].

Comme expliqué dans [5], le transport optimal équili-
bré régularisé est biaisé. Rigollet et al. [18] montre que
la projection, au sens OTε, d’une mesure empirique sur
une classe de mesures vérifiant une hypothèse dite de fer-
meture sous domination, correspond à un estimateur du
maximum de vraisemblance dans un modèle de déconvo-
lution gaussien dont l’écart-type est précisément ε.

Néanmoins, pour des valeurs de ε faibles, OTε permet
de comparer des distributions et est calculable et différen-
tiable à l’aide de l’algorithme de Sinkhorn. Ces arguments
en font un bon candidat pour définir une pénalité dans des
méthodes variationnelles de restauration d’images. Consi-
dérons en particulier le cas où l’on dispose d’un modèle
génératif de patchs, représenté par une mesure de pro-
babilité β. Ce modèle peut être appris en amont sur un
ensemble de patchs non dégradés, ou correspondre à la
donnée d’un ensemble de patchs similaires à ceux que l’on
souhaite restaurer, auquel cas β sera une mesure empi-
rique. La restauration pénalisée par le transport optimal
régularisé est posée comme le problème suivant :

min
x

λ

2 ||Ax− y||
2 + E

β̃M∼β
[OTε(αx, β̃M )], λ, ε > 0. (2)

Dans (2), αx = 1
N

∑N
n=1 δPix est la distribution empirique

associée aux patchs (Pix)i∈JNK extraits de x et β̃M =
1
M

∑M
n=1 δyi est la distribution empirique associée à un

tirage de M patchs yj générés selon β. Ainsi, dans le cas
où β est à support continu, l’approche que nous proposons
ne nécessite pas de connâıtre sa densité, mais simplement
de pouvoir l’échantillonner.

Illustrons la résolution de ce problème avec un exemple
de débruitage, c’est-à-dire avec A = I, sur une texture pa-
ramétrique f (voir figure 1) dont les patchs sont générés à
partir d’une gaussienne N1. Le modèle génératif β choisi
est un mélange de densité 0.8N1 + 0.2N2, où N2 est une
gaussienne qui génère des patchs avec un bord horizontal,
non présents dans f . Le problème (2) est minimisé par des-
cente de gradient stochastique dans laquelle un échantillon
de taille M = 24000 selon β est tiré à chaque itération.
Avec les paramètres λ = 0.2 et ε = 0.1, on obtient le résul-
tat OTε de la figure 1. On remarque la création de patchs
aberrants, causée par la contrainte forte sur β. Le manque
de souplesse du transport optimal régularisé nous conduit
à introduire ci-après le transport optimal régularisé semi-
déséquilibré.

3 Transport optimal semi-déséquilibré

Le transport que nous proposons relâche la contrainte
sur la distribution cible β. L’objectif est d’accrôıtre la ro-
bustesse vis-à-vis du modèle β en autorisant l’algorithme
de restauration à ignorer une partie de cette distribution.
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Figure 1 – Débruitage avec transport optimal régularisé
équilibré, déséquilibré et semi-déséquilibré (λ = 0.3, ε =
10−4, ρ = 0.1). Les PSNR sont respectivement 24.81, 21.72
et 25.48.

Définition 2 (Transport optimal régularisé semi-déséquili-
bré). Soient ε > 0 et ρ > 0 fixés. On définit le transport
optimal régularisé semi-déséquilibré entre les mesures α
et β par

OTε,ρ(α, β) = min
π∈RN×M

+

〈C, π〉+ εKL(π, α⊗ β)

+ ια(π1) + ρKL(π2, β).
(3)

Ce nouveau transport s’inspire de la version déséquili-
brée de Séjourné et al. [20] où les deux contraintes sont
remplacées par ρKL. Comme l’illustre le résultat OTε,ρ,ρ
de la figure 1, minimiser le problème (2) avec cette re-
laxation KL sur la distribution αx des patchs produit des
images dont certaines zones ne sont pas restaurées. Dans
(3), seule la seconde contrainte est remplacée par ρKL. Le
résultat de débruitage OTε,ρ de la figure 1 ne fait pas ap-
parâıtre de bords provenant des 20% de patchs non adap-
tés du modèle β grâce à la relaxation KL sur β et débruite
de manière homogène toute l’image grâce à la contrainte
égalité sur αx.

Nous détaillons ci-dessous comment une formulation duale
permet de calculer la fonctionnelle OTε,ρ(α, β) et son gra-
dient [5, 20].

Proposition 1. Pour ε > 0 fixé, le transport optimal régu-
larisé semi-déséquilibré entre deux mesures de probabilités
discrètes α et β admet la version duale

OTε,ρ(α, β) = max
(f ,g)∈RN×RM

〈a, f〉 − 〈b,Φ∗(−g)〉

− ε〈a⊗ b, exp[ f ⊕ g− C
ε

]− 1〉
(4)

avec Φ∗(q) = ρ(exp[ qρ ] − 1), appliquée à chaque compo-
sante.

(4) est un problème de maximisation concave qui peut
être résolu par maximisation alternée de la fonctionnelle
en f et g comme précisé par le théorème suivant.

Théorème 1 (Algorithme de Sinkhorn [20]). En partant de
f0 quelconque, l’algorithme suivant converge vers la solu-
tion du transport optimal régularisé semi-déséquilibré (4) :

gt+1
j = − ε

1+ ε
ρ

log
(∑N

i=1 ai exp
[
fti−Cij

ε

])
, j ∈ JMK,

f t+1
i = −ε log

(∑M
j=1 bj exp

[
gt+1
j
−Cij
ε

])
, i ∈ JNK.

Proposition 2. Soit F (f ,g), la fonction à maximiser dans

(4). À la fin de chaque itération t ≥ 1 de l’algorithme de
Sinkhorn on a

F (f t,gt) = 〈a, f t〉 − 〈b,Φ∗(−gt)〉. (5)

Utiliser la fonctionnelle OTε,ρ pour résoudre un pro-
blème variationnel nécessite de pouvoir différencier par
rapport aux coordonnées xi des masses de la mesure α =∑
i aiδxi . Ceci est possible en supposant que la conver-

gence de l’algorithme de Sinkhorn est atteinte [5] : si (f?,g?)
est une solution de (4), alors

∂xiOTε(
∑
i

aiδxi , β) = ai∇ϕ(xi) (6)

où ϕ : Rn → R a pour expression

ϕ(x) = −ε log
(∑M

j=1 bj exp
[
g?j−c(x,yj)

ε

])
. (7)

4 Application à la super-résolution avec

la complétion de zoom

La complétion de zoom est un problème particulier de
restauration d’images. Le but est de restaurer une image
u étant données sa version basse résolution uBR = SHu,
où H est un opérateur de flou gaussien et S de sous-
échantillonnage, et une sous-partie uPHR = uω en haute
résolution de coordonnées le masque ω. Afin de résoudre
ce problème nous considérons le problème de minimisation

min
x

λ

2 ||SHx− u
BR||2 + OTε,ρ(αx, β) + ιuPHR(xω), (8)

où αx = 1
N

∑N
i=1 δPix et β = 1

M

∑M
j=1 δPjuPHR sont respec-

tivement les distributions empiriques associées aux patchs
de x et de uPHR.

On résout numériquement ce problème par une descente
de gradient en projetant x sur la contrainte à chaque étape
de la descente de gradient. La descente de gradient est faite
par l’optimiseur Adam. On remarque une supériorité du
transport optimal semi-déséquilibré sur le transport op-
timal équilibré. Il tire avantage de la distribution cible
contrairement transport équilibré. Même si les résultats
obtenus par transport régularisé semi-équilibré sont pour
certains meilleurs visuellement que la méthode compara-
tive [10], la quantification par PSNR et SSIM est moins
bonne.

5 Conclusion

Nous présentons deux expériences montrant que le trans-
port régularisé semi-déséquilibré est un outil prometteur
pour la restauration d’images par patchs, contrairement
aux formulations usuelles équilibrée et déséquilibrée. Ce
travail ouvre la porte à plusieurs perspectives comme l’étude
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PSNR=27.65 PSNR=31.09 PSNR=34.19

SSIM=0.92 SSIM=0.94 PSNR=0.96

PSNR=21.65 PSNR=21.71 PSNR=23.62

SSIM=0.77 SSIM=0.77 SSIM=0.81

PSNR=29.36 PSNR=35.64 PSNR=39.59

SSIM=0.96 SSIM=0.97 SSIM=0.98

PSNR=19.58 PSNR=36.74 PSNR=43.62

SSIM=0.87 SSIM=0.97 SSIM=0.96

Figure 2 – Application de la complétion de zoom. De
gauche à droite : haute résolution (avec masque), basse
résolution, restauration par OTε, OTε,ρ et [10]. Résultats
obtenus avec λ = 0.3, ρ = 0.05 pour les images 1, 3, 4, 5
et λ = 1, ρ = 0.256 pour l’image 2. Les PSNR sont été
calculés sur la partie restaurée loin des bords et le SSIM
sur toute l’image.

d’une version débiaisée ou l’extension du transport semi-
déséquilibré dans un cadre semi-continu.
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