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Les séries congruo-harmoniques alternées
Partie 1 - Somme et restes partiels

par David Pouvreau?

1. Introduction
k

Pour tout couple fixé (p; q) d’entiers naturels non nuls, la série de terme général est

pk+q
convergente. Elle satisfait en effet le critére spécial de convergence des séries alternées, la suite

1
( ) étant décroissante et de limite 0. Nous noterons Sp,q la somme de cette série :

pk+q/ pen
+o0
¢ z (—-1Dk
pa = -
k=0pk +q

Lorsqu’on somme de maniére alternée les inverses de tous les entiers naturels non nuls, on
obtient le cas particulier de la série dite « harmonique alternée », cas important qui correspond a
(p; @) = (1;1) et que l'on retrouve impliqué méme hors du champ des mathématiques pures,
notamment en physique de la matiére condensée dans les calculs de cohésion de réseaux ioniques
(Asangul 2006, p. 163). On consideére plus généralement ici la somme alternée des inverses des
entiers naturels supérieurs ou égaux a q qui sont congrus a ¢ modulo p. Nous I'appellerons la
« série congruo-harmonique alternée (CHA) de parameétres (p; q) ».

Cette premiere partie d'article expose le calcul général et explicite des sommes S, 4, ainsi

que leur représentation graphique. Le lien entre la sous-famille (Sp'l)pEN* et la fonction digamma

Y, ainsi que celui plus général entre la famille de sommes (Sp,q) )2 et la fonction @

(p;@) (N
d’'Hurwitz-Lerch y seront également évoqués. Sera enfin démontré un développement en fraction
continue généralisée de chaque reste partiel de toute série CHA.

La seconde partie, publiée dans le numéro 124 de Quadrature, étudiera le probléme de
I'accélération de la convergence de ces séries, posé par 'extréme lenteur de cette convergence.
Plusieurs algorithmes d’accélération fondés sur le développement en fraction continue des restes
partiels seront alors présentés, et leurs performances étudiées de maniere précise.

2. Identité de la somme de la série a une intégrale

On peut écrire, pour tout x € [0; 1] et toutn € N fixés :

E n+1 P
n 14 k 1 - <_xq> 1 nx(n+1)a
§Z<_xq) - 2N pt (D 7
k=0 1-— (—xq) 1+ x4 1+ x4

De cette identité se déduit, pour toutn € N :

n 1 2 19 1x(n+1)§
2f (—1Dkx"qdx =f 5 dx + (—1)”] 5 dx
k=0"0 0 1+4x4 0 1 +xa

1 Professeur agrégé de mathématiques en CPGE au Lycée Roland Garros, Le Tampon, La Réunion. IREM de
La Réunion. Email : pvrdvd@gmail.com.
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D’ou résulte :

"Nk 1 1 (+DE
D" _1 dx + (-1)"R,,™, ou R,,™ = e~ dx
k=0 0 1+4xa 0 1+4x49
Or, on a clairement lim qu( )= puisque :
n—-+oo
1 1

n) 1t (n+1)E
VneN,0<R,,,q”<—fx Tdx =~y
qJo Tn+1)g+1

1
Par conséquent, on obtient finalement en utilisant aussi le changement de variable t = x4 :

Théoréme 1

1 tq—l
V(i) € (N, S, =f g
A Jo 1+1tP

3. Calcul explicite de la somme par celui de l'intégrale

Théoréme 2
Pour tout (p; q) € (N*)?:

. . In(2)
(i) Sip=q, Spq=—"7"
p
m-1 m-1 1
_ 1)~
(ii) Sig>p etq=0 [p], alors S, , = ( 7)? In(2) — (i ) ou m= %
=

(iii) Sip>2etq€[1;p—1],alors
5(3)-1 5(3)-1
Spq = plz Z (p —1—2j)sin <(2j + 1)%71) —% Z cos ((Zj + 1)%71) In (sin ((2] + 1)%))

sm(]Z‘HZ”)l n (sin (f%))

(iv) Sig>p=2etq#0 [p], alors, y désignant le quotient et r le reste de la division

|
||M

2p sm

euclidienne de g parp :

—1)¢
Spqg = DX Sy — Z ZE{) +)r ou S, se calcule par la formule du (iii).
=0

D’une maniere plus unifiée, en notantq = ap + b aveca € Net1 < b < p, on obtient:

1 p+b -1 b
(~1y35,, = =V Zp( Y 1n2)

+- Z(( 1)k — 1) (COS <kb n) In (2 sin (k 27;)) —g(l — g) sin (kgn)) — :: ;;?Z

(avec la convention usuelle de poser la premiere somme égale a 0 si p = 1 et la derniere
somme égalea 0 sia = 0).



David Pouvreau Les séries congruo-harmoniques alternées — Partie 1 Quadrature 123, 2022, pp. 16-27

Les deux premiers résultats sont relativement faciles a établir. Le troisieme est nettement
plus épineux et, une fois ce dernier obtenu, le quatriéme se démontre sans difficulté. Quant a la
formule unifiée, elle découle d’'une variante du calcul qui suit, trés similaire mais avec une
sophistication supplémentaire qui permet d’aboutir a cette unité tout en présentant
I'inconvénient d’'une moindre concision. Les grandes lignes en sont fournies en annexe 2.

Casl:q=0p
Dans ce cas, on obtient effectivement :

. _li(—l)k_lfl L (C)
p'q_pk_0k+1_p01+t )

Cas2:q >pavecq =0 [p]
Alors il existe m € N\{0; 1} tel que ¢ = mp et on obtient bien :

o _INEDF 1 i (-1 (Z“’ (-t ’"2'1 (—1)4’-"1)
g = — = — —_— B ——— _—
p k=0k m Pizn ¢ P\= ¢ =1 ¢
(- i(—l)f "’2‘1 o) o mz_l (1
= . - . = n2)- ) ——
p \g/tl 2 p =
Cas3:p>2etq€[1l;p—1]
x9-1
Commengons par chercher les péles de la fraction rationnelle F(X) = XPeT Il s’agira

ensuite de les utiliser afin d’en déduire les décompositions de F(X) en éléments simples dans
C(X), puis dans R(X). Cette décomposition est nécessaire pour le calcul explicite de I'intégrale.

2T

Soient E (g) la partie entiere de p/2 et w, = e'?. Les poles de F(X) sont les racines p-
iemes de —1. Si p = 3 est impair, leur ensemble s’écrit {—1} U {eigij ;J € [{O;E (g) - 1]]} U
{e_iiw—pf ;] E [[0; E (g) — 1]]} Si p = 2 est pair, cet ensemble est {el;ij S [{O;E (g) - 1]]} U
{e_l?a)_pj ;J € [[0; E (g) - 1]]} La décomposition de F (X) dans C(X) s’en déduit, par application de

résultats bien connus concernant la partie polaire associée a un pole simple :

£(5)-1
1- (-1 a; @ —1)t (—1)Pa
F(X) = (2 )Xﬂ°1+2  —+ L 01‘1,80=( 1)p_1=( )
+ =o X—el5wpf X—e_le_pJ p(-1) p
( P
ePw 1)
D 1 LYo 1 (4 4 1 .
et: Vj€ [[O;E(B) B 1]]: QG =—"""1T"" p-1° _wp(q-p)]ezp(q P _ ——el(P”JrZJPn) =——el%p
2 i AP 1% p p
p(e pa)p]>

ou 8, =(02j+1) g. En résulte la décomposition cherchée dans R(X) :

E(B)-1 _ L
1-(-DP(-1P 7 1 (a; + @)X - (aje Pop’ +aje Pwy )
F(X) = +

2 p  X+1 2

.TT TT .TT
——— = i~
j=0 X2 — (e Pwy,) +e Pwpl)X + le Pw,/
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E(8)-1
1_( DP (- 1)p a 1 N @) 2Re(a)X — ZRe(aje Pwp1>
2 X+1

= ~2Re (e‘?wpi)x +1

_ E(—)-

1-(DPEDPT 11 Z 2cos(q0;, )X —2cos((q —1)6;, )
B 2 p X+1 p L X2 —2cos(6;, )X +1 '
j=0 ’

NS

Le calcul de l'intégrale consiste alors a se laisser guider sur cette base par quelques
formules classiques de primitives afin d’effectuer des transformations utiles, puis un changement
de variable adéquat. L’utilisation de plusieurs propriétés de la fonction arctangente permet alors

d’aboutir a I'explicitation voulue. On observe ainsi que pour tout j € [[0; E (g) — 1]] :

jl 2t cos(q8; ) — 2 cos((q — 1)6; ) dt
0

t2 —2tcos(6;,) + 1

_Cos(qejp)f (2t — 2 cos(6;,)) . LlZCOS(q )cos(q ip) —2cos((q = 1)6;,) ;

-2t cos( ) +1 -2t cos( j,p) +1
= cos(q p) [ln(t -2 cos( p) t+ 1)]

1 1
+(cos((q + 1)9]-,,,) - COS((CI - 1)9j,p) )L (t _ cos(9 ))2 + sin2(9 )dt
ji.p J.p

= cos(qt,) n (2(1 - cos(;,))) - Sm(qfiigesji,:>(9]p)f ( =0 ))

sm(Hj p)

= cos(qu_p) In (2(1 - COS(QM,))) - Sm((q Sm(ej P)f 1+ u?

N 1 )
oulaq=——— etb—tan( )
tan(8») 2

= cos(qej‘p) ln(Z x 2 sin? (Hj,p)) -2 sin(qu,p) [arctan(b) + arctan(—a)]
0 2 0; 1
= cos(qej‘p) In ((2 sm( ]Zp)) ) -2 sin(qﬁj'p) (% + % — arctan (—_a)>

2sin (7)) - 25imCaes5) (52 +5 - 1)
= 2cos(qb;,)In (2 sin (szp)) — % (p —1—2j)sin(qb;,).

S’en déduit alors I'identité (1) :

=2 cos(qej‘p) In (

o) )
1-(=DP (=D)P7 2 i
Spq = > . In(2) - ]Z:;) cos(q6;,)In (2 sm( > )) z (0 — 1-2j)sin(q6,).

Transformons maintenant le résultat ainsi obtenu afin d’aboutir a la premiere formulation
du (iii). On peut a cette fin commencer par établir :



David Pouvreau Les séries congruo-harmoniques alternées — Partie 1 Quadrature 123, 2022, pp. 16-27

Lemme 1
pPy_
£(3)-1 0 si p est pair
Z cos(q6,) = (=Da+t e+t _ _
= — si p est impair
£(5)-1
Notons : a¢ = Z e%p Ona:
=0

o) W (Y

o= Z lq(2]+1)— l%ﬂ' ( q2n) i%
q27r

j=0 Jj=0 1—e'p
_ ei%” ei%E(g)" (e_i%E(g)" — ei%E(%)”) _ i%E(g)n —2isin (%E (g) n) _ sin (%E (%) T[) i%E(g)n
e Z” ( _i%” ‘%”) —2isin (% n) sin (% n)
D’ou
E(%)_l sin (QE (B) 7'[) sin (Z—qE (E) 7T)
p-\2 q_(p _ p 2
JZ:(; cos(q6;,) = Re(a) = R (%n) cos (EE (E) n) = (gn) ,
Si p est pair, on obtient bien :
53 sin (242 7)
. _\p2J
]Zo cos(qb;,) = Zsm( = 0.
Et si p est impair, de la forme 2r + 1 ou r € N* on obtient bien aussi :
D\ _
E(Z) 1cos( 0 3 sin (21"2—:-1 qn) B sin (qn — Zrlﬁqn) 3 (—1)4 sin (—ﬁqn) 3 (_1)q+1
Z 1p) = Zsin(gn) - 2 1 o2 in (1 2
z sin (g7 147) sin (g7 147)

Ce premier lemme permet déja de simplifier significativement I'identité (1). En I'utilisant,
on obtient en effet que si p est pair, alors :

5(5)-1
1= (-1 (-1 2 v
5 > In(2) — 5 JZ:(; cos(qej,p) In (2 sin (%))
5(5)-1 5(5)-1

_ 2 2 _(Oip\) 2 . (Oip
=0In(2) — Eln(Z) X0 —; ]Z:;) cos(qej,p) In (sm (T)) = _E ]Z:(:J cos(qej,p) In (sm (T))
Et que si p est impair, alors aussi bien :

5(5)-1

1-(—1)P (—1)P74 2
5 > In(2) — ; ; cos(qej’p) In (2 sin ( ))
)

1 (=1) (1) (-1 )q+ 2 (05
- —In(2) - —1 @—5—> ; cos(q6;,)In (sm (T))

5
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o o
== lnz(?Z) (DT + (-1 —% ; cos(q6;,)In (sm (91217)) _ _% ]Z(; cos(q6;,)In (2 i (912—1’»

On en déduit dans tous les cas la premiére identité annoncée au (iii) :

#(3)- #(3)-
q= l% Z (p —1—2j)sin(q6;,) —% Z cos(q6;,)In (sm <9]2p)>.
j=0 j=0

Poursuivons alors la transformation afin d’aboutir a la seconde identité annoncée au (iii).
On peut commencer par obtenir la seconde somme formelle apparaissant dans cette identité par :

£(5)-1 p-1
., (cos (j%n) — (=1)/ cos (j g)) In (sin (j 27T_p))

kZO cos ((Zk +1) %n) In (sin ((Zk +1) %)) -
= %Z (cos (] n) — cos (]qn +]7T))ln (sm( )) S 1sm Sm (]ﬂ _an)ln (Sm (] 27;))

=1

N =
-

~.

La premiére somme de la seconde identité du (iii) peut quant a elle étre démontrée de
deux manieres qui aboutissent a l'identité, dont (iii) découle ensuite immédiatement :

£(3)-1
Vqellp—1], 2 (» —1-2))sin(q8;,) = q (2).
= 2sin ( n)
Le détail de ces preuves est renvoyé en annexe 1. La premiére consiste a observer que :
5(5)-1
q q
z (p—1-2j)sin(q8;,) = (p — g (EZT[) 2f' (EZTI)
5(5)-1 5(5)-1
\ . L i(jx+ﬂ7r) i(jx+grt)
ou f et g sont les fonctions définies sur R par f(x) = Re e p et g(x) =Im z e p
j=0 j=0
5(5)-1
' . . . i(jx+ﬂrr) ~ . ' ; ’ .
L'explicitation de e P/ par la méme voie qu'au lemme 1 permet alors d’en déduire celles
j=0

de f(x) etde g(x), dont découle finalement I'identité (2) au moyen de formules trigonométriques
classiques. La seconde démonstration, légérement plus courte, repose quant a elle a la fois sur le
lemme 1 et sur un second lemme trés efficace :

Lemme 2
Si p est pair

cos(20+1)gn) = 2

E(g)_l { (-D7-1
p -1/2 si p est impair

j=0

Il s’agit alors d’établir que des deux lemmes et de formules trigonométriques classiques découle
la possibilité d’utiliser un principe de sommation quasi-télescopique, puis de conclure a I'identité
(2) au moyen d’une discussion selon la parité de p.

6
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Cas4:q >p=2avecq #0 [p]
Notons dans ce cas r le reste de la division euclidienne de g par p: cette division de
quotient noté y s’écritq = py + r,avecr € [1;p — 1]. On obtient le résultat annoncé par :

+00 +00 +o0 x-1
. Z Dk Z —D* (_sz D' _ s - Z G
Pa Laptk+x)+r pl+r pl+1r br pl+r ]|
k=0 =y =y £=0

4, Cas particuliers remarquables et observations complémentaires

La sous-famille (Sp’l)peN* de la famille (Sp'q)(p;q)e(N*)z est intéressante. On retrouve
immédiatement S; ; = In(2) et on obtient plus généralement avec le théoréme 2 que :
p-1
Vp=2, S1= Lﬂ - EZ sin (] n) sin (] += J n) In (sm (ii))
2p sin (5) p = 2 p p2

On retrouve avec ce résultat les deux autres cas particuliers classiques :

T 2 T T T T

52’1 = LLST(%) - ESiI’l (E) SiI’l(T[) In (sin (Z)) = Z —-0= Z

2 2 1 1
S3,1=&;ITW—gsin(%)sin(g+g)ln(sin(g)) %—g 21 ()_§1n(2)+%'

Les éléments de la sous-famille (Sp'l)pEN* sont en fait liés a la fonction digamma 1, dérivée

logarithmique de la fonction I d’Euler étendue comme suit a une moitié du plan complexe :

C\{z€eC;Re(z) <0}->C C\{z€C;Re(z) <0}->C
I Z - JO t?~le~tdt et Ze II:((ZZ)) F(Z)_f tZ~1In(t) e~tdt

(ou I'" désigne la dérivée de I" au sens généralisé de la dérivation des fonctions méromorphes).
Un théoréme publié en 1812 par Gauss énonce que pour tousn € N\{0; 1} etm € [1;n — 1] :

5(%7)

m 1 .m (] . ,
Y (z) —In(2n) — 5 m +2 Zl cos (Zn] ;) In (sm (n E)) ou y estla constante d'Euler.

En combinant ce théoréme et I'expression de S,, ; obtenue plus haut, on retrouve facilement une
autre formulation déja connue de S, ; que I'on peut dailleurs déduire d’'une propriété générale de
Y (voir Erdélyi A. & al. (1981), Weisstein (2021)) :

ew s =g (05 -9 (5)

Par ailleurs, il apparait plus profondément encore que tous les éléments de la sous-famille
(Sp'l)pEN* sont étroitement liés a la fonction transcendante ® de Hurwitz-Lerch, définie par :
+0oo0 Zk
®O(z;s;a) = Z m pour touta € Ctel que 1 — a & N, tout s € C et tout z tel que |z| < 1.
a
k=0

Il est en effet clair que :



David Pouvreau Les séries congruo-harmoniques alternées — Partie 1 Quadrature 123, 2022, pp. 16-27

VpEN*, S 1cb( 111>
1% ) X = - —1,1,—.
P17 p p

Cette identité peut d’ailleurs s’observer d’'une autre maniére en utilisant le fait qu’on dispose aussi
pour tout s € C de partie réelle strictement positive de la représentation intégrale générale :

s—1e—ax

(253 @) = — fwx d
Zsia T T(s)), 1-—zeX X

(Ferreira & Lopez (2004)). De cette représentation résulte en effet immédiatement en particulier :

1
1 1\ 1 (+° "
—<b(—1;1;—):—f — dx.
p p/ ply 1+e7*

1
Et il suffit alors d’effectuer le changement de variable t = e " pour obtenir :

1¢(111)—j1 L =5
p p) 1P

Il importe en fait d’observer qu’en réalité, ce lien avec la fonction @ concerne I'ensemble de la

famille (SP"I)(p-q)e(N*)Z . On vérifie en effet aussi bien I'identité :

2 1 q
V(i) € (N, Spq =0 (—1; 1;5).

5. Représentation graphique de la famille des sommes

Les représentations graphiques de la famille donnent a voir une

(S”"I)(zo:q)E([l;+oo[m\l)2
belle régularité qui traduit le fait que le théoreme 1 exprime les S,, ; comme les valeurs prises aux
couples d’entiers naturels non nuls d’une fonction de classe €* sur [1; +oo[? des deux variables

réelles p et q - ainsi que la possibilité d’exprimer les S, , de maniére unifiée avec la fonction ®.

10 1

0.8 7

0.6
Sp.q

0.4 7

0.2 7

0.0 7

0.14
0.12
0.10

Sp.q 008
0.06
0.04

o
0025
0.00
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6. Développements en fractions continues généralisées des restes partiels

Nous avons établi que :

1 1x(n+1)§
vne N, Sp,q — Sp,q(n) + (_1)n+1Rp,q(n)l ol Rp,q(n) — —f D dx.
10 1 4 xa

Nous allons montrer ici qu'une telle évaluation exacte de Rp,q(") est, comme dans le cas particulier

(p; @) = (2; 1) déja étudié, toujours rationnellement accessible au moyen d'un développement en
fraction continue généralisée :

Théoréme 3
Pour tout (p; q) € (N*)? ettoutn € N :

+ 0o n
(-1 (-1 (™!
—opk tq k—opk ta a., M + (1p)? ot %va pr+p 1
pa () (2p)?
Apq- T 2
o (4 (3p)
.9 ap,q(n) + ...

Remarquons d’abord pour établir ce résultat que, pour toutn € N :

Rp.q(n) + Rp.q(n+1) = (_1)n+1[(5p.q - Sp.q(n)) - (Sp.q - Sp.q(n+1))]

+1
= (_1)n+1(5 (n+1) _ S (n)) — (_1)n+1 (_1)n .
P pa p(n+1)+¢q
Par conséquent :
1
vneN, R, W4+Rp D -~ (D).
. P pn+ (@ +q)

Un argument crucial est que (R, 4 (”))neN est I'unique suite convergente vérifiant (1). En

effet, soit (1;,)pey Une suite vérifiant aussi (1). Posons v, =1, — Rp,q(") pour tout n € N. Par
construction, la suite de terme général (v,,;1 + 1,;) est stationnaire et de valeur 0. Il en résulte :
vneN, v, =(—1)"v,; soit aussi : VneN, r, = Rp,q(n) + (—1)™v,. Par conséquent : (13,)

converge si, et seulement si lim (—1)"v, existe et est réelle, donc si, et seulement si vy = 0; ce
n—+oo

qui équivaut bien a la nullité de la suite (v,) etdonca:vn €N, n, =R, , ),

Supposons maintenant qu'il existe deux suites réelles (a;)ren et (bx) ey telles que :

a
VRnEN, R,,™ = -
g 1
n-+ bo + a,
n+b1+—n+b2+”.
Pour tout (n; k) € N? fixé, notons alors :
a
Fn(k) - : Ape+1
n-+ bk + n b n Q2
N+ D41 N+ Dpyp + -

ai/n estclairement un équivalent de F,fk) lorsque n estvoisinde +cet:V k € N, lirll Fn(k) =0.
n—-+4+oo

Par ailleurs, il résulte de (1) que les suites (ay)xen €t (by)keny doivent nécessairement vérifier :
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ag ag 1

vVneEN, + = .
n+by+FEY n4+1+by+EY pnt++q)

C’est-a-dire aussi 'identité (2) :

VneN, (n+by+ED’)(n+1+b+EY)=ac(pn+ @+a)(2n+1+2b, + EP +ED).

En ordonnant et en divisant par n, puis en utilisant lirP Fn(l) =0= lirP Fn(i)v on obtient que
n—-+oo n—-+oo
1
_ 1—2pay =0 . =2,
nécessairement : { . C’est-a-dire : .
2by + 1 —pay — 2paghy — 2(p + q)ag = 0 b0=%+%
L'identité (2) se réécrit alors :
vneN, 2n(ED+ED)+ (4 + zg) E®M — (0 - 2%) ED 4 4p@ED 1220  (3)
Or, pour toutn € N :
@ _ e @ _ e
E,l=————7 et E.1=
" n+b +FE? " n414b +F2

En reportant dans (3), on obtient donc, aprés réduction au méme dénominateur, l'identité (4) :

VneN, 0= (1—4a)n®+ <—6a1 —4a,by + 1+ 2b, — 4a1%+ (1 -2a,) (F? + F,fﬂ))n

+ <b1 +b,2—4a, — 2a1%— 4a,b, (1 + %) — 4a,% + (1 +b, —2a g) E® — (4 + 2%— bl) aEZ + F,fZ)F,fﬂ)
En divisant par n puis en utilisant lir_P Fn(z) =0= lilzl Fn(i)l on obtient que nécessairement :
n—-+o n-+oo
{ 4a,—1=0
6a1 + 4a1b1 —-1- 2b1 + 4a1q/p =0
a; = 1/4
C’est-a-dire : {b _1_ 4. En reportant dans I'identité (4), on obtient désormais I'identité :
1=373

n+1 n+1

vneN, 2n(EP +ED)+ (6 + 2%) E® — (2 —2 %) E® 4+ 4rPE@ _22 -

Pour tout entier k > 2, notons maintenant (Hy ) la proposition :

_(k-1)?
ag-1 = 4
1 q
b1 ==+~
k—1 2+p
vneN, 2n(F,f")+F,f’+‘)1)+2(k+1+%)F,f")—z<k—1—%)F,f’j)1+4F,f")F,f’+‘)1—k2=0

Nous avons établi plus haut que (H,) est vraie. Supposons (Hy) vraie pour un certain k > 2 fixé.

a a
En utilisant Fn(k) = k et Fn(ﬂ = : (k+1) ’
F

n+ by, + ECHY n+1+ by +F

on obtient I'identité (5) :
(k+1) (k+1) 2 (k+1) (k+1)
vneN, —2na(2n+1+2b + (B + ESTV)) + k2 (n+ b+ EXY) (n+ 14 by + EST)
_ (z(k +1) + 2%) a, (n +1+4 Fn(ﬁ”) + (z(k —1)— 2%) @ (n + Fn(k+1)) +aa,? =0

10
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D’ou, apres avoir développé, ordonné et divisé par n la relation obtenue :

vn>1, (k?-4a)n
+ (—Zak — day by + 2k%b, + k%2 =2 (k +1+ %) a + 2 (k —1- %) ar + (k% = 2a;) (F("“) + F,f’j{”))

K2 (b + b)) —2(k+ 1+ )ak(1+bk)+2( —1—%)akbk—4ak2

n
(k2@ +b)+2(k-1- %) @) B0+ (kb — 2 (k+ 1+ g) @) EST0 + k2EXVELT

+ =0
n

Il résulte alors de llm F(k+1) =0= llm Frgf;’ ) que nécessairement :

k2_4ak:0
q

—Zak—4akbk+2k2bk+k2—2(k+1+%)ak+2(k—1—5>ak=0

2
1
On obtient sans difficulté a; = T puis : by, = > +% .L'identité (5) se réécrit alors, apres division par k? :

n+1

vneN, 2n(E Y+ EGTY) + 2 (k +2+ Z) E&HD _ o (k Z) EHD 4 g p DRl _ g4 1y2 = 0

Ce qui établit que (Hy1) est vraie. Par récurrence, (H) est donc vraie pour tout k > 2.

k2
(0=2
En résulte finalement que : Vk > 1, i 1 q
b, ==+-—
k=5 + »

Le développement en fraction continue généralisée de R, , M sl existe, ne peut donc étre que

1
2p
12
n+(%+%)+ 4 7
n+(%+%)+ ) 4 e
n+(7+%)+n+(% 4q)+
P

Réciproquement, ce développement en fraction continue généralisée satisfait par construction la
relation (1). Comme il converge (vers 0) lorsque n tend vers l'infini, le fait que (Rp_q(n))neN est
I'unique suite convergente vérifiant (1) montre que ce développement est bien celui de Rp,q("). Le
théoréeme 3 en découle au moyen de I'utilisation du facteur 2p.

Le cas de la série de Madhava-Leibniz (p; q) = (2; 1) fournit par exemple, avec pour la
seconde égalité (distincte de la formule de Brouncker quoique similaire) I'applicationan = 1:

Va1, —42(_)k )" * =4 *
n=br D 2212 T 4(12)
4n + 52572 4+—4(22)
4n+—2232 4+—4(32)
R LI

11



David Pouvreau Les séries congruo-harmoniques alternées — Partie 1 Quadrature 123, 2022, pp. 16-27

Dans le cas de la série « harmonique alternée » (p; ¢) = (1; 1), on obtient semblablement :

(—1)k . 1 1
+ (-1) 1z =1- E
S
34

3+

vn=1, In(2)=

7. Conclusion

Le calcul de la somme des séries congruo-harmoniques alternées entrepris ici lie de
maniére saisissante les couples d’entiers naturels non nuls, le nombre 7, les fonctions circulaires,
la fonction logarithme népérien et plusieurs autres fonctions transcendantes spéciales. Il le fait en
combinant des techniques classiques d’intégration et les propriétés fondamentales du corps des
nombres complexes, de I'anneau des polyndmes a coefficients complexes et des corps de fractions
rationnelles R(X) et C(X). Ce calcul est une belle illustration, parmi d’autres, des relations aussi
profondes que fascinantes entre arithmétique, géométrie, algébre et analyse...

Son principal intérét est de fournir par des moyens relativement élémentaires une
formulation des sommes des séries considérées qui présente I'avantage de ne pas utiliser des
fonctions transcendantes sophistiquées telles que les fonctions digamma ou de Hurwitz-Lerch,
tout en explicitant au moyen de fonctions plus usuelles certaines de leurs valeurs exactes : cette
simplicité met en principe le calcul a la portée des étudiants de mathématiques de premier cycle.

Quant a l'intérét algorithmique du développement en fraction continue généralisée des
restes partiels énoncé dans le théoréme 3, c’est la seconde partie de cet article consacrée a
'accélération de la convergence des séries CHA qui en montrera toute la profondeur...

5(5)-1
Annexe 1 : Deux preuves de l'identité : VvV q € [1;p — 1], Z (p —1—2j)sin(qb;,) = Lq
=0 2 sin (En)

Premiere démonstration

(3)-1
; (p —1-2j)sin(q8;,) = (p — g (% 2ﬂ> +2f <g Zﬂ)
£(3)-1 {0

ei(j“%n) et g(x) =Im Z ei(j“%n) .Or:

=0 j=0

ou f et g sont les fonctions définies sur R par f(x) = Re

-

E(8)-1 E(8)-1 PV _ip(D)X 2453 ) D\ X
0o g e g ) w0 o
& < 1—e™ el2 (e i3 e%) sin (%)

On en déduit :

sin (E (5)5 sin(E (B)%
fGx) = %COS ((E (g) - 1)§+ %n) et gx)= %sin ((E (g) - 1); + %n)
v (5 (8) )
D’ou immédiatement : g (—21‘[) = P’ De plus, on obtient aussi I'explicitation :
p sin (% n)

12
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f'x) =

@ ()0 O ) )t

En résulte :

f (%2n) _ 25 (§) cos (8 (7)571)5111.(5”)_75111(}5 (5) i) cos(Zr)

-— T (<sin (£ (5) ) cos (2r) cos (& (B) L) + £ (§) cos? (£ (§) L) sin (£r)

e e )£ (o)) e () )
S’en déduit ensuite :
E(g)_l sin2 (E (Q) gn)
; p—-1-2)) sin(q p) (- DT%ZR)IJ
1

T(; () in (28 (2) L) + 2 (B) sin (L) cos (28 (2) L) - sim (L) v (2 (B) £ )

p

- 1( j (Zp sin (% n) sin? (E (g) %n) — cos (% 1'[) sin (ZE (g) %n) +2F (g) sin (% n) cos (ZE (g) %n))

1 .
= 5 Sinp(% n) + S (% n) <2 sin <g ) cos <2E (Z)Z ) (E (g) - g) — cos (Z ) sin <2E (Z)Z ))
Le résultat annoncé découle alors du fait que si p = 2r avec r € N, on obtient :
2sin (Z )cos <2E (Z)Z ) (E (g) - g) — cos (Z ) sin (ZE (Z)Z )
= sin (ﬂ 7'[) cos(qm) (r —r) — 1cos <g 7'[) sin(gm) = 0.
P 2 \p

Et du fait qu’'on obtient aussi bien, dans le casoup = 2r + 1 avecr € N*:
(4 P\ 4 py py 1 g\ P\ 4
sin <I_7 7'[) cos <2E (E) 571) (E (E) - E) 5 cos <5 7'[) sin <2E (E) 51‘[)
o q q 1 1 q . 2r
- sm (2r +1 ) cos (2r 1 ) <r (r + 2)) 28 (Zr 1 ) sin (2r +1 q”)

1 1
= —Esin Zrci_lrt)cos (ZTC:- 1n)+zcos(zriln)sin (Zr({l-ln) =0.

13
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Seconde démonstration (proposée par Gilles Patry)

E(B)-1 -D?7-1
) q cyi-t si p est pair
On commence par établir le lemme 2 : Z cos <2(j +1) —n) = 1 2
j=0 p 3 si p est impair
Il résulte en effet du lemme 1 que :
5(5)-1 (4 (P
(g q sin|{-E(5)T) q »
z cos (2(]' + 1)gn) = Re (el(z(”l)?”)) = Re (elina> = Re —(p q(Z) )el(ﬁ(lw(f))”)
j=0 p sin (5 n)

in(4r (2
sinGEG)T)
=— g cos|— 1+E(—) T
sin (— n) p 2
p
Si p est pair, de la forme 2r our € N* on obtient donc bien :
£(5)-1 . i) qm T qm . (qm
. q B 51n(q7)cos(77+q7) sm( > +qn) sm(;E) _(-DT-1
cos(2G+1)—m| = qr q = .
— p sin (— —) 2sin (— —) 2
j=0 T2 T2
Etsi p estimpair, de la forme p = 2r + 1 our € N*, on obtient la encore comme annoncé :

@

cos (2(] N 1) ) sin (27‘ 1 qn) cos (er-:-ll qﬂ) _ sin(qm) — sin (ﬁ qn) 1

=0 sin (ﬁ qn) 2sin (ﬁ qn) 2

Une fois ce lemme 2 établi, on observe que :

£(8)-1
L z (,,_1_2,->Sm((2j+1>qg)_psm Z DT (0 )
p

2 p sm Z (p —= (COS (Zj %) — C0s ((2(1 +1) q?n))

Les termes de cette derniere somme se télescopent partiellement, «laissant » un facteur 2/p a
chaque étape. Discutons alors la valeur de cette somme selon la parité de p. Si p est pair, on obtient :

(@) (3

2

plz ]Z:(:) (p—l—zj)Sin((Zj-l-l)%)=2pSi:(qun) p;lcos(O)— Z §<COS<(20+1)%>>+%COS<;}%)

j=0

T p—1 2 (-1D9-1 1 .
= = ——X + — X (—1)7 ) d’apres le Lemme 2
2 psin (q—) p p 2 p
p
B T
= ——am
2psin ( D )
Et si p est impair, alors, en utilisant 1a encore le lemme 2 pour obtenir la deuxieme égalité :
5(5)-1 £(B)-1
T N . qm T p—1 2 . qm
— Z (p—1-2j)sin ((2] +1) —) g cos(0) — Z —| cos ((2(] +1) —)
= p 2 psin ( ) p = P p

_ T (p—1+gx}): 4
2 psin (q?ﬂ) p p 2 2 psin (‘%)
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Dans les deux cas, 'identité obtenue est évidemment équivalente a (2).

Annexe 2 : Eléments de preuve de la formule unifiée du théoréme 2
Une approche un peu différente du calcul de I'intégrale, proposée par Dominique Tourneés, aboutit
al'unification des quatre cas du théoréme 2. Le point de départ décisif en est I'observation de I'identité :
Xa-1 xpta-1 Xa-1

FO =i~ xw—1 x»-1

T

On cherche ensuite la décomposition en éléments simples de la fraction pour tout r < 2p, qu'on

X?r-1
applique aux deux cas r = p + q — 1 etr = g — 1. On obtient alors, pour q € [1; p] :
(—1P* — (-7 1
2p X+1

F() =

+ ipz_f((—l)k —1)] cos (kgn) 2X —2cos (gﬂ) B 2 sin (k%n) .
zlf’k=1 p xz_2c05(%n)X+1 sin(%n) X—Cos(%n) 2
W +1

L’intégration sur [0; 1] de la fonction F fournit ensuite, toujours pour q € [1; p] :

Spq = (—1)p+‘;p— (D1 In(2) + %pz_f((—nk -1) <cos <k%7‘[> In <2 sin (k %)) — g <1 — %) sin (k%r[))
=1

Il ne reste plus alors qu’a montrer que les quatre cas distingués dans le théoreme 2 se regroupent sous la

formule unificatrice annoncée, en posantq = ap + baveca e Net1 < b < p.
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