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ESTIMATION ET PR]?}VISION DES PROCESSUS AUTOREGRESSIFS
A VALEURS DANS D[0,1]

LavaL EL HAJJ,
L.S.T.A., Université Pierre et Marie Curie

Résumé. Afin de prédire un processus a temps continu sur un
intervalle, nous introduisons le processus autorégressif d'ordre un a
valeurs dans l'espace D[0, 1] des fonctions cadlag. Sous certaines hy-
potheses de régularité, nous montrons la convergence en probabilité
du prédicteur. Nous illustrons sa performance par une étude de si-
mulation.

Abstract. In order to predict a continuous time process on an entire
time interval, we introduce the autoregressive process of first order
with values in the space D0, 1] of cadlag functions. Under some re-
gularity conditions, we show the convergence in probability of the
predictor. We illustrate his performance by a simulation study.

1. Introduction. Souvent, pour des raisons de simplicité, les modeles paramétriques
et non paramétriques construits pour étudier les processus a temps continu ne prennent
pas en compte les sauts qui peuvent se produire. Cependant, dans plusieurs domaines,
des variations brutales dans les trajectoires des processus ne peuvent pas étre simple-
ment négligées. C'est pourquoi, récemment., heaucoup d’attention a été portée sur les
processus a sauts, autrement dit, les processus dont les trajectoires sont discontinues. La
prise en compte des sauts a conduit au développement de nombreux modeles basés sur
des processus discontinus. L'introduction de tels modeles va permettre non seulement
de construire des modeles plus réalistes, mais aussi de mieux prédire. Il existe de nom-
breux exemples de processus & trajectoires discontinues pour les applications, tel que le
processus de Poisson qui est un exemple classique de ces processus a sauts.

Dans notre travail, nous nous concentrons sur I'étude de ces processus a sauts. L'ap-
proche adoptée consiste A interpréter les trajectoires des processus comme des réalisations
de variables fonctionnelles, en d’autres termes, de variables & valeurs dans un espace de
dimension infinie. Plus précisemment, soit £ = (&, € R) un processus réel observé sur
un intervalle [0,7]. Nous nous intéressons principalement a la prédiction de § sur I'in-
tervalle [T, T + k], h > 0. En supposant que T = nh, I'approche introduite par Bosq [2]
consiste alors & découper le processus £ = (&,t € R) en n trajectoires successives de la
maniére suivante :

S =ik W S0 i G E

AMS 2000 subject classifications: Primary, 62M10, 62M20; secondary, 62G05, 62G20
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ot X = (X;,,n € Z) est un processus a temps discret a valeurs dans un espace fonction-
nel convenable. Cette représentation motive I'étude des suites de variables aléatoires a
valeurs dans un tel espace. Ainsi le probleme est ramené & la prédiction de la variable
X,.41. Pour ce faire, Bosq [2] propose de modéliser ce processus & l'aide des proces-
sus autorégressifs Hilbertiens. Cette modélisation a prouvé son efficacité par rapport
aux techniques usuelles de prévision sur un certain nombre d’exemples ([3], chapitre
9). De nombreux travaux théoriques et pratiques sont ensuite réalisés tel que Pumo [9]
qui s'intéresse au cas des autorégressifs d’ordre un & valeurs dans I'espace de Banach
([0, 1] des fonctions continues. Nous pouvons également citer, entre autres, Mourid [6]
qui considere les autorégressifs d’ordre supérieur, ainsi que Mas [5] qui 8'intéresse aux
propriétés asymptotiques des autorégressifs Hilbertiens.

Cependant, les trajectoires du processus que nous considérons dans ce travail sont
discontinues. Ceci nécessite un espace fonctionnel plus large que ceux considérés dans la
littérature. C’est pourquoi on introduit l'espace D = D|0, 1], des fonctions continues a
droite et ayant des limites a gauche (cadlag), qui est plus général et suffisamment riche
pour ces classes de processus. Nous renvoyons a Billingsley [1] et Taylor [10] pour plus
de détails sur cet espace.

L’objectif est alors la prévision d'un processus a temps continu en lui associant un
processus autorgréssif d'ordre un & valeurs dans D défini par

Xn = p(anl) STy T = Z

oil (X,,n € Z) sont des variables aléatoires a valeurs dans D, la suite (g,,n € Z) est un
bruit blanc a valeurs D et p est un opérateur intégral & noyau donné par

(1.1) plx)(t) = ]] rg the(s)ds) well 0<abs
0

tel que [|pl[c = supj<; [p(x)| < 1 et r une fonction symétrique définie sur 0, 1]* dont
Sup(s o1 [7(syt)] < L. Le meilleur prédicteur de X,1; connaissant Xp,---, X;, est

4 ;+1 = p(Xn).

Donc la prévision de X, .1 peut s’effectuer en estimant p, ce qui ramene a estimer le noyau
r. Nous montrons, sous certaines conditions, la convergence en probabilité des estimateurs
et du prédicteur. L'objectif principal de ce travail est la généralisation des résultats
d’estimation et de prédiction des processus autorégressifs a valeurs dans un espace de
Banach séparable établis par Bosq [3] et Pumo 9] pour les processus autorégressifs a
valeurs dans l'espace D.

Le plan de larticle est comme suit. La Section 2 contient les notations et définitions.
Les résultats de la convergence d’estimateur de I'opérateur p et du prédicteur associé
sont présentés dans la Section 3. Dans la Section 4, nous étudions la performance du

prédicteur sur des données simulées.
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2. Notations et définitions. Soit ({2, A, P) un espace probabilisé¢. Nous considérons
que I'espace D est muni de la topologie de la convergence uniforme, ot la norme est définie
par

=l = sup [(t)], z€D.
0<t<1

D est alors un espace de Banach non séparable, ce qui entraine des problemes de me-
surabilité. Pour surmonter ces difficultés, nous considérons la tribu D engendrée par les
boules ouvertes. D’aprés Billingsley [1], celle-ci coincide avec la tribu de Kolmogorov
définie comme étant la plus petite tribu rendant les applications Il; : & — x(t),z € D
mesurables pour tout ¢ € [0, 1] (voir [1] pour plus de détails sur la mesurabilité). De plus.
si E|| X|| < oo alors I'espérance est définie par (EX)(t) = E[X(t)] pour tout t € [0, 1] et
EX € D (voir [10]).

Soit p: D — D un opérateur linéaire borné mesurable par rapport a D (voir [§]) et
e = (gq,n € Z) un bruit blanc fort a valeurs dans D défini par une suite de variables
aléatoires i.i.d. telles que

Elen(s)] =0, 0<5<1 et Eley? < 0.

Soient ¢ et ¢; les fonctions de covariance et covariance croisée définies respectivement,
pour tout 0 < 5.t < 1, par

co(s,t) = E[Xo(s)Xo(t)] et ei(s,t) = E[X1(s)Xo(t)].

Leurs estimateurs naturels sont les fonctions de covariance empiriques définies pour tout
[<is st <0 par

n n-1
Gon(8;t) = %ZIX,(S)XE-(U et cals:t)= ar gX,(S)X,;_l(f). n € Z.

Pour toute fonction f € D[0, 1], 'opérateur intégral de noyau ¢ est donné par

1
Co(f)(@) = /U I

D’une maniére similaire on peut écrire les opérateurs de covariance Cy.Cy,, et C,
en utilisant respectivement les noyaux ¢y, o et ¢1,. L'estimation des éléments propres
de Cp jouent un role important dans la construction d'un estimateur consistant de p.
Soit (Aj, 05,7 = 1,2,---) les éléments propres de Cp. Leurs estimateurs naturels sont
(Ajns@jnsJ = 1,2,--+), les éléments propres de Cop.
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D’apres (1.1), estimer I'opérateur intégral p revient & estimer le noyau r. L'estimateur
de r est donné par

ke
ﬁn.kn(s*t) = Z f1j7? Pin @Qs]n)

?:-‘ﬂ

= TinPin(8)0in(t), 0<st <1,
J

I

ol ky, est un entier positif tel que k, < n et 7, est I'estimateur de ry; avec

1t
r,_j:jl; /0 r(s. t)oi(s)¢;(t)dsdt.

L'estimateur de p(X,,) correspondant est

1
f’u.k,,(Xn):[ f‘n!k,,('ay)Xn(y)dy'
0

3. Estimation et prévision. Nous supposons dans la suite que la fonction de co-
variance ¢y est continue. Soit

Qs = 2\/5()\1 = )\2)_11 J & 1’
! V2max[(Aj—1 — A) L (N = A) 7Y, G222

Tout d’abord nous regroupons les hypotheses dont nous avons besoin pour établir nos
resultats :
H.1 Pour tout n € Z, E|| X,||* = E|| Xo||* < oo;
H.2 Pour tc}ut n & Z et 0 <s,t <1, nous avons

(0) E[Xn(t) — Xn(s)? < Myt — 5™, a1 >1/2,

(b) Enxn( A(OPIXn(t) = Xals) 2] < Mafu— s, @z >1/2,

(c) Ei‘Yrt( Pl Xn('- )]ﬂl < ‘”3“ = t"|ms ag 2> 1,

ou les M;, i = 1,2,3 sont des constantes positives:
H8 M >M> >0t Xip> Ao > o+ > Apn > 0Dps:;

H./ Pour tout n € 7, nous avons

nﬁ“/\i nﬁ“/\%
lim ——= =400 et lim - ¢ — = 100,
n—+oc (logy n n—+00 (23;1 Cij)g(logg n)?

avec 1 > 0, 0 < B < 1/2 et logy n = log(logn).

I3 Pour tont/ (e s i< dir(s fii= ZL L Tij0i(s)@;(t) converge absolument et uni-
formément.
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Commentaires : L'hypothese H.1 assure une régularité suffisante des trajectoires du pro-
cessus ARD(1). L'hypothése H.2, exprimée en fonction des moments des accroissements
du processus, est nécessaire pour montrer la convergence de la fonction de covariance
empirique. Ce type de conditions est fréquemment utilis¢ pour établir une convergence
dans 'espace D, par exemple voir [1] et [7]. Pour montrer la convergence du prédicteur
vers la meilleure prévision possible, il est nécessaire de controler la décroissance vers zéro
des valeurs propres de l'opérateur de covariance, ce qui justifie les conditions H.3 et
H.4. Enfin I'hypothése H.5 assure que r peut étre exprimée par les vecteurs propres. Le
méme genre de conditions a été introduit dans [3] et [9] et permet d’obtenir des vitesses
de convergence.

REMARQUE. Si nous avons ky, = o(logn) et \; = ar? avec a > 0,0 < r < 1. alors la
condition H.4 est verifice.

A titre d’exemple d'un processus ARD(1) qui vérifie la condition H.2, nous considérons
le suivant.

EXEMPLE. Soit (X,,) un processus autorégressif ot p est un opérateur a noyau défini
par (1.1) et (e,) est un bruit blanc d valeurs dans D donné par

en(t)=Npt—Np— X, 0<s<1, nelZ,
avec N un processus de Poisson bilatéral d’intensité A. Nous observons que
2

1 2
E[X.(s) = X, € 9B LA (7(u, 8) — r(u, t)) X1 (u)du} + 2E [e,(2) — en(s)]”.

D’aprés Cauchy-Schwarz,

il 9 y |
E U (r(u, s) = r(u, t))Xrl.—l(?t.)du] < / (r(u,s) — r(u, 1) du E [/ qu('u)rh!} :
0 ! J
Supposons que le noyau r vérifie la condition
(r(u,s) — r(u,t) < |t - 5|2

D’autre part, la stationnarité et l'indépendance des accroissements du processus de Pois-
son implique que pour 0 < s <t <1,

Elen(t) - 5:1(5)}2 = Mt-s),

alors (X,,) vérifie la condition H.2(a) pour ay = 1. Nous procédons d'une maniére simi-
laire pour vérifier H.2(c) en tenant compte que pour 0 < s <t <u < 1, nous avons

Elen(®) —en(s))! < (A+3XH)(t-s).
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De plus, d’aprés Cauchy-Schwartz, nous avons
E“sz(“’)_Xrl-(t)|2|sz-(t]_Xn-('-"'}|2] < (EHXH(U)'Xn{t)l4])lj2(E[|Xn(t)_XTL(S)i4])l’I2-

En traitant chaque terme d'une maniére similaire a H.2(c), la condition H.2(b) est
vérifice. a

Dans un premier temps, nous montrons la convergence de la fonction de covariance
empirique.

PROPOSITION 3.1.  Sous les hypothéses H.1 et H.2, nous avons pour tout
2 <

n—00 |\ 0<st<1

5
lim E ( sup |egna(s,t) —eo(s,t)| | =0.
Plus précisément,

2 2
i ((1(3%2(”))

n B

E ( sup |C[l.ﬂ(51t) =i CU(S-.t” ) U «5 = 1/29

0<s,t<1
avec 1 = min{ga%l, %?3 a1} > 0 et logy(n) = log(logn).

Un résultat similaire est obtenu pour ¢ ,,. Le théoreme suivant montre une convergence
en probabilité de 7, k.

THEOREME 3.1.  Sous les hypothéses H.1-H.4, nous avons pour tout € > 0,

lim [P’( sup  |fng.(8,t) = 7(s,t)| > E) =

n=00 | (s,t)€[0,1]2

COROLLAIRE 3.1.  Sous les hypothéses H.1-H.5 et si (X,,) est borné, nous avons pour
tout € > 0,

{3'1) HILH;C P (“ﬁ‘n‘kn(Xn) i p(Xn)H = 5) =0.

4. Simulations. Pour simuler des trajectoires d'un processus ARD(1) et montrer
la performance du prédicteur proposé, nous appliquons les techniques de simulation pro-
posées par Damons et Guillas [4] et implémentées dans le logiciel R dans le package far.
Leur méthode permet de généraliser celle de Pumo (9] et de simuler un bruit blanc non
gaussien. L'opérateur p est exprimé dans une base de vecteurs propres de l'opérateur
de covariance Cy. Nous simulons n = 80 trajectoires successives d'un processus ARD(1)
ot le bruit blanc est composé des accroissements d’un processus de Poisson. Chaque
trajectoire est calculée en m = 50 points de discrétisation de [0, 1]. Pour des raisons de
lisibilité, nous illustrons n = 15 trajectoires successives dans la Figure 1.




67

15
L

var

-10

-15

time

FIGURE 1. Simulation dun ARD(1).

La Figure 2 représente une trajectoire du processus ARD(1) (en trait continu) et son
prédicteur estimé & partir des observations précédentes (en pointillés). La dimension du
sous-espace sur lequel on projette nos observations est choisie par validation croisée. La
valeur retenue est k, = 4.

var

FIGURE 2. Trajectoire d'un processus ARD(1) et son prédicteur.
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5. Preuves. Preuve de la Proposition 3.1 : Nous avons

l n il
EZXI(S) i __ZX .J'Vn J'Vn )

i=1
1 n o 4 Al o iy
|- D% (") X (77") - E [ () X (117 )]
i=1
+ [B[Xi () X (3" )] — B [Xo(s) Xo(8)]

pour (j — Dyl <s <, (FF -1t <t <t et 1< 5 <y
Traitons chaque terme séparément. Tout d’abord, nous avons

|CU.71(51t) - CU{.S“ f)| <

Xi(s)Xi(t) — X; (jb‘?:l)X (] y" = X;(s) [ (=X f 71)]
+ X (J Vn )[Xi(s)_Xi (v )] -

Tenant compte de la décomposition (5.1) et de la condition H.2(a), et d'apres Canuchy-
Schwartz, nous obtenons

(5.1)

E[X: (j5") X (77%)] - EXo(s)Xo®)]] < 2(BIXol?)"” M/

D’autre part,

ZX JVn X ]1} ) -E {X’ (jy;l)Xg (jr‘un )] |L0”( Y ’j ‘U'l ) CU( J y“l)|'
Notons ||z|[, = sup |z(s,)|. Alors nous avons
0<s.t<1
1 n 1 n
leom —coll, < Ujlltlzil , Z;X,(s)Xt(f} o ;Xr’ (v !) Xi (')
s, o 0 98) e 95)

+2 (EHXnH-) V2 a2,

Alors d’apres le Théoreéme 6.10 de Bosq [3], nous obtenons

2

i

E[chfﬂ'ﬂ“ij < 2E (bup

0<s,t<1

- 1
”Z)& ‘ ——ZX }u X (v )

(5.2) +4u.] +8E'[XD\| Miv >,
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ol My est une constante. Il suffit maintenant de considérer le premier terme du membre
droit de I'inégalité (5.2). Pour simplifier, on note

- Y Xi(s)Xi(t) - = Y X () X (')

n = i
=i =]l

A, =E ( sup

0<s,t<1

Posons
Jo= 1=t et o= 0" =D, o] 1< 55 S

D’apres la décomposition (5.1) et en utilisant I'inégalité de Jensen, nous obtenons

n

1
A, < EZIE

=1

1 n
= E
22

2
( sip [%(9)] s [ X0~ X (1) \) ]

0<s<1 0<it<

2
(lggn X (j'vp )| sup | Xi(s) - X; (J'Vn_l)\) ]

0<s<1

1A

. 2
l i N A
ngﬂ‘: (HXallléljl%n f;l}) Xi(t) — X (§'v, )|)

1<) <oy 1<j<vn sel,

3 2

Par Cauchy-Schwarz,
12

1¢ ‘ e
A< 1 X e ( max sup Xi() = X, (7% 1”)

1=l lsj’SUn tE']:r

1 n 4
= (E (12, b ) )

Or d’apres le lemme de Paulauskas et Juknevicienne 7] nous avons

1/2 1/2

4
IE( max sup IXi(S) —Xi (JV:TI”) }

1<j<un seJ,

4
E [sup |X1-(t) - X; (j’u{l)@ < 4E [|Xt (jvgl) - X; ((J = I)V.EI)W

teJ,

sup mi11{|Xi(t) - X; ((j’ - 1)v.;1)| : ]X?- (j’v;l) - X,;(f)|}
ted,

+4E
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D’apres Billingsley [1], sous la condition H.2(b) nous avons

E ts;l]}?minﬂXi(f) X (G- DY, 1% (vrY) - Xa@)|}

4. —2a9
Un. .

Par ailleurs, la condition H.2(c) implique
4B [|X: (jvz) - X (G - Do Y)|]* < aMau

En regroupant toutes les inégalités, on obtient

’ ) 1/2
A < 2(ENXO)"? [vn (4 Qoga(2m))* 73202 + 403
1=dap =iy
< (IE||)&0H) [ (logs(2n)) v 2 +4Mayy, 2 }

On déduit de I'ensemble des inégalités précédentes ci-dessus,
0 1/2 g i Loa V2
Elleon — C()Hi & S(IEHXOH“l) / [(1(:>g2(2n))4 Ui 2ot M } +4Muf

+8MZE| Xo| 2v; ™,

avec g > 1/2, ag > 1/2 et a3 > 1. Alors

1-2ay 1-ag 2
O ((logg(n))zuﬂ z ) +0 (V” 2 ) + 0 ( ) -I-O( '“1)
0 ((loga()* v )

avec j = min{ ﬁ%_—l a3-1 41 > 0. En choisissant v, = n”,0 < 3 < 1/2, nous obtenons

(loga(n))?

nBu

I

EHCO.H _ CUH?{

IA

EHC(]‘H = C()Hi = () ( ) o e 'j = 1/2 H > 0.

Soit

= 8gn < Qjn, 05 > @5,
avec sgn(u) = 1,5, — ly<o,u € R. Le lemme suivant montre une convergence en proba-
bilité de ¢;y.

LEMME 5.1.  Soit X,, un ARD(1). Sous les hypothéses H.1-H.5 nous avons pour tout
e> 0,

n—0o0

(5.3) lim P ( sup  [|djn — &5 > s) =
j:l.“-.kn
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Preuve : Comme la fonction de covariance ¢y est supposée continue, nous avons

1
Ajdli(x) = /0 coz, y)o(y)dy,
ef 7
Ain®in () = /0 €o.n(2,9)@in(y)dy.
Alors nous obtenons

1
)\Jn[(pjn(m) a tﬁ;(ﬂf)] = ](; [CO n(2,y) — colz,y ]ijn

1
+Acmnwwmw)¢mwwy+uf—hn@wy

D’apres Cauchy-Schwartz,

il
”d);m_@;H < /\_[Hcﬂn_cﬂuu‘l'”fﬂ” H‘P;m m L~+‘A ’\JTPMO H]
j’n
1 Cofju
54) < 1 [fon=calolulsn -6l by -3 ).
jn J

Soit B, = {P\k = Moyl € )\2 } Alors

P( sup | ojn — 65 > 6) <P ( sup légn — 0]l > E-En) +P(E).
j=1, kn g=1 kb

D’apres la décomposition (5.4), on trouve

AL €
P sup b6l >eBn| < W@mm—mh>“)
j=1, kn 6

/\A- £
+P| su G — G|l g2 > —=2
(J,:lﬁ.!.)_k” ” 8 JHL GI]C()HU.

+P i = Al et
St i — Ain| > — .
e s

PR I e

Or d'apres I'inégalité de Chebyshev,

A, € 36 :
P (Hco,n —cllu > T) < WE [lleon — Cn”i] :



72

D’apres [9], pour tout entier j > 1 nous avons

!)\jﬂ = )‘j‘ < “CUn =

AQ €
<
6[/c |Iu
35“6‘0“

0l[us

alors

IP( sup . |Aj= Al B 0
=1 kn

P (Ico,n 5

~7o-E [l

)\i €
coll; e — PR
i 61cu||u)

—alZ].

On observe d’apres le Lemme 4.3 de Bosq [3], que nous avons pour tout j > 1,

I = 5llz2 < ajllcon = collu-

Ce qui implique

Ak, E
P| sup [éjn—@illz2 >
(J] b | gl .}Hf2 6” “u,)

P (
§=1,+ ko

ki
j=

IA

2 -
A"‘l’l,

36/ coll2
/\f_ 2

Par ailleurs, on a

P(E;)

(VAN

IA

4 :
;{‘E [”CUJL - ('G”zzx] :
;\.Tf

sup  aj con

Zﬂf

Xkﬂ
p (mm el > 2

*CUHu

S )\g¢n8
6o/l

2
sup a]HCUn Cf]"u:|
2

E [lleo.n — colla]

)

11 suffit alors de combiner les inégalités ci-dessus avec la Proposition 3.1 et la condition

H.4 pour obtenir le résultat.

Prewve du Théoréme 3.1

m

: Nous reprenons la stratégie adoptée par Pumo [9] pour

démontrer la convergence du l'estimateur d’autocorrélation. D'aprés (2] et [9] sous la

condition H.3 nous avons pour tout i,7 > 1,

£
/ ijn

ign /\j'u !
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ol 6131: est la projection de la fonction de covariance croisée ¢y, sur l'espace vectoriel

engendré par les fonctions (s,t) —+ ¢i(s)9;(t) et défini par

Oin / / c1.n(8, 1)} (5) 0 (t)dsdt.

Daprées Pumo [9], nous avons la décomposition suivante

Hf'n.kn T3 THu <R+ RZ,n i R-’i!n T R4!n1

avec
s kb
Rl,n = Z T'z;m ‘pm ® Qsjn Z Tijn Qbm @ ¢jn
up=l =1 u
< —(llevalle + ey = eallu)(llcollu + o = coll) sup 1970 — &} 1k,
knn J=1 kn
kn kn
R2,n = Z r;jn(@n & Qsjn) - Z Tij?l-({b; ® (D;)
%=1 1=l "
Clllu + |fe1mn —cC colly + [[con — € ¢ ;
< (el + lern = eflu) (“ 0llu + lleon = collu I [ Unu) sup HC")jn _ij“uki-
)\k n Ak- n /\A:“ d=1:kn
ki k
R3,n — Z U" (D ®¢ Z Tij Qbe @ ¢J
ij=1 ij=1
levn = erflu el HfoH .
< : ik sup | Ajn — Ayl 2k,
( Aknn Aknn)‘kn j:l, .kn 7 ", A‘.”
kn
R4,1L = Z Tij(‘{bi @ (9]) =
=1

Alors pour tout £ > 0,
IP(Hfﬂ.kn = T’Hu = E) < P(Rl‘n > 6/4) - P{Rzn > 6/4) 4 ]P(R(;_n B 5/4) i P(R;Ln > .‘-’/4)

: o ; b
On traite chaque terme séparément. Soit E, = {])\k,, — Aeon| € %} Alors pour tout

e>0,
IED(Rl.n > 5/4) = P(Rl.rl = 5/41 En.) 9 P(R]‘n = 5/4' Ezfcz)
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Or
P(‘Rl-ﬂ > 5/4‘ Eg) S P(l)\kn” o )‘kn‘ = )‘k'n/g)‘

D’autre part
P(Rl;n > 5/45 E-n) <P (Rl.n. > E/4s )\I\:ﬂn = )\kn/g) .

En adoptant les mémes techniques de la décomposition de Pumo [1], et d’aprés la Pro-
position 3.1, nous avons

2
Rin < )\g—(HCM”u + llere = eallu)(lleollw + llcon — colla) sup H¢jﬂ 0 (b;'Hukrzr
knn J=1

Sous la condition f.3, il s’ensuit que

37 e

5 A 8 ;
P (RL,1 T At —g—) <P (ATV” sup  [|ojn — ¢3—Huki > 5/8) ,

by d=Lka
avec
Vi = (lleaflu + llewn = euflu) (lleollu + lleon = collu)-
D’apres la Proposition 3.1 et le Lemme 5.1, nous obtenons la convergence en probabilité
du terme Ry,,. Nous procédons de la méme maniére pour les autres inégalités en tenant
compte que dans E,,, nous avons

2(“‘31 Hu. + “Cl.n - CIH ) (SHCGHU Sr 2”Cl],n > CU”u)

Ry, su hros = Bl k2
R )\EH — Ph H(f)}n ‘J“x n
2lle1n —c 2||c
Rf&;u S H 1.n 1HU ‘I‘ H(]“U S‘up ‘)\Jn ! A I IFCU[!qu
' Ak, A2 Ak, j=1,

D’autre part, sous la condition H.5, pour tout € > 0,

lim P(Ryp > e/4)=0

Preuwve du Corollaire 3.1 : Nous avons
O kn (Xn) = oK)l £ |Fukn

Alors pour tout € > 0, nous avons

: R &
P(||pnk, (Xn) — p(Xn)|| > €) <P (|-r,,,k,, —7flu > T |)

Comme (X,) est supposé bornée et d’aprés la Proposition 3.1 nous obtenons le résultat.

—Tllu
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