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Modélisation des jets turbulents subsoniques
fortement chauffés

Laurent Joly 1*, Aji Purwanto !, Gilles Harran 2 et Patrick Chassaing 2

1 Ensica, 1, place Emile-Blouin, 31056 Toulouse cedex 5, France
2 Institut de mécanique des fluides de Toulouse (IMFT), allée du Professeur Camille-Soula, 31500 Toulouse, France

Summary — The modelling of highly-heated subsonic turbulent jets. Among different approaches of the statistic
treatment of the transport equations for variable-density fluid flows, a formulation is adopted which isolates the turbulent
mass-fluxes contribution. It deals with centred statistical moments only. This choice enables the discussion of the
transposal of constant-density closure-schemes to mass-weighted variables of heated free shear flows. The discussion
focuses on first- and second-order closures for diffusion terms. The content of standard closure schemes in Favre variables
is detailed. Concluding points are given concerning the relevancy of the different initial statitistical treatments to set
the proper formal frame for deriving closure-schemes. Parabolic numerical simulations of heated jets including first- and
second-order closures are then examined. The prediction of experimentally-asserted features of density effects on the
mean field of variable density jets is verified. Some effects on turbulent quantities are underlined too. Comparaisons
between mass-fluxes predicted at first- and second-order reveal that a first-order closure is likely to be sufficient.

turbulence modelling / statistical treatment / jets / heated jets / turbulent mass fluxes / density effects / heat transfer /
self-preservation

Résumé — Aprés un retour sur les différentes alternatives de traitement statistique des équations d’évolution d’un fluide
a masse volumique variable, une formulation qui explicite la contribution des flux turbulents de masse est adoptée.
Celle-ci ne manipule en effet que des grandeurs statistiques centrées. Dans ce cadre, on discute la transposition des
modélisations a masse volumique constante aux variables pondérées de I'écoulement non isotherme. La discussion porte
essentiellement sur les fermetures au premier et au second ordre pour les termes de diffusion. Le contenu des modéles
usuels en variables de Favre est détaillé. On propose de conclure quant au potentiel de fermeture des alternatives de
formulation initiales. On illustre ensuite I'intérét de simulations numériques paraboliques par fermetures au premier et au
second ordre de jets turbulents chauffés. La restitution de I'effet de densité sur les évolutions des grandeurs moyennes sur
l'axe des jets est démontrée. La sensibilité de caractéristiques de la turbulence au rapport de densité initial est abordée.
On apporte enfin quelques éléments pour juger de la qualité comparée des deux ordres de fermeture notamment pour la
prédiction des flux turbulents de masse.

modélisation / turbulence / traitement statistique / jets / jets chauffés / flux turbulents de masse / effets de densité / transferts
de chaleur / similitude
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1 = INTRODUCTION

Les jets suboniques fortements chauffés relevent
des écoulements cisaillés libres a masse volumique
variable et a faible nombre de Mach. A ce titre
ils sont représentatifs des phénoménes physiques
de transferts turbulents de chaleur et de quantité
de mouvement hors effets de compressibilité et en
I’'absence de paroi. L'intensité relative des forces de
flotabilité vis-a-vis des forces d’inertie peut faire
passer du régime de jet inertiel a celui de panache.
Nous nous placerons dans le premier cas, soit dans
la région de jet inertiel telle qu’elle a été précisée
par dJoly et al (1994). Le caractere simplifié de cette
situtation facilite ’analyse des effets de constraste
massique (Thring et al, 1953 ; Pitts, 1986 ; Dahm
et al, 1987 ; Stepowski et al, 1988 ; Richards et al,
1993 ; Ruffin et al, 1994) et de leur représentation
par les fermetures aux moments statistiques (Chas-
saing, 1979 ; Shih et al, 1987 ; Panchapakesan et al,
1993). Elle est également adaptée a la conduite
de campagnes expérimentales (Sforza et al, 1978 ;
Chassaing, 1979 ; Zhu et al, 1989 ; Sahr, 1990 ;

Djeridane, 1994 ; Sautet et al, 1995) qui fournis-
sent trés classiquement une référence vis-a-vis de
laquelle ces modélisations sont évaluées.

Le caractere succint de la physique des jets
chauffés en limite cependant la portée applicative
directe a des situations de mélange telles qu’a la
sortie des réacteurs double-flux, ou a la frontiére
libre d’un jet de paroi pour le refroidissement des
aubes des turbines de turbomachines. Malgré cette
restriction, la stratégie générale d’étalonnage pro-
gressif des modeéles de turbulence, en référence a
des configurations de complexité croissante, fait en-
visager le jet libre comme une premiere étape vers
la simulation de cas industriels complets. C’est dans
cette perspective que se place cette contribution,
en s’attachant a 'examen d’alternatives premieres
dans la mise en ceuvre des modélisations de la
turbulence.

La communauté scientifique concernée par I'éla-
boration et la mise en ceuvre des fermetures en un
point, dans le cadre des écoulements turbulents a
masse volumique variable et basse vitesse, se préo-
cupe depuis quelque temps de la nécessité d’une
formulation pondérée par la masse volumique telle
qu’initialement proposée par Favre (1965). Nous fe-
rons le point sur la nature des autres propositions
pour dégager le contenu implicite des fermetures
en variables de Favre.

Nous allons donc envisager deux aspects des
jets chauffés turbulents. Le premier concerne le
traitement statistique des équations et certaines
précisions sur l'étape de fermeture dans le cadre
d’écoulements turbulents cisaillés minces subsoni-
ques, stationnaires en moyenne et a grand nombre
de Reynolds de turbulence. Une deuxiéme partie
traite des aspects analytiques du comportement
des jets chauds. La réflexion s’appuie sur les résul-
tats d’'une procédure numérique de simulation des
jets non isothermes par fermeture au premier ou
au second ordre.

2. STRATEGIES DE FERMETURE ET
FORMULATIONS STATISTIQUES

Nous revenons, en premier lieu, sur les questions
de formulation statistique des équations d’évolution
du fluide a masse volumique variable pour aborder
ensuite les conséquences de celles-ci en terme de
potentiel de fermeture.

2.1. ALTERNATIVES DE FORMULATION DES
EQUATIONS AUX MOMENTS

La formulation le plus couramment utilisée est celle
proposée par Favre (1965). Nous allons revenir sur
cette formulation en montrant qu’elle recouvre un



choix de regroupements des termes générés par
les non-linéarités liées aux produits par la masse
volumique. Ce point de vue permet de mieux situer
deux approches récentes, (Chassaing, 1985 ; Shih
et al, 1987) dont la premiére est celle retenue dans
cet exposé.

Dans les équations d’évolution des moments sta-
tistiques de ’écoulement turbulent & masse volumi-
que constante, 'apparition de corrélations d’ordre
n + 1 dans I'équation aux moments d’ordre n est le
résultat de la non-linéarité d’ordre deux du terme
d’advection. En situation d’écoulement turbulent a
masse volumique variable, cette non-linéarité est
alors d’ordre trois et une non-linéarité d’ordre deux
émerge de la seule quantité transportée. Soit & cette
derniére, ie, une composante de la vitesse ou un sca-
laire, la contribution moyenne des produits pd et
p®U; donne lieu a la somme de termes suivants :

0P =pd+0'd 1)
p®U; = pdU; + pd'u, + p Ui + pu® + p'd'ul (2)

En suivant Chassaing (1985) et Chassaing et al
(1994), on montre donc que la proposition de Favre
consiste a opérer un regroupement des deux termes
de ’équation (1) pour former la quantité ;& et a
constituer deux groupes a partir des cinq termes du
second membre de (2) :

pBU; = pdU; + pd'ul! (3)

ou ¢" et w sont des fluctuations relatives aux
moyennes pondérées, ¢ et U;.

Lalternative due a Chassaing (1985) va dans
le sens d’'une description moins synthétique des
différentes corrélations issues des non-linéarités.
Le seul regroupement est opéré sur les quantités
pd'u et p'¢’u; pour former une corrélation d’ordre
deux pondérée pé'u; dans laquelle les fluctuations
¢’ et u, sont centrées. La forme (1) reste inchangée,
mais la moyenne du terme d’advection (2) donne
lieu a trois types de contributions :

p®U; = poU; + pd'u. + p'¢'Us + p'ul P (4)
N N N————
(a) (b) (c)

Cette structuration des contributions du terme
d’advection permet alors de parler de regroupement
ternaire en contraste avec le regroupement binaire
proposé antérieurement par Favre (1965). A ce
stade du développement, il est admis qu’entre
ces deux écritures, le degré de compacité fait
la seule différence, le contenu étant le méme.
Notons par ailleurs que cette tendance a la
conservation explicite des corrélations, avec la
fluctuation de masse volumique, peut aller au-dela
du regroupement ternaire. Purwanto (1994) détaille
les implications d’'une écriture sans le regroupement
po'ul + p'd'uf = po'ul.

Lalternative con¢ue par Shih et al (1987)
contourne la difficulté des non-linéarités supplé-
mentaires en posant des bilans par unité de masse,

en divisant les équations de Navier-Stokes par la
masse volumique, et ce, avant traitement statisti-
que. Ce choix permet de conserver des inconnues
statistiques non pondérées :

oU; = OU,; + ¢'u! (5)

Cette écriture pose cependant le probleme du
traitement en moyenne de l'inverse de la masse
volumique (1/p) que l'on trouve dans la plupart des
termes du second membre des équations. Sur ce
point, on notera que la solution n’est pas unique :
i) Shih et al (1987) procedent a un développement
limité sous I’hypothese restrictive : p'/p <« 1 ;ii) plus
récemment Aurier et al Rey (1993) montrent que
l'utilisation du volume massique permet de lever
cette restriction.

Ces derniéres solutions contrastent avec les deux
premiéres par la nature des termes sur lesquels doit
porter 'effort de modélisation. Pour cette raison,
nous poursuivons la discussion de la stratégie de
fermeture sur les formulations par unité de volume.

2.2. STRATEGIES DE FERMETURE EN UN POINT

Aux deux niveaux de fermeture, la formulation
d’'une équation de transport du taux de dissipation
mécanique ¢ repose sur un principe d’analogie avec
les mécanismes de création-destruction d’énergie
cinétique de la turbulence % et sur un étalonnage
des constantes par des résultats expérimentaux.
Quel que soit le choix de formulation initiale, ce
principe n’est pas renouvelé a ce jour et ne sera pas
discuté.

2.2.1. Fermetures au premier ordre de
type (k,¢)

Purwanto (1994) donne une revue détaillée de I'en-
semble des probléemes de fermeture au premier or-
dre. Nous nous limiterons cependant a la modéli-
sation des tensions de Reynolds qui fondera nos
conclusions sur la question du choix de formu-
lation. Il s’agit donc de proposer une modélisa-
tion des corrélations pu;u] (fluctuations relatives
aux moyennes pondérées) et pulu; (fluctuations
centrées).

Rappelons d’abord le contenu de I’hypothese
de Boussinesq en écoulement a masse volumique
constante :

_ 2 _ 2 -
—ujuf + 3 kbij = vi(2D;; — 3 Déi;) (6)

ou D;; = ‘;‘(Ui,j + U;.;) est le tenseur des vitesses de

déformation moyennes.

Donnons ensuite la solution de fermeture
adoptée généralement en formulation de Favre pour
exprimer les tensions de Reynolds pondérées :

2 . ~ 2.
—puuf + 3 pkéi; = pre(2Dy; — 3 Dé;;) (7)

Le passage de 'une a 'autre proceéde, en quelque
sorte, d'une analogie formelle basée sur celle des



équations de quantité de mouvement dans les deux
cas. Nous allons développer maintenant le raccourci
que constitue la transposition de (6) a (7). Pour
cela revenons a l'expression de pu]u en variables
centrées :

1,

_ 2
puull — —Pkéu = (puluf; + pruu; gﬁk&;]‘)

Yo S b)) (8)

Le produit de (6) par 5 fournit le modeéle
pour puju’. Il reste a batir un modele de niveau

équivalent pour la corrélation trlple Pl /et pour
les flux turbulents de masse p'u’ :
Faid oyl 1 ot !
—pluiu; + 3 PRy, Bij
o, Opu, 2 8pul
= ikl e puk&j (9)
Opu \ Oxj Or; 3 Ok
— _ Vi @
_ = == = 10
I e (1)

En reportant (9) avec o, = 1, (10) et 5 x (6) dans
(8), on obtient enfin :

2 - ~ 2
—puli] + < pkb., = pu 2Dy — $DBy)

1 9/3
+(2Up -1 Vt(u’ Oz
—; 90 — 0p
+u;’5m—i—3 kd (h])
1 UVt ap
o 11
3 20, k@z b ()

En faisant le choix o, = 0.5 tel Speziale et al
(1991), le seul écart au modele transposé (7) est le
terme diagonal de la derniére ligne de (11). Pour la
corrélation pu’v” le modeéle transposé (7) est riche
des modeéles (6), (9) et (10) et ne souffre pas de cette
derniére restriction.

Lanalyse précédente révele donc un contenu
implicite du modéle transposé (7). Ce contenu est le
résultat d’'une fermeture standard pour u[u) et de
fermetures de type gradient pour les corrélations
p'uju et les flux turbulents de masse p'u;.

Ce constat permet de proposer un modeéle a
contenu équivalent pour la corrélation pujv de la

formulation en regroupements ternaires :

~ (i~ 2 pkeis) = pu oDy, - 25,5

7 Opu
+i(8pul+ pu; 26puk6) (12)

al’j ox; 30

Opu

La démarche proposée fait donc le point sur le
contenu des modeles usuels pour la fermeture au
premier ordre des contraintes de Reynolds. Ou-
tre le terme principal exprimé par I'hypothése de
Boussinesq, deux autres termes, spécifiques de la
situation a densité variable, sont modélisés par des

schémas de niveau équivalent. L'utilisation de rela-
tions de passage entre les deux formulations permet
de conserver, au-dela de ’étape de modélisation, un
contenu identique des systémes d’équation sous les
deux formes. Ce résultat montre que les deux écri-
tures ont le méme potentiel de fermeture et qu'un
paralleéle rigoureux permet d’assurer leur équiva-
lence jusqu’avant la résolution.

2.2.2. Fermetures au second ordre

Pour les fermetures au second ordre, il est reconnu
que la modélisation de la corrélation pression-
déformation est la difficulté principale. Joly (1994)
montre que les nuances de formulation des modeles
en variables pondérées ou centrées n’avaient que
peu d’effet. Cette remarque vient en complément
d’un constat antérieur par Shih et al (1987) selon
lequel les mécanismes de redistribution d’énergie
ne sont pas altérés par la variation de masse
volumique dans un champ moyen «isovolume»
(D —0).

Nous allons plutét revenir sur lintérét de la
démarche du paragraphe 2.2.1., mais en l'appli-
quant a la fermeture des diffusions turbulentes
dans les équations aux moments d'ordre deux.
Considérons la diffusion turbulente d’énergie cinéti-
que de la turbulence, soit la divergence du ten-
seur d’ordre trois pondéré pu;u;u en fluctuations

décentrées et pujuju en ﬂuctuatlons centrées.

La relation de correspondance entre ces deux
quantités est la suivante :

v Po oyt

puuiul = pujuiu —(2p’u;uu +pu’ 2k)
+2p'u u1 'y Pluj/ﬁz (13)

En négligeant le dernier terme qui est toujours plus
petit que le second et en décomposant le premier, il
vient :

", !
puiuul = puiuiu+p ujuiul — (2p'u] ujul + p'uf ujug)

G
(14)

Comme ce fut le cas pour les tensions de Reynolds,
considérons le modele de type gradient pour la

corrélation triple de vitesse u/u[u’, soit :

v, Oulul

—ululy = 2 15
i = 2 (15)

Dans Técoulement turbulent cisaillé mince, On
montre par ailleurs que la différence entre & =

% pulu? /p et k = pulu’/p est faible et que ces deux

quantités sont essentiellement égales a fu/u/. En

suivant cette voie, le modele pour la corrélation
pu”u"u” en est au stade suivant :

pu”u”u” = ~1pi ﬂ -+ QC (16)
(o (‘).EJ

:o

Le modeéle usuel est de type gradient (premiére
contribution) et admet donc implicitement que la



somme QG est nulle. Cette hypothése stipule donc la
quasi-normalité des fonctions densité de probabilité
(fdp) conjointes des fluctuations de vitesse et de
masse volumique. Or les résultats expérimentaux
de Birch et al, 1978 ; Chefer et al, 1983, So et al,
1991) montrent un comportement bimodal de la
fdp simple de la masse volumique et des lois
conjointes. La pratique de la simulation des jets
chauffés montre cependant que cette hypothése va
dans le sens de la restitution de l'effet de densité
sur l'évolution axiale de l’énergie cinétique de la
turbulence (§ 3.1). Nous admettons donc qu’elle soit
mise en ceuvre, en ’absence d’autre proposition.

La modélisation de la diffusion turbulente en
regroupement ternaire doit donc intégrer explici-
tement 'hypothése quasi normale pour contenir la
méme information que son homologue en variables
de Favre :

YO P ok

—pulu'y’, = 2p— —-
T or Oz,

— (P 2k + 2p'u wiuf)  (17)

En conclusion de cette partie, dévolue aux ques-
tions de fermeture et a leur relation a la formulation
initiale, il ressort que les deux écritures donnent
lieu aux mémes difficultés. Celles-ci peuvent étre
traitées en conservant 'identité de contenu physi-
que des systémes fermés d’équations aux moments
statistiques dans les deux cas. Cette identité de
contenun’est pas cependant garante de la «qualité»
de la modélisation. Ce résultat permet cependant
de décider sans regret de I’écriture la plus favorable
a un objectif donné. Pour notre part, nous voulons
mettre 'accent sur le rdle des flux turbulents de
masse dans la modification de ’écoulement soumis
a gradient de densité. C’est donc trés naturelle-
ment que nous retiendrons la formulation qui les
explicite, ie, celle qui procéde par regroupements
ternaires.

2.2.3. Modélisation des flux turbulents de
masse

Nous nous attacherons, par la suite, a donner
la différence de qualité de prédiction des flux
turbulents de masse par les fermetures au premier
et au second ordre. Les deux modeles qui seront
comparés sont les suivants :

— premier ordre — type gradient :

ow =W = 9P
pu; =p j_a,p 9z, (18)
— second ordre (deux étapes) :

1) résolution d’une équation de transport pour
les flux turbulents de chaleur pondérés

(p@’u’i Uj),j =P + s - Tij; - Vi (19)

avec

P= pu;u; ij + pﬁ’u’j Ui,j =+ pu] Uj T, + pb’ U]‘ Ulj

o = p'8; Tij = pb'uju] Vi=pb'gi

Les termes Iy; et T;; sont modélisés comme suit :
Moi = bo p0'u;Us 5 + br p0'u;Uj, + bo p0'ul € /k
Ty = d. N i ). — (5 +

+ pui B7uf)

2) déduction par une conséquence de la loi d’état
dégénérée sous la condition de faible nombre de
Mach de turbulence :

_ o
pu; = T

La justification de (20) est détaillée dans les
références Joly et al (1993) et Joly (1994). Elle re-
pose sur I'examen de l'ordre de grandeur relatif
des fluctuations de pression et de masse volumique
dans I’écoulement subsonique. En effet la différen-

tiation logarithmique de 1’équation d’état du gaz
parfait donne :

(20)

dP  dp  dT
5=, T (21)
Cette relation en indique une autre, approchée
celle-la, sur l'ordre de grandeur des fluctuations
relatives des variables d’état :
pl N pl 6[
5 + (22)
Soit M; = u/c le nombre de Mach de turbulence
ou le rapport d’'une échelle de fluctuation de vitesse
a la célérité du son, on montre aisément que la
fluctuation relative de pression dans un écoulement
turbulent croit avec le carré du nombre de Mach de
turbulence. Dans la limite de ’écoulement subsoni-
que, cette variation relative est négligeable vis-a-vis
de celle de 1a masse volumique et de la température.
Ces deux scalaires sont donc asymptotiquement an-
ticorrélés dans la limite M; — 0 soit :
p/ 9/

—

;T (23)

3- SIMULATIONS NUMERIQUES )
PARABOLIQUES DE JETS CHAUFFES

Lensemble des résultats de calcul est issu d’une
procédure numérique de type parabolique qui
constitue une généralisation de la méthode de
Patankar et Spalding aux écoulements a masse
volumique variable. Harran (1994) et Purwanto
(1994) sont a l'origine des modifications récentes
qui font, de la version actuellement utilisée dans
Iéquipe, un outil adapté aux tests des options
de modélisation. La nature auto adaptative du
maillage est un facteur de réduction du temps
de calcul et la description du demi-jet par une
quarantaine de points est suffisante pour assurer
I'indépendance au maillage.



La nature parabolique de la simulation ne per-
met pas la prise en compte d’éventuelles régions de
recirculation ou la vitesse moyenne longitudinale
serait négative. Il est par exemple exclu de tenter
la simulation de jets a flottabilité négative ou l'effet
dit de «fontaine» géneére, a terme, des recircula-
tions latérales. Le systéme des équations résolues,
détaillé en annexes A et B pour les deux niveaux de
fermeture, subit conjointement des simplifications
liées aux hypotheéses de type couche limite. Ces
hypotheéses reposent sur la distorsion géométrique
entre les échelles de longueur caractéristiques de
l’advection longitudinale et de la diffusion transver-
sale, # « L. Cette distorsion géométrique s’accom-
pagne d’une distorsion cinématique de méme rap-
port entre les composantes longitudinale et trans-
versale de la vitesse moyenne, V/U ~ !/L, et ce
en vertu de la nature solénoidale du champ de
vitesse moyenne aux faibles nombres de Mach (Joly,
1994), soit 8,0 + 9,V = 0. Ces relations d’ordre de
grandeur permettent de négliger les termes expri-
mant une diffusion longitudinale en comparaison a
ceux de la diffusion transversale. Cette approxima-
tion est opérée sur les équations résolues, et donc
adoptée pour I'ensemble du domaine de calcul. Laxe
du jet et les régions de frontiére, surtout pres de la
section de sortie, sont pourtant des lieux de rela-
tive faiblesse des hypotheéses de couche limite. A la
frontiére la distorsion cinématique moyenne V <« U
n’est pas vérifiée et 'axe de symétrie est un lieu de
diffusion transversale nulle.

La conséquence de ces objections aux hypotheses
de couche limite pour la prédétermination des jets
libres est souvent abordée, comme ici, d'un point
de vue heuristique. Ce point de vue est fondé sur
le constat que la simulation parabolique offre un
niveau de représentativité compatible avec I'exa-
men «comparatif» des différents modéles sur les
caracteristiques de la zone «lointaine» des jets
libres. Les régimes d’évolution en zone lointaine
des grandeurs moyennes sur l'axe ont, en vertu
de la propriété de similitude, un caractére uni-
versel que reproduisent les campagnes expérimen-
tales et les simulations numériques. En revanche,
le positionnement longitudinal de ces régimes de
similitude, spécifié par les origines fictives, n’est
cependant pas universel. Ces origines fictives con-
centrent en quelque sorte les particularités des
conditions d’expérience pour les résultats expéri-
mentaux d’'une part, et dépendent d’autre part de
la spécification du profil initial de dissipation et
de la faiblesse des hypothéses de couche limite en
zone proche dans le cas de la simulation numérique.
Pour ces raisons, la comparaisons expérience-calcul
des taux d’évolution des grandeurs moyennes est
fondée, celle des origines fictives ne peut étre menée
sur des bases solides. Les procédures numériques
elliptiques, telles que celle mise en ceuvre par Ruf-
fin (1994) et Ruffin et al (1994), sont exemptes
des restrictions discutées (cf supra), mais ne lévent
pas l'ambiguité d’'une comparaison «pied-a-pied»
expérience-calcul.

La difficulté essentielle de la question précédente
vient de ce que le taux de dissipation mécanique
n’est pas une grandeur directement mesurable. Il
doit étre initialisée sur la base d’arguments physi-
ques dont la validité n’est pas vérifiée expérimenta-
lement a ce jour. Ruffin (1994) discute par exemple
trois conditions de prescription du profil initial de
la dissipation. Nous retenons ici la proposition de
Harran (1994), 'incidence de ce choix n’étant pas le
sujet central de la présente discussion. Cette propo-
sition repose sur une condition de compatibilité du
profil de dissipation avec un schéma de fermeture
(k,e) pour la contrainte de cisaillement turbulent :

k* aU

e=-C, — —
=
w'v' Oy

(Cu =0,09) (24)

3.1. PREDICTION DE CARACTERISTIQUES
GLOBALES D’UN JET DE TUBE CHAUFFE

Les résultats qui suivent sont ceux de la procédure
au second ordre. Ils concernent un jet isotherme
de référence, désigné par la lettre i, et trois jets
chauds de rapport de densité croissant, désignés
par ci, c2 et c3. Les caractéristiques de ces cas
test sont précisées dans les tableaux V et VI. Elles
correspondent aux conditions en section d’émission
d’écoulements dont le schéma est donné en figure 1.
Les conditions aux frontieres du domaine sont
celles d'une atmospheére au repos, ie, les moments
statitiques y sont maintenus a la valeur nulle
exceptés la densité et la température moyenne.

On donne en figure 2 I’évolution longitudinale
de la vitesse et de la température moyenne
sur l'axe pour ces conditions. L'analyse va en

TABLEAU V / TABLE V
Paramétres globaux des cas tests
Global parameters of test-cases

1 C1 C2 C3
Sp = Piet/ Pamb 1,00 | 0,63 | 0,3 | 0,14
Text (°C) 288 | 181 | 86 | 40

F=U:/(gdll —S,")| / |1750 440 | 170

TABLEAU VI / TABLE VI
Parameétres de sortie communs au cas tests
Exit parameters pertaining to all test-cases

Ujer =20 m/s

Vitesse sur 'axe

Diametre d=0,04 m

Température uniforme du jet | Zje. = 288 °C

Nombre de Reynolds R. = Ujeed/v = 54000

Ratio de la vitesse débitante
a la vitesse sur 'axe 0,827
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Jet Chaud

Milieu au repos

Fig 1. Configuration d’écoulement de jet chauffé.
Fig 1. The heated jet.
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Fig 2. Décroisance de vitesse moyenne (a) et de
température moyenne (b) sur l'axe des jets : (—) S, = 1.,
--)85,=0,63,(--S5,=0,3,(-) S, =0,14.

Fig 2. Mean velocity decrease (a) and mean temperature
decrease (b) on the axis of heated round-jets.

étre donnée relativement au régime de similitude
approchée en zone lointaine. Il est admis en effet
que pour des nombres de Froude suffisamment
importants, on puisse considérer qu'une région
intermédiaire présente un comportement conforme
aux lois d’évolution du régime inertiel du jet. Une
révision de la condition portant sur le nombre de
Froude minimal figure dans les références Joly et al
(1994) et Joly (1994). Le critére s’énonce alors de la
maniére suivante :

-3
2

F>F,(8,—-1)%S, (25)
ou F, = 95000 est une valeur issue de la synthése
(Chen et al, 1980) de données expérimentales sur les
jets a densité variable. Comme l’ensemble des cas
tests reportés au tableau V ne vérifient pas le critere
(25), les régimes de similitude sont qualifiés pour
une série de simulations effectuées en «apesanteur
numérique», ie, pour un nombre de Froude infini.

Soit U* et C* la vitesse moyenne adimensionnelle

sur l'axe et la masse volumique adimensionnelle
définies comme suit :

U* — Usxe . c* = Paxe — pext_ (26)
Piet — Pext

Uy est une échelle de vitesse caractéristique des
grandeurs intégrales dynamiques de la section
d’émission : Uy = J,/D,. Il s’agit d’'une échelle
dont la définition est compatible avec celle due a
Dahm et Dimotakis (1987) d’'un diameétre équivalent
X4 = 2Do(TpoJo)” 2. Lhypotheése de similitude des
profils moyens impose les lois d’évolution de U* et
de C* définies par :

U =Aun Xgf/(z—zp) et C*=An Xaf(z—z¢)

(27)

Les valeurs calculées des parametres A,; et A
sont reportées sur la figure 3. Elle sont extraites
d’une régression linéaire de type moindres carrés,
appliquée a la région de similitude sur les inverses
de U™ et de C*. Le coefficient de corrélation de la
régression est toujours trés proche de l'unité, ce
qui atteste effectivement du comportement linéaire
de ces grandeurs. Par ailleurs la constance a 5 %
prés des parameétres A,; et A, indique a la fois le
succes de 'analyse dimensionnelle conduisant a la
définition des échelles caractéristiques Uy et X, et
I'intérét du choix de 'apesanteur numérique pour
dégager le régime de similitude inertielle. Mais elle
atteste également de la fidélité de la simulation
avec I'analyse physique des effets de densité sur la
similitude des jets a densité variable. La dispersion
des résultats expérimentaux rassemblés par Joly
et al (1993) vient, pour une part, de la simplification
courante Uy = Ujer qui ne permet pas la comparaison
des jets de tube et des jets de buse et, d’autre
part, de valeurs expérimentales du nombre de
Froude bien en-dega du niveau minimal donné par
(25). Compte tenu de I'argumentation précédente,
il est donc acceptable que le niveau calculé de
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Fig 3. Constantes normalisées de décroissance de (a) la
vitesse sur l'axe A, et de (b) la masse volumique adi-
mensionnelle sur I'axe A, : comparaison des résultats de
calcul (o—o) avec les données expérimentales (symboles)
et leur moyenne selon Chen et Rodi (Zhu, 1989) (--).

Fig 3. Normalized constants appearing in the self-
preserving laws for the decrease of (a) the on-axis
mean velocity, A,1, and (b) the on-axis non-dimensionnal
density, A,1 : comparisons of predicted values (o—o)
with the experimental ones (symbols) and their mean
value established by Chen and Rodi (Zhu, 1989) (---).



A.1 et A, se situe au centre du nuage des points
expérimentaux.

La figure 4 montre l'influence du rapport de
densité sur la position et la valeur du maximum
d’énergie sur 'axe des jets chauffés. La tendance a
lPaugmentation de ce maximum et a son décalage
vers lamont avec la diminution du rapport de
densité est restituée. La valeur du pic est comparée
aux résultats expérimentaux de Sautet (1992) et
de Djeridane (1994). Le calcul se situe a I'intérieur
de la plage délimitée par ces deux références expé-
rimentales. Ce point positif ne doit pas occulter la
restriction formulée (cf supra) quant a la validité
de telles comparaisons au regard du manque
d’information sur le profil de dissipation dans la
section d’émission.
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Fig 4. (a) Evolution de I'énergie sur I'axe des jets chauffés
(méme légende que fig 2; (b) Sensibilité du maximum
d’énergie sur l'axe au rapport des masses volumiques a
I'émission.

Fig 4. (a) On-axis turbulent kinetic energy of heated round-
jets (same as in fig 2. (b) Predicted and experimental level
of the maximum of turbulent-kinetic-energy versus the
exit density-ratio.

L'ensemble de ces résultats montre la fiabilité
de la simulation numérique, et de I'ensemble de
la modélisation au second ordre adoptée pour la
restitution des effets du contraste thermique entre
le jet et 'atmosphére au repos. Pour revenir sur
le détail de la discussion du contenu des modéles
de diffusion, l'effet de densité sur la position et
la valeur du pic d’énergie cinétique sur l'axe ne
serait pas correctement rendu sans l’hypotheése
quasi normale, explicitée en regroupement ternaire.

3.2. EFFET DE DENSITE SUR LE CHAMP PROCHE

Nous allons donner maintenant les premiers
éléments d’'une analyse de l'effet de densité sur la
modification de la dynamique du jet dans la région

proche. Cette région, dont I'étendue a été précisée
par dJoly (1994), voit le taux de décroissance de la
vitesse moyenne sur 'axe, modifié par 'action des
flux turbulents de masse. Nous proposons de lire
cette modification sur 1’évolution longitudinale de
deux parametres : le taux de décroissance «local»
de la vitesse sur 'axe, A,:(z), et la pente a lori-
gine «locale» du profil de la contrainte de cisaille-
ment turbulent, K., (z). Ces parameétres sont définis
comme suit :
Uaxe(z) (z = 2})

Ay = R — 8
Aui(z) U X, (2

Kue(z) = lim | E=20) TLiL};%(EZ)T) }

r—0 T

(29

Nous allons nous limiter au jet isotherme (i) et au
jetle plus chauffé, cas (c3). Ce dernier est également
conduit en supprimant l’action de la pesanteur
pour mettre en évidence le contraste par effet des
forces de flottabilité. La figure 5 donne I’évolution
longitudinale de ces deux parametres pour les trois
cas. La figure 6 montre la «trajectoire» de ces trois
jets dans le repéere (A.1, Ku.)-

Ces figures illustrent le lien de causalité entre
lPaugmentation de la pente a lorigine du profil
de wv' et la décroissance de vitesse sur laxe.
La figure 6 met l'accent sur I'évolution conjointe
des parametres locaux du jet. On constate la
convergence des trajectoires des jets purement
inertiels vers le point de coordonnées (6,2;0,5),
caractéristique de ce régime de similitude. Pour
ces jets inertiels, 'analyse du comportement en
zone proche revient donc a celle de la trajectoire
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Fig 5. (a) Evolution du paramétre local de décroissance de
la vitesse sur I'axe A, (x) et (b) de la pente a l'origine du
profil de la contrainte de cisaillement turbulent K,,,(z) :
(— S, =1,(---)S5,=0,14etg=0, (—-)S,=0,14 et
g=9,81 ms~2

Fig 5. (a) Streamwise evolution of the local velocity
decrease parameter A,i(z) and (b) the on-axis non-
dimensionnal slope of the turbulent shear-stress profile
Kuu(w) H (_) Sp =1, (' - ") Sp = 0-, 14 et g = 0|
(--)S,=0,14 et g = 9,81 m.s~2.
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Fig 6. Trajectoire des trois jets dans le repére (Ay1, Kyy)
(méme légende qu’en fig 5).

Fig 6. Trajectories of three heated jets in the (Ay1, Kuy)-
coordinates (same as in fig 5).

qui meéne a ce point fixe. Le jet isotherme atteind
rapidement 1’équilibre par un ajustement final de
K., apreés l’évolution monotone de A,: jusqu’a
6,2 (branche verticale qui termine la trajectoire
en trait continu). Le comportement du jet léger
est plus complexe et la figure ne permet pas de
trancher entre une inversion (peu probable) de la
causalité qui lie K,, et A,; et le simple retard.
Cette représentation a néanmoins le mérite d’offrir
une description synthétique de ce phénoméne de
relaxation encore mal compris.

Dans ce plan la trajectoire d’un jet chauffé,
maintenant soumis a ’action de la pesanteur, subit
Pattraction du point fixe associé au régime de
similitude inertielle avant de se prolonger vers un
équilibre de type panache que cette figure n’est pas
a méme de représenter.

4- FLUX TURBULENTS DE MASSE

4.1. ORDRE DE GRANDEUR ET SIGNE

La figure 7 montre une comparaison synthétique
des champs de vitesse moyenne transversale et du
flux turbulent de masse transversal sur 5 soit v”.
Le cas du jet chauffé correspond a la situation
ou les gradients transverses de U et de p sont
de signes opposés (situation «contregradient»). Le
signe des flux turbulents de masse est alors négatif
(Chassaing et al, 1994) dans le premier quadrant
du repeére. Le flux turbulent de masse transversal
change de signe sur l'axe. Dans la région proche
de la section d’émission, les deux composantes de
la quantité de mouvement transversale sont du
méme ordre de grandeur mais de signes opposés.
Les flux turbulents de masse ont donc une action de
transport vers 1’axe qui va a 'encontre de I'advec-
tion moyenne transversale. Cette remarque consti-
tue une premiere justification de l'effet de densité

sur le champ d’énergie cinétique de la turbulence.
Sous 'action des flux turbulents de masse, I'énergie
cinétique, dont le centre de production se situe hors
axe, subit un transport vers ’axe qui rapproche
le point de convergence des couches de mélanges
initiales de la section d’émission. Cet effet s’inten-
sifie avec le contraste thermique jet-atmosphere. I1
s’agit 1a d’'une premieére identification du role du
flux de masse transversal p’v’ dans la modification
des caractéristiques du jet isotherme par les effets
de densité. La formulation en regroupement ter-
naire, par sa capacité a isoler les termes de flux de
masse, offre de bonnes perspectives d’analyse sur
ce point particulier.

Fig 7. Jet chaud S, = 0,3 : champs de vitesse moyenne

V' (nappe bleue) et du flux de masse transversal p'v'/p
(nappe orange) sur le domaine de calcul de la zone
proche :z/d € [0,20], 7/Tmax € [—1,1]. L'échelle verticale
des vitesses, commune aux deux nappes, est choisie
arbitrairement pour la bonne lisibilité des niveaux relatifs

de V et de p'v'/p.

Fig 7. Fields of the mean spanwise velocity V (blue surface)

and the turbulent mass-flux p’v’/p (orange surface) in a

heated round-jet of density-ratioc S, = 0,3. The base grid

is the non-dimensionnal domain z/d € [0,20], 7/Tmaz €
~1,1]. The velocity scale (relief direction) is the same for
oth variables and is prescribed for sake of clarity.

4.2. COMPARAISON DE MODELISATIONS

La figure 8 compare la prédiction des flux tur-
bulents de masse aux deux ordres de fermeture.
La qualité est équivalente pour le flux transver-
sal. Pour le flux de masse longitudinal, dont les
références expérimentales non représentées, mon-
trent qu’il présente un pic hors axe, la fermeture
au premier ordre est moins satisfaisante. Des ar-
guments développés, par Purwanto (1994) et Joly
(1994), montrent cependant que le couplage des
champs thermiques et cinématiques passe par l'ac-
tion du flux de masse transversal. La difficulté, du
premier ordre, a prédire le flux de masse longitudi-
nal n’enléve donc pas l'intérét d’une simulation par
fermeture a cet ordre. Lensemble des résultats de
Purwanto (1994) affirme le caractére suffisant de ce
niveau de fermeture pour la restitution de l’effet de
densité sur les jets libres chauffés. Ce constat ne
concerne vraisemblablement pas des configurations
plus complexes, ou les déficiences de (k, <) sont déja
connues a masse volumique constante.



<pv’>*

-0.03
s
-0.01
<pu’>* (b)
-0.02 /
/
[~
-0.03 -
0.0 1.0 2.0

L,

Fig 8. Jet chauffés S, = 0,3 a la section z/d = 12 : (a) Pro-
fil du flux turbulent de masse transversal pv’'/psUs ;
(b) Profil du flux turbulent de masse Iongitudinal
pu'/psUs. (—) : Calcul second ordre, (- -) : Modéle
au premier ordre [5], (o) : Exp (Djeridane, 1994).

Fig 8. Turbulent mass fluxes in a heated round jet
with S, = 0,3 at section z/d = 12 : (@) pv'/psUs;
(b) pu’/psUs. (—) : Second-order closure, (- -) : First-
order closure from (Stepowski, 1988), (o) : Exp (Djeridane,
1994).

5u CONCLUSIONS

La somme d’éléments présentés donne lieu a deux
conclusions essentielles :

1) le choix d’'une formulation en regroupement
binaire ou ternaire, si elle entraine certaines diffé-
rences de contenu dans le cadre de transpositions
directes des schémas de fermeture, n’empéche
pas d’en assurer l'identité, nous avons développé
ce point concernant la fermeture des termes de
diffusion ;

2) I'usage de la formulation en moyennes
centrées donne un outil adapté a I’analyse de I'effet
de densité sur les jets libres chauffés, et parti-
culierement a celle de l'action des flux turbulents
de masse.

Pour ce qui concerne la modélisation, nous
n’avons pas envisagé d’autres possibilité de fer-
meture de la corrélation d’ordre quatre avec la fluc-
tuation de densité. La solution contenue dans les
fermetures développées en moyennes pondérées par
la masse volumique est la seule retenue. La remise
en question de ce dernier point et la poursuite de la
réflexion entreprise sur le réle des corrélations avec
la fluctuation de densité font I’essentiel des perspec-
tives de ces travaux. Rappelons enfin que l'objectif
de ces efforts conjoints d’analyse et de modélisation
est d’atteindre un degré élevé de performance pour

la prédiction des écoulements complexes a forts
contrastes thermiques.
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ANNEXES

A. Equations résolues dans le cadre d’une ferme-
ture au premier ordre

Aux deux niveaux de fermeture, la résolution
parabolique tire partie du caractére solénoidal du
champ de vitesse moyenne. Soit r = y" o n = 0 dans
le cas des jets plans et n = 1 dans les simulations
de jets ronds, cette condition s'écrit :

o, o _
ox oy

La forme générique des équations de transport
résolues est alors :

opd 0pP @ [T_ut a«p]

0 (30)

v or e dy Oy
ou Ps et Rs regroupent respectivement les termes
sources en situation homogene ou isotherme, et ceux
spécifiques de la variation de masse volumique.
Leur contenu est détaillé au tableau I. La forme
particuliére du terme de diffusion dans I'équation
de continuité empéche de la mettre sous cette forme
générique, elle s’ecrit en effet :

598 08 _ 0 [ mggJ

oz oy oy| 0,0y

(32)

Les termes sources tels que donnés dans le ta-
bleau I nécessitent encore l'utilisation des relations
ou modeles suivants :

k? — v Op
v = Cp? et pv = —0—pa—y (33)
oP _ orpv? o2 Orpk
oy dy 3 Oy (34)

Le tableau IT donne la valeur des constantes de
modélisation retenues.

TABLEAU | / TABLE I
Termes sources des équations résolues dans le cadre d'une fermeture au premier ordre
The production-destruction terms involved in first-order turbulence models
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TABLEAU Il / TABLE I
Constantes des modéles au premier ordre
The constants of the first-order
turbulence models

Cu Tk O Op Csl C€2 C€3
0,09 1,0(|1,3{0,7(1,92|1,44|0,95

B. Equations résolues dans le cadre d’une ferme-
ture au second ordre

La condition de champ de vitesse moyenne
solénoidal est maintenue et 'équation de continuité
s’écrit maintenant conformément a (20) :

*50 89 __ 9 _/Z*r7> .
Use+ Vi, ay(feu (35)

La forme générique des équations résolue dans le
cadre d’'une fermeture a ’'ordre deux est la suivante :

dp@ opd

V= =D P, R 36
635 + By ¢+ Py + Re (36)

Ps et Ry ont la méme signification que dans
PAnnexe A, D, représente alors le terme de
diffusion. Le détail des trois premiers groupes
de termes est récapitulé dans le tableau III. 11
s’accompagne des définitions suivantes :

Le modele pour la corrélation pression-déforma-
tion est celui di 4 Lumley (1978) :

5
gQéz‘j)

+a2(Q1j -

Hii]‘ = a.ﬁ};[)ij + al(Pij -

2
5Q0:5) + Bpebi; (43)

1 3
et B =1+ =(1/0+2u1+1)e€xp ——7/07'57'
2 By

[R?(?a + 80, 11g (1+62.4(2.3 111 - n)}
Celui pour la corrélation fluctuation de
température-gradient de pression fluctuante est un
modele développé a I'ordre un en anisotropie, déduit
de celui plus général proposé par Hérard (1986) :

o, = —00p'z; = bope’u oU;zx;
+b1 000 3, +bz%p6’u; (44)

Les modeles pour les diffusions turbulentes dans
les équations aux moments pondérés d’ordre deux
sont quand a eux calqué sur le schéma di a Daly et
Harlow [34] adapté aux contexte de la variation de
masse volumique :

oU; U, 7 :
T 95 T St ‘ e k—— 0~ _
Py = pujuy, . + pujuy, o (37) —puldul = do . puL, ~ (pusu’/p) (45)
- U, 7
R Fad L ‘ N k— b
Pos = pujui 0Txy + pb'uj T (38) —puifui = di ~ puju; ™ (pf'u}/p) (46)
- 6T - ;
_ o1 ‘ S -
Foz = ol 0 (39) 0T, = o L L GO (47)
e oP _,Ea_fi k ey 0
=TT ST (40) ~peu, = d. = g (48)
U 8U}c
N AT g =Fi/2=Qu ey
@ = pui z; o x; ot Q /2= Qu/2 La valeur des constantes de modélisation est
(41) donnée dans le tableau IV.
—_— 2
bij = pu;u;/pk' — g(sz‘j (42)
TABLEAU Il / TABLE IlI
Termes sources et de diffusion des équations résolues, modéles au second ordre inclus
The production-destruction plus diffusion terms involved in second-order turbulence models
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TABLEAU IV / TABLE IV
Constantes des modéles au second ordre
The constants of the second-order turbulence models

de dy d> de Ce1 | Ce2

CE 3

Qo ai az bo b1 bz

0,22(0,15|0,2(0,19] 1,44 | 1,92

0,95

0

-0,73 0,13 0,8 -0,2 | =3,5

ABRIDGED ENGLISH VERSION

The modelling of highly-heated subsonic turbulent jets

This paper deals with two different aspects of
issues encountered when modelling the behaviour
of non-isothermal turbulent shear flows. The first
step raises the alternative to use or not to use the
mass-weighted statistics proposed by Favre [1]. The
widespread response is positive and the satisfactory
results obtained by closures-schemes developped
using mass-weighted variables are supporting such
a choice. The second point is relative to the
understanding of the way density variations are
acting to modify the behaviour of non-isothermal
flows.

As is developped in the first part, a centred
treatment (Reynolds average) of the Navier-Stokes
equations, proposed by Chassaing [2], enables us to
examine the contents of closure schemes derived in
Favre statistics. Dealing with centred statistical mo-
ments only, this formulation isolates the turbulent
mass-flux contribution otherwise burried in mass-
weighted mean velocities. Since it is always possible
to turn Favre variables into centred ones, standard
gradient-type closure schemes for diffusion terms, ex-
pressed in Favre variables, are ‘uncompressed’ into
their centred form.

Concerning the first-order closure of diffusion
terms, such as the turbulent shear-stresses, the
transposal of the Boussinesq hypothesis of an eddy
viscosity to mass-weighted quantities requires three
closures assumptions : the first is the Boussinesq
assumption itself relating stresses ujuj (centred
fluctuations) to the mean shear U;;, the second
and third ones are gradient type models for the
two following moments p'u! and p'ujuj, specific of
variable-density situations.

Among the numerous problems encountered when
deriving second-order closures, we focus on the
modelling of diffusion terms in the transport
equation for second-order moments. With the same
method as before the contents of the gradient-
type closure scheme expressed in Favre variable
are analysed. It is demonstrated that such models
rely on a quasi-normal approximation for the joint
pdf of density and velocity fluctuations. Though
experimental data do not support such a statement,

as in the close-to-exit region of binary jets, such jet
characteristics as the sensitivity of the position of
the on-axis peak of turbulent-kinetic-energy to the
density ratio are not predicted by models simply

neglecting fourth-order correlations like p'uuju’.

The overall conclusion is that transposed closure-
schemes from constant-density formulations to the
mass-weighted quantities of variable-density flows
are making additional hidden assumptions. These
assumptions, though partially not consistent with
experimental data, are as questionable as usual
closure assumptions and sometimes useful to the
performance of prediction of the heated jet features.

The closed equations in the Favre variable are
then transformed to their equivalent in centred sta-
tistics. A parabolic numerical simulation of heated
Jets based on second-order closure, including the
hidden above-debated assumptions, is performed.
The interest of such a ‘come-back’ to centered sta-
tistics is to give an opportunity to focus on the role
of turbulent mass-fluxes and to be able to criticize
the short cuts imbeded in direct transpositions of
standard models to mass-weighted variables.

The prediction of experimentally-asserted features
of density effects on the mean field of variable den-
sity jets is verified. The self-preserving behaviour
for the mean axial velocity and the mean scalar are
checked under condition of no-gravity. The predicted
sensitivity of the streamwise self-preserving evolu-
tions is found to be well characterized by the concept
of equivalent diameter supplemented with a new
equivalent velocity. Due mainly to buoyancy effects,
measured decay rate coefficients are spread over a
wide range. This allowed Chen and Rodi [15] to de-
fine average values only. The predicted coefficients
are constants and close to this mean values.

The density effects on the streamwise evolution of
the turbulent-kinetic-energy is numerically explored.
The experimental data point out a backward
shift and increase of the maximum turbulent-
kinetic-energy with higher exit temperatures. It
is shown that the model is within the range of
experimental data collected for binary-mixing light
Jets. However it is stressed that a better knowledge



of initial conditions in the exit section, especially
the dissipation rate profile, would be necessary to
calibrate the model constants. Till now predictions
have relied on ad hoc assumptions to deduce the
dissipation-rate in the exit-section from measured
quantities. This is a weakness of constant-density
model calibrations and is a more stringent problem
in the variable-density jet since intense density-
effects are simultaneous to the transformation of
a channel / pipe-flow into a free-shear-flow.

Despite the remaining frustation as for a fine
tuning of variable-density closure schemes, the pre-
diction is considered reasonable enough to perform
a physical analysis of the way density-effects are
acting on the centreline velocity decrease and a
qualitative description of turbulent-mass-fluxes. The
centreline velocity decay rate is directly related to the

on-axis gradient of the turbulent-shear-stress profile.
A simultaneous plotting of non-dimensional para-
meters relative to those two features gives a new
insight into the dynamics of heated jets. Finally,
comparisons between mass-fluxes predicted at first-
and second-order reveal that a first-order closure is
likely to be sufficient. The first reason is that the
spanwise mass-flux is the one that can play a si-
gnificant role in the momentum and energy balance
while terms including the streamwise mass-flux can
be neglected. The second one is that the gradient-
type closure for the spanwise mass-flux performs as
well as a two-step prediction through i) a second-
order prediction of the spanwise turbulent heat-flux
and ii) the proportional relation between of the
turbulent-heat-flux and the turbulent-mass-flux un-
der condition of low turbulent-Mach-number.



