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▼✐❝r♦♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ ❢r❛❝t✉r❡ ✐♥ ♥♦❞✉❧❛r
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t♦✇❛r❞s ♠♦❞❡❧✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ✖ ❆ r❡✈✐❡✇✳
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❚❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♠✐❝r♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥
♥♦❞✉❧❛r ❝❛st ✐r♦♥✱ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ✉s❡❞ ❢♦r ♠❛♥② ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡
❧♦❛❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❞✐✛❡r❡♥t ♠✐❝r♦♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛r❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ❞❛♠❛❣❡ ❛♥❞ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢
♥♦❞✉❧❛r ❝❛st ✐r♦♥✳ ❚❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ✐s t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
✜♥❞✐♥❣s ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r t❤♦s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠✐❝r♦♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ❛ r❡✈✐❡✇
♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞✐❡s✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ❝r✐t❡r✐❛ ✐♥t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧✐♥❣
str❛t❡❣✐❡s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✜♥❞✐♥❣s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❢♦r ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s str❡ss st❛t❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r ❢r❛❝t✉r❡
❛♥❞ ♠❛❝❤✐♥✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞✳ ❑❡②✇♦r❞s✿ ♥♦❞✉❧❛r ❝❛st ✐r♦♥❀
❞❛♠❛❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s❀ ♠♦❞❡❧✐♥❣❀ ♠✐❝r♦♠❡❝❤❛♥✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s❀ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

◆♦❞✉❧❛r ❝❛st ✐r♦♥✶ ✭◆❈■✮✱ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s s♣❤❡r♦✐❞❛❧ ❣r❛♣❤✐t❡ ❝❛st ✐r♦♥✱ ✐s ❛ ❝❛r❜♦♥✲r✐❝❤ ✐r♦♥ ❛❧❧♦②✳ ❉✉❡
t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ ❝❛r❜♦♥ ❝♦♥t❡♥t✱ ❣r❛♣❤✐t❡ ✐s ❢♦✉♥❞ ❛s ♣❛rt✐❝❧❡s ♦♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❧❡✈❡❧ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡
♠❡t❛❧❧✐❝ ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ t❡r♠ ✏♥♦❞✉❧❛r✑ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜②
❝❡rt❛✐♥ ❛❧❧♦②✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ❧✐❦❡ ♠❛❣♥❡s✐✉♠✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❣r❛② ❝❛st ✐r♦♥ ✇✐t❤ ❧❛♠❡❧❧❛r ❣r❛♣❤✐t❡✱
t❤❡ ♥♦❞✉❧❛r ♣❛rt✐❝❧❡ s❤❛♣❡ ✐♥❝r❡❛s❡s str❡♥❣t❤ ❛♥❞ t♦✉❣❤♥❡ss ❜❡❝♦♠✐♥❣ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ ♠❛♥② ❣r❛❞❡s ♦❢
st❡❡❧✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦st✲❡✛❡❝t✐✈❡ ❝❛st✐♥❣ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ❛ ❤✐❣❤ ❞❡s✐❣♥ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❤②
♥♦❞✉❧❛r ❝❛st ✐r♦♥ ✐s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ✐♥❞✉str②✱ ❡✳❣✳ ❢♦r ❣❡❛r❜♦①❡s✱ ❝r❛♥❦s❤❛❢ts✱ ♣✐♣❡s ♦r ♥✉❝❧❡❛r st♦r❛❣❡
❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❝❛s❦s✳
❚❤❡ ♥♦❞✉❧❛r ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈❡ ❛ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✼✪ ❛♥❞ ✶✺✪ ❛♥❞ ❡①❤✐❜✐t t②♣✐❝❛❧❧② ❛

❞✐❛♠❡t❡r dG ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ 10 ➭♠ ❛♥❞ 150 ➭♠✳ ❚❤❡② t❤✉s ❝♦♥st✐t✉t❡ str♦♥❣ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s ✐♥ t❤❡
♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❙✐③❡✱ ✭❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧✮
s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛❧❧✐❝ ♠❛tr✐① ❞❡♣❡♥❞ ♦♥
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝❛st✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥ts✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧②
✐♥ t❤✐❝❦✲✇❛❧❧❡❞ ❝❛st❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❡ ❧♦❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ❝❛♥
❞✐✛❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❧♦❝❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ t❤✉s ✐♥ ❧♦❝❛❧❧② ✈❛r②✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
♣r♦♣❡rt✐❡s✳

✶❉✉❡ t♦ ✐ts ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♥♦❞✉❧❛r ❝❛st ✐r♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ✏❞✉❝t✐❧❡ ❝❛st ✐r♦♥ ✭❉❈■✮✑✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞
❝♦♥❢✉s✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❧♦✇✱ t❤✐s t❡r♠ ✐s ♦♠✐tt❡❞ ❤❡r❡✳
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❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡♥ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ❛r✐s❡s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❧♦❝❛❧ str❡♥❣t❤ ♦r t♦✉❣❤♥❡ss ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ s✉st❛✐♥
t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✖ ♦r ♦t❤❡r t❤❡ ✇❛② r♦✉♥❞✿ ❲❤✐❝❤ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ ❜②
✭❛❞❞✐t✐♦♥❛❧✮ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥ts t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t r❡s✐st t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s❄ ❆♥s✇❡r✐♥❣ t❤❡s❡
q✉❡st✐♦♥s r❡q✉✐r❡s t❤❛t ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝❛♥
❜❡ ❞r❛✇♥✳ ❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❜❥❡❝t ♦❢ ❜♦t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡
❧❛tt❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ♣♦✇❡r❢✉❧ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣♦✇❡r✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ◆❈■
✐s ❛♥ ✐❞❡❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧ ❢♦r t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ s✐♥❝❡ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❜② ♦♣t✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ❛♥❞✱ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② t❤❡ ♣r❡s❡♥t
♣❛♣❡r ❛✐♠s ✐♥ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ r❡✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♠✐❝r♦♠❡❝❤❛♥✐❝s ♦❢
◆❈■ ♣♦✐♥t✐♥❣ ♦✉t t❤❡ s♣❡❝✐✜❝s ♦❢ t❤✐s ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❘❡✈✐❡✇s ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ◆❈■ ✇❡r❡
♣✉❜❧✐s❤❡❞ ♦♥ ♦❝❝❛s✐♦♥ ♦❢ ✺✵ ②❡❛rs ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ◆❈■ ❬✼✵❪ ❛♥❞ ❢r♦♠ ●❡r♠❛♥ ❬✾❪ ❛♥❞ ❏❛♣❛♥❡s❡ ♣♦✐♥ts
♦❢ ✈✐❡✇ ❬✻✸❪✳ ❆ r❡✈✐❡✇ ♦♥ ❢r❛❝t✉r❡ t❡st✐♥❣ ♦❢ ❝❛st ✐r♦♥ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇❛s ❣✐✈❡♥ r❡❝❡♥t❧② ❬✾✻❪✳ ❘❡✈✐❡✇s ♦♥ t❤❡
♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♦t❤❡r ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♠❡t❛❧s✱ t②♣✐❝❛❧❧② st❡❡❧s ❛♥❞ ❧✐❣❤t✲✇❡✐❣❤t ❛❧❧♦②s✱ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❡❧s❡✇❤❡r❡
❬✶✻✱ ✾✺✱ ✶✶✻❪✳
❚❤❡ ♦✉t❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ s♦♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ r❡✈✐❡✇❡❞

❜r✐❡✢② ❛s t❤❡② ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❜❡❢♦r❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡
❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ s❡✈❡r❛❧ ❝r✐t❡r✐❛✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✹ ❛♥❞ ✺
❜❡❢♦r❡ ✇❡ ❝❧♦s❡ ✇✐t❤ ❛ s✉♠♠❛r② ❛♥❞ ♦✉t❧♦♦❦✳

✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥

✷✳✶ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

❚❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ◆❈■ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞s ❊◆✲✶✺✻✸ ❬✸✸❪ ❛♥❞ ❆❙❚▼ ❆✺✸✻ ❬✹❪✳ ■♥ ❜♦t❤ s②st❡♠s
t❤❡ ❣r❛❞❡ ❝♦❞❡ ♥✉♠❜❡r ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ✉❧t✐♠❛t❡ str❡♥❣t❤ ✭▼P❛ r❡s♣✳ ❦s✐✮ ❛♥❞ ♣❡r❝❡♥t ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ ❛t ❢r❛❝t✉r❡✳
❇♦t❤ q✉❛♥t✐t✐❡s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛❧❧✐❝ ♠❛tr✐① ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡
♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① ♠❛t❡r✐❛❧ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛ ❢❡rr✐t✐❝✱ ♣❡❛r❧✐t✐❝ ♦r ❛✉st❡♥✐t✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦r ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ st❛❣❡s
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳
■♥ ❢❡rr✐t✐❝✲♣❡❛r❧✐t✐❝ ◆❈■s✱ ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✏❜✉❧❧s ❡②❡✑ str✉❝t✉r❡s ♦❢ ❢❡rr✐t❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡
♣❛rt✐❝❧❡s✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶❜✳ ❇② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t t❤❡ ♠❛tr✐① ♠❛t❡r✐❛❧ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦
❜❛✐♥✐t❡ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ♥❡❡❞❧❡ s❤❛♣❡❞ ❢❡rr✐t❡ ❛♥❞ ❛✉st❡♥✐t❡✳ ❚❤✐s ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ❛✉st❡♠♣❡r❡❞ ❞✉❝t✐❧❡
✐r♦♥ ✭❆❉■✮✳

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❉✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ ♥♦❞✉❧❛r ❝❛st ✐r♦♥ ✭◆❈■✮ ✭❢r♦♠ ❬✸✹❪✮✿ ❛✮ ❢❡rr✐t✐❝ ◆❈■ ❜✮ ❢❡rr✐t✐❝✲♣❡❛r❧✐t✐❝ ◆❈■
✇✐t❤ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✏❜✉❧❧s ❡②❡✑ str✉❝t✉r❡s ❝✮ ♣❡❛r❧✐t✐❝ ◆❈■

✷



✷✳✷ ❙t❡r❡♦❧♦❣② ♦❢ ◆❈■ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s

■♥ ♦r❞❡r t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ◆❈■✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ❞❡✜♥❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ♦❢ ◆❈■✳ ❇❛s✐❝ ❣❡♦♠❡tr✐❝ q✉❛♥t✐t✐❡s
♦❢ ◆❈■ ❛r❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✭✷❉✿ NA t❤❡ ♠❡❛♥ ♥✉♠❜❡r ♣❡r ✉♥✐t ❛r❡❛✱ ✸❉✿
NV t❤❡ ♠❡❛♥ ♥✉♠❜❡r ♣❡r ✉♥✐t ✈♦❧✉♠❡✮✱ ❣r❛♣❤✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ f0 ❛♥❞ ❛ ♠❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ λ ❜❡t✇❡❡♥
❝❡♥t❡rs ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❚❤❡s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② st❛t✐st✐❝❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢
✷❉ ✐♠❛❣❡s ❢r♦♠ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤s ♦r ❢r♦♠ ✸❉ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜❧② ♠♦st ♣r♦♠✐♥❡♥t st❡r❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞
✐s ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❲✐❝❦s❡❧❧✬s ❝♦r♣✉s❝❧❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ st❡r❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❤❡r❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥
❝✐r❝❧❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❛ ♠❡t❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❬✽✸✱ ✾✶❪✳ ❆ ❢✉rt❤❡r ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✸❉ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❤❡r❡s✬ ❝❡♥t❡rs✳ ❆ st❡r❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❛✐r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ s♣❤❡r❡s✬ ❝❡♥t❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛✐r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ❝✐r❝❧❡s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✹✼❪✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐t ✐s ✉s✉❛❧❧② ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❘❛t❤❡r✱ ✐t ✐s ❞❡s✐r❛❜❧❡ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢
◆❈■ ❛♥❞ ♠❡❛♥ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ✐ts ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❧✐❦❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ λ✱ f0✱ NA ❛♥❞ NV ✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r
t❤r❡❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❜②

f0 = NV V , fA = f0, NA = 2RNV , V = αV

(

2R
)3

. ✭✶✮

❚❤❡r❡✐♥✱ R ❛♥❞ V ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ r❛❞✐✐ ❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
fA ✐s t❤❡ ❛r❡❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❛ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤✳ ❘❡♠❛r❦❛❜❧②✱ fA ❡q✉❛❧s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡
❢r❛❝t✐♦♥ f0 ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ r❛❞✐✐✳ ❚❤❡ ❢❛❝t♦r αV ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉❜❡❞ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞✐✛❡rs ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉❜❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞✐❛♠❡t❡r
❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞s t❤✉s ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❋♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s αV ≈ 1
✭❡✳❣✳ αV = 1 ❢♦r ❛ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ αV = π/3 ❢♦r ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✮✳ ❖♥❧② ✐❢ ❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡s
❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐❛♠❡t❡r✱ ❛ s♠❛❧❧❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢ αV = π/6 ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳
❚❤❡ ♠❡❛♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐st❛♥❝❡ λ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❛s✉r❡s✳ ■♥ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧

❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ s♦❢t✇❛r❡ ♣❛❝❦❛❣❡s ❜✉✐❧t t❤❡r❡✉♣♦♥ ♠♦st❧② t❤❡♠❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ λnn ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs

✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❧✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ♠♦st❧② ❞✉❝t✐❧❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ ◆❈■
❛❝t✐♥❣ ❛❧✇❛②s ♦✈❡r s❡✈❡r❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s ✭❛s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✮✱ ❛ ♠❡❛s✉r❡
t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛❧❧ ♥❡✐❣❤❜♦rs ✐s ♠♦r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② ✐♥ ❬✺✽❪

λ = 1/ 3

√

NV ✭✷✮

✇❛s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛❞❡q✉❛t❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② t♦
t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ ❛ r❡❣✉❧❛r ❝✉❜✐❝✲♣r✐♠✐t✐✈❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ s❛♠❡ ❞❡♥s✐t② NV ✳ ❯s✐♥❣ ❊q✳ ✭✶✮✱ t❤✐s
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ②✐❡❧❞s λ = (f0/αV )

1/6
/
√
NA ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ λ ❢r♦♠ ♠❡❛s✉r❡s NA ❛♥❞ f0 = fA ✇❤✐❝❤

❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤s✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ r❛❞✐✐ ✐s
r❡❧❛t✐✈❡❧② ✇❡❛❦ s✐♥❝❡ αV ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ♦♥❡ ❛♥❞ ❡♥t❡rs ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ s✐①t❤ r♦♦t✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ λ =
0.5/

√
NA ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❙❛❧③❜r❡♥♥❡r ❬✶✵✷❪✳ ❚❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✭✷✮

❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ♥❡❛r❡st✲♥❡✐❣❤❜♦r ❞✐st❛♥❝❡ λnn ❞❡♣❡♥❞s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ♦♥ t❤❡ ♣❛✐r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✬ ❝❡♥t❡rs✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ r❡❣✉❧❛r❧② ❛rr❛♥❣❡❞ t❤❡ r❛t✐♦ ✐s λnn/λ = 1 ✇❤❡r❡❛s
t❤❡ ✈❛❧✉❡s λnn/λ = 0.55 ❛♥❞ λnn/λ = 0.62 ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐❢ t❤❡ ❝❡♥t❡rs ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ♦r✐❣✐♥❛t❡ ❢r♦♠
st❛t✐♦♥❛r② P♦✐ss♦♥ ♣♦✐♥t ♣r♦❝❡ss❡s ♦r ❢r♦♠ ▼❛tér♥✬s ❤❛r❞✲❝♦r❡ ♣♦✐♥t ♣r♦❝❡ss❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r ❞❡t❛✐❧s
✇❡ r❡❢❡r t♦ ❖❤s❡r ❛♥❞ ▼ü❝❦❧✐❝❤ ❬✾✶❪✳
❚❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐st❛♥❝❡ λ ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡ ✭♠❡❛♥ r❛❞✐✉s R ♦r ♠❡❛♥ ❞✐❛♠❡t❡r dG✱

r❡s♣✳✮ s❝❛❧❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ❣r❛♣❤✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ f0 ≈ 0.07 . . . 0.15 ❜②

R

λ
=

3

√

3f0
4

≈ 0.37 . . . 0.48. ✭✸✮

✸



❙♦ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❞r❛✇♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡ R ❛r❡ ✈❛❧✐❞ ❛s ✇❡❧❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❣r❛♣❤✐t❡
♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐st❛♥❝❡ λ✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❛ s✐♠✐❧❛r s❝❛❧✐♥❣ ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❢❡rr✐t❡ ❣r❛✐♥s✳
❊①t❡♥s✐✈❡ r❡s❡❛r❝❤ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❢♦r ❝❧❛s✲

s✐✜❝❛t✐♦♥ s❡❡ ❡✳❣✳ ❬✻✶❪✳ ❚❤❡r❡❜②✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ s❤❛♣❡ ❢❛❝t♦r f = 4πA/U2✱ ✇✐t❤ A ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢
❛ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ ❛ ♣❧❛♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ U ✐ts ❝✐r❝✉♠❢❡r❡♥❝❡✱ ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡
❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ▼♦❞❡r♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❧✐❦❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✭❙❊▼✮ ✇✐t❤ ❢♦❝✉s❡❞ ✐♦♥ ❜❡❛♠
✭❋■❇✮ t❤✐♥♥✐♥❣ ❬✶✷✷❪ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛ ♣r❡❝✐s❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠❡❛s✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥❝❡r♥ ❢♦r
t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ♥♦♥✲s♣❤❡r♦✐❞❛❧ ❣r❛♣❤✐t❡ ❝❛st ✐r♦♥s s✉❝❤ ❛s ❡✳❣✳ ❣r❛② ❝❛st ✐r♦♥ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❧❛♠❡❧❧❛r ❣r❛♣❤✐t❡✳

✷✳✸ ▼❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r

❉✉❡ t♦ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ◆❈■ ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❛❞✐♥❣
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ❝♦♠♠♦♥ st❡❡❧s ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
s♣❡❝✐✜❝ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

✷✳✸✳✶ ▼♦♥♦t♦♥✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣

❯♥❞❡r ♠♦♥♦t♦♥✐❝ t❡♥s✐♦♥ ❧♦❛❞✐♥❣ ◆❈■ s❤♦✇s ♥♦ ❞✐st✐♥❝t ②✐❡❧❞ ♣♦✐♥t✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ t❡♥s✐♦♥✲
❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛s②♠♠❡tr②✱ ✇✐t❤ t❤❡ ②✐❡❧❞ str❡ss ✐♥ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❜❡✐♥❣ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✐♥ t❡♥s✐♦♥ ✉♣ t♦ ✼✪
❬✹✸✱ ✹✾✱ ✼✽❪✳ ❚❤❡ str❡♥❣t❤ ❛♥❞ t❤❡ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ◆❈■ ❛r❡ str♦♥❣❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛tr✐①
♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s s❤♦✇✐♥❣ ❛ r❛t✐♦ ♦❢ ②✐❡❧❞ str❡ss t♦ ✉❧t✐♠❛t❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ❛❜♦✉t ✵✳✻✺✳✳✳✵✳✼✺✳ ❆s ❢♦r
t❤❡ ✈❡r② ♠♦st ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♠❡t❛❧s✱ t❤❡ ②✐❡❧❞ str❡ss ♦❢ ◆❈■ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ r❛t❡s ♦❢ ❧♦❛❞✐♥❣✱
❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✭❍❛❧❧✲P❡t❝❤ ❡✛❡❝t✮✳ ■♥ ❢❡rr✐t✐❝✲♣❡❛r❧✐t✐❝ ◆❈■s t❤❡ ②✐❡❧❞
str❡ss ✐♥❝r❡❛s❡s ❛❧s♦ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ ♣❡❛r❧✐t❡ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦♥t❡♥ts ♦❢ s✐❧✐❝♦♥✳ ❆❧s♦ t❤❡ str❛✐♥
t♦ ❢r❛❝t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞s str♦♥❣❧② ♦♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❲✐t❤ ❤✐❣❤❡r ❝♦♥t❡♥t ♦❢
♣❡❛r❧✐t❡✱ ❛♥❞✴♦r str♦♥❣❡r ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❢r♦♠ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♦♥❡✱ ❛♥❞✴♦r
❤✐❣❤❡r ❝♦♥t❡♥ts ♦❢ s✐❧✐❝♦♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❜r✐tt❧❡ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ str❛✐♥ ❛t ❢❛✐❧✉r❡ ❞❡❝r❡❛s❡s✳
❊♠♣✐r✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡✛❡❝t ✇❡r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ◆✐❧ss♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✽✾✱ ✾✵❪✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧② ✉♥❞❡r ❧♦✇ str❡ss
tr✐❛①✐❛❧✐t✐❡s t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❢❡✇ st✉❞✐❡s
②❡t ❬✷✻✱ ✼✽❪✳
◆♦❞✉❧❛r ❝❛st ✐r♦♥s ✇✐t❤ ❛ ❜♦❞②✲❝❡♥t❡r❡❞ ❝✉❜✐❝ ♠❛tr✐① ✭❢❡rr✐t❡✱ ♣❡❛r❧✐t❡✱ ❜❛✐♥✐t❡✮ ❡①❤✐❜✐t ❛ ❞✉❝t✐❧❡✲

t♦✲❜r✐tt❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✭❉❇❚✮ ✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞✴♦r ✐♥❝r❡❛s❡❞ r❛t❡s ♦❢ ❧♦❛❞✐♥❣✳ ❚❤❡ ❉❇❚
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✱ ✐❢ t❤❡ ♣❡❛r❧✐t❡ ❝♦♥t❡♥t ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✺✵ ✪ ❬✻✻❪✱ ❛♥❞ ♦♥
t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ s✐❧✐❝♦♥ ❬✾✻❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ◆❈■ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝
❞r♦♣ ♦❢ t❤❡ ❈❤❛r♣② ❡♥❡r❣② ✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♣♣❡❛rs ♦✈❡r ❛ ✇✐❞❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡ t❤❛♥
❢♦r ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❢❡rr✐t✐❝ st❡❡❧s ❬✾❪✳
❘❡❣❛r❞✐♥❣ ❢r❛❝t✉r❡ t❡st✐♥❣ ♦❢ ◆❈■✱ ✏❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥s❡♥s✉s ♦❢ t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r ❝r❛❝❦ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥

r❡❛❝❤❡❞✑ ②❡t ❬✻✸❪ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ♦❢ ◆❈■✳ ❈✉rr❡♥t st✉❞✐❡s ✉t✐❧✐③❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t
♦❢ ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✏str❡t❝❤✲③♦♥❡✑ ✭❡✳❣✳ ❬✼✱ ✻✺✱ ✶✷✹❪✮✱ ❜✉t ❛♥ ❡①❛❝t ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡s ✐s ♥♦t
tr✐✈✐❛❧ ❡✐t❤❡r✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❉❇❚ r❡❣✐♠❡ ❬✾✻❪✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❢r❛❝t✉r❡ t♦✉❣❤♥❡ss ❛♥❞ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐s ♦❢ ❣r❡❛t ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st ❛♥❞

❤❛s t❤✉s ❜❡❡♥ ✐♥t❡♥s✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞ ✭✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t✉r❡ t♦✉❣❤♥❡ss✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✷ s❤♦✇s
t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❡❞ ❢r❛❝t✉r❡ t♦✉❣❤♥❡ss ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❢❡rr✐t✐❝ ◆❈■s ✐♥ t❤❡ ❞✉❝t✐❧❡ r❡❣✐♠❡ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s λ
♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡❧② ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❜② ❛
❧✐♥❡❛r ✐♥t❡rr❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✇✐t❤ ♦✛s❡t ❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧s♦ ❜② ❙❛❧③❜r❡♥♥❡r ❬✶✵✷❪ ❛♥❞ P✉s❝❤ ❡t ❛❧✳ ❬✾✻❪✳
❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ♦♥ t❤❡ ❢r❛❝t✉r❡ t♦✉❣❤♥❡ss ✇❛s ❛❧s♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞

✐♥t❡♥s✐✈❡❧②✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✐t ✐s ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❤✐❣❤❡r ❝♦♥t❡♥ts ♦❢ ♣❡❛r❧✐t❡ ❛♥❞ ♠❛rt❡♥s✐t❡ ❧❡❛❞ t♦ ❤✐❣❤❡r
str❡♥❣t❤s ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ ❧♦✇❡r ❢r❛❝t✉r❡ t♦✉❣❤♥❡ss ✈❛❧✉❡s✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳ ❉❡t❛✐❧❡❞ ♦✈❡r✈✐❡✇s ❛❜♦✉t
❢r❛❝t✉r❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ◆❈■ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✾✱ ✶✸✱ ✾✻❪✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♥✉♠❡r♦✉s
❢r❛❝t✉r❡ t❡sts ✉♥❞❡r ✐♥❝r❡❛s❡❞ r❛t❡s ♦❢ ❧♦❛❞✐♥❣ ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❬✻✱ ✽✱ ✾✻✱ ✶✶✸✱ ✶✷✺❪✳
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5

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❢r❛❝t✉r❡ t♦✉❣❤♥❡ss Jc ✈s✳ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐st❛♥❝❡ λ t✐♠❡s s❤❛♣❡ ❢❛❝t♦r f ❢♦r
❢❡rr✐t✐❝ ◆❈■s ❊◆✲●❏❙✲✹✵✵ ✭❢r♦♠ ❬✺❪✮

❙✉❝❤ t❡sts ❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❜✉t ✐♠♣♦s❡ t❤❡ s❡✈❡r❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝r❛❝❦ ❧❡♥❣t❤✳

✷✳✸✳✷ ❈②❝❧✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣ ❛♥❞ ❢❛t✐❣✉❡

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ◆❈■ ❡①❤✐❜✐ts ❛ t❡♥s✐♦♥✲❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛s②♠♠❡tr② ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡r ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ ②✐❡❧❞
str❡ss✳ ❯♥❞❡r ❝②❝❧✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣ t❤❡r❡ ✐s ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❇❛✉s❝❤✐♥❣❡r ❡✛❡❝t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❤✐❣❤ ✐♥t❡r♥❛❧ str❡ss
❛♥❞ ❛♥ ✉♥✉s✉❛❧ ❤②st❡r❡s✐s ❧♦♦♣ ✐❢ t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✶✵✵ ✪✳ ❚❤✐s ✐s ♠❛✐♥❧②
❝❛✉s❡❞ ❜② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛tr✐① ❛♥❞ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ ❇❛✉s❝❤✐♥❣❡r ❡✛❡❝t r❡❞✉❝❡s ✇✐t❤
❢✉rt❤❡r ❝②❝❧✐♥❣ ✇❤❡♥ ♣❧❛st✐✜❝❛t✐♦♥ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t❧② ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐① ♠❛t❡r✐❛❧ ❬✹✸❪✳ ❚❤❡ ❝②❝❧✐❝
❜❡❤❛✈✐♦r ❛❧r❡❛❞② st❛❜✐❧✐③❡s ❛❢t❡r ✶✺ ❝②❝❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝✲❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❛r❡
♥♦t ♠✉❝❤ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♠❛tr✐① ♦r ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ r❡s♣✳ ❬✶✸✹❪✳
❋❛t✐❣✉❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ◆❈■ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t♦ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② ❛

♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡s❡❛r❝❤❡rs ❬✷✺✱ ✽✶✱ ✾✽❪✳ ❚❤❡② ❢♦✉♥❞ ❛ str♦♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡ ❛♥❞
❢❛t✐❣✉❡ ❧✐❢❡✳ ❆❧s♦ ❝②❝❧✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣ ✇✐t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❬✸✺❪ ❛♥❞ ❧♦❛❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❱❍❈❋ r❡❣✐♠❡ ❬✶✷✽❪
✇❡r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❆ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❢♦r ❍❈❋ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ◆❈■ ♦❢ t②♣❡ ❊◆✲●❏❙✲✹✵✵ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
❛ st✉❞② ♦♥ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝❛st✐♥❣ ❞❡❢❡❝ts ♦♥ ❢❛t✐❣✉❡ ❧✐❢❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✶✵✼❪✳ ❈♦♠♠♦♥ t♦ ❛❧❧ ❝✐t❡❞ st✉❞✐❡s
✐s t❤❡ ✜♥❞✐♥❣✱ t❤❛t t❤❡ ❢❛t✐❣✉❡ ❧✐❢❡ ♦❢ ◆❈■ ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♦r ❝❛st✐♥❣
❞❡❢❡❝t✱ r❡s♣✳✱ ❢r♦♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢❛t✐❣✉❡ ❝r❛❝❦ ✐♥✐t✐❛t❡s✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ♠✉❧t✐✲❛①✐❛❧ ❢❛t✐❣✉❡ ♦❢ ◆❈■
❛❧s♦ ❛tt❛✐♥❡❞ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ❬✶✺✱ ✸✹❪✳
❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ s❤♦rt ❝r❛❝❦ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ◆❈■ ♦♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ❧❡✈❡❧✱ ✐t ✇❛s ❢♦✉♥❞ ❜② P❛❧✐♥✲▲✉❝

❡t ❛❧✳ ❬✾✷❪✱ t❤❛t ❢❡rr✐t✐❝✲♣❡❛r❧✐t✐❝ ◆❈■s ✇✐t❤ ❜✉❧❧s✲❡②❡ str✉❝t✉r❡ ❡①❤✐❜✐t ♠✐❝r♦✲❝r❛❝❦s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐①✱
✇❤✐❝❤ ❛rr❡st ❛t t❤❡ ❢❡rr✐t❡✴♣❡❛r❧✐t❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❛t ❛ str❡ss ❧❡✈❡❧ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❡♥❞✉r❛♥❝❡ ❧✐♠✐t✳
❚❤❡s❡ ♠✐❝r♦❝r❛❝❦s ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡r❛❝t ❞✐r❡❝t❧② ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ❧❡❛❞ t♦ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝❤❛♥❣❡s
♦❢ t❤❡ ✉♥❧♦❛❞✐♥❣ st✐✛♥❡ss✳ ❚❤✉s✱ ❛♥♦t❤❡r ❧✐♠✐t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❡♥❞✉r❛♥❝❡ ♦♥❡✱
✇❤❡r❡ ♠✐❝r♦✲❝r❛❝❦s ❞♦ ♥♦t ✐♥✐t✐❛t❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐①✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ✐t ✇❛s ❢♦✉♥❞ ❜② ❊♥❞♦ ❛♥❞ ❨❛♥❛s❡ ❬✸✹❪
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❋✐❣✉r❡ ✸✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ♦♥ ❢r❛❝t✉r❡ t♦✉❣❤♥❡ss ❛♥❞ ✉❧t✐♠❛t❡ t❡♥s✐❧❡
str❡♥❣t❤ ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭❢r♦♠ ❬✶✷✻❪✮

t❤❛t t❤❡s❡ ♠✐❝r♦✲❝r❛❝❦s ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡r❛❝t✳
❚❤❡r♠♦✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❢❛t✐❣✉❡ ♦❢ ◆❈■ ✐s ♦❢ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥❝❡r♥ ❢♦r ❛✉t♦♠♦t✐✈❡ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡ ❝♦♠✲

♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤✐s t♦♣✐❝ ✇❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② ❙❡✐❢❡rt ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✹❪ ❛♥❞ ▼❡❧❧♦✉❧✐ ❡t ❛❧✳ ❬✼✼❪✳ ❚❤❡② ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡
t❡♥s✐♦♥✲❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛s②♠♠❡tr② ❛♣♣❡❛rs ♦♥❧② ❛t ❧❛r❣❡ str❛✐♥s✳ ❆ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ s♠❛❧❧❡r ❣r❛♣❤✐t❡
♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥❝r❡❛s❡❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝②❝❧❡s t♦ ❝r❛❝❦ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡❞ t❤❡ ❝r❛❝❦ ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ t❤❡
♠❛✐♥ ❝r❛❝❦ ❣r♦✇t❤ r❛t❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ✇❛s ❢♦✉♥❞ ❜② ▼❡t③❣❡r ❡t ❛❧✳ ❬✼✾❪ t❤❛t ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝②❝❧✐❝
❧♦❛❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❍❈❋ r❡❣✐♠❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ t❤❡r♠♦✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♦♥❡ ❧❡❛❞s t♦ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ❧✐❢❡t✐♠❡ ✐❢ ❛
❝❡rt❛✐♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✐s ❡①❝❡❡❞❡❞✳

✷✳✸✳✸ ❋❛t✐❣✉❡ ❝r❛❝❦ ❣r♦✇t❤

❇❡s✐❞❡s ❝r❛❝❦s ♦♥ t❤❡ ♠✐❝r♦❧❡✈❡❧✱ ❛❧s♦ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝r❛❝❦s ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ❞✐♠❡♥s✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
✉♥❞❡r ❝②❝❧✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣✳ ❚❤❡s❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝r❛❝❦s ♠❛② r❡♣r❡s❡♥t ❝❛st✐♥❣ ❞❡❢❡❝ts ♦r ♠❛② ❡✈♦❧✈❡ ❢r♦♠ ❝♦❛✲
❧❡s❝❡❞ ♠✐❝r♦❝r❛❝❦s✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st ❛ ❤✉❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❢❛t✐❣✉❡ ❝r❛❝❦ ❣r♦✇t❤ ❞❛t❛ ❢♦r ◆❈■ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡
❬✶✸✱ ✺✵✱ ✾✻✱ ✶✷✾✱ ✶✸✹❪✱ ❜✉t r❡str✐❝t❡❞ t♦ ♣♦s✐t✐✈❡ str❡ss r❛t✐♦s ♦♥❧②✳ ❚❤❡r❡❜②✱ t❤❡ P❛r✐s r❡❣✐♠❡ ✐s ♠♦st❧②
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡
❞✐st❛♥❝❡ ♦♥ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❝②❝❧✐❝ str❡ss ✐♥t❡♥s✐t② ❢❛❝t♦r ❬✽✶✱ ✾✻❪✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❜②
❛♣♣❧②✐♥❣ st❛t✐st✐❝❛❧ q✉❛♥t✐❧❡ ❝r❛❝❦ ❣r♦✇t❤ ❝✉r✈❡s✱ ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ s❛❢❡t② ❛ss❡ss✲
♠❡♥t r❡s✉❧ts ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❬✹✽✱ ✾✻❪ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ◆❆❙●❘❖ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❲✐t❤ ♠♦❞❡r♥ ❳✲r❛② t♦♠♦❣r❛♣❤②
❬✼✷✱ ✼✸✱ ✶✷✸❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ♠❛r❦❡rs✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥
♦❢ s♠❛❧❧ ❢❛t✐❣✉❡ ❝r❛❝❦s ✐♥ ❛ r❡str✐❝t❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ♦♥❡ ♦r t✇♦ ♠♠3 ✉♣ t♦ ➭♠✲♣r❡❝✐s✐♦♥✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤✐s
t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇✐t❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❧♦❝❛❧ ❝r❛❝❦ ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡s ❛♥❞ ❝❧♦s✉r❡ ❧❡✈❡❧s✳
▲❛t❡st ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❛t✐❣✉❡ ❝r❛❝❦s ❛r❡ st✉❞✐❡s ♦❢ ✸❉ s❡♠✐✲❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ s✉r❢❛❝❡ ❝r❛❝❦s
❜② ✐♥ s✐t✉ t♦♠♦❣r❛♣❤② ❬✼✶❪ ❛♥❞ ✸❉ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❧ ❝❛st✐♥❣ ❞❡❢❡❝ts ❬✷✹❪

✷✳✹ ▼✐❝r♦♠❡❝❤❛♥✐s♠s

✷✳✹✳✶ ▼♦♥♦t♦♥✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣

❯♥❞❡r ♠♦♥♦t♦♥✐❝ st❛t✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣ ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ◆❈■ ♠❛✐♥❧② ❢❛✐❧s ❜② ❛ ❞✉❝t✐❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❚❤❡r❡❜②
t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s st❛rt t♦ ❞❡❜♦♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡t❛❧❧✐❝ ♠❛tr✐① ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ②✐❡❧❞ str❡♥❣t❤

✻



✭❛✮

✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❉✉❝t✐❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥ ◆❈■ ❢♦r ❛ t❡♥s✐❧❡ t❡st ✭❢r♦♠ ❬✸✶❪✮✿ ✭❛✮ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❡ss✲str❛✐♥ ❝✉r✈❡✱
✭❜✮ ❞❡❜♦♥❞✐♥❣ ♦❢ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛t ♣♦✐♥t ✷✱ ✭❝✮ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ✈♦✐❞s ❛t ♣♦✐♥t ✸ ✭♣♦✐♥t ✶✿ ✜rst
♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣❧❛st✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♣♦✐♥t ✹✿ ✜♥❛❧ ❢❛✐❧✉r❡✮

✐s r❡❛❝❤❡❞✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❢♦r♠❡❞ ✈♦✐❞s ❣r♦✇ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥✐♥❣✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
✈♦✐❞ ❣r♦✇t❤ t✉r♥s ✐♥t♦ ✈♦✐❞ ❝♦❛❧❡s❝❡♥❝❡ ❜② ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✈♦✐❞ ❧✐❣❛♠❡♥ts ✇✐t❤✐♥ ❛ ✈❡r② ❧♦❝❛❧✐③❡❞
r❡❣✐♦♥ ❬✸✶✱ ✹✵❪✳ ❋✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤✐s ✈♦✐❞ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ◆❈■ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡❞
♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✹✹❪✳ ❚❤❡ ✈♦✐❞ ❣r♦✇t❤ ♣r♦❝❡ss ✐s ❛❧s♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈♦✐❞ s❤❛♣❡
❬✼✹❪✳
❉❡❜♦♥❞✐♥❣ ♦❢ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ t❤❡r❡❜② ❝r❡❛t❡❞ ✈♦✐❞s ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ✈♦✐❞ ❝♦❛❧❡s❝❡♥❝❡ ❛r❡

❛❧s♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ t✐♣ ❞✉r✐♥❣ ❢r❛❝t✉r❡ t❡st✐♥❣ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ str♦♥❣❧② ❡❧♦♥❣❛t❡❞ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞s ♣r✐♦r t♦ ❝♦❛❧❡s❝❡♥❝❡ ❢r♦♠ t❡♥s✐❧❡ t❡sts ✭❋✐❣✉r❡ ✹❝✮
✐s ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛❝t✉r❡ ♣r♦❝❡ss ③♦♥❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✺❝✮ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡r ❤②❞r♦st❛t✐❝ str❡ss❡s t❤❡r❡✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❋✐❣✉r❡ ✺ s❤♦✇s t❤❛t ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞♦ ♥♦t ❞❡❜♦♥❞ ♦♥❧② ❞✐r❡❝t❧② ✐♥ t❤❡ ❝r❛❝❦ ♣❧❛♥❡ ❜✉t
❛❧s♦ ✐♥ ❛ r❡❣✐♦♥ ❛r♦✉♥❞✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t②♣✐❝❛❧ ❢r❛❝t✉r❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ◆❈■ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✻✮ ❡①❤✐❜✐t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s✿ ▲❛r❣❡ ♣r✐✲

♠❛r② ✈♦✐❞s ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠❛tr✐① ♠❛t❡r✐❛❧ t❤❡ ✐♥t❡r✈♦✐❞
❧✐❣❛♠❡♥ts ❡✐t❤❡r ❢❛✐❧ ❜② ❝❧❡❛✈❛❣❡ ✭♣r❡❢❡r❛❜❧② t❤❡ ♣❡❛r❧✐t✐❝ ❣r❛✐♥s ❛♥❞ ❢❛✈♦r❡❞ ❛❧s♦ ❜② ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
♣❛rt✐❝❧❡s ❢r♦♠ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ s❤❛♣❡✮ ♦r ❜② ❛ ❞✉❝t✐❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❆ ❜r♦❛❞ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❛❝t✉r❡
s✉r❢❛❝❡s ♦❢ ◆❈■ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✼✻❪✳ ❚❤❡r❡✐♥✱ ✐t ✐s ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ❛❞❞✐✲
t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❛t ❝❧❡❛✈❛❣❡ ❢r❛❝t✉r❡ ✐♥ ❢❡rr✐t✐❝✲♣❡❛r❧✐t✐❝ ◆❈■ t❡♥❞s t♦ ✐♥✐t✐❛t❡ ❛t t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❛r♦✉♥❞ t❤❡
❡✉t❡❝t✐❝ ❝❡❧❧ ❜♦✉♥❞❛r② r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛t t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡✲♠❛tr✐① ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❧♦❝❛❧❧② ❧✐♠✐t❡❞ ❝❧❡❛✈❛❣❡
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30μm
✭❛✮ ✭❜✮

30μm
✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❉✉❝t✐❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥ ◆❈■ ❢♦r ❛ ❢r❛❝t✉r❡ t❡st ✭✐♥✐t✐❛❧ ❝r❛❝❦ t✐♣ ♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛rr♦✇❀ ❢r♦♠
❬✾✻❪✮✿ ✭❛✮ ❜❡❣✐♥ ♦❢ ❝r❛❝❦ ♦♣❡♥✐♥❣✱ ✭❜✮ ❞❡❜♦♥❞✐♥❣ ♦❢ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ t✐♣✱
✭❝✮ ❝r❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

✽



✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ✐♥ ◆❈■ ✐♥ t❤❡ ❉❇❚ r❡❣✐♠❡ ❞♦❡s ♥♦t ❧❡❛❞ t♦ ❛ s❡✈❡r❡ ❞r♦♣ ♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t✉r❡ t♦✉❣❤♥❡ss ❛s ♦❜s❡r✈❡❞
❡✳❣✳ ✇✐t❤ ❢❡rr✐t✐❝ st❡❡❧s ❬✾✱ ✶✵✶✱ ✶✵✽❪✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝r❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ◆❈■ ❝❛♥ r❡♠❛✐♥
st❛❜❧❡ ✭♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝❛❧❧② ❛♣♣❛r❡♥t❧② ❞✉❝t✐❧❡✮ ❞❡s♣✐t❡ ❧♦❝❛❧ ❝❧❡❛✈❛❣❡ ❡✈❡♥ts ❬✾✻❪✳ ■♥ t❤❡ ✉♣♣❡r✲s❤❡❧❢ r❡❣✐♠❡✱
t❤❡ ❞✉❝t✐❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✈♦✐❞s✿ ■❢ t❤❡ ✈♦✐❞s ❛r❡
❝❧♦s❡❧② s♣❛❝❡❞✱ ✈♦✐❞ ❝♦❛❧❡s❝❡♥❝❡ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ❜② ✐♥t❡r♥❛❧ ♥❡❝❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✈♦✐❞ ❧✐❣❛♠❡♥ts✱ ❧❡❛✈✐♥❣ s♠❛❧❧
s❡❝♦♥❞❛r② ✈♦✐❞s ✭♦♥❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ♦♥❡s✮ ❛t t❤❡ r✐❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r②
❞✐♠♣❧❡s✳ ■❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ✈♦✐❞s ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞✐♠♣❧❡s ❛r❡ ✇✐❞❡r s♣❛❝❡❞✱ s❡❝♦♥❞❛r② ✈♦✐❞s ♥✉❝❧❡❛t❡ ❢r♦♠
s♠❛❧❧ ♥♦♥✲♠❡t❛❧❧✐❝ ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ✭▼♥❙✱ ❆❧2❖3✱ ❈❛❖✮ ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐① ♠❛t❡r✐❛❧ ❬✹✵✱ ✼✹❪✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✻❞✳

(a) (b)

(c) (d)

❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❋r❛❝t✉r❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❢❡rr✐t✐❝✲♣❡❛r❧✐t✐❝ ◆❈■ ✉♥❞❡r ♠♦♥♦t♦♥✐❝ st❛t✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣ ✭❢r♦♠ ❬✹✵❪✮✿ ❛✮ ❢r❛❝✲
t✉r❡ s✉r❢❛❝❡ ✇✐t❤ ❜✮ ♣r✐♠❛r② ❞✐♠♣❧❡s ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❝✮ ❧♦❝❛❧ tr❛♥s❣r❛♥✉❧❛r
❝❧❡❛✈❛❣❡ ❛♥❞ ❞✮ s❡❝♦♥❞❛r② ✈♦✐❞s ♦♥ r✐❞❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♣r✐♠❛r② ❞✐♠♣❧❡s

✷✳✹✳✷ ❈②❝❧✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣

●✉✐❧❧❡♠❡r✲◆❡❡❧ ❡t ❛❧✳ ❬✹✸❪ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ◆❈■ ❞✉r✐♥❣ ❝②❝❧✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣✳ ❚❤❡② ❢♦✉♥❞
t❤❛t ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❞✉r✐♥❣ str❡♥❣t❤❡♥✐♥❣ ❛r❡ ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ t♦ α✲✐r♦♥ ♦r ❋❡✲❙✐ ♣♦❧②❝r②st❛❧s✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❜❡❢♦r❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ s♣❡❝✐✜❝ ❇❛✉s❝❤✐♥❣❡r ❡✛❡❝t ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s
❜❡t✇❡❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ♠❛tr✐① ❛♥❞ ❜② t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐①
♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❣r❛♣❤✐t❡ ❛♥❞ ♠❛tr✐①✳
❚❤❡ s❤♦rt ❝r❛❝❦ ❣r♦✇t❤ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ◆❈■ ✇❛s st✉❞✐❡❞ ❜② ●❡r♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ❬✸✾❪ ❜② ❙❊▼✱ r❡✈❡❛❧✐♥❣

t❤❛t t❤❡s❡ ❝r❛❝❦s ♦r✐❣✐♥❛t❡ ❛t ✈♦✐❞s ❢♦r♠❡❞ ❛❢t❡r ❞❡❜♦♥❞✐♥❣ ♦❢ ❣r❛♣❤✐t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛tr✐①✳ ❆❧s♦ ❤✐❣❤✲
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r❡s♦❧✉t✐♦♥ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❳✲r❛② t♦♠♦❣r❛♣❤② ❬✶✷✸❪ s❤♦✇❡❞ t❤❛t s❤♦rt ❝r❛❝❦s st❛rt ❛t ❝❛st✐♥❣ ❞❡❢❡❝ts ❛♥❞
❣r❛♣❤✐t❡ ♥♦❞✉❧❡s✱ ❜✉t ♠♦st ♦❢ t❤❡♠ ❛rr❡st ❜❡❢♦r❡ ✐♥✐t✐❛t✐♥❣ ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❢❛t✐❣✉❡ ❝r❛❝❦✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱
❋✐s❝❤❡r ❡t ❛❧✳ ❬✸✼❪ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ❱❍❈❋ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ◆❈■ ❜② µ❈❚ s❝❛♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ✐♠❛❣❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳
❚❤❡r❡❜② t❤❡② ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ❱❍❈❋ ❧♦❛❞✐♥❣ ❛♥❞ s♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥
♦❢ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❢r❛❝t✉r❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝❧❡❛r❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞✱ ✇❤❛t ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜② ❙❊▼✳

✷✳✹✳✸ ❋❛t✐❣✉❡ ❝r❛❝❦ ❣r♦✇t❤

❚❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝r❛❝❦s ❜② ❢❛t✐❣✉❡ ✐♥ ◆❈■ ✐s str♦♥❣❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡❜♦♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡t❛❧❧✐❝ ♠❛tr✐① ✇❤❡♥ t❤❡ ❢❛t✐❣✉❡ ❝r❛❝❦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
t❤❡r❡✳ ❇❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❡ ❝r❛❝❦ ❣r♦✇s tr❛♥s❣r❛♥✉❧❛r❧② r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❢❛t✐❣✉❡ str✐❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡
❢r❛❝t✉r❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❙t✉❞✐❡s ✇✐t❤ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❳✲r❛② t♦♠♦❣r❛♣❤② r❡✈❡❛❧❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠
❝❧♦s✉r❡ ♣r♦❝❡ss ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❢r♦♥t ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛rr❡st ❛♥❞ ❣r♦✇t❤✱ r❡s♣✳✱ ♦❢ ♣❛rts ♦❢ t❤❡
❝r❛❝❦ ❢r♦♥t ❬✼✷✱ ✼✸❪✳
❈❛✈❛❧❧✐♥✐ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾❪ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ♠❛t❡r✐❛❧ ✭❢❡rr✐t❡✱ ♣❡❛r❧✐t❡ ❛♥❞ ❜❛✐♥✐t❡✮ ♦♥

❢❛t✐❣✉❡ ❝r❛❝❦ ❣r♦✇t❤ ❜② ❙❊▼✳ ❚❤❡② ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ❞❡❜♦♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♠❛✐♥❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡s
t❤❡ ❝r❛❝❦ ❝❧♦s✉r❡ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❤❡r❡❜② ❛ ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❞❡❜♦♥❞✐♥❣ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❧♦✇❡r ❝r❛❝❦ ❣r♦✇t❤ r❛t❡✳
◆❈■ ✇✐t❤ ♣❡❛r❧✐t✐❝ ♠❛tr✐① s❤♦✇s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❡❝♦♥❞❛r② ❝❧♦s✉r❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❝❛✉s❡❞ ❜② s❤✐❡❧❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡
❢❡rr✐t✐❝ ✐s❧❛♥❞s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣❡❛r❧✐t❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t
t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ♦♥ t❤❡ ❢❛t✐❣✉❡ ❝r❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ r❛t❡ ✉♥❞❡r ❤✐❣❤ str❡ss
r❛t✐♦s✳
■❛❝♦✈✐❡❧❧♦ ❡t ❛❧✳ ❬✺✾❪ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡ ❞❡❜♦♥❞✐♥❣ ✐s ♥♦t t❤❡ ♠❛✐♥ ❢❛✐❧✉r❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❞✉r✐♥❣

❢❛t✐❣✉❡ ❝r❛❝❦ ❣r♦✇t❤✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❛♠❛❣✐♥❣ ♠✐❝r♦♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✭❡✳❣✳ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♦♥✐♦♥✲❧✐❦❡

♠❡❝❤❛♥✐s♠✮ ❛❝t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡✱ ✇❤✐❝❤ s❡❡♠ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ❡✈✐❞❡♥t✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✐♥ ♣❡❛r❧✐t✐❝
◆❈■ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❢♦r♠ ♦❢ s❡❝♦♥❞❛r② ♠✐❝r♦❝r❛❝❦s ❢♦r♠❡❞ ❛❧r❡❛❞② ✐♥ t❤❡
♠❛tr✐① ♠❛t❡r✐❛❧ ✉♥❞❡r ❧♦❛❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ r❛♥❣❡✳
❘❡❣❛r❞✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ✐t ✇❛s ❢♦✉♥❞ ❜② ❍ü❜♥❡r ❡t ❛❧✳ ❬✺✵❪ t❤❛t t❤❡ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❡✛❡❝ts

❛❢t❡r ♦✈❡r❧♦❛❞s ❞✐✛❡r ❢r♦♠ t❤♦s❡ ✐♥ st❡❡❧✿ ■♥ ❢❡rr✐t✐❝ ◆❈■ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❝r❛❝❦ ❣r♦✇t❤ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥
✇❤❡♥ ❛♥ ♦✈❡r❧♦❛❞ ♦❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ t♦ ❤✐❣❤ ❧♦❛❞ ❧❡✈❡❧ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❖♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ❧❡✈❡❧ ❞❡❜♦♥❞❡❞
❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ s❡❝♦♥❞❛r② ❝r❛❝❦s ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ t✐♣✳ ▲❛t❡r✱ ❩②❜❡❧❧ ❡t ❛❧✳ ❬✶✸✶❪
✐❞❡♥t✐✜❡❞ t❤❡s❡ ❡✛❡❝ts ❛s t❤❡ st❛rt ♦❢ ❞✉❝t✐❧❡ ❝r❛❝❦ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
❛ ❧❛r❣❡ ♣❧❛st✐❝ ③♦♥❡✱ ❝r❛❝❦ ❜r❛♥❝❤✐♥❣✱ ❛♥❞ ❡❛r❧② st❛❣❡s ♦❢ ❞✉❝t✐❧❡ ❝r❛❝❦ ❣r♦✇t❤✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♣❡❛r❧✐t✐❝ ◆❈■✱ ✇❤❡r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦✈❡r❧♦❛❞s r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ❛ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ t♦rt✉♦✉s
❝r❛❝❦ ♣❛t❤ t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❢❛t✐❣✉❡ ❝r❛❝❦ ❬✻✵❪✳

✸ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧s

❚❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✉s❡❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ s♦ ❢❛r ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ s❡✈❡r❛❧ ❝r✐t❡r✐❛✳ ❚❤❡
✜rst ✐♠♣♦rt❛♥t ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞✿ ❞✉❝t✐❧❡ ❢❛✐❧✉r❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✻❛✮✱ ❝❧❡❛✈❛❣❡
✭❋✐❣✉r❡ ✻❝✮ ❛♥❞ ❢❛t✐❣✉❡ ♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❤❡r❡♦❢✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ❞✉❝t✐❧❡ ❢❛✐❧✉r❡ ✐t ❝❛♥ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ ❜❡ ❞✐st✐♥✲
❣✉✐s❤❡❞ ✇❤❡t❤❡r ♦♥❧② t❤❡ ♣r✐♠❛r② ✈♦✐❞s ♦r✐❣✐♥❛t❡❞ ❢r♦♠ ❞❡❜♦♥❞❡❞ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦r
✇❤❡t❤❡r t❤❡ t②♣✐❝❛❧❧② ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r s❡❝♦♥❞❛r② ✈♦✐❞s ♥✉❝❧❡❛t✐♥❣ ❢r♦♠ ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ✭❋✐❣✉r❡ ✻❞✮ ❛r❡ ✐♥❝♦r✲
♣♦r❛t❡❞✱ t♦♦✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ t❤❡ ❞✉❝t✐❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❜② ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❝♦❛❧❡s❝❡♥❝❡ ♦❢ ♣r✐♠❛r② ✈♦✐❞s
✐s ❜② ❢❛r t❤❡ ♠♦st❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❋r♦♠ t❤✐s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ❛❧❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♠❡t❛❧❧✐❝ ♠❛tr✐① ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ✈♦✐❞s✱ ✐✳❡✳ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ♦❢ s❡❝♦♥❞❛r② ✈♦✐❞s✱ ❝❧❡❛✈❛❣❡
❛♥❞ ❢❛t✐❣✉❡✱ ♠❛② ❜❡ t❡r♠❡❞ ❛s s❡❝♦♥❞❛r② ❞❛♠❛❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳
❈❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐s t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❧♦❛❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤

❝❛♥ ❜❡ s✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✐♠❡ ❤✐st♦r② ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t✐♠❡ ❤✐st♦r② t❤❡ ♠❛✐♥ t②♣❡s ❛r❡
♠♦♥♦t♦♥♦✉s ❧♦❛❞✐♥❣ ♦r ❝②❝❧✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣✱ t❤❡ ❧❛tt❡r t②♣✐❝❛❧❧② ❢♦r ❛❞❞r❡ss✐♥❣ ❢❛t✐❣✉❡✳ ❖♥❡ ♠❛② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤
❢✉rt❤❡r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❧♦❛❞✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ✭q✉❛s✐✲✮st❛t✐❝ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ ✇❤❡t❤❡r

✶✵



loadingsequence

monotonous cyclic

rate

quasi-static dynamic

spatial distribution

homogeneous inhomogeneous

type of loading

mechanical thermal ...

damage mechanism

cleavageductile fatigue

primary voids secondary voids

model

homogenized

discrete microstructure

secondary

damage

❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❛❞✐♥❣✱ ❞❛♠❛❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛♥❞ ♠♦❞❡❧s

✐♥❡rt✐❛ ❤❛s t♦ ❜❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ♦r ♥♦t✳ ❚❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❧♦❛❞✐♥❣ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ❛❧s♦ ✇❤❡t❤❡r str❛✐♥ r❛t❡ s❡♥s✐t✐✈✐t②
♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s r❡❧❡✈❛♥t ❛♥❞ ✇❤❡t❤❡r s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❧✐❦❡ ✐s♦t❤❡r♠❛❧ ♦r ❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❛r❡ ❢❡❛s✐❜❧❡✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♠❛♥② t②♣❡s ♦❢ ❧♦❛❞✐♥❣ ✭♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧✱ t❤❡r♠❛❧✱ ❝❤❡♠✐❝❛❧✱ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧✱ ❡t❝✳✮ t❤❛t ♠❛②
❛r✐s❡ ✐♥ r❡❛❧ str✉❝t✉r❡s t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r ♠❛✐♥❧② ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣s✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ✐s ✐ts s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❍❡r❡

t❤❡ ♠❛✐♥ q✉❡st✐♦♥ ✐s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❡ss ✜❡❧❞s ❛♥❞ ♦❢
t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ♦r ♥♦t✳ ■❢ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✜❡❧❞s ♦✈❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝
❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ s❝❛❧❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✭❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱
❝❡❧❧ ♠♦❞❡❧s✮ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✐❢ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❝♦♠♣❛r❡
t♦ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✜❡❧❞s✱ ❡✳❣✳ ❛t ❝r❛❝❦ t✐♣s✱ s❤❛r♣ ♥♦t❝❤❡s ♦r ❛❢t❡r
❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡♥ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♦❢ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐s ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞
t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s ♠✉st ❜❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② r❡s♦❧✈✐♥❣ t❤❡
♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❞✐s❝r❡t❡❧② ✐♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡ r❡❣✐♦♥s✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s ❞❡♣❡♥❞
♦♥ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❞❛♠❛❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛♥❞ t❤✉s ❛❧s♦ ♦♥ ❧♦❛❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭r❛t❡✱ s❡q✉❡♥❝❡✱ ❡t❝✳✮✳ ■♥ ◆❈■ t❤❡
❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t s❝❛❧❡ ❢♦r s❡✈❡r❛❧
❞❛♠❛❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ ❧♦❛❞✐♥❣ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧s
❛♥❞ t❤❡✐r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ s❤♦✇♥ s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳
■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ q✉❡st✐♦♥✱ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♦r ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✇✐t❤

r❡s♣❡❝t t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✱ ✐s ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ str❛t❡❣②✳
❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡♣❡♥❞s str♦♥❣❧② ♦♥ t❤❡ ❛♥s✇❡r ♦❢ t❤✐s
q✉❡st✐♦♥✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r t❤✐s ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s ♣r✐♠❛r② ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧s ✉s❡❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

✶✶



❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❈♦♥❝❡♣t ♦❢ ❝❡❧❧ ♠♦❞❡❧s ✭❢r♦♠ ❬✶✵✾❪✮

✹ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s str❡ss st❛t❡s

✹✳✶ ❈❡❧❧ ♠♦❞❡❧s

✹✳✶✳✶ ❈♦♥❝❡♣t ❛♥❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s

■❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✜❡❧❞s ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♦✈❡r ❞✐st❛♥❝❡s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ s♣❛❝✐♥❣ ♦❢ t❤❡
❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤✐♥
❛ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡♣t✳ ▼♦st❧②✱ ❛♥ ✐❞❡❛❧✐③❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ❝❤♦s❡♥ ✇✐t❤ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♦r ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧
❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛rr❛♥❣❡❞ r❡❣✉❧❛r❧② ✇✐t❤✐♥ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧✱ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♦r ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ❝❡❧❧ ❛s s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✽✳ ❋♦r t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✈❛❧✉❡s ♦❢ str❡ss❡s Σ ♦r r❛t❡s ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ D ❛r❡
♣r❡s❝r✐❜❡❞ t♦ t❤❡ ❝❡❧❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ V ✈✐❛ s✉✐t❛❜❧❡ st❛t✐❝✱ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♦r ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦t❤❡r ✭s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✏❝♦♥❥✉❣❛t❡✑✮ q✉❛♥t✐t② t❤❡♥ ❞❡r✐✈❡s ❢r♦♠ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t t❤❛t t❤❡
♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✇♦r❦ ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛❧❧ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❛✈❡r❛❣❡✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞
❍✐❧❧✲▼❛♥❞❡❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿

Σ : D =
1

V

∫

V

σ : d dV. ✭✹✮

❚❤❡r❡✐♥✱ σ ❛♥❞ d r❡❢❡r t♦ t❤❡ t❡♥s♦rs ♦❢ str❡ss ❛♥❞ r❛t❡ ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♠✐❝r♦s❝❛❧❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥
t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ❝❡❧❧ ♠♦❞❡❧s ✉s❡❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✭s✐♥❝❡ t❤❡②
❧❡❛❞ t♦ ❛ r✐❣♦r♦✉s ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ s♦❧✉t✐♦♥✮✳ ❆ ❢❡✇ st✉❞✐❡s ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ s❤❡❛r✲❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❧♦❛❞✐♥❣ st❛t❡s
❡♠♣❧♦② ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❋♦r ❞❡t❛✐❧s ✇❡ r❡❢❡r t♦ ❛ r❡✈✐❡✇ ❛rt✐❝❧❡ ❜② ❇❡♥③❡r❣❛ ❛♥❞ ▲❡❜❧♦♥❞
❬✶✵❪✳ ■♥ ❝❡❧❧ ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ st❛t❡ ✐s ♦❢t❡♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② T ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❤②❞r♦st❛t✐❝ ❛♥❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ▼✐s❡s ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❡ss t❡♥s♦r Σ✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❝❡❧❧ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ❢♦r ◆❈■ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ s♦ ❢❛r ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢

t❤❡ ❝❡❧❧✱ ✐♥ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠❡t❛❧❧✐❝ ♠❛tr✐①
❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❤✐st♦r② ✭st❛t✐❝ ♦r ❝②❝❧✐❝✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✮✳ ■♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ st✉❞✐❡s ❛ r❡❣✉❧❛r ❝❡❧❧ ✇✐t❤
s♣❤❡r✐❝❛❧✱ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♦r ❝✉❜✐❝ s❤❛♣❡ ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❈✉❜✐❝ ❝❡❧❧s ❝❛♥ ❜❡ ❛rr❛♥❣❡❞ t♦ ✜❧❧ ❛ r♦♦♠ ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
❛t t❤❡ ❝♦st t❤❛t t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝✱ ❛ ❞r❛✇❜❛❝❦ t❤❛t ✐s s❡❧❞♦♠ ♠❡♥t✐♦♥❡❞✳ ■♥
❝♦♥tr❛st✱ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♦r ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝❡❧❧s ❝❛♥ ✜❧❧ ❛ ❣✐✈❡♥ r♦♦♠ ♦♥❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✭❋✐❣✉r❡ ✽✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇✐t❤
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥ts✱ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝❡❧❧s ❧❡❛❞ t♦ ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝❛❧❧② ✐s♦tr♦♣✐❝
❜❡❤❛✈✐♦r ✇❤✐❝❤ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❡①♣❡❝t❡❞ ❢♦r ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ❧✐❦❡ ◆❈■✳ ■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝❡❧❧s ✇❡r❡ ❛❧♠♦st
❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ✉s❡❞ ✐❢ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✳ ❆✐♠✐♥❣ ❛t
❛ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ s♦❧✉t✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛tr✐①
❛♥❞ ❣r❛♣❤✐t❡✱ ✐✳❡✳ t②♣✐❝❛❧❧② ❛♥ ✐❞❡❛❧✲r✐❣✐❞ ♣❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ✐s ❛ss✉♠❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s
♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ ✈♦✐❞✳ ❙✉r❡❧②✱ t❤❡ ♠♦st ❢❛♠♦✉s ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤✐s ❧✐♠✐t✲❧♦❛❞ t②♣❡ ✇❛s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❜② ●✉rs♦♥
❬✹✻❪✳ ◆✉♠❡r♦✉s ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ ●✉rs♦♥✬s ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡
t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❡✳❣✳ ✈♦✐❞✲s❤❛♣❡ ❡✛❡❝ts ♦r s❡❝♦♥❞❛r② ✈♦✐❞s✳

✶✷
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❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦♥ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝❛❧❡ s❤❛❧❧ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✱ ❡✐t❤❡r ❢♦r ✐♠♣r♦✈❡❞ q✉❛♥t✐✲
t❛t✐✈❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦r ❢♦r q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❧✐❦❡ ✈♦✐❞ ❝♦❛❧❡s❝❡♥❝❡✱ t❤❡♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧
s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥②♠♦r❡ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r②✳ ▼♦st❧②✱ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t
♠❡t❤♦❞ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ■♥ s✉❝❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s t②♣✐❝❛❧❧② ❝✉❜✐❝ ❝❡❧❧s ♦r ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝❡❧❧s ✭✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜②
♠❡❛♥s ♦❢ ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝ ❡❧❡♠❡♥ts✮ ❛r❡ ✉s❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ❛♥❞ s✐♥❝❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ ❧❛r❣❡ ❞✐s♣❧❛❝❡✲
♠❡♥t ❛♥❛❧②s❡s✱ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s ❡❛s✐❡r t❤❛♥ ✇✐t❤ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝❡❧❧s✳ ■♥
t❤✐s ❝♦♥t❡①t t❤❡ ♣✐♦♥❡❡r✐♥❣ ✇♦r❦ ♦❢ ❚✈❡r❣❛❛r❞ ❛♥❞ ❝♦✲✇♦r❦❡rs ❤❛s t♦ ❜❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❬✻✼✱ ✶✶✹✱ ✶✶✺❪ ✇❤✐❝❤
✐♠♣r♦✈❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞✉❝t✐❧❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥ ♠❡t❛❧s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ♠♦❞❡❧s✱ ❤❡✉r✐st✐❝ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ●✉rs♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❚✈❡r❣❛❛r❞ ❛♥❞
◆❡❡❞❧❡♠❛♥ ❬✶✶✹✱ ✶✶✾❪✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs qi ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ f∗✳ ❚❤✐s ♠♦❞✐✲
✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s t♦❞❛② ✇❡❧❧✲❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❛♥❞ ❦♥♦✇♥ ❛s ●❚◆✲♠♦❞❡❧✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❝❡❧❧ ♠♦❞❡❧s✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
♦❢ ✇❤❡t❤❡r tr❡❛t❡❞ ❜② ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♦r ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❧❛t❡❞
t♦ t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡ ❞✐st❛♥❝❡ λ ❞r♦♣s ♦✉t ❞✉❡ t♦ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❜② t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ V ✐♥ ❊q✳ ✭✹✮✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ s✉❝❤ ♠♦❞✲
❡❧s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❛♥ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ λ ✐❢ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r s❡❝♦♥❞❛r② ♠❡❝❤❛♥✐s♠s
❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝❛❧❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤s ✭❡✳❣✳ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ♦r ❣r❛❞✐❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♦r
❝♦❤❡s✐✈❡ ③♦♥❡ ♠♦❞❡❧s✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡s❡ ❝❛s❡s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ λ ✐s r❛t❤❡r ✐♥❞✐r❡❝t ♦✈❡r
r❡❧❛t✐♦♥s t❤❛t t❤❡♥ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✈❛❧✉❡s ❡✳❣✳ ♦❢ str❛✐♥ t♦ ❢❛✐❧✉r❡ ♦r ②✐❡❧❞ str❡ss ♠❛② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡
r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ λ✳

✹✳✷ ❈❡❧❧ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ♥♦❞✉❧❛r ❝❛st ✐r♦♥

✹✳✷✳✶ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❣r❛♣❤✐t❡ ❛s ♣r✐♠❛r② ✈♦✐❞

❆❜♦✉t t❡♥ ②❡❛rs ❛❢t❡r t❤❡ ♣✐♦♥❡❡r✐♥❣ st✉❞✐❡s ♦❢ ❚✈❡r❣❛❛r❞ ❛♥❞ ◆❡❡❞❧❡♠❛♥✱ ❝❡❧❧ ♠♦❞❡❧s ✇❡r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦
◆❈■ ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡ ❬✶✽✱ ✷✼✱ ✸✶✱ ✻✾✱ ✶✵✾✱ ✶✸✵❪✳ ■♥ t❤❡ ✜rst st✉❞✐❡s t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❡r❡ ♠♦❞❡❧❡❞
❛s ❛ ♣r✐♦r✐ ❡①✐st✐♥❣ ✈♦✐❞s ✇✐t❤ ❛ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ f0 ≈ 10%✳ ❚❤❡r❡❜②✱ ✐t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡
❡❧❛st✐❝✲♣❧❛st✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ♠❛t❡r✐❛❧ ❛❞❡q✉❛t❡❧②✳ ■♥ ❬✶✽✱ ✻✾✱ ✶✵✾❪ t❤❡ ②✐❡❧❞ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①
✇❛s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❡♥s✐❧❡ t❡sts ♦♥ ✏❢❡rr✐t✐❝ ❜✉❧❦ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s
❛s t❤❡ ♠❛tr✐① ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥ ❝❛st ✐r♦♥✑✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ✉s❡❞ ❜② ❉♦♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✸✶❪ ❛♥❞ ✈❡r✐✜❡❞
❜② ♠✐❝r♦❤❛r❞♥❡ss t❡sts ♦♥ ◆❈■✳ ❋♦❝✉ss✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❧❛st✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❉❛❤❧❜❡r❣ ❬✷✼❪ ❛ss✉♠❡❞ ✭❛❧♠♦st✮
✐❞❡❛❧ ♣❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①✳ ❬✶✸✵❪ ❞♦ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ s♦✉r❝❡s ❢♦r t❤❡✐r ❛ss✉♠❡❞ ②✐❡❧❞ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡
♠❛tr✐①✳
◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧②✱ t❤❡s❡ ❝❡❧❧ ♠♦❞❡❧ st✉❞✐❡s ♦♥ ◆❈■ ❝♦♠♣❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛✐♥ ✜♥❞✐♥❣s ♦❢ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② st✉❞✲

✐❡s ❬✻✼✱ ✶✶✹✱ ✶✶✺❪ ✇✐t❤ ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ str❡ss
tr✐❛①✐❛❧✐t② ♦♥ ✈♦✐❞ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✈♦✐❞ s❤❛♣❡✱ ❋✐❣✉r❡ ✾✳ ❚❤❡s❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞
q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ●❚◆✲♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤✐s ♠❛t❡r✐❛❧✳ ■t ✇❛s ❢♦✉♥❞
t❤❛t ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❢♦r t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡ ✐♥ ◆❈■✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
q1 ❛♥❞ q2 ♦❢ t❤❡ ●❚◆✲♠♦❞❡❧ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s q1 = 1.5 ❛♥❞ q2 = 1.0 ♣r♦♣♦s❡❞
❜② ❚✈❡r❣❛❛r❞ ❢♦r ❧♦✇❡r ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s✱ ♥❛♠❡❧② ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ q1 = 1.1 . . . 1.3 ❛♥❞ q2 = 0.7 . . . 1.0
❬✶✽✱ ✻✾❪✳ ■t t✉r♥❡❞ ♦✉t t❤❛t t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s♣❛t✐❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞s ❛♥❞ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞
❛♥❞ t❤❡ ❝❡❧❧ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ❧✐tt❧❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ②✐❡❧❞ ♣♦✐♥t ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r✳
❍♦✇❡✈❡r✱ s♣❛t✐❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛♥❞ s❤❛♣❡ ❞♦ ❤❛✈❡ ❛ ♠♦❞❡r❛t❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ✐♥st❛♥t ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ t❤❡
✈♦✐❞ ❝♦❛❧❡s❝❡♥❝❡ st❛❣❡ ❬✻✾✱ ✶✵✾✱ ✶✸✵❪✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐t ✐s ❢♦✉♥❞ t❤❛t ♦❜❧❛t❡ ✈♦✐❞s ✇❤♦s❡ ❧♦♥❣ ❛①✐s ❛r❡
❛❧✐❣♥❡❞ ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ ❧♦❛❞✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ❡❛r❧✐❡r ✈♦✐❞ ❝♦❛❧❡s❝❡♥❝❡ ❬✶✽❪✱ t❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤②
❝❛st ✐r♦♥ ✇✐t❤ ❧❛♠❡❧❧❛r ❣r❛♣❤✐t❡ ❤❛s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❧♦✇❡r str❛✐♥s t♦ ❢❛✐❧✉r❡ t❤❛♥ ◆❈■✳ ❋♦r ❧♦✇ str❡ss tr✐✲
❛①✐❛❧✐t✐❡s t❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ ❛ ♠♦❞❡r❛t❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ t❤✐r❞ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ str❡ss ❞❡✈✐❛t♦r ✭❡①♣r❡ss❡❞ t②♣✐❝❛❧❧②
❜② t❤❡ ▲♦❞❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✮ ♦♥ t❤❡ str❛✐♥ t♦ ❢❛✐❧✉r❡ ❬✶✸✷❪✳
❋r✐t③❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✸✽❪ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❛ ❝❡❧❧ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧② ❛rr❛♥❣❡❞ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✈♦✐❞s

❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐t t♦ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ❝❡❧❧ ✇✐t❤ ♦♥❧② ❛ s✐♥❣❧❡ ✈♦✐❞✱ ✐✳❡✳ ❛
♣❡r✐♦❞✐❝ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ♥♦t ❛✐♠✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛t t❤✐s ♠❛t❡r✐❛❧✱ t❤❡② ✉s❡❞ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s

✶✸



T = 1/3 T = 1.0 T = 3.0

❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❊✛❡❝t ♦❢ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② T ✭❢r♦♠ ❬✻✾❪✮

♦❢ ✶✵✪✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❢♦r t❤❡ ❞❡❜♦♥❞❡❞ ❣r❛♣❤✐t❡ ✐♥ ◆❈■✳ ■♥ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ st✉❞✐❡s ❝✐t❡❞
❛❜♦✈❡ ✐t ✐s ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✐♥✐t✐❛❧ ②✐❡❧❞ str❡ss ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s
✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ◆✐❝♦❧❡tt♦ ❡t ❛❧✳ ❬✽✼❪ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❝❡❧❧ ♠♦❞❡❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t✇♦ ✈♦✐❞s ♦❢
❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡② r❡♣♦rt t❤❛t t❤❡
♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ②✐❡❧❞ str❡ss ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ s✐③❡ ♦❢ ❜♦t❤ ✈♦✐❞s✳ Pr❡s✉♠❛❜❧②✱ t❤✐s
✜♥❞✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ s❡r✐❡s ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✉♥✐t ❝❡❧❧s✳

✹✳✷✳✷ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s

❆❞❞r❡ss✐♥❣ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❞❡❡❞ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ✈♦✐❞✱ ❇r♦❝❦s ❛♥❞ ❙t❡❣❧✐❝❤
❬✶✽✱ ✶✵✾❪ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❝❡❧❧ ♠♦❞❡❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛
r✐❣✐❞✱ ✉♥❜♦♥❞❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❋♦r ❧♦✇ tr✐❛①✐❛❧✐t✐❡s T = 1/3 ✭✐✳❡✳ ✉♥✐❢♦r♠ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ t❡♥s✐♦♥✮ t❤❡② ♦❜s❡r✈❡❞
❤❛r❞❧② ❛♥② ❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r❡❣✐♠❡ ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✈♦✐❞
❝♦❛❧❡s❝❡♥❝❡ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❤❛s ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❡✛❡❝t✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳ ❚❤❡
❝❡❧❧ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣r❡❞✐❝ts ❛♥ ❡❛r❧✐❡r ❝♦❛❧❡s❝❡♥❝❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡ ❤✐♥❞❡rs t❤❡ ❧❛t❡r❛❧
❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ t❤✉s ❢❛✈♦r✐♥❣ ♥❡❝❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛❧❧✐❝ ♠❛tr✐①✱ ❝♦♠♣❛r❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡
❛s r✐❣✐❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❛ str✐❝t ❛ss✉♠♣t✐♦♥ s♦ t❤❛t t❤✐s ♠♦❞❡❧ s✉r❡❧② ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢
t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡✳ ❉♦♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✸✶❪ ❝♦♠♣❛r❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ✈♦✐❞ ❛♥❞ t❤♦s❡ ✇✐t❤ ❛ ♣❡r❢❡❝t❧② ❜♦♥❞❡❞
❡❧❛st✐❝ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❆s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡❛r❧② ❞❡❜♦♥❞✐♥❣ ♦❢ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s
r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ✈♦✐❞ ❣✐✈❡s ❛ ❜❡tt❡r ❛❣r❡❡♠❡♥t t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❈♦❧❧✐♥✐ ❛♥❞
◆✐❝♦❧❡tt♦ ❬✷✸❪ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❝❡❧❧ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ✉♥❜♦♥❞❡❞ ❡❧❛st✐❝ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❍❛r❞❧②
❛♥② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❜♦t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ❛✉t❤♦rs s✐♠✉❧❛t❡❞
♦♥❧② t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r❡❣✐♠❡ ♦❢ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❜✉t ♥♦t t❤❡ ❝♦❛❧❡s❝❡♥❝❡ st❛❣❡✳ ❇♦♥♦r❛ ❛♥❞ ❘✉❣❣✐❡r♦ ❬✶✼❪ ♠♦❞❡❧❡❞
t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛❧s♦ ❛s ✉♥❜♦♥❞❡❞ ❛♥❞ ❡❧❛st✐❝ ❜✉t ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ t❤❡ ❝♦♦❧✐♥❣ ❢r♦♠ s♦❧✐❞✐✜❝❛t✐♦♥ t♦
r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❤❡r♠❛❧ s❤r✐♥❦❛❣❡ ♦❢ ❣r❛♣❤✐t❡ ❛♥❞ ♠❛tr✐① ❞✉r✐♥❣ ❝♦♦❧✐♥❣ ❧❡❛❞s t♦
❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ str❡ss❡s ❛t t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡ ♠❛tr✐① ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛
s②st❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡r st✉❞② ♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡ ✇❤✐❝❤ ❛r❡✱ ❜② t❤❡ ✇❛②✱
♥♦t tr✐✈✐❛❧ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡✐r ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇❡❞ ❛❞❡q✉❛t❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r
❛r♦✉♥❞ t❤❡ ②✐❡❧❞ ♣♦✐♥t ❛♥❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t❡♥s✐♦♥✲❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛s②♠♠❡tr② ♦❢ ◆❈■✳ ❋♦❝✉ss✐♥❣ ♦♥
t❤❡ r❡❣✐♠❡ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ②✐❡❧❞✐♥❣✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❇♦♥♦r❛ ❛♥❞ ❘✉❣❣✐❡r♦ ❬✶✼❪ s❤♦✇ t❤❛t ❛❜♦✈❡ str❛✐♥s ♦❢ ❛❜♦✉t
✵✳✺ ✪ ❛♥❞ ❢♦r ♣♦s✐t✐✈❡ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t✐❡s t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ✈♦✐❞s✳ ❆✐♠✐♥❣ ❛t
♠❛❝❤✐♥✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❈❤✉③❤♦② ❡t ❛❧✳ ❬✷✷❪ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ❛❧s♦ t❤❡ ✐♥❡❧❛st✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡✳
❆ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❝❡♥t ♣❛♣❡rs ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❞✉❝t✐❧❡ ❢❛✐❧✉r❡ ✉♥❞❡r ❧♦✇ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t✐❡s ♦r ❡✈❡♥ ♣✉r❡ s❤❡❛r✐♥❣

❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❝❡❧❧ ♠♦❞❡❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❬✽✽✱ ✶✶✼❪✳ ❚❤❡s❡ st✉❞✐❡s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ t❤✉s

✶✹



❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ❊✛❡❝t ♦❢ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡ ❛s
r✐❣✐❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ✭❢r♦♠ ❬✶✵✾❪✮

❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ ❈❡❧❧ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❜✉❧❧✬s ❡②❡ str✉❝t✉r❡
✭❢r♦♠ ❬✷✸❪✮

✉s✐♥❣ ✈♦✐❞s ✇✐t❤ ❛ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦♥❧② ✉♣ t♦ ✺✪✳ ■t ✐s ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✉♥❞❡r ♣✉r❡ s❤❡❛r✐♥❣ t❤❡
✈♦✐❞s s❤✉t t❤✉s ❢♦r♠✐♥❣ ♠✐❝r♦❝r❛❝❦s✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ◆❈■ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐❧❧ ♣r❡✈❡♥t
t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ❛♥❞ ✇✐❧❧ t❤✉s ❛✛❡❝t t❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t ❛❧s♦ ✐♥❡❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢
t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳

✹✳✷✳✸ ▼✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①

❆♥♦t❤❡r ❛s♣❡❝t t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐s t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛❧❧✐❝ ♠❛tr✐①✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
❢♦r ❢❡rr✐t✐❝✲♣❡❛r❧✐t✐❝ ❝❛st ✐r♦♥s✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ t❤❡ ❜✉❧❧✬s ❡②❡ str✉❝t✉r❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✶❜✮ ✇❛s r❡s♦❧✈❡❞ ✐♥
❝❡❧❧ ♠♦❞❡❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❬✷✷✱ ✷✸✱ ✻✹✱ ✽✻✱ ✽✼❪ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✶✳ ❈❤✉③❤♦② ❡t ❛❧✳ ❬✷✷❪ ❡①tr❛❝t❡❞ t❤❡
❡❧❛st✐❝✲♣❧❛st✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❢❡rr✐t❡ ❛♥❞ ♣❡❛r❧✐t❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ❢r♦♠ ❤❡❛ts r❡s❡♠❜❧✐♥❣ ❜♦t❤ ❝♦♥st✐t✉❡♥ts✳
■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❈♦❧❧✐♥✐ ❛♥❞ ◆✐❝♦❧❡tt♦ ❬✷✸✱ ✽✻✱ ✽✼❪ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥
s♦♠❡ ❛❞✲❤♦❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ❲✐t❤ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❑♦❜❛②❛s❤✐ ❛♥❞ ❚♦❞❛ ❬✻✹❪ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ♦❢
♠✐❝r♦❝r❛❝❦s✱ ✇❤❡r❡❛s ❈♦❧❧✐♥✐ ❛♥❞ ◆✐❝♦❧❡tt♦ ❬✷✸❪ ❝♦✉❧❞ ♣r❡❞✐❝t ❝♦rr❡❝t❧② t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❢❡rr✐t❡ ❝♦♥t❡♥t ♦♥
t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ②✐❡❧❞ str❡ss✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ②✐❡❧❞ ❝✉r✈❡ ✇❡r❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❬✽✻✱ ✽✼❪
❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ✐❞❡❛❧✐③❡❞ s✐♥❣❧❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ♠♦❞❡❧✳ ▼❡t③❣❡r ❛♥❞ ❙❡✐❢❡rt ❬✽✵❪ s✐♠✉❧❛t❡❞
t❤❡ ②✐❡❧❞✐♥❣ ♦❢ ❧❛♠❡❧❧❛r ❝❛st ✐r♦♥s ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ②✐❡❧❞ ❝✉r✈❡ ❢♦r t❤❡ ♣❡❛r❧✐t❡✲❢❡rr✐t❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♦❢ t❤❡
♠❛tr✐①✳ ❚❤✐s s✐♥❣❧❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ②✐❡❧❞ ❝✉r✈❡ ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❢r❛❝t♦❣r❛♣❤✐❝ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ♦❢ ◆❈■ ❞♦ ♥♦t ❡①❤✐❜✐t ♦♥❧② t❤❡ ❧❛r❣❡ ❞✐♠♣❧❡s ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣

❢r♦♠ t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✻❛✮ ❜✉t ✐♥✲❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ❞✐♠♣❧❡s✱ s♠❛❧❧❡r ♦♥❡s ❛r❡ ❢♦✉♥❞ st❡♠♠✐♥❣
❢r♦♠ ❛ s❡❝♦♥❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✈♦✐❞ ♥✉❝❧❡❛t✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐① ❧✐❦❡ ❝❛r❜✐❞❡s✱ ❋✐❣✉r❡ ✻❞✳ ❚❤✐s
✜♥❞✐♥❣ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ s❡❝♦♥❞❛r② ✈♦✐❞s t♦ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢
t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ✈♦✐❞s ❛r❡ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤②
❛❧r❡❛❞② ✐♥ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♣❛♣❡rs ❬✶✽✱ ✻✾❪ ♦♥ ❝❡❧❧ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ◆❈■✱ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st✉❞✐❡s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ♠❛tr✐① ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ✇❛② ❜② t❤❡ ●❚◆✲♠♦❞❡❧✳ ❇r♦❝❦s ❡t ❛❧✳ ❬✶✽❪ ✉s❡❞ ❛♥
✐♥✐t✐❛❧❧② ♣r❡s❡♥t s❡❝♦♥❞❛r② ♣♦r♦s✐t② ♦❢ ✵✳✵✹✪ ✏✇❤✐❝❤ ❞✐❞ ♥♦t s❤♦✇ ❛♥② ❡✛❡❝t✑✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❑✉♥❛ ❛♥❞
❙✉♥ ❬✻✾❪ ❛ss✉♠❡❞ ❛ ♥✉❝❧❡❛❜❧❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♣♦r♦s✐t② ♦❢ ✵✳✽✪ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞ ✐♥❞❡❡❞ t♦ ❛♥ ❡❛r❧✐❡r ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❝♦❛❧❡s❝❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ✈♦✐❞s ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t❤❡
●❚◆✲♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛♥② ♦t❤❡r ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s✐♠♣❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✐s t❤❛t
t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡❝♦♠❡s ✐❧❧✲♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ s♦❢t❡♥✐♥❣ r❡❣✐♠❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡s❤
❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❋❊ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

✶✺



✭❛✮ λ/l2 = 20 ✭❜✮ λ/l2 = 5 ✭❝✮ λ/l2 = 2 ✭❞✮ ♥♦ s❡❝♦♥❞❛r② ✈♦✐❞s

❋✐❣✉r❡ ✶✷✿ ❉❡❢♦r♠❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧s ❛t ✜♥❛❧ ❢❛✐❧✉r❡ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤s s❤♦✇✐♥❣
❞✐✛❡r❡♥t r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❧✐❣❛♠❡♥t ✇✐❞t❤s ✭❢r♦♠ ❬✶✸✷❪✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❬✶✸✷❪ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ❣r❛❞✐❡♥t✲❡♥r✐❝❤❡❞ ♥♦♥❧♦❝❛❧ ●❚◆ ♠♦❞❡❧ ✇❛s
✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠❛tr✐① t❤✉s ❛❧s♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ l2 ♦❢ s❡❝♦♥❞❛r② ✈♦✐❞s✳ ■t ✐s ❢♦✉♥❞ t❤❛t
t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ l2 t♦ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ♣r✐♠❛r② ✈♦✐❞s λ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ❝♦❛❧❡s❝❡♥❝❡ st❛❣❡✿ t❤❡ ❧❛r❣❡r
λ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ l2✱ t❤❡ ❡❛r❧✐❡r t❤❡ ♣r✐♠❛r② ✈♦✐❞s ❝♦❛❧❡s❝❡✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ ◆❈■✳ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧②✱ λ/l2 ❛✛❡❝ts t❤❡ r❡♠❛♥❡♥t ❧✐❣❛♠❡♥t ✇✐❞t❤ ❛t ✜♥❛❧ ❢❛✐❧✉r❡
❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳ ❋♦r ❛ ♠❛tr✐① ✇✐t❤♦✉t s❡❝♦♥❞❛r② ✈♦✐❞s ✭❋✐❣✉r❡ ✶✷❞✮✱ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ s♦❢t❡♥✐♥❣ ✐s
❛ttr✐❜✉t❡❞ ♦♥❧② t♦ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ s♦❢t❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❛♠❡♥ts ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ❝♦❧❧❛♣s❡ ✭✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t
❦♥♦✇♥ ❛❧s♦ ❛s ✐♥t❡r♥❛❧ ♥❡❝❦✐♥❣✮✳
❇♦♥♦r❛ ❛♥❞ ❘✉❣❣✐❡r♦ ❬✶✼❪ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❤❡✉r✐st✐❝❛❧❧② ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ str❡ss✲t②♣❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧

t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ✏❞✉❝t✐❧❡ ❞❛♠❛❣❡✑ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①✳ ❈❤✉③❤♦② ❡t ❛❧✳ ❬✷✷❪ ✉t✐❧✐③❡❞ ❛ ❈♦❝❦s✲❆s❤❜② ♠♦❞❡❧ t♦
✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ❜♦t❤ ♦❢ ♠❡t❛❧❧✐❝ ♠❛tr✐① ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ❉❛❤❧❜❡r❣
❡t ❛❧✳ ❬✷✻❪ ✉s❡❞ t❤❡ ●✉♦✲❋❛❧❡s❦♦❣✲❙❤✐❤ ♠♦❞❡❧ ❬✹✺❪ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ t❡♥s✐♦♥✲
❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛s②♠♠❡tr②✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡r✐✈❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② s✐♠✐❧❛r t♦ ●✉rs♦♥✬s ♦♥❡ ❜② ❛ ❧✐♠✐t
❧♦❛❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝❡❧❧ ❜✉t ✉s✐♥❣ ❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥❛❧ ❉r✉❝❦❡r✲Pr❛❣❡r ♠❛tr✐① ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ▼✐s❡s ♠❛tr✐①✳
❚❤❡ ❉r✉❝❦❡r✲Pr❛❣❡r ❧❛✇ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ✐s ♥♦t s②♠♠❡tr✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳ ■♥
❝♦♥tr❛st✱ ❇♦♥♦r❛ ❛♥❞ ❘✉❣❣✐❡r♦ ❬✶✼❪ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ t❡♥s✐♦♥✲❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛s②♠♠❡tr② ✇✐t❤
t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛tr✐① ❛♥❞ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❆♣♣❛r❡♥t❧②✱ t❤❡ r❡❛s♦♥s ❢♦r t❤❡
t❡♥s✐♦♥✲❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛s②♠♠❡tr② r❡q✉✐r❡ ❢✉rt❤❡r r❡s❡❛r❝❤✳

✹✳✸ ❈②❝❧✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣ ❛♥❞ ❢❛t✐❣✉❡

❈❡❧❧ ♠♦❞❡❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✈♦✐❞s ✉♥❞❡r ❝②❝❧✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣ ✇❡r❡ ✜rst ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ●✐❧❧❡s ❡t ❛❧✳
❬✹✶❪ ❞❡♠♦♥str❛t✐♥❣ t❤❛t✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ ✐♠❛❣✐♥❡❞✱ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥♦✉s
②✐❡❧❞ ❝✉r✈❡ ❜✉t ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①✳ ❚❤✐s st✉❞②
❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ♦♥❡s ❬❡✳❣✳ ✷✾✱ ✾✾✱ ✶✶✵❪ s❤♦✇❡❞ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ❝②❝❧❡✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞
r❛t❝❤❡t✐♥❣ ❡✛❡❝t✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✇❛s s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❛st✐❝ ③♦♥❡s ❛❢t❡r ❧♦❛❞
r❡✈❡rs❛❧✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ✇❛s ❛❧s♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❢♦r ❧❛r❣❡r ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡
❢r❛❝t✐♦♥s ❬✶✵✻❪✳ ❙❡✐❢❡rt ❛♥❞ ❘✐❡❞❡❧ ❬✶✵✺❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❤❡✉r✐st✐❝ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●✉rs♦♥ ♠♦❞❡❧ t♦ ❝❛♣t✉r❡
t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❢❛t✐❣✉❡ ✭❚▼❋✮ ♦❢ ❝❛st ✐r♦♥s✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ●✐❧❧❡s ❡t ❛❧✳ ❬✹✶❪ ❛❧s♦ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❛♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ✈♦✐❞ ❣r♦✇t❤ ✉♥❞❡r t❡♥s✐♦♥ ❛❢t❡r ❛

❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♣r❡❧♦❛❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♠♦♥♦t♦♥♦✉s t❡♥s✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ♣r❡❧♦❛❞✳ ■♥ ◆❈■✱ ✉♥❞❡r ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ t❤❡
♠❛tr✐① ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✇❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② ❘❛❜♦❧❞ ❛♥❞ ❑✉♥❛ ❬✾✼❪ ❜②
❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ ❝❡❧❧ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❛ ✈♦✐❞ ❛♥❞ t❤♦s❡ ✇✐t❤ ❛ r✐❣✐❞ ✉♥❜♦♥❞❡❞ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡
❢♦r ❛ str❡ss r❛t✐♦ ♦❢ R = −1✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ✈♦✐❞ ♣r❡❞✐❝ts ❛ str♦♥❣❡r r❛t❝❤❡t✐♥❣
t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ r✐❣✐❞ ♣❛rt✐❝❧❡✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✸✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ❞❡♣❡♥❞s s✉r❡❧② ♦♥ t❤❡ str❡ss r❛t✐♦ R ❛s
✇❡❧❧ ❛s ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡✳ ❈❤✉③❤♦② ❡t ❛❧✳ ❬✷✷❪ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛ ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞
♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ❛✉t❤♦rs s✐♠✉❧❛t❡❞ ♦♥❧② ❛ s✐♥❣❧❡ t❡♥s✐♦♥✲❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❝②❝❧❡ ❛s
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❋✐❣✉r❡ ✶✸✿ ❊✛❡❝t ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛♣❤✐t❡ ♦♥ r❛t❝❤❡t✐♥❣ ✭❢r♦♠ ❬✾✼❪✮

t❤✐s ✐s r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❡✐r ♠❛❝❤✐♥✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❋❛t✐❣✉❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ♠✐❝r♦❝r❛❝❦s ❡♠❛♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ ❣r❛♣❤✐t❡
♣❛rt✐❝❧❡s ✇❛s st✉❞✐❡❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❧✐♥❡❛r✲❡❧❛st✐❝ ❢r❛❝t✉r❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❜② ❉❛❤❧❜❡r❣ ❬✷✼❪✳

✺ ■♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s str❡ss st❛t❡s

✺✳✶ ❋r❛❝t✉r❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐s❝r❡t❡ ♣r✐♠❛r② ✈♦✐❞s

✺✳✶✳✶ ❉✉❝t✐❧❡ ❢r❛❝t✉r❡

❋♦r t❤❡ ❞✉❝t✐❧❡ ❝r❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ◆❈■✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ λ ♦❢ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❛s r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ❛s
r❡❧❡✈❛♥t ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ s✐♥❝❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇ ❛ str♦♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ λ ❛♥❞ ❢r❛❝t✉r❡
t♦✉❣❤♥❡ss✱ ❝♦♠♣❛r❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳ ❆ str❛✐❣❤t ❢♦r✇❛r❞ ✇❛② t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡
❛♥❞ ❞✉❝t✐❧❡ ❢r❛❝t✉r❡ ✐s t♦ r❡s♦❧✈❡ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❢r❛❝t✉r❡ ♣r♦❝❡ss ③♦♥❡ ❞✐s❝r❡t❡❧②✳ ❚❤❡r❡✱
str♦♥❣ ❣r❛❞✐❡♥ts ❛♣♣❡❛r ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ❛❞❡q✉❛t❡❧② ❜② ❛ ❞✐s❝r❡t❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❧❛r❣❡ tr✐❛①✐❛❧✐t② ❛♥❞ str❛✐♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ③♦♥❡✱ ❛t ❧❡❛st ✉♥❞❡r ♠♦♥♦t♦♥♦✉s
♠♦❞❡✲I ❧♦❛❞✐♥❣ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ ♣r✐♦r✐
❡①✐st❡♥t ✈♦✐❞s ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳ ■♥ s✉✣❝✐❡♥t ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ③♦♥❡✱ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ♦❢
t❤❡ ✜❡❧❞ q✉❛♥t✐t✐❡s ❜❡❝♦♠❡ ✐rr❡❧❡✈❛♥t s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r t❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❛
❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ✇❛② ❛s s❤♦✇♥ s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✹✳ ▼♦st❧②✱ ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤✐s t②♣❡ ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✐❞❡❛❧
s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦ t❤❛t t❤❡ ❢❛r✲✜❡❧❞ ✐s ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ str❡ss ✐♥t❡♥s✐t② ❢❛❝t♦r KI✳
❚❤✐s ❧✐♠✐t ❝❛s❡ ❡①❝❧✉❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s♣❡❝✐♠❡♥ ✭❝♦♥str❛✐♥t ❡✛❡❝ts✮ ✖
❛ ❜✐❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❧✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❡✛♦rt t♦ ♣❡r❢♦r♠ s♠❛❧❧✲s❝❛❧❡ ②✐❡❧❞✐♥❣
❢r❛❝t✉r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❢♦r ❞✉❝t✐❧❡ ♠❡t❛❧s✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ s✉❝❤ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❞✐s❝r❡t❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡
❛♣♣❧✐❡❞ ❛❧s♦ t♦ s♣❡❝✐♠❡♥s ♦❢ ✜♥✐t❡ s✐③❡ ✐❢ ❞❡s✐r❡❞✳
❚❤❡ ✜rst ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ r❡s♦❧✈❡❞ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐♥ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❞✐s❝r❡t❡ ✈♦✐❞ ✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞

✸✵ ②❡❛rs ❛❣♦ ❬✶✱ ✷❪✳ ❇✉t ✐t t♦♦❦ ❛❧♠♦st ✷✵ ❢✉rt❤❡r ②❡❛rs ✉♥t✐❧ ❚✈❡r❣❛❛r❞ ❛♥❞ ❍✉t❝❤✐♥s♦♥ ❬✶✶✽❪ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛ ✇❤♦❧❡ s❡t ♦❢ ✈♦✐❞s ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ t✐♣ ❛♥❞ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ❞✉❝t✐❧❡ ❝r❛❝❦
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ f0✳ ❋♦r ❧♦✇ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s t❤❡ ✈♦✐❞s ✐♥
t❤❡ ❝r❛❝❦ ♣❧❛♥❡ ❣r♦✇ ♦♥❡ ❛❢t❡r ❛♥♦t❤❡r ✭❋✐❣✉r❡ ✶✺❛✱ ✈♦✐❞✲❜②✲✈♦✐❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✮✱ ✇❤❡r❡❛s ❢♦r ❧❛r❣❡r ✈♦✐❞
✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❛❝t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ③♦♥❡ ❡♥❝♦♠♣❛ss❡s s❡✈❡r❛❧ ✈♦✐❞s ❛♥❞ s❤✐❢ts ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧②
❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝r❛❝❦ ♣❧❛♥❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✺❜✮✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✈♦✐❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❚✈❡r❣❛❛r❞ ❛♥❞ ❍✉t❝❤✐♥s♦♥
❬✶✶✽❪ ♣♦✐♥t❡❞ ❛❧s♦ ♦✉t t❤❛t ❢♦r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥s t❤❡ ❢r❛❝t✉r❡ t♦✉❣❤♥❡ss ✭✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ J✲✐♥t❡❣r❛❧✮

✶✼



homogenized
P

P

λ

matrix

❋✐❣✉r❡ ✶✹✿ ▼♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❞✐s❝r❡t❡❧② r❡s♦❧✈❡❞ ✈♦✐❞s ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ③♦♥❡

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✶✺✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ f0 ♦♥ ❞✉❝t✐❧❡ ♠♦❞❡ ♦❢ ❝r❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✿ ✭❛✮ ✈♦✐❞✲❜②✲✈♦✐❞
♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ✈♦✐❞ ❣r♦✇t❤ ❢♦r ❧♦✇ f0 = 0.00087✱ ✭❜✮ ♠✉t✐♣❧❡ ✈♦✐❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r ❤✐❣❤❡r
f0 = 0.014 ✭❢r♦♠ ❬✶✶✽❪✮

✶✽



♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② s✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ♠✉st ❤❛✈❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡

Jc
λσ0

= function
(

f0,
σ0

E
,N

)

✭✺✮

✐❢ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ♠❛t❡r✐❛❧ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ❢✉rt❤❡r ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥
✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ❧❛✇s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s✐♠♣❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❧✐❦❡ ▼✐s❡s ♣❧❛st✐❝✐t② ♦r ●❚◆✲
♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❊q✳ ✭✺✮✱ σ0 ❛♥❞ E ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ②✐❡❧❞ str❡ss ❛♥❞ ❨♦✉♥❣✬s ♠♦❞✉❧✉s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ N ✐s t❤❡
❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❡①♣♦♥❡♥t✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ r❡s✉❧ts ♦❢ ❬✶✶✽❪✱ ◆❈■ ✇✐t❤ ✐ts ❡❛r❧② ❞❡❜♦♥❞✐♥❣ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ ❛

r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❡①❤✐❜✐t ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✈♦✐❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ❞✉❝t✐❧❡ ❝r❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳
❚❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❣r♦✇t❤ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ✈♦✐❞s ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝r❛❝❦ t✐♣ ✐s ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱
s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺❜✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r t❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❚✈❡r❣❛❛r❞ ❛♥❞ ❍✉t❝❤✐♥s♦♥ ❬✶✶✽❪ ♣r❡❞✐❝ts ❛
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❢r❛❝t✉r❡ t♦✉❣❤♥❡ss ♦❢ Jc/(σ0λ) ≈ 0.5✳ ❋♦r ❛ ❢❡rr✐t✐❝ ◆❈■ ✇✐t❤ σ0 = 270▼P❛ ❛♥❞ λ = 50➭♠
t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ ❢r❛❝t✉r❡ t♦✉❣❤♥❡ss ♦❢ Jc ≈ 6◆✴♠♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❋✐❣✉r❡ ✷ s❤♦✇s t❤❛t ♠❡❛s✉r❡❞
✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❛t ❧❡❛st t✇♦ t✐♠❡s ❤✐❣❤❡r✳
❆♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦✇❛r❞s ❛ ✸❉ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✈♦✐❞s ❬✻✷❪ ✐♥❝r❡❛s❡❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❢r❛❝t✉r❡

t♦✉❣❤♥❡ss Jc/(σ0λ) ❢♦r t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✈♦✐❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦♥❧② ♠♦❞❡r❛t❡❧②✳ ❙✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤
❞✐s❝r❡t❡ ✈♦✐❞s ❛t t❤❡ ❝r❛❝❦ t✐♣ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡ ✜rst t✐♠❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② t♦ ◆❈■ ❜② ❉❛❤❧❜❡r❣ ❬✷✽❪✱ t❤♦✉❣❤
♥♦t ❛✐♠✐♥❣ ❛t ❞✉❝t✐❧❡ ❢❛✐❧✉r❡ ❜✉t ❛t t❤❡ ❝r❛❝❦ ❝❧♦s✉r❡ ❡✛❡❝t ❞✉r✐♥❣ ❢❛t✐❣✉❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛♣♣❛r❡♥t❧② t❤❡
r❡s❡❛r❝❤ ❣r♦✉♣s ❬✻✷✱ ✶✶✽❪ ❛♥❞ ❬✷✽❪ ❞✐❞ ♥♦t t❛❦❡ ♥♦t❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳
❘❡❛s♦♥s ✇❤② t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❬✻✷✱ ✶✶✽❪ str♦♥❣❧② ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡ ❢r❛❝t✉r❡ t♦✉❣❤♥❡ss ❛♥❞ ❝r❛❝❦ ❣r♦✇t❤

r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❢ ◆❈■ ✇❡r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ r❡❝❡♥t❧②✳ ■♥ ❬✻✷✱ ✶✶✽❪ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡
✈♦✐❞ r❡❣✐♦♥ ✇❛s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ▼✐s❡s ♣❧❛st✐❝✐t② ✇✐t❤ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ♠❛t❡r✐❛❧✳ ■♥ ❬✺✼❪
s✉❝❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧s♦ ❢♦r ✈♦✐❞ ❣r♦✇t❤ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ③♦♥❡✳
❚❤❡ ✈♦✐❞ ❣r♦✇t❤ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ③♦♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✶✱ ✇❛s ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ❜② r❡s♦❧✈✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❧❛②❡rs ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ✈♦✐❞s ❛♥❞ ❜② ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ t❤✐s
❞✐s❝r❡t❡ ③♦♥❡ ✐♥ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ r❡❣✐♦♥ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡ ●❚◆✲♠♦❞❡❧✳ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❣r♦✇t❤
r❡s✐st❛♥❝❡ ❝✉r✈❡s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r
♦❢ ✈♦✐❞s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ▼✐s❡s ♠❛t❡r✐❛❧ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts ❛♥ ❛❜♦✉t t✇✐❝❡ ❛s ❤✐❣❤
❝r❛❝❦ ❣r♦✇t❤ r❡s✐st❛♥❝❡✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ♦❢ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s t❤❛t t❤❡ ✈♦✐❞ ❣r♦✇t❤ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ③♦♥❡ s❤✐❡❧❞s
t❤❡ ♣r♦❝❡ss ③♦♥❡ ❢r♦♠ ❤②❞r♦st❛t✐❝ str❡ss❡s t❤✉s r❡t❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✈♦✐❞ ❣r♦✇t❤ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ③♦♥❡✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡
t❤❡ s❤✐❡❧❞✐♥❣ ❡✛❡❝t ✐s t❤❡ str♦♥❣❡r✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r ◆❈■ ✐t ♣❧❛②s ❛♥
✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡✳
■♥ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ st✉❞✐❡s ♦♥ ❢r❛❝t✉r❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝✐t❡❞ ✉♥t✐❧ ♥♦✇ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❛ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❡①♣♦♥❡♥t ♦❢

N = 0.1 ❛♥❞ ❛ r❡❧❛t✐✈❡ ②✐❡❧❞ str❡ss σ0/E = 0.003 ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ♠❛t❡r✐❛❧ ✇❡r❡ ❛ss✉♠❡❞✱ ❜♦t❤ ✈❛❧✉❡s s❡❡♥
❛s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❢♦r ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ str❡♥❣t❤ st❡❡❧s ❛♥❞ ❧✐❣❤t✲✇❡✐❣❤t ❛❧❧♦②s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s②st❡♠❛t✐❝ st✉❞✐❡s
♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❬✺✶✱ ✺✽❪ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❜♦t❤ N ❛♥❞ t❤❡ r❛t✐♦ σ0/E ❤❛✈❡ ❛ ✈❡r② str♦♥❣
✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❢r❛❝t✉r❡ t♦✉❣❤♥❡ss ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ t❡❛r✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r✿ t❤❡ ❤✐❣❤❡r N ✐s✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r
❛r❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❢r❛❝t✉r❡ t♦✉❣❤♥❡ss Jc/(σ0λ) ❛♥❞ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❣r♦✇t❤ r❡s✐st❛♥❝❡ ❝✉r✈❡✳
❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❡ str♦♥❣ ❡✛❡❝t ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ✐s t❤❛t ✇✐t❤ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❞✉❝t✐❧❡ ♠❛tr✐① ♠❛✲

t❡r✐❛❧✱ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♥❡❝❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦❧✐❣❛♠❡♥ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈♦✐❞s ✭♦r ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮
✐s t❤❡ ❞♦♠✐♥❛t✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✿ ❛❢t❡r ❝❡rt❛✐♥ str❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ s♦❢t❡♥✐♥❣ ❞✉❡ t♦ ❧❛t❡r❛❧ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦❧✐❣❛♠❡♥ts ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❛♥②♠♦r❡ ❜② t❤❡ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ♠❛t❡r✐❛❧✳ ■♥
❝❡❧❧ ♠♦❞❡❧s t❤✐s ❧✐♠✐t ❧♦❛❞ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✈♦✐❞ ❝♦❛❧❡s❝❡♥❝❡ st❛❣❡✳ ■♥ ❢r❛❝t✉r❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐s❝r❡t❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✱ ❛t t❤✐s ♣♦✐♥t t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ③♦♥❡ ♠♦✈❡s ❢♦r✇❛r❞ ❡✈❡♥
✇✐t❤♦✉t ♠❛t❡r✐❛❧ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❡✛❡❝t✐✈❡❧② t♦ ❝r❛❝❦ ❣r♦✇t❤✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
str❛✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝ s♦❢t❡♥✐♥❣ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ str♦♥❣ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✲♣❧❛st✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦♥ t❤❡ ❞✉❝t✐❧❡ R✲❝✉r✈❡✳ ■♥ ❬✺✽❪ t❤❡ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❡①♣♦♥❡♥t ♦❢ ❢❡rr✐t✐❝ ♠❛tr✐① ♠❛t❡r✐❛❧ ✇❛s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛s N = 0.20✱ ✐✳❡✳ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❛ss✉♠❡❞ ❜❡❢♦r❡✳ R✲❝✉r✈❡s s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛
✸❉ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ r❡❣✉❧❛r❧② ❛rr❛♥❣❡❞ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✈♦✐❞s✱ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❤❡ s❤✐❡❧❞✐♥❣ ❡✛❡❝t ❛♥❞ ✉s✐♥❣ r❡❛❧✐st✐❝
❡❧❛st✐❝✲♣❧❛st✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✻✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
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— simulations

bcc-45°, σ0/E = 1/900
bcc-45°, σ0/E = 1/600
cp-0°, σ0/E = 1/600

λ

44µm [29]
43µm [30]

129µm [30]
47µm [31]
53µm [31]

100µm [31]
30µm [32]
63µm [32]
47µm [33]
56µm [33]

❋✐❣✉r❡ ✶✻✿ Pr❡❞✐❝t❡❞ R✲❝✉r✈❡s ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐s❝r❡t❡ ✈♦✐❞s ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛
✭❢r♦♠ ❬✺✽❪✱ ❢♦r r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❧❡❣❡♥❞ ❝✳❢✳ ❬✺✽❪❀ Rp0.2✿ ✵✳✷✪ ♦✛s❡t ②✐❡❧❞ str❡ss ✇✐t❤ Rp0.2 =
250▼P❛ . . . 315▼P❛ ✮

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❢♦r ❢❡rr✐t✐❝ ◆❈■s ❊◆✲●❏❙✲✹✵✵ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s r❡❛❧✐st✐❝ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❢♦r ❛
✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♠❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡s λ ♦❢ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❥✉st ❢r♦♠ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✭f0
❛♥❞ λ✮ ❛♥❞ ❡❧❛st✐❝✲♣❧❛st✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ✭σ0✱ E✱ N✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❋✐❣✉r❡ ✶✻ ❝♦♥t❛✐♥s s✐♠✉❧❛t✐♦♥
r❡s✉❧ts ❢♦r t✇♦ ❜❛s✐❝ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ✈♦✐❞s✱ ❝✉❜✐❝ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ✭❝♣✮ ❛♥❞ ❜♦❞②✲❝❡♥t❡r❡❞ ❝✉❜✐❝
✭❜❝❝✮✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡s ❞❡✈✐❛t❡ ♠♦❞❡r❛t❡❧②✱ s✐♠✐❧❛r❧② ❛s t❤❡ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ❛t ❝♦❛❧❡s❝❡♥❝❡ ✐♥ ❝❡❧❧
♠♦❞❡❧s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❣❡♦♠❡tr②✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✻ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❝♣ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡s
t❤❡ R✲❝✉r✈❡s✳ ❚❤✐s ✐s ♣❧❛✉s✐❜❧❡ s✐♥❝❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛ ❧❛②❡r ♦❢ ✈♦✐❞s ✇✐t❤ s❤♦rt❡st ❞✐st❛♥❝❡s ❛♠♦♥❣ ❡❛❝❤
♦t❤❡r ✐s ❢❛✈♦r❛❜❧② ❧♦❝❛t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥ t❤❡ ❝r❛❝❦ ♣❧❛♥❡✳ ■♥ t❤❡ ❜❝❝ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✉❝❤ ❢❛✈♦r✲
❛❜❧❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ ❧❡❛st ❝r❛❝❦ ❣r♦✇t❤ r❡s✐st❛♥❝❡✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❡♠♣❧♦② t❤❡ ❜❝❝ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❢♦r
❢r❛❝t✉r❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ◆❈■ ✇✐t❤ ❞✐s❝r❡t❡❧② r❡s♦❧✈❡❞ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐❢ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s s❤❛❧❧ ♥♦t ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧②✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✈♦✐❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢
t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡❞ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ s✐♥❣❧❡ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦♥ t❤❡ ❞✉❝t✐❧❡ ❢❛✐❧✉r❡ ✐s s✉r❡❧② ❧✐♠✐t❡❞✳
❚❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ R✲❝✉r✈❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✻ ✇❡r❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s ♦♥❧② ✐♥t❡r♥❛❧

♥❡❝❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦❧✐❣❛♠❡♥ts ❜✉t ♥♦ ♠❛t❡r✐❛❧ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✭❡✳❣✳ ❞✉❡ t♦ ❝❧❡❛✈❛❣❡ ♦r s❡❝♦♥❞❛r② ✈♦✐❞s✱
❝♦♠♣❛r❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✮✳ ❚❤✐s ❢❛❝t r❛✐s❡s t❤❡ s✉s♣✐❝✐♦♥ t❤❛t ✐♥t❡r♥❛❧ ♥❡❝❦✐♥❣ ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❢♦r
❞✉❝t✐❧❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ ❢❡rr✐t✐❝ ◆❈■ ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❆♣♣❛r❡♥t❧②✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡✲✈♦✐❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠
t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐s ♦❢ ♠✐♥♦r ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❛s ❧♦♥❣ ❛s ✐t ❤❛♣♣❡♥s ❧❛t❡ ❡♥♦✉❣❤ ❛❢t❡r t❤❡
♣❧❛st✐❝ ❧✐♠✐t ❧♦❛❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠✐❝r♦❧✐❣❛♠❡♥ts ✐s ❡①❝❡❡❞❡❞✳ ❚❤✐s ✜♥❞✐♥❣ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✐♥
❞❡✜♥✐♥❣ s✉✐t❛❜❧❡ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ❝r❛❝❦ ❣r♦✇t❤ ∆a ❛♥❞ t❤✉s ♦❢ ❢r❛❝t✉r❡ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥✱ ❜♦t❤ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞
✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ■t ❡✈❡♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✉s❡❢✉❧♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❛ ✏♣❤②s✐❝❛❧✑ ❢r❛❝t✉r❡
✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ♠❛t❡r✐❛❧ ❛t ❛❧❧✳
❆♥②✇❛②✱ ✐❢ ❛ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ❡①❛❝t❧② ❞❡t❡r♠✐♥❛❜❧❡ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❣r♦✇t❤ r❡s✐st❛♥❝❡ ❝✉r✈❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✻

✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢r❛❝t✉r❡ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥✱ t❤❡♥ ❊q✳ ✭✺✮ ❤♦❧❞s✷✱ t❤❛t ♠❡❛♥s Jc ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡
❞✐st❛♥❝❡ λ✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷ ♣r❡❞✐❝t ❛ ✜♥✐t❡ Jc ❢♦r λ = 0✳ ❲❡ t❤✐♥❦ t❤❛t
✷❊q✳ ✭✺✮ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ✐❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦r t❤❡ ❢r❛❝t✉r❡ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥✱ ❡✳❣✳ ✐❢ t❤❡ ❢r❛❝t✉r❡ t♦✉❣❤♥❡ss

✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s J(∆a = 0.2♠♠)✳

✷✵



t❤✐s ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❤❛s s❡✈❡r❛❧ r❡❛s♦♥s✿ ❋✐rst❧② t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ Jc ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ②✐❡❧❞
str❡ss σ0 ✭♦r Rp0.2✱ r❡s♣✳✮ ✐♥ ❊q✳ ✭✺✮ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✶✻ ❡❧✐♠✐♥❛t❡s t❤❡ ❍❛❧❧✲P❡t❝❤ ❡✛❡❝t✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✐s s✉r❡❧②
r❡❧❡✈❛♥t ✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ❣r❛♣❤s ❧✐❦❡ ❋✐❣✉r❡ ✷ s✐♥❝❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❛♥❞ λ ❛r❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❛s ♠❛♥②
♠✐❝r♦❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s❡s ❤❛✈❡ s❤♦✇♥✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ∆a ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♦♥❡ ♦r
t✇♦ λ✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❝✉r✈❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✻ ❡①❤✐❜✐t t❤❡ ✜rst ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❧✉♥t✐♥❣ ❧✐♥❡✱ ❛♥❞ t❤❡
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛♥ ❡①❛❝t ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ Jc s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡❞✳ ❆♥❞ t❤✐r❞❧②✱ ❢♦r ✜♥❡
❞✐s♣❡rs❡❞ ◆❈■s ✇✐t❤ λ . 20 ➭♠ ❢✉rt❤❡r ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ s❡❝♦♥❞❛r② ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✭s❡❝♦♥❞❛r②
✈♦✐❞s✱ ❝❧❡❛✈❛❣❡✮ ♠❛② ❜❡❝♦♠❡ r❡❧❡✈❛♥t✳
■♥ ❛❧❧ ♠♦❞❡❧s ✉s❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❞✉❝t✐❧❡ ❢r❛❝t✉r❡ ♦❢ ◆❈■ ✇✐t❤ r❡s♦❧✈❡❞ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ③♦♥❡✱

t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ✈♦✐❞s✳ ❘❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❝❡❧❧ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤✐s ✐s ❥✉st✐✜❡❞ ❛s ❧♦♥❣
❛s t❤❡r❡ ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❤②❞r♦st❛t✐❝ str❡ss❡s ❛♥❞ ❛t ❧❡❛st ♠♦❞❡r❛t❡ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❇♦t❤ ✐s ❞❡✜♥✐t❡❧②
t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❢r❛❝t✉r❡ ♣r♦❝❡ss ③♦♥❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ r❡s✉❧ts ❝✐t❡❞ ❛❜♦✈❡ ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❝r❛❝❦ ❣r♦✇t❤
s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❡✈❡♥ t❤❡ ✈♦✐❞ ❣r♦✇t❤ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ③♦♥❡ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r t❤❡ s❤✐❡❧❞✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❇✉t
s♦♠❡✇❤❡r❡ ✐♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥ t❤❡r❡ ♠✉st ❜❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦♥❞❡❞ ❛♥❞ ❞❡❜♦♥❞❡❞ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❡✐❣❡♥str❛✐♥s ❛s ✐♥ ❝❡❧❧ ♠♦❞❡❧s ❬✶✼❪ ❝❛♥
s❤❡❞ ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❞❡❜♦♥❞✐♥❣ ❛✛❡❝ts t❤❡ s❤✐❡❧❞✐♥❣ ❡✛❡❝t✳ ❆ s❡❝♦♥❞ ❡✛❡❝t t❤❛t
✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝✐t❡❞ st✉❞✐❡s ✐s t❤❡ str❛✐♥ r❛t❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ②✐❡❧❞ str❡ss✳ ❚❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ r❛t❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❧❛st✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ♣r❡❞✐❝t t❤❛t ❛❧r❡❛❞② ❢♦r ❢❛r✲✜❡❧❞ ❧♦❛❞✐♥❣ r❛t❡s K̇I

✇❤✐❝❤ ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✏st❛t✐❝✑✱ ❧♦❝❛❧ str❛✐♥ r❛t❡s ❡✈♦❧✈❡ ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦❧✐❣❛♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞
❧❡❛❞ ✐♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ t❡♥s✐❧❡ t❡sts t♦ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ②✐❡❧❞ str❡ss❡s✳ ❆♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ②✐❡❧❞ str❡ss ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①
✇♦✉❧❞✱ ❢♦r ✐❞❡❛❧ ❞✉❝t✐❧❡ ❢❛✐❧✉r❡✱ ✐♠♣❧② ❛ ❤✐❣❤❡r ❝r❛❝❦ ❣r♦✇t❤ r❡s✐st❛♥❝❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❢❛st str❛✐♥
r❛t❡s ♦♥ s✉❝❤ s♠❛❧❧ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ s♦♠❡ t❡♥ ♠✐❝r♦♥s ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ q✉❛s✐✲❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡
❤❡❛t✐♥❣ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❧♦❝❛❧ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❧♦✇❡r t❤❡ ②✐❡❧❞ str❡ss✳ ❆♥②❤♦✇✱ t❤♦s❡
♠♦❞❡❧s ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ ❞❡❜♦♥❞✐♥❣✱ str❛✐♥ r❛t❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❞ ❛❞✐❛❜❛t✐❝ s♦❢t❡♥✐♥❣ ❛❧❧♦✇ ❛❧r❡❛❞② r❡❛s♦♥❛❜❧❡
♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✻✳ ❚❤✐s ✜♥❞✐♥❣ r❛✐s❡s
t❤❡ s✉s♣✐❝✐♦♥ t❤❛t t❤❡s❡ ❡✛❡❝ts ❝❛♥❝❡❧ ♦✉t ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛t ❧❡❛st ✉♥❞❡r ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝❛❧❧② q✉❛s✐✲st❛t✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡ ❢♦r ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤ t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❛♥❞ q✉❛♥t✐❢②
t❤❡s❡ ❡✛❡❝ts s✐♥❝❡ t❤❡ ✏✇❡✐❣❤ts✑ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡✛❡❝ts ❝❛♥ ❜❡ s❤✐❢t❡❞✱ ❡✳❣✳ ✉♥❞❡r ❞②♥❛♠✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣ ♦r ✐❢
s❡❝♦♥❞❛r② ❞❛♠❛❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❜❡❝♦♠❡ ❞♦♠✐♥❛♥t✳

✺✳✶✳✷ ❙❡❝♦♥❞❛r② ✈♦✐❞s✱ ❝❧❡❛✈❛❣❡ ❛♥❞ ❢❛t✐❣✉❡

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❞❡❜♦♥❞✐♥❣ ♦❢ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ t❤❡r❡❜② ❝r❡❛t❡❞ ♣r✐♠❛r②
✈♦✐❞s✱ s❡❝♦♥❞❛r② ❞❛♠❛❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝❛❧❡✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ s♠❛❧❧❡r
s❡❝♦♥❞❛r② ✈♦✐❞s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❝❧❡❛✈❛❣❡ ❛♥❞ ❢❛t✐❣✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛❧❧✐❝ ♠❛tr✐①✱ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❧✐❣❛♠❡♥ts
❜❡t✇❡❡♥ ♣r✐♠❛r② ✈♦✐❞s✳
▼♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❞✐s❝r❡t❡❧② r❡s♦❧✈❡❞ ♣r✐♠❛r② ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ③♦♥❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✹✮✱ ✐✳❡✳ ❞✐s❝r❡t❡

❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦r ✈♦✐❞s✱ ❛r❡ ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ ❢♦r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s❡❝♦♥❞❛r② ❞❛♠❛❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s
s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝❛✉❣❤t ❞✐r❡❝t❧②✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐♥
❛ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ✇❛② ❢♦r t❤❡ ♠❛tr✐① ♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♣r✐♠❛r② ✈♦✐❞s ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ③♦♥❡
❞♦❡s s✉❣❣❡st ✐ts❡❧❢✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② s✉❝❤ ♠♦❞❡❧s ✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✶✾✽✵s ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ✇✐t❤ t❤❡
✜rst ♠♦❞❡❧s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❞✐s❝r❡t❡ ✈♦✐❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ③♦♥❡✳ ❙♦ ❆♦❦✐ ❡t ❛❧✳ ❬✶❪ ❛♥❞ ❆r❛✈❛s ❛♥❞
▼❝▼❡❡❦✐♥❣ ❬✸❪ ❡♠♣❧♦②❡❞ t❤❡ ●❚◆ ♠♦❞❡❧ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ s❡❝♦♥❞❛r② ✈♦✐❞s ✭t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②
❛s ✐♥ ❝❡❧❧ ♠♦❞❡❧s✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✸✮ ❛♥❞ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡✐r ❡✛❡❝t ♦♥ ❞✉❝t✐❧❡ ❢r❛❝t✉r❡ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✼
s❤♦✇s t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ s❡❝♦♥❞❛r② ✈♦✐❞s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❧✉♥t❡❞ ❝r❛❝❦ t✐♣
♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ✈♦✐❞ ✭✏❤♦❧❡✑✮✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ●❚◆ ♠♦❞❡❧
✐s t❤❛t ✐♥ t❤❡ s♦❢t❡♥✐♥❣ r❡❣✐♠❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ❡①❤✐❜✐t ❛ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡s❤ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛s ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥
❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ♥♦♥❧♦❝❛❧ ❬✺✺❪ ❛♥❞ ♠✐❝r♦♠♦r♣❤✐❝ ❡①t❡♥s✐♦♥s ❬✶✶✷❪
♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞✉❝t✐❧❡ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s ✭●❚◆ ❛♥❞ ❈♦❝❦s✲❆s❤❜②✱ r❡s♣✳✮ ✇❡r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠❛tr✐① ♠❛t❡r✐❛❧
✐♥st❡❛❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇✐t❤ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ❛❧❧♦✇ t♦ st✉❞② t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ s✐③❡
♦❢ s❡❝♦♥❞❛r② ✈♦✐❞s✳ ■♥ ❬✺✺❪ ✐t ✐s ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❢♦r s♠❛❧❧ ♣r✐♠❛r② ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡

✷✶



❋✐❣✉r❡ ✶✼✿ ❙❡❝♦♥❞❛r② ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ✈♦✐❞ ❛♥❞ ❜❧✉♥t❡❞ ❝r❛❝❦ t✐♣ ✭❢r♦♠ ❬✶❪✮

❋✐❣✉r❡ ✶✽✿ Pr♦❝❡ss ③♦♥❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ✐s❧❛♥❞s ♦❢ ♥✉❝❧❡❛❜❧❡ ♣♦r♦s✐t② ✭❢r♦♠ ❬✶✷✶❪✮

s❡❝♦♥❞❛r② ✈♦✐❞s ❤❛s ❛ str♦♥❣ ❡✛❡❝t✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❢♦r ❧❛r❣❡r ♣r✐♠❛r② ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s t❤✐s ✐♥✢✉❡♥❝❡
✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ✇❡❛❦❡r ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡✈❛✐❧✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡✲✈♦✐❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳
■♥ s❡✈❡r❛❧ ♣❛♣❡rs ◆❡❡❞❧❡♠❛♥ ❛♥❞ ❚✈❡r❣❛❛r❞ ✭❡✳❣✳ ✐♥ ❬✽✹✱ ✽✺✱ ✶✷✶❪✮ ❡♠♣❧♦②❡❞ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ♣❛rt❧②

s♠❡❛r❡❞ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ③♦♥❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡② ✉s❡❞ ❛ ✭♠♦❞✐✜❡❞✮ ●❚◆ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡
✇❤♦❧❡ ❞♦♠❛✐♥ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ✈♦✐❞s ❜✉t ♠♦❞❡❧❡❞ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❛s ✭❝✐r❝✉❧❛r ♦r s♣❤❡r✐❝❛❧✮ ✏✐s❧❛♥❞s✑
♦❢ ❤✐❣❤❡r ♥✉❝❧❡❛❜❧❡ ♣♦r♦s✐t② ❢♦r t❤❡ ♣r✐♠❛r② ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✽✳ ❋♦r t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧②
❤✐❣❤ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✐s❧❛♥❞s✱ ❡✳❣✳ ✐♥ ❬✽✹❪✱ t❤❡✐r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡①❤✐❜✐t ❛ s♠♦♦t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❝r❛❝❦
t✐♣ ❜❧✉♥t✐♥❣ t♦ ✈♦✐❞ ❣r♦✇t❤ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ◆❈■ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ✐♥
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐s❝r❡t❡ ✈♦✐❞s✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡✲✐s❧❛♥❞s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡✣❝✐❡♥t
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡ ❧❛r❣❡ r❡❣✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐s❝r❡t❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧
●❚◆✲♠♦❞❡❧ t❤❡ r❡s✉❧ts s✉✛❡r ❛❧s♦ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡s❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝②✳
❋❛t✐❣✉❡ ✐s ❛♥♦t❤❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛❧❧✐❝ ♠❛tr✐① t❤❛t ✇❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s

♦❢ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❞✐s❝r❡t❡❧② r❡s♦❧✈❡❞ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳ ❉❛❤❧❜❡r❣ ❬✷✽❪ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ❞✐s❝r❡t❡
✈♦✐❞s t♦ st✉❞② ❢❛t✐❣✉❡ ❢r❛❝t✉r❡ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ✐♥ ◆❈■✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥
♦❢ ▼❛♥s♦♥✲❈♦✣♥ t②♣❡ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈♦✐❞s✳ ❈♦❧❧✐♥✐ ❛♥❞ P✐r♦♥❞✐ ❬✷✹❪ s✐♠✉❧❛t❡❞
t❤❡ ❢❛t✐❣✉❡ ❝r❛❝❦ ❣r♦✇t❤ ✐♥✐t✐❛t✐♥❣ ❛t ❛ ❞✐s❝r❡t❡❧② r❡s♦❧✈❡❞ ♠❡s♦s❝❛❧❡ ❝❛st✐♥❣ ❞❡❢❡❝t ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧
❢r❛❝t✉r❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✇✐t❤ ❛ P❛r✐s ❧❛✇✳
■♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛②✱ P❡tt✐ ❛♥❞ ❉♦❞❞s ❬✾✹❪ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❧❡❛✈❛❣❡ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❉❇❚ r❡❣✐♠❡ ❜②

❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❇❡r❡♠✐♥ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜❡❧❞s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ✈♦✐❞s✳ ◆❡❡❞❧❡♠❛♥
❛♥❞ ❚✈❡r❣❛❛r❞ ❬✽✺✱ ✶✷✵❪ ❡①t❡♥❞❡❞ t❤❡✐r ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ✐s❧❛♥❞s ♦❢ ♥✉❝❧❡❛❜❧❡ ♣♦r♦s✐t② ❜② ❛ ♥♦❞❡✲r❡❧❡❛s❡
t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇✐t❤ ❛ ❘✐t❝❤✐❡✲❑♥♦tt✲❘✐❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❝r❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❜② ❝❧❡❛✈❛❣❡ ✭✏❝❧❡❛✈❛❣❡
❣r❛✐♥s✑✮✳ ■♥ ❬✺✹✱ ✺✻❪ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ❜② ❝❧❡❛✈❛❣❡ ✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ❝♦❤❡s✐✈❡
③♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❝r❛❝❦ ♣❧❛♥❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ✈♦✐❞s✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❝r❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❜② ❝❧❡❛✈❛❣❡ ❛♥❞ ❜② t❤❡ ❞✉❝t✐❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ✷❉ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❬✺✹❪
✇✐t❤ ❝✐r❝✉❧❛r ✈♦✐❞s ♦✈❡rs✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❤② t❤❡ ✸❉ ♠♦❞❡❧
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D

❋✐❣✉r❡ ✶✾✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❝❧❡❛✈❛❣❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ D ✐♥ t❤❡ ❝r❛❝❦ ♣❧❛♥❡ ✐♥ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ✈♦✐❞
❣r♦✇t❤ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢❛r✲✜❡❧❞ ❧♦❛❞✐♥❣ J ✭❞❛s❤❡❞✿ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❀ ❢r♦♠ ❬✺✻❪✮

✇✐t❤ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✈♦✐❞s ✐♥ ❬✺✻❪ ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✾ s❤♦✇s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✉❝t✐❧❡
♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✭✈♦✐❞ ❣r♦✇t❤✮ ❛♥❞ ❝❧❡❛✈❛❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✸❉ ♠♦❞❡❧s✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❬✺✺✱ ✺✺✱ ✺✻❪ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ❢♦r ❤✐❣❤ ♣r✐♠❛r② ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ❛s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡

❢♦r ◆❈■✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❝r❛❝❦ ❣r♦✇t❤ r❡s✐st❛♥❝❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ✐♥s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❝❡rt❛✐♥ ❛♠♦✉♥ts
♦❢ s❡❝♦♥❞❛r② ❞❛♠❛❣❡✱ s❡❝♦♥❞❛r② ✈♦✐❞ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❝❧❡❛✈❛❣❡ r❡s♣✳✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡✈❛✐❧✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✈♦✐❞
♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ R✲❝✉r✈❡s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✻ ✐♥ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❢♦r♠ ❧✐❡
✇✐t❤✐♥ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ♥❛rr♦✇ ❜❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❡✳❣✳ t♦ st❡❡❧s ✇❤✐❝❤ ❢❛✐❧ ❜② ❛ ✈♦✐❞✲❜②✲✈♦✐❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳

✺✳✷ ❋r❛❝t✉r❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ♠♦❞❡❧s

✺✳✷✳✶ ❉✉❝t✐❧❡ ❢r❛❝t✉r❡

❉❡s♣✐t❡ t❤❡✐r ♣❤②s✐❝❛❧ ✈❛❧✐❞✐t②✱ t❤❡ ❜✐❣ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❢r❛❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❞✐s❝r❡t❡❧② r❡s♦❧✈❡❞ ♠✐✲
❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ③♦♥❡ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❧❛r❣❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt✳ ❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ✶✾✽✵s✱ s✉❝❤ ♠♦❞❡❧s ❝♦✉❧❞ t❤✉s ❜❡ ✉s❡❞ ♦♥❧② ❢♦r ❛ ❢❡✇ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ st✉❞✐❡s ❜✉t r❛r❡❧②
❢♦r ❞✐r❡❝t ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② ❢♦r ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ str✉❝t✉r❡s✱ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ❧❛✇s
r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ✇❛② ✇❡r❡ ❞❡s✐r❛❜❧❡ ❛❧s♦ ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
♦❢ ❝r❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ●❚◆✲♠♦❞❡❧ ✭❛♥❞ ✐ts ❞❡s❝❡♥❞❛♥ts✮ ❛r❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❢♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❤♦♠♦❣✲
❡♥✐③❡❞ ❢❛✐❧✉r❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❞✉❝t✐❧❡ ♠❡t❛❧s✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ●❚◆✲♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♠♦st ♦❢ ✐ts ❞❡s❝❡♥❞❛♥ts
✐s t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s✐♠♣❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✭✐✳❡✳ ♦♥❧② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ str❡ss❡s
❛♥❞ str❛✐♥s✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
r❡❧❡✈❛♥t ♣❤②s✐❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ λ✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡❝♦♠❡s ✐❧❧✲♣♦s❡❞ ✐❢
❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣♦✐♥t r❡❛❝❤❡s t❤❡ s♦❢t❡♥✐♥❣ r❡❣✐♠❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡s❤ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts
♦❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❋❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝♦♥s✐st❡♥t ❢r♦♠ ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s
♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❛♥ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❞✉❝t✐❧❡ ❝r❛❝❦
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐s t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ r❡❣✉❧❛r ♠❡s❤ ✐♥ t❤❡ ❧✐❣❛♠❡♥t ❛♥❞ t♦ ❞❡❝❧❛r❡ t❤❡ ❡❞❣❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥
t❤❡ ❧✐❣❛♠❡♥ts ❛s ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❧❡♥❣t❤ λ ✭❞❡♥♦t❡❞ ❧❛t❡r ❛s ✏❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❝❡❧❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✑ ❬✶✷✼❪✮ ❛s s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✵✳ ▲❛t❡r✱ ❇❡r♥❛✉❡r ❛♥❞ ❇r♦❝❦s ❬✶✹❪ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❛t t❤❡
❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❧✐❣❛♠❡♥ts ✐s t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t q✉❛♥t✐t②✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ❛❧s♦ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ◆❈■
✐♥ s❡✈❡r❛❧ st✉❞✐❡s ❬✶✶✱ ✶✽✱ ✸✵✱ ✸✷❪✳ ❇r♦❝❦s ❡t ❛❧✳ ❬✶✽❪ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t❤❡ ●❚◆ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ ❝❡❧❧ ♠♦❞❡❧s t♦
s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❣r♦✇t❤ r❡s✐st❛♥❝❡ ❝✉r✈❡s ❢♦r t✇♦ ◆❈■s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r❛♣❤✐t❡ ❞✐st❛♥❝❡s λ ♣r♦♦✜♥❣
t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ λ✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✶✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❬✶✶✱ ✶✽❪ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡
❞♦♠❛✐♥ ✇❛s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡ ●❚◆ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❳✐❛
❛♥❞ ❙❤✐❤ ❬✶✷✼❪✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❝❝♦✉♥ts ❛❧s♦ ❢♦r t❤❡ ✈♦✐❞ ❣r♦✇t❤ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ③♦♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
s❤✐❡❧❞✐♥❣ ❡✛❡❝t ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳
❲✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝❡❧❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ●❚◆ ♠♦❞❡❧ ✐ts❡❧❢ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡

✈♦✐❞s ❝r❡❛t❡❞ ❢r♦♠ ❞❡❜♦♥❞❡❞ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ♦t❤❡r ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❤✐❝❤

✷✸



❋✐❣✉r❡ ✷✵✿ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝❡❧❧ ♠♦❞❡❧ ✭❢r♦♠ ❬✶✷✼❪❀ D = λ ✐♥ ♣r❡s❡♥t ♥♦t❛t✐♦♥✮

❋✐❣✉r❡ ✷✶✿ Pr❡❞✐❝t❡❞ R✲❝✉r✈❡s ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝❡❧❧s ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❞❛t❛ ❢♦r t✇♦ ❢❡rr✐t✐❝ ◆❈■s ✭✶❆❩ ✇✐t❤ λnn = 51➭♠ ❛♥❞ ✸❆❩ ✇✐t❤ λnn = 96➭♠ ❀ ❢r♦♠ ❬✶✽❪✮

✷✹



❛❝❝♦✉♥t ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ ✇❡r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❞✉❝t✐❧❡
❢r❛❝t✉r❡✳ ❙♦ ❇❡r❞✐♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶❪ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✈♦✐❞ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ t❡r♠s ❢♦r t❤❡ ●❚◆ ♠♦❞❡❧ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❢♦✉♥❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ✉♥❧♦❛❞✐♥❣ st✐✛♥❡ss ♦❢ ❢❡rr✐t✐❝ ❛♥❞ ❢❡rr✐t✐❝✲♣❡❛r❧✐t✐❝ ◆❈■s✳ P❛r❞♦❡♥
❛♥❞ ❍✉t❝❤✐♥s♦♥ ❬✾✸❪ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛ ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ●▲P❉ ♠♦❞❡❧ ❬✹✷❪
❢♦r ✈♦✐❞ s❤❛♣❡ ❡✛❡❝ts ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❚❤♦♠❛s♦♥ ♠♦❞❡❧ ❬✶✶✶❪✳ ❚❤❡s❡ ❛✉t❤♦rs ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞
t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❡❧❛st✐❝✲♣❧❛st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ✭σ0/E✱ N✮ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ f0 ♦♥
t❤❡ ❢r❛❝t✉r❡ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ t♦✉❣❤♥❡ss Jc ❛♥❞ ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ♠❛✐♥ tr❡♥❞s ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤
❞✐s❝r❡t❡❧② r❡s♦❧✈❡❞ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡② ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ③♦♥❡ ❜❡❝♦♠❡s ✇✐❞❡r
✭❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝❡❧❧ s✐③❡✮ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ f0✳ ❚❤✐s ✇✐❞❡♥✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠
t❤❡ ✈♦✐❞✲❜②✲✈♦✐❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✈♦✐❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❞❞r❡ss ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ ◆❈■ ✉♥❞❡r
❧♦✇ ❧❡✈❡❧s ♦❢ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t②✱ ▼❡♠❤❛r❞ ❡t ❛❧✳ ❬✼✽❪ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛ ❏♦❤♥s♦♥✲❈♦♦❦ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ✐♠♠❡❞✐❛t❡
❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣♦✐♥t ❢♦r ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ❋❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❢♦r✇❛r❞ ✭✏❡①♣❧✐❝✐t✑✮ t✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t r✐❞ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡s❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✱ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❛♣✲

♣r♦❛❝❤❡s ❧✐❦❡ ♥♦♥❧♦❝❛❧ ♦r str❛✐♥✲❣r❛❞✐❡♥t t❤❡♦r✐❡s ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r②✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ❧❡♥❣t❤ ❝♦♥✲
s✐st❡♥t❧② ✐♥ t❤❡✐r ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❤❡✉r✐st✐❝ ♥♦♥❧♦❝❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ●❚◆
♠♦❞❡❧ ✇❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✉s❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❞✉❝t✐❧❡ ❝r❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❚♦
t❤❡ ❛✉t❤♦rs✬ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♥❧② ✐♥ ❬✺✷❪ s✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ✉s❡❞ ✇✐t❤ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s f0 t❤❛t ❛r❡ r❡♣✲
r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❢♦r ◆❈■✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❬✺✷❪ s❤♦✇❡❞ t❤❛t s✉❝❤ ❛ ♥♦♥❧♦❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢
f0 ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡ ♦❢ ❝r❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦♠✐s✐♥❣ str❛✐♥ ❣r❛❞✐❡♥t ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❚◆ ♠♦❞❡❧ ❜②
●♦❧♦❣❛♥✉ ❡t ❛❧✳ ❬✹✷❪ ✇❛s ♥♦t ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❤✐❣❤❡r ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ②❡t✳
❆♥♦t❤❡r ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❞✉❝t✐❧❡ ❝r❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ✐s t♦ ✏❝♦♥❞❡♥s❡✑ t❤❡

♣r♦❝❡ss ③♦♥❡ ✐♥t♦ ❛ ❝♦❤❡s✐✈❡ ❧❛②❡r ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✇✐t❤✐♥ ♥♦♥✲❞❛♠❛❣✐♥❣ ❡❧❛st✐❝✲♣❧❛st✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❬✶✵✸❪
❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡✐♥✮✳ ❚♦ t❤❡ ❛✉t❤♦rs✬ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❡ ❝♦❤❡s✐✈❡ ③♦♥❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ♥♦t ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ◆❈■
②❡t ❡✐t❤❡r✳ ❲❡ t❤✐♥❦ t❤❛t t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✐♥❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❞✉❝t✐❧❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ ◆❈■ s✐♥❝❡
✐t ❝❛♥♥♦t ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❢♦r t❤✐s ♠❛t❡r✐❛❧ ❛❞❡q✉❛t❡❧②✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❝❡ss ③♦♥❡ ❛♥❞ ✈♦✐❞ ❣r♦✇t❤ ✐♥ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♣❧❛st✐❝ ③♦♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s❤✐❡❧❞✐♥❣
❡✛❡❝t✳

✺✳✷✳✷ ❙❡❝♦♥❞❛r② ✈♦✐❞s✱ ❝❧❡❛✈❛❣❡ ❛♥❞ ❢❛t✐❣✉❡

■♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✐t ❝❛♥ ❜❡ st❛t❡❞ t❤❛t ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ s❡❝♦♥❞❛r② ❞❛♠❛❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐♥ t❤❡
❛❧r❡❛❞② ❝♦♠♣❧❡① ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞
✇❛②✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② ♦♥❧② r❡❧❛t✐✈❡❧② ❢❡✇ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳
❘❡❣❛r❞✐♥❣ s❡❝♦♥❞❛r② ✈♦✐❞s✱ ❛ ♣r❛❣♠❛t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ✉s❡ ❛ ●❚◆ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝❡❧❧ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤
♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ t❡r♠s ❛♥❞ t♦ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛s ❣r❛♣❤✐t❡ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛❜❧❡ ♣♦r♦s✐t②
❛s s❡❝♦♥❞❛r② ✈♦✐❞s ❬✽✹✱ ✽✺✱ ✶✷✶❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♦♥❧② st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ✈♦✐❞
✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✇❤♦s❡ ♣r✐♠❛r② ❛♥❞ s❡❝♦♥❞❛r② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❛♥②♠♦r❡✳ ❆ ♠♦r❡
❞❡t❛✐❧❡❞ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r✐♠❛r② ❛♥❞ s❡❝♦♥❞❛r② ✈♦✐❞s ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②
❋❛❜rè❣✉❡ ❛♥❞ P❛r❞♦❡♥ ❬✸✻❪✱ ❜✉t ♥♦t ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ◆❈■ ②❡t✳
❆♥♦t❤❡r s❡❝♦♥❞❛r② ❞❛♠❛❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤❛t ✇❛s ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ♠♦❞❡❧s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐s

❝❧❡❛✈❛❣❡✳ ❋♦r ♠❛♥② ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♠❡t❛❧s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢❡rr✐t✐❝ st❡❡❧s✱ ❝❧❡❛✈❛❣❡ ✐s t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠
♦❢ ❜r✐tt❧❡ ❢❛✐❧✉r❡✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❝❧❡❛✈❛❣❡ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥
✐♥ s✉❝❤ st❡❡❧s✳ ❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ♦♥❡s ❛r❡ ♦❢ ❘✐t❝❤✐❡✲❑♥♦tt✲❘✐❝❡ t②♣❡ ❬✶✵✵❪ ♦r ❛r❡ ♦❢ ❇❡r❡♠✐♥✲t②♣❡
❬✶✷❪ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇❡❛❦❡st✲❧✐♥❦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ◆❈■ ❞♦❡s ♥♦t ❞✐s♣❧❛② s✉❝❤ ❛ ❞✐r❡❝t r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❧♦❝❛❧
❝❧❡❛✈❛❣❡ ❛♥❞ ❜r✐tt❧❡♥❡ss ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡✲✈♦✐❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❤②
s✉❝❤ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ♦♥❧② ♦❢ ❧✐♠✐t❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤✉s ♥♦t ❞✐s❝✉ss❡❞ ❤❡r❡✳ ❋♦r ❛ r❡✈✐❡✇
✇❡ r❡❢❡r t♦ ❬✺✸❪✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❧❡❛✈❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ◆❈■ r❡q✉✐r❡s
❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❜♦t❤ ❞❛♠❛❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳
❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ✐♥ ❬✻✽✱ ✽✷❪ ❑❛❝❤❛♥♦✈✲▲❡♠❛✐tr❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ str❡ss t②♣❡ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❝❧❡❛✈❛❣❡ ✇❡r❡

❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❞✉❝t✐❧❡ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝❡❧❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❆♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t
❧❡❛❞s t♦ ❛ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠ t❤✉s ♦✈❡r❝♦♠✐♥❣ t❤❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡s❤ s❡♥s✐t✐✈✐t② ✇❛s
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dr

F

vc

Resolved zone

Homogenized behaviour

✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✷✷✿ ▼❛❝❤✐♥✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐s❝r❡t❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✿ ✭❛✮ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭❢r♦♠ ❬✼✺❪✮ ❛♥❞ ✭❜✮
r❡s✉❧ts ✭❢r♦♠ ❬✷✵❪✮

♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✺✸❪✿ ❝❧❡❛✈❛❣❡ ✇❛s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ ❝♦❤❡s✐✈❡ ③♦♥❡ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥❧♦❝❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥
♦❢ t❤❡ ●❚◆ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞✉❝t✐❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❜✉❧❦ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✜♥❞✐♥❣s ✭❝♦♠♣❛r❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✶✮✱ t❤❛t ❢♦r ❤✐❣❤ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s✱ ❜❡✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡
❢♦r t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡ ❝♦♥t❡♥t ✐♥ ◆❈■✱ t❤❡ ❝r❛❝❦ ♠❛② ♣r♦♣❛❣❛t❡ st❛❜❧② ❜② ❝❧❡❛✈❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ❞✉❝t✐❧❡✲❜r✐tt❧❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ r❡❣✐♦♥✳ ❆ ♠♦❞✐✜❡❞ str✐♣ ②✐❡❧❞ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❝❡rt❛✐♥ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ✇✐t❤ ❛ ❝♦❤❡s✐✈❡ ③♦♥❡✱ ✇❛s
✉s❡❞ ✐♥ ❬✶✸✸❪ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❢❛t✐❣✉❡ ❝r❛❝❦ ❣r♦✇t❤ ✐♥ ◆❈■ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❦♥♦✇♥ ♦✈❡r❧♦❛❞ ❡✛❡❝ts✳

✺✳✸ ▼❛❝❤✐♥✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

▼❛❝❤✐♥✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛♥♦t❤❡r ✜❡❧❞✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s ❜❡❝♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✱
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ t♦♦❧ t✐♣ ❧✐❡s t②♣✐❝❛❧❧② ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛ ❢❡✇ ♠✐❝r♦♥s✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r
◆❈■✱ t②♣✐❝❛❧ ❝✉tt✐♥❣ ❞❡♣t❤s ❛r❡ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳
❚❤❛t ✐s ✇❤② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐s❝r❡t❡❧② r❡s♦❧✈❡❞ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ③♦♥❡ ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜②
❈❤✉③❤♦② ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✕✷✷❪ ❛♥❞ ▲❥✉st✐♥❛ ❡t ❛❧✳ ❬✼✺❪✳ ■♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ③♦♥❡ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s s✉✣❝✐❡♥t ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✷✱ s✐♠✐❧❛r t♦ ❢r❛❝t✉r❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤
❞✐s❝r❡t❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✭❝♦♠♣❛r❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✹✮✳ ❋♦r ❝❡rt❛✐♥ r❡❛s♦♥s✱ ♠❛❝❤✐♥✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐s❝r❡t❡
♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❛r❡ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❛♠❜✐t✐♦✉s t❤❛♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢r❛❝t✉r❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❋✐rst❧②✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st
t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ③♦♥❡ ♦❢ ✭♠♦❞❡✲■ ❞♦♠✐♥❛t❡❞✮ ❢r❛❝t✉r❡✱ ❛ ❧♦✇ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② ✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ s❤❡❛r✲
❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❝✉tt✐♥❣ ③♦♥❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ✐ts
❡❧❛st✐❝ ❛♥❞ ✐♥❡❧❛st✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛❧❧✐❝ ♠❛tr✐①✱ ❞✐s♠✐ss❡❞ ❛s ✏s❡❝♦♥❞❛r②
❞❛♠❛❣❡✑ ✐♥ ❢r❛❝t✉r❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✐s t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❛✐♠ ♦❢ ♠❛❝❤✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ♠✉st t❤✉s ❜❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❆♥❞ t❤✐r❞❧②✱ ❢♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❡✛❡❝ts ♦❢ str❛✐♥✲r❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❤❡❛t✐♥❣
❛♥❞ t❤✉s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❛❧❧ r❡❧❡✈❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳
▼❛②❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡s❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✱ ♦♥❧② ✷❉ ♠♦❞❡❧s ✇❡r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✉♥t✐❧ ♥♦✇ ✐♥ t❤❡ ❝✐t❡❞ st✉❞✐❡s ❞❡✲

s❝r✐❜✐♥❣ ❛❧❧ ❝♦♥st✐t✉❡♥ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s✐♠♣❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✭✇✐t❤ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡s❤
❞❡♣❡♥❞❡♥❝②✮✳ ❆♥ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♠❛❝❤✐♥✐♥❣
❛♥❞ ❢r❛❝t✉r❡ ♦❢ ◆❈■✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐❞ ♥♦t t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ②❡t✱ ✇✐❧❧ s✉r❡❧② ❜❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s✳

✷✻



✻ ❙✉♠♠❛r② ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s

◆♦❞✉❧❛r ❝❛st ✐r♦♥ ✭◆❈■✮ ✐s ❛ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐r♦♥ ❛❧❧♦② ✇✐t❤ ♥♦❞✉❧❛r ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡
♠❡t❛❧❧✐❝ ♠❛tr✐①✳ ❙tr❡♥❣t❤ ❛♥❞ t♦✉❣❤♥❡ss ♦❢ t❤✐s ♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦♠♣❛r❡ t♦ ♠❛♥② ❣r❛❞❡s ♦❢ st❡❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇ ❛❧s♦ t❤❛t ❞✉❡ t♦ ✐ts ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②✱ ◆❈■ ❡①❤✐❜✐ts s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ ❡❢✲
❢❡❝ts ✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡r ❢r♦♠ t②♣✐❝❛❧ st❡❡❧s✳ ❚❤✐s ✐s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ t❡♥s✐♦♥✲❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡
②✐❡❧❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦r t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞♦♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❞✉❝t✐❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡✳ ❚❤✐s
❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❣♦❡s s♦ ❢❛r t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ s❡❝♦♥❞❛r② ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦♥ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝❛❧❡ ❤❛s ❛
❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❧♦✇❡r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r t❤❛♥ ❦♥♦✇♥ ❢r♦♠ st❡❡❧s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ st❡❡❧s
❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ R✲❝✉r✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✉❝t✐❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❜❡✲
❤❛✈✐♦r ✐ts❡❧❢ ✐s ♦❢t❡♥ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ❞✉❝t✐❧❡ t❤❡♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ◆❈■ ❝❛♥ ❡①❤✐❜✐t ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ R✲❝✉r✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r
❞❡s♣✐t❡ ❝❧❡❛✈❛❣❡ ♦♥ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝❛❧❡✳ ❆❧s♦ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❝r❛❝❦ ❝❧♦s✉r❡ ❛♥❞ ❞✉❝t✐❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✉♥❞❡r
❝②❝❧✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣ ✐s ✈❡r② ❝♦♠♣❧❡①✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥ ✐t ✐s ❛t ✜rst ❤✐❣❤❧② r❡❝♦♠♠❡♥❞❛❜❧❡ ❢♦r ◆❈■ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤
❜❡t✇❡❡♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦♥ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝❛❧❡✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❛♥ ❝♦♥tr✐❜✉t❡
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t♦ t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳
❚❤❛t ✐s ✇❤② ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r

♦❢ ◆❈■ ✇❛s ❣✐✈❡♥✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ◆❈■ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ s❡✈❡r❛❧
❝r✐t❡r✐❛✳ ❖♥❡ ♣♦✐♥t ✐s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ✇❛② ♦r ✇❤❡t❤❡r t❤❡
♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐s r❡s♦❧✈❡❞ ❞✐s❝r❡t❡❧② ✐♥ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ❞❡t❛✐❧✳ ❈❧❛ss✐❝❛❧❧②✱ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞
t♦ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ str✉❝t✉r❡s ❝❛♣t✉r✐♥❣ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦♥❧② ✐♥ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② r♦✉❣❤ ✇❛②✱ ✇❤❡r❡❛s
♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❞✐s❝r❡t❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ s❡r✈❡ ❢♦r t❤❡ ❜❛s✐❝ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇✐t❤
t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦❞❛②✱ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❞✐s❝r❡t❡❧② r❡s♦❧✈❡❞ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❛r❡ ❜❡❝♦♠✐♥❣
♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❞✐r❡❝t ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❛♣♣❧✐❡s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t♦ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣
str✉❝t✉r❡s ♠❛❞❡ ♦❢ ◆❈■ ✇❤❡r❡ ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ st❛t❡ ❜✉t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡
❞✐✛❡rs s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝❛st✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳
❘❡❣❛r❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❞✐s❝r❡t❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✱ ❝❡❧❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❜② ❢❛r t❤❡ ❜❡st ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ♦♥❡s✳

❲✐t❤ s✉❝❤ ♠♦❞❡❧s t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡✱ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥ str✉❝t✉r❡ ✭❝♦♥t❡♥t ♦❢
❢❡rr✐t❡ ❛♥❞ ♣❡❛r❧✐t❡✴✏❜✉❧❧✬s ❡②❡ str✉❝t✉r❡✑✮ ❛♥❞ ♦❢ s❡❝♦♥❞❛r② ✈♦✐❞s ✇❛s st✉❞✐❡❞ ❢♦r ◆❈■ ✉♥❞❡r ♠♦♥♦t♦♥♦✉s
❛♥❞ ❝②❝❧✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣ ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t✐❡s✳ ❈❡❧❧ ♠♦❞❡❧s ♦❢t❡♥ s❡r✈❡ ❛s ❛ ❜r✐❞❣❡ ❢♦r ❝❛❧✐❜r❛t✲
✐♥❣ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ♠♦❞❡❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ❛♣♣❡❛r ♦✈❡r ❞✐st❛♥❝❡s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡
t♦ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s✱ ✐✳❡✳ ❢♦r ◆❈■ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❝❧❛ss✐❝❛❧
❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ♠♦❞❡❧s r❡❛❝❤ t❤❡✐r ❧✐♠✐ts✳ ❘❡s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❞✐s❝r❡t❡❧② ✐♥ s✉❝❤ s✐t✉❛t✐♦♥s ✐♥
r❡❧❡✈❛♥t r❡❣✐♦♥s ✐s ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❛♥❞ t♦❞❛② ♣r❛❝t✐❝❛❜❧❡ ✇❛② t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤✐s
✇❛s ❞♦♥❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❢r❛❝t✉r❡ ❛♥❞ ♠❛❝❤✐♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ ◆❈■✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝✲
t✉r❡ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ r❡s♦❧✈❡❞ ♦♥❧② ✇✐t❤✐♥ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ■t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❜✉t
❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t❛s❦ t♦ tr❛♥s❢❡r t❤❡ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥ts ♦❢ ❝❡❧❧ ♠♦❞❡❧s ❧✐❦❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛♣❤✐t❡✱ ❣r❛✐♥s✱ s❡❝✲
♦♥❞❛r② ❞❛♠❛❣❡✱ ❡t❝✳ t♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❢r❛❝t✉r❡ ❛♥❞ ♠❛❝❤✐♥✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♦❧✈❡❞ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳ ■♥ ❝❧♦s❡
❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧✐sts✱ s✉❝❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♠❛② ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❜♦t❤ t❤❡
q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ ◆❈■ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s t❤❡r❡♦❢✳
❖♥❡ ♣♦✐♥t t❤❛t s❤♦✉❧❞✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t ❜❡ ❢♦r❣♦tt❡♥ ✐s t❤❛t ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦♠❡❝❤❛♥✲

✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ♠♦st❧② r❡q✉✐r❡ ❛❧s♦ ♠♦r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❧✐❦❡ ❡❧❛st✐❝✲♣❧❛st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛❧❧ ❝♦♥st✐t✉❡♥ts ♦r
✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■♥ t❤❡ ❝✐t❡❞ ♣❛♣❡rs✱ ♠❛✐♥❧② t✇♦ str❛t❡❣✐❡s ✇❡r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡s❡ ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ✜rst str❛t❡❣② ✐s t♦ ❡①tr❛❝t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❡sts ♦♥ ♣✉r❡ ❜✉❧❦ ♠❛t❡r✐❛❧ ♦❢ t❤❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥ts ❧✐❦❡ ❢❡rr✐t❡ ❛♥❞ ♣❡❛r❧✐t❡✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ✐♥✈❡rs❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s
✇❡r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ t❡sts ♦♥ t❤❡ ✏❝♦♠♣♦s✐t❡✑ ◆❈■✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r str❛t❡❣② r❡q✉✐r❡s
♦❢ ❝♦✉rs❡ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛❜❛s❡ ♦❢ s✉✣❝✐❡♥t ❡①t❡♥t✳ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡
❡❧❛st✐❝✲♣❧❛st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❨♦✉♥❣✬s ♠♦❞✉❧✉s✱ ②✐❡❧❞ str❡ss✱ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❡①♣♦♥❡♥t✱ ❡t❝✳✮ ♦❢ ❝♦♥st✐t✉❡♥ts ❝❛♥
r❡❧✐❛❜❧② ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❡sts ♦♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜✉❧❦ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② t❤✐s ❞✐r❡❝t str❛t❡❣②
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✇❡r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤♦s❡ ❢❡✇ ♣❛r❛♠❡t❡rs
✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞✐r❡❝t❧②✳ ■♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ ✐❢ ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✱ ❛ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②✲
s✐s ♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ ✐♥

✷✼



♦r❞❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ✜rst❧② t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ s❡❝♦♥❞❧② s✉✐t❛❜❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡
t❤❡♠✳
❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t❛s❦ ❢♦r t❤❡ ❢✉t✉r❡ ✐s ❛❧s♦ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥ts ♠❛❞❡ ❢♦r ◆❈■ ❝❛♥ ❜❡

tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ ❝❛st ✐r♦♥s ✇✐t❤ ♥♦♥✲♥♦❞✉❧❛r ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✭✈❡r♠✐❝✉❧❛r ♦r ❧❛♠❡❧❧❛r ♦♥❡s✮✳ ❆ r❡❝❡♥t
st✉❞② ♦♥ t❤✐s t♦♣✐❝ ❬✽✵❪ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❝♦rr❡❝t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡
✐s ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s ✇❡❧❧ ♦❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s
❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt ❡✈❡♥ ❢♦r ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝❛❧❧② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❧♦❛❞✐♥❣
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ Pr❡❞✐❝t✐♥❣ ❢r❛❝t✉r❡ t♦✉❣❤♥❡ss ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❝❛st ✐r♦♥ ✇✐t❤ ✈❡r♠✐❝✉❧❛r ♦r ❧❛♠❡❧❧❛r ❣r❛♣❤✐t❡
❢r♦♠ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ♠❛② ❜❡ ❛ ✈❡r② ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ t❛s❦ ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛❧s♦ ❢♦r ◆❈■
t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ s❤❡❛r ❞♦♠✐♥❛t❡❞ st❛t❡s ♦r ✉♥❞❡r ❝②❝❧✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣ r❡q✉✐r❡s ❢✉rt❤❡r
r❡s❡❛r❝❤✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ❝②❝❧✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣ ❛♥❞ ❢❛t✐❣✉❡✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ❢✉t✉r❡ t♦ s✐♠✉❧❛t❡
t❤❡ ♠✐❝r♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ ◆❈■ ❝②❝❧❡ ❜② ❝②❝❧❡ ❢♦r ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❧♦❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s t❤❛t ❛r❡
r❡❧❡✈❛♥t t♦ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts

❚❤❡ ❛✉t❤♦rs t❤❛♥❦ ❙❡❜❛st✐❛♥ ❍❡♥❦❡❧✱ P❡t❡r ❍ü❜♥❡r✱ ❏♦❛❝❤✐♠ ❖❤s❡r✱ ❛♥❞ ▼❛r❝❡❧ ❙❡❧❡♥t ❢♦r ❢r✉✐t❢✉❧
❞✐s❝✉ss✐♦♥s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ s✉♣♣♦rt ♦❢ t❤❡ ❉❡✉ts❝❤❡ ❋♦rs❝❤✉♥❣s❣❡♠❡✐♥s❝❤❛❢t ✭❉❋●✮ ❢♦r
s❡✈❡r❛❧ ♣r♦❥❡❝ts ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ◆❈■ ✐s ❣r❛t❡❢✉❧❧② ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡❞✳
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