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SUR LA GERBE DE KALETHA, LA COURBE ET L’ENSEMBLE DE

KOTTWITZ

LAURENT FARGUES

À Jean Giraud.

Résumé. Dans ce texte on reprend les travaux de Kaletha sur les formes intérieures rigides
d’un groupe réductif sur un corps local d’un point de vue géométrique. On interprète en parti-

culier la gerbe qu’il a introduite du point de vue de la courbe, en remplaçant celle-ci par une

gerbe naturelle vivant au dessus de la courbe. On introduit une catégorie Tannakienne d’iso-
cristaux étendus, généralisant la notion usuelle d’isocristal. Cela nous amène à définir et étudier

un ensemble de Kottwitz étendu d’isocristaux étendus avec structure additionnelles, contenant

l’ensemble usuel et dont on montre qu’il est invariant par formes intérieures. Enfin on montre
que cet ensemble classifie les fibrés principaux sur la gerbe au dessus de la courbe.

Abstract. In this text we retake the work of Kaletha on rigid inner forms of a reductive

group over a local field from a geometric point of view. We interpret in particuler the gerbe he
introduced from the point of view of the curve, by replacing it by a natural gerbe sitting over

the curve. We introduce a Tannakian category of extended isocrystals, generalizing the usual
notion of isocrystal. This leads us to define and study an extended Kottwitz set of isocrystals

with additional structures, containing the usual set, and for for which we prove it is invariant

under inner forms. Finally we prove that this set classifies principal bundles on the gerbe sitting
over the curve.

Introduction

Ce texte est né d’une double volonté :

(1) Comprendre les travaux de Kaletha ([10], [12]).

(2) Étendre les constructions géométriques de [5] afin d’atteindre toutes les formes intérieures
d’un groupe réductif sur un corps local et pas seulement les formes étendues pures de
Kottwitz.

Interprétation géométrique de la gerbe de Kaletha. Dans [10] Kaletha définit une gerbe
galoisienne rig, que l’on notera dans ce texte Kal, sur un corps p-adique E, liée par un schéma en
groupes pro-fini u. Par gerbe galoisienne on entend un 2-cocyle de Gal(E|E) à valeurs dans u(E).
Il montre que la cohomologie de cette gerbe à valeurs dans G permet d’atteindre toutes les formes
intérieures de G. Grâce à cela il peut formuler une version de la correspondance de Langlands
locale pour toutes les formes intérieures d’un groupe quasidéployé fixé sur E, étendant en cela les
conjectures pour les formes étendues pures de Kottwitz, cf. [9] et [12]. Une des justifications de
Kaletha quant à la validité de son approche est une version globale de cette gerbe et la compatibilité
aux facteurs de transfert globaux dans le cadre du transfert endoscopique ([11]). De fait, la gerbe
Kal sur E est définie de façon ad hoc par un calcul de cohomologie galoisienne utilisant la théorie
du corps de classe. Dans ce texte on cherche à comprendre de façon géométrique l’apparition de
cette gerbe, sans cocycles mais du point de vue purement géométrique, et de fait on montre qu’elle
apparâıt naturellement du point de vue de la courbe. Le point de départ de cette approche résidant
dans l’égalité ([3])

ηX = ηcdc
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entre la classe fondamentale de la courbe (point de vue géométrique) et la classe fondamentale de
la théorie du corps de classe (point de vue purement arithmétique). Plus précisément, le schéma
en groupes u apparâıt dans une suite exacte

1 −→ u −→ t̃ −→ t −→ 1

où t est un pro-tore de revêtement universel t̃. On obtient le résultat suivant, cf. le corollaire 7.5.

Théorème 0.1. Il existe un t-torseur naturel T sur la courbe X tel que l’image réciproque de la
gerbe Kal de Kaletha à X, X ×Kal, soit la gerbe des racines de T, [ t̃ \T ].

Cela caractérise complètement de façon géométrique la gerbe arithmétique Kal et fournit même
une définition n’utilisant pas la théorie du corps de classe, cf. remarque 7.6.

Atteindre toutes les formes intérieures. Pour un groupe réductif G sur E l’ensemble de
Kottwitz B(G) = G(Ĕ)/σ-conjugaison classifie les G-isocristaux ([14], [15], [17]). Lorsque [b] ∈
B(G) est basique son centralisateur tordu Jb est une forme intérieure de G. Les formes intérieures
de G ainsi obtenues sont les formes étendues pures généralisant les formes pures de Vogan. De fait,
H1(E,G) ⊂ B(G) s’identifie aux G-isocristaux � racines de l’unité � i.e. ceux dont le vecteur de
Newton est nul. Malheureusement, si le centre de G n’est pas connexe, en général l’application

B(G)b → B(Gad)b = H1(E,Gad)

qui à [b] basique associe [Jb] n’est pas surjective. C’est par exemple le cas de SLn dont la seule
forme étendue pure est SLn lui-même.

Afin de comprendre le problème il est idéal de géométriser la situation et se placer du point de
vue de la courbe. D’après [3] il y a une bijection

B(G)
∼−−→ H1

ét(X,G)

qui associe à [b] la classe du G-torseur étale Eb. D’un point de vue encore plus géométrique, le
morphisme structural X → Spec(E) se factorise via

X −→ Kott −→ Spec(E)

où Kott est la gerbe de Kottwitz des foncteurs fibres sur la catégorie des isocristaux. L’application
précédente est alors le tiré en arrière H1

ét(Kott, G)→ H1
ét(X,G). Il y a une suite exacte

H1
ét(X,G) −→ H1

ét(X,Gad) −→ H2
ét(X,ZG).

De plus, d’après [3] pour tout tore T sur E, H2
ét(X,T ) = 0 (en particulier le groupe de Brauer de

X est nul). Il s’en suit que l’obstruction à la surjectivité de B(G)→ B(Gad) vit dans

H2
ét(X,π0(ZG)).

Il y a un moyen � canonique � de tuer cette classe : une telle classe classifie, à équivalence près,
une gerbe étale de lien π0(ZG) au dessus de X et le tiré en arrière vers cette gerbe annule cette
classe de cohomologie (cf. section 1).

L’exemple de SLn est frappant. Si Dλ est une algèbre à division d’invariant λ = d
h avec (d, h) = 1

sur E et n = hr alors la forme intérieur SLr(Dλ) de SLn n’est pas pure dès que λ /∈ Z. Considérons
le fibré vectoriel E = O(λ)r sur la courbe. L’obstruction à relever le PSLn-torseur associé en un
SLn-torseur est donnée par

c1(det E ) ∈ H1
ét(X, lµ.. n) = Z/nZ.ηX

c’est à dire (rd modulo n).ηX . Cette obstruction est tuée au dessus de la gerbe des racines n-ièmes
de O(1), gerbe de classe ηX dans H2

ét(X, lµ.. n). De fait, sur cette gerbe

E ⊗
(
n

»
O(1)

)⊗−rd
est naturellement un SLn-torseur relevant notre PSLn-torseur.

Suivant ces idées on démontre le théorème suivant, cf. les théorèmes 8.9 et 8.10.



SUR LA GERBE DE KALETHA, LA COURBE ET L’ENSEMBLE DE KOTTWITZ 3

Théorème 0.2. (1) Soit X = [ t̃ \T ] → X. Alors, pour tout groupe diagonalisable D sur E,
on a H2

ét(X, D) = 0. En particulier, H1
ét(X, G)→ H1

ét(X, Gad) est surjectif.

(2) Il en va de même en remplaçant la gerbe � géométrique � X par la gerbe � arithmétique �

Kott×Kal.

Extension du domaine de la lutte. Il est naturel, après divers essais pour arriver à la bonne
définition, d’introduire l’ensemble de Kottwitz étendu

Be(G)

comme le sous-ensemble de
H1

ét(Kott×Kal, G)

formé des classes telles que la classe de conjugaison Galois invariante de morphisme uE → GE soit
centrale c’est à dire donnée par un morphisme λ : u → ZG. L’ensemble de Kottwitz se retrouve
comme

B(G) = {[b] ∈ Be(G) | λb = 1} ⊂ Be(G)

et il y a une suite exacte d’ensembles pointés

1 −→ B(G) −→ Be(G) −→ Hom(u, ZG) −→ 1.

Comme application du théorème 0.2 on obtient le résultat suivant qui rend l’utilisation de l’en-
semble étendu beaucoup plus aisée que celle de sa version non-étendue, cf. la proposition 9.8 et le
corollaire 9.9.

Théorème 0.3. L’ensemble de Kottwitz étendu est invariant par formes intérieures, en particulier
il existe un élément basique [b] ∈ Be(G∗)b induisant une bijection Be(G

∗)
∼−−→ Be(G) envoyant [b]

sur 1.

Remarquons qu’une fois un tel b choisi on obtient une description de l’ensemble de Kottwitz
� classique � B(G) comme

{[b′] ∈ Be(G∗) | λb′ = λb}
∼−−→ B(G).

Cela ramène donc également l’étude de B(G) à celle de Be(G
∗).

Le calcul de l’ensemble de Kottwitz d’un tore est un point essentiel de [14]. Voici son analogue,
cf. la proposition 9.7.

Théorème 0.4. Pour un tore T il y a une identification canonique

Be(T ) = X∗(T )Q/IΓ.X∗(T )

où la suite exacte

0 −→ X∗(T )Γ −→ X∗(T )Q/IΓ.X∗(T ) −→ X∗(T )⊗Z Q/Z −→ 0

s’identifie à la suite
0 −→ B(T ) −→ Be(T ) −→ Hom(u, T ) −→ 0.

Venons en maintenant à l’application κ et sa généralisation, un autre élément important de
[14]. On note, cf. section 9.5.1,

π1(G)eΓ = 〈Φ〉∗/〈Φ̌〉+ IΓ.X∗(T )

avec 〈Φ〉∗ = {ν ∈ X∗(T )Q | ∀α ∈ Φ, 〈ν, α〉 ∈ Z}. Il y a une suite exacte

0 −→ π1(G)Γ −→ π1(G)eΓ −→ Hom(u, ZG) −→ 0

qui permet de voir ce groupe comme une version � étendue � de π1(G)Γ. On obtient le résultat
suivant, cf. section 9.5 et le théorème 9.12.

Théorème 0.5. Il y a une application � naturelle � κ : Be(G) → π1(G)eΓ étendant l’application
de Kottwitz κ : B(G)→ π1(G)Γ et induisant une bijection

κ : Be(G)b
∼−−→ π1(G)eΓ

en restriction aux éléments basiques.
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Lien avec les travaux de Kaletha. Dans [10] Kaletha introduit un ensemble de cohomologie
qui lui permet de définir ses formes intérieures rigides. Voici le lien avec l’ensemble de Kottwitz
étendu qui contient donc comme cas particulier le cas de Kaletha, cf. section 10.

Théorème 0.6. L’ensemble de Kaletha H1(u → W,ZG → G) s’identifie aux G-isocristaux
étendus � racines de l’unité � c’est à dire {[b] ∈ Be(G) | νb = 0}. Via l’application κ cet en-
semble est ker(π1(G)eΓ → X∗(ZG)Γ

Q).

On réinterprète également naturellement le lien entre formes intérieures étendues pures et formes
rigides de [12] du point de vue de Be(G), cf. proposition 10.6.

Comparaison avec la géométrie. On obtient une généralisation du théorème principal de [3],
cf. le théorème 11.4.

Théorème 0.7. L’application tiré en arrière de Kott×Kal à X induit une bijection

Be(G)
∼−−→ {c ∈ H1

ét(X, G) | λc : u→ ZG}.

Ce théorème est le point de départ de la conjecture de géométrisation qui suit.

Conjecture de géométrisation. On définit un champ étendu BuneG de G-fibrés étendus conte-
nant le champ BunG des G-fibrés sur la courbe de [5] et tel que |BuneG| = Be(G). Il est muni
d’une application localement constante κ : |BuneG| → π1(G)eΓ. On définit également un champ de
paramètres de Langlands étendus SysLoce“G. On formule alors une conjecture de géométrisation
permettant d’atteindre toutes les formes intérieures d’un groupe réductif donné, cf. section 12 et
la conjecture 12.8.

Conjecture 0.8. Pour G quasi-déployé et ψ : U(E)→ Z×` non-dégénéré il y a une équivalence

CohNilp(SysLoce“G/Z`) ' Dlis(BuneG,Z`)

� fournissant une correspondance de Langlands locale � pour toutes les Gb, [b] ∈ Be(G) basique et
donc toutes les formes intérieures de G.

Le cas archimédien. Dans la section 13 on traite du cas archimédien sur R des objets précédents.

L’analogue géométrique de la courbe est la � droite projective twiwtser � P̃1
R = P1

C/z ∼ − 1
z̄ . Elle

est munie d’un morphisme P̃1
R → Kott où Kott → Spec(R) est la gerbe non triviale de lien Gm,

l’analogue archimédien de la gerbe de Kottwitz des foncteurs fibres sur les isocristaux. L’ensemble
de Kottwitz associé B(G) = H1

ét(Kott, G) se décrit facilement, cf. section 13.2, et on vérifie que

B(G)
∼−−→ H1

ét(P̃1
R, G).

Notons u = Ẑ comme schéma en groupe pro-fini constant sur Spec(R). On a une identification
u = lim

←−
n≥1

U(1)[n] où U(1) est vu comme tore sur R.

Théorème 0.9. (1) On a H1(R, u) = 0 et H2(R, u) = Z/2Z.

(2) Soit Kal la gerbe non triviale de lien u sur Spec(R). Il existe un U(1)-torseur naturel T
sur P̃1

R tel que P̃1
R ×Kal soit la gerbe des racines de T .

On étudie l’ensemble de Kottwitz étendu associé, cf. section 13.6, Be(G) qui est l’ensemble des
classes c ∈ H1

ét(Kott×Kal, G) telles que λc : u→ ZG. On montre le résultat suivant.

Théorème 0.10. (1) On a H2
ét(Kott × Kal, D) = 0 pour tout groupe diagonalisable D sur

Spec(R).

(2) L’application Be(G) → Be(Gad) est surjective et en particulier Be(G) est invariant par
torsion intérieure.

(3) On a Be(G)
∼−−→ {c ∈ H1

ét(X, G) | λc : u→ ZG}.
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Notations.
• E est une extension de degré fini de Qp
• E est une clôture algébrique de E fixée de groupe de Galois Γ = Gal(E|E)
• WE désigne le groupe de Weil de E dans Γ
• lorsqu’on parle de E′|E de degré fini on signifie une extension de E dans E

• Ĕ désigne le complété de l’extension maximale non-ramifiée de E dans E et σ son Frobenius
• IsocE est la catégorie des isocristaux relativement à E c’est à dire les couples (D,ϕ) où D

est un Ĕ-espace vectoriel de dimension finie et ϕ un isomorphisme σ-linéaire
• G est un groupe réductif sur E
• G∗ est une forme intérieure de G

Remerciements : Ce texte est dédié à la mémoire de Jean Giraud, directeur de l’ENS Lyon de
1995 à 2000 ainsi qu’un des fondateurs de la revue Astérisque. Cinquante ans après sa publication
l’ouvrage [8] reste une référence.

1. Géométrie des gerbes et effacement des classes de cohomologie de degré 2
d’après Giraud ([8])

1.1. Effacement des classes de cohomologie. Soit X un topos d’objet final ∗ et A un groupe
abélien dans X. Si T est un A-torseur, puisque T possède une section après tiré en arrière via
T → ∗, l’image de [T ] ∈ H1(X,A) dans H1(T , A) est nulle. On dispose ainsi d’un moyen cano-
nique de tuer les éléments de H1(X,A). On va voir qu’il en est de même de H2(X,A).

Soit donc X une gerbe de lien A dans X. Ainsi, pour tout U ∈ ObX et x ∈ X(U) il y a une
identification canonique A|U = Aut(x). On utilisera parfois la notation

X

∗
BA

pour une telle gerbe. De fait, X est naturellement munie d’une action monöıdale BA×X→ X du
champ de Picard BA = [∗/A]. D’après ([8]) X est déterminée à équivalence près par sa classe

[X] ∈ H2(X,A).

Explicitons la construction de cette classe. Soit U → ∗ un recouvrement tel que X(U) 6= ∅ et fixons
x ∈ X(U). Considérons le diagramme simplicial tronqué

U × U × U × U U × U × U U × U U.

Soit le A-torseur

T = Isom(p∗1x, p
∗
2x)

au dessus de U × U . Il est muni d’un isomorphisme canonique

(1) u : p∗12T
A
× p∗23T

∼−−→ p∗13T .
On a de plus la relation de cocycle

(2) p∗123u− p∗124u+ p∗134u− p∗234u = 0 ∈ A(U × U × U × U).

Cela induit une équivalence entre les couples (X, x) comme précédemment et la catégorie des
U × U -torseurs T munis d’un isomorphisme tel que dans l’équation (1) satisfaisant la relation de
cocycle (2). Le champ X est le quotient de

U ×X U = T U.

Soit V → U×U un recouvrement trivialisant T . Soit alors K• le cosquelette du complexe simplicial
tronqué

V
∐
U U.
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C’est un hyper-recouvrement. Une trivialisation de T|V permet alors de voir u comme un élément
de

Ž2(K•, A).

La classe [X] est alors l’image de cet élément via Ȟ2(K•, A)→ H2(X,A).

Le topos X̃ associé à X est la 2-limite projective

2− lim
←−
U→X

X/U

où la catégorie en indice est celle des couples (U, f) avec U ∈ ObX et f ∈ X(U), et X/U désigne

le topos localisé au dessus de U . Il y a un morphisme de topos X̃→ X. La cohomologie de X est,
par définition, la cohomologie dans ce topos.

Proposition 1.1 ([8, Chap. VIII.5], [7]). L’image de [X] dans H2(X, A) est nulle.

C’est une conséquence de ce que la gerbe image réciproque de X par le morphisme de topos
X̃→ X possède une section sur l’objet final du topos X̃ et est donc triviale.

Exemple 1.2. Soit X un schéma, L un fibré en droites sur X et n ≥ 1. La classe de Chern
c1(L ) ∈ H2

fppf (X, lµ.. n) est la classe de la gerbe fppf des racines n-ièmes de L . Cette classe est
tuée au dessus de cette gerbe.

Remarque 1.3. On dispose d’une notion plus générale de n-gerbe pour tout n ≥ 1 ([16, Def.
7.2.2.20]. Lorsque n = 1 cela correspond au cas précédent d’une gerbe au sens de Giraud. Plus
généralement ([16, Coro. 7.2.2.27]), l’ensemble Hn+1(X,A) classifie les n-gerbes liées par A (dans
le ∞-topos qui est le nerf de X), des � formes tordues � de l’espace d’Eilenberg MacLane K(A,n).

1.2. Poussé en avant. Si A → A′ est un morphisme de groupes abéliens il y a un morphisme
H2(X,A) → H2(X,A′) qui se raffine en une opération sur les gerbes. Plus précisément, on peut
définir

X
BA
× BA′

qui est une gerbe de lien A′. Le plus simple afin de voir que ce produit contracté a bien un sens
comme champ et non 2-champ est de choisir une présentation de X, U → X qui fournit un A-

torseur U ×X U → U × U . Le poussé en avant de ce A-torseur (U ×X U)
A
× A′ → U × U définit

alors X
BA
× BA′ comme quotient de (U ×X U)

A
×A′ U . Il est aisé de vérifier que cela ne

dépend du choix de la présentation.

1.3. Automorphismes. Soit Aut(X) l’ensemble des 1-isomorphismes (i.e. les autoéquivalences du
point de vue catégorique) de X. On note Aut(X)/ ∼ l’ensemble des classes de tels isomorphismes
modulo les 2-isomorphismes. Cet ensemble forme un groupe (et ce pour n’importe quel champ).

Proposition 1.4. Il y a une identification H1(X,A)
∼−−→ Aut(X)/ ∼.

Démonstration. Si T est un A-torseur alors l’action monöıdale de BA sur X définit une équivalence

T
A
×− : X

∼−−→ X. On vérifie aisément que cela définit un morphisme H1(X,A)→ Aut(X)/ ∼ .
Plus généralement en fait soit Aut(X) le champ des automorphismes de X. Le groupöıde

Aut(X)(U) a pour object les équivalences X|U
∼−−→ X|U et morphismes les 2-isomorphismes entre

deux tels équivalences. L’action monöıdale de BA définit un morphisme de champs

BA −→ Aut(X).

Pour vérifier que c’est un isomorphisme il suffit de le faire localement au dessus d’un recouvrement
de l’objet final ∗. On peut donc supposer, quitte à remplacer X par X/U pour un U ∈ Ob(X),

que X = BA auquel cas le résultat est facile. On a donc BA
∼−−→ Aut(X) et la proposition s’en

suit. �
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Exemple 1.5 (Suite de l’exemple 1.2). Soit X la gerbe des racines n-ièmes de L . Soit [L ′] ∈
H1
fppf (X, lµ.. n) où L ′ est un fibré en droites muni d’un isomorphisme L ′⊗n

∼−−→ OX . Le choix de

L ′ définit une équivalence X
∼−−→ X qui envoie n

√
L sur L ′ ⊗ n

√
L .

1.4. Description par décalage cohomologique. Remarquons enfin la propriété suivante liée à
des constructions qui vont suivre dans ce texte. Puisque X est déterminée à équivalence près par
sa classe dans H2(X, A), on peut trouver une suite exacte

0 −→ A −→ I −→ J −→ 0

telle que l’image de [X] dans H2(X, I) soit nulle, par exemple en prenant I injectif. Dès lors
[X] = ∂[T ] avec T un J-torseur. On a alors

X ' [T /I].

Cela montre que toute gerbe liée par un groupe abélien peut s’écrire de façon � simple � en
utilisant un tel procédé de décalage cohomologique.

Exemple 1.6. Soit k un corps, T un k-tore et X un k-schéma. Soit T un T -torseur. Notons

T̃ = lim
←−
n≥1

T le revêtement universel de T de groupe de cocaractères X∗(T )⊗Z Q. Il y a une suite

exacte 1→ U → T̃ → T → 1 où U = lim
←−
n≥1

T [n]. Dès lors,
[
T/T̃

]
→ X est une gerbe fpqc de lien

U . Il s’agit de la gerbe des racines de T.

1.5. Torseurs sur une gerbe.

1.5.1. Généralités. Soit H un groupe dans X. Par définition un H-torseur sur X est un objet de

2− lim
←−
U→X

{torseurs sur U}

où U ∈ Ob(X). Cela est la même chose qu’un morphisme représentable de champs dans X, T → X,
avec une action de H au dessus de X, H × T → T , tel que pour tout U → X, U ∈ Ob(X), le tiré
en arrière T ×X U → U soit un H-torseur.

1.5.2. La classe de conjugaison de morphisme associée à un torseur. Tout H-torseur sur BA trivial
lorsque tiré en arrière sur ∗ est isomorphe à

[A\
λ

H] −→ [A\∗] = BA

pour un morphisme λ : A→ H. On en déduit une identification

ker(H1(BA,H)→ H1(X,H)) = Hom(A,H)/H(∗)
où H(∗) = Γ(X,H) agit par conjugaison et la flèche du membre de gauche est le tiré en arrière
via ∗ → BA.

De cela on déduit une application

(3) H1(X, H) −→ H0(X,Hom(A,H)/H)

qui est le premier invariant de base associé à un torseur sur X lorsqu’on essaie de les classifier.
Dans cette dernière équation Hom(A,H)/H est un faisceau quotient où H agit par conjugaison
sur les morphismes de A dans H. Ce morphisme s’inscrit en fait dans une suite exacte d’ensembles
pointés

(4) 1 −→ H1(X,H) −→ H1(X, H) −→ H0(X,Hom(A,H)/H).

Exemple 1.7. Soit KottE → Spec(E) la gerbe de Kottwitz des foncteurs fibres sur IsocE, cf.
section 4.1. Soit [b] ∈ B(G), l’ensemble de Kottwitz ([14]), et Eb le G-torseur associé sur KottE.

L’image de [Eb] ∈ H1
ét(KottE , G) via l’application (3) est [νb] ∈ [Hom(DE , GE)/G(E)

]Γ
. La suite

exacte (4) dans ce cas revient à dire que H1(E,G) = {[b] ∈ B(G) | νb = 1}, les G-isocristaux
� racines de l’unité �.
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1.5.3. Groupe des automorphismes d’un torseur. Rappelons que si T → ∗ est un H-torseur dans
X alors Aut(T ), le groupe dans X tel que Aut(T )(U) = Aut(T × U) pour U ∈ Ob(X), est une
forme intérieure de H. Plus précisément,

Aut(T ) = T
H,Ad
× H.

La classe d’isomorphisme de cette forme intérieure est l’image de [T ] via H1(X,H)→ H1(X,Had).
Il s’agit des fameuses � formes intérieures pures �.

La situation est plus compliquée dans le cas d’un torseur sur une gerbe. Si T → X est un H-
torseur notons Aut(T ) le groupe dans X qui à U ∈ Ob(X) associe Aut(T × U) où T × U → X|U
est un H|U -torseur.

Soit U → X avec U → ∗ un recouvrement. On peut de plus supposer que T ×X U est trivial.
On a donc un morphisme f : A|U → H|U associé bien défini à conjugaison près par H(U). On a
alors

Aut(T )|U ' CentH|U (f).

Rappelons que la classe de H-conjugaison de f est définie sur ∗, [f ] ∈ H0(X,Hom(A,H)/H). La
proposition qui suit est laissée en vérification au lecteur.

Proposition 1.8. Supposons que [f ] ∈ H0(X,Hom(A,H)/H) soit l’image d’un élément g ∈
Hom(A,H). Alors, T possède une réduction naturelle à CentH(g) et Aut(T ) est la forme intérieure
pure de CentH(g) obtenue par torsion de CentH(g) par cette réduction.

Exemple 1.9 (Suite de l’exemple 1.7). Le groupe algébrique Jb est le groupe des automorphismes
du torseur Eb et Jb/E = CentGE (νb). Si de plus G est quasidéployé la classe de conjugaison de νb
possède un élément défini sur E dont le centralisateur est un sous-groupe de Levi M de G. Alors,
b est σ-conjugué à un élément de M(Ĕ) ce qui correspond à une réduction de Eb à M .

1.6. Lien avec les extensions de groupe et gerbes galoisiennes.

1.6.1. Généralités. Soit G un groupe et X le topos des G-ensembles. Soit A un groupe abélien
dans X c’est à dire un groupe abélien muni d’une action de G. Si X est une gerbe liée par A dans
X alors

X(G) 6= ∅
où G ∈ X est l’ensemble G muni de l’action par translations à gauche (cette non vacuité est une
conséquence de ce que tout G-ensemble est recouvert par une union disjointe de copies de G).

Fixons x ∈ X(G) et posons

E = {(g, u) | g ∈ G et u : g∗x
∼−−→ x}.

Dans cette définition, g ∈ G agit sur G ∈ X par multiplication à droite par g−1, ce qui définit un
isomorphisme G

∼−→ Aut(G). Cet ensemble E est muni de la structure de groupe

(g, u).(g′, u′) = (gg′, u′ ◦ g′∗u).

Ce groupe est de fait une extension

(5) 1 −→ A −→ E −→ G −→ 1.

Cela induit une bijection entre gerbes liées par A dans X à équivalence près et les classes d’exten-
sion de G par A, bijection raffinée par une équivalence entre de telles gerbes X munies de x ∈ X(G)
et la catégorie de telles extensions.

De la même manière soit k un corps, k une clôture algébrique et Γ = Gal(k|k). Soit X le topos
étale de Spec(k) c’est à dire celui des Γ-ensembles discrets. Soit A un faisceau étale de groupes
abéliens sur Spec(k) et X une gerbe liée par A. Fixons x ∈ X(k). On lui associe l’extension

1 −→ A(k) −→ E −→ Γ −→ 1



SUR LA GERBE DE KALETHA, LA COURBE ET L’ENSEMBLE DE KOTTWITZ 9

où E = {(σ, u) | σ ∈ Γ et u : σ∗x
∼−−→ x}. La classe de cette extension détermine alors X à

équivalence près.

1.6.2. Description de l’équivalence inverse. Bien que nous n’en n’ayons pas besoin voici comment
reconstruire la gerbe associée à l’extension (5) de façon naturelle. Rappelons pour cela le concept
de lien dans un topos X. Il s’agit en gros d’un groupe à automorphisme intérieur près défini
localement sur X. Plus précisément, un lien dans X est une section sur ∗ du champ associé au
préchamp qui à U ∈ Ob(X) associe le groupöıde
• dont les objets sont les groupes au dessus de U ,
• dont les morphismes entre H1 et H2 sont H1(U)\Isom(H1, H2)/H2(U), où H1(U) et H2(U)

agissent par conjugaison.
Plus concrètement, un lien est donné par un groupe H sur U , U → ∗ un recouvrement, et un iso-
morphisme v : p∗1H

∼−−→ p∗2H au dessus de U × U tel que la relation de cocycle p∗13v = p∗23v ◦ p∗12v
soit satisfaite à un automorphisme intérieur près.

Revenons au topos X des G-ensembles. Notons G le groupe dans X de groupe sous-jacent G et
où l’action de G est donnée par automorphismes intérieures de G sur lui-même. Il y a une action
de G sur G donnée par (g1, g2) 7→ g1g2. Cela fait de G un G-torseur

G

∗
G

Remarquons maintenant que le groupe E dans l’extension (5) définit un lien E dans X. De fait, si
π : E � G, considérons le G-ensemble sec(π) des sections (ensemblistes) de π muni de l’action par
conjugaison de G. Le groupe sec(π)×E au dessus de sec(π) est muni d’une action de G au dessus
de sec(π). L’action de g ∈ G sur (s, a) ∈ sec(π)×E est donnée par g.(s, a) = (s◦intg, s(g)as(g)−1).
Ce lien au dessus de sec(π) est muni d’une donnée de descente naturelle via sec(π)→ ∗ et définit
le lien E. La suite exacte (5) définit alors une suite exacte de liens dans X

1 −→ A −→ E −→ G −→ 1.

La gerbe associée à l’extension (5) est alors [
E\G

]
où E agit sur G via E → G.

Il s’agit donc d’un procédé de décalage cohomologique similaire à celui de la section (1.4) mais
plus général en cela qu’il est non-abélien et fait intervenir un lien. Plus précisément, l’image de
[X] via H2(X,A)→ H2(X,E) est triviale et [X] = ∂[G].

2. Catégories Tannakiennes de lien un pro-groupe de type multiplicatif

2.1. Rappel. Soit k un corps de caractéristique zéro. Rappelons ([2]) l’équivalence suivante. Il y
a une équivalence de 2-catégories entre

(1) Les catégories Tannakiennes (essentiellement petites) sur k,

(2) Les gerbes fpqc sur Spec(k) liées par un lien qui est un schéma en groupes affine sur une
extension k′|k.

À une catégorie Tannakienne C on associe la gerbe X des foncteurs fibres sur C. Plus précisément,
pour S un k-schéma, X(S) est le groupöıde des ⊗-foncteurs k-linéaires exacts fidèles

C −→ {fibrés vectoriels sur S}.
Dans l’autre sens, à X une k-gerbe fpqc on associe la catégorie Tannakienne des fibrés vectoriels
sur X.

2.2. Description.
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2.2.1. Généralités. Soit k un corps de caractéristique zéro de groupe de Galois Γ = Gal(k|k) et
D un pro-groupe algébrique de type multiplicatif. Un tel groupe D est complètement déterminé
par le Γ-module discret X∗(D). On munit D(k) de la topologie pro-discrète obtenue en écrivant
D comme limite projective de groupes de type multiplicatif (de type fini). Soit

c = (cσ,τ ) ∈ Z2(Γ, D(k))

(cocycles continus) et C la catégorie Tannakienne associée de lien D et dont la gerbe des foncteur
fibres X a pour classe [c] ∈ H2(Γ, D(k)). Il s’agit d’une gerbe fpqc sur Spec(k) neutre sur Spec(k).
Si D = lim

←−
i

Di est une écriture de D comme limite projective filtrante de groupes de type

multiplicatif alors

X
∼−−→ 2− lim

←−
i

X
BD
× BDi

où chacun des membres de la limite projective est une gerbe étale sur Spec(k). Il lui correspond
une écriture

C = 2− lim
−→
i

Ci

où Ci est la catégorie Tannakienne des fibrés vectoriels sur X
BD
× BDi.

2.2.2. Représentations. Soit

(6) 1 −→ D(k) −→ E −→ Γ −→ 1

la suite exacte associée au cocycle précédent. On munit E de la topologie déduite de la topologie
profinie sur Γ et pro-discrète sur D(k). La catégorie Tannakienne C s’identifie alors à celle des
• k-espaces vectoriels de dimension finie V ,
• munis d’une action semi-linéaire de E, pour tout g ∈ E, si g 7→ τ ∈ Γ, l’action de g est
τ -linéaire,

• telle que la restriction de cette action à D(k) soit donnée par une représentation algébrique
de Dk,

• lorsqu’on munit V de la topologie discrète, l’action de E est continue.

2.2.3. Espaces vectoriels gradués. On a la description suivante plus concrète de C déduite de la
précédente. On considère la catégorie tensorielle des k-espaces vectoriels de dimension finie X∗(D)-
gradués

V =
⊕

χ∈X∗(D)

Vχ

munis pour tout τ ∈ Γ d’un isomorphisme τ -linéaire uτ : V
∼−−→ V compatible à la graduation au

sens où

uτ : Vχ
∼−−→ Vχτ .

On demande de plus la condition

uστ = χ(cσ,τ ).uσ ◦ uστ : Vχ
∼−−→ Vχστ .

On ajoute la condition de discrétude usuelle de l’action de Γ.

2.3. G-torseurs. Il y a deux points de vue équivalents ici. Le premier est celui des objects de C
munis d’une G-structure c’est à dire les ⊗-foncteurs fidèles

Rep(G) −→ C
ou celui des G-torseurs étales sur la gerbe X. On entend par là un objet de

2− lim
←−
U→X

{torseurs étales sur U}

ce qui est la même chose qu’un morphisme représentable de champs fpqc T → X avec une action
de G au dessus de X, G × T → T , tel que pour tout U → X, U un schéma, le tiré en arrière
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T ×X U soit un G-torseur étale.

Les classes d’isomorphismes de tels objets sont en bijection avec

H1
ét(X, G).

On dispose de la description concrète suivante de cet ensemble en termes de � gerbes galoi-
siennes � c’est à dire de la suite exacte (6). Le groupe G(k) est muni de l’action de E déduite de
E → Γ. Alors

H1
ét(X, G) = H1

alg(E,G(k))

où H1
alg(E,G) ⊂ H1(E,G(k)) (cohomologie continue) désigne les classes de cocycles E → G(k)

dont la restriction à D(k) est donnée par un morphisme algébrique Dk → Gk.

De ce point de vue, l’application naturelle de restriction d’un cocycle algébrique à D(k)

H1
alg(E,G) −→

[
Hom(Dk, Gk)/G(k)

]Gal(k|k)

est l’application (3) de la section 1.5 et il y a une suite exacte d’ensembles pointés

1 −→ H1(Γ, G(k)) −→ H1
alg(E,G) −→

[
Hom(Dk, Gk)/G(k)

]Gal(k|k)
.

3. Quelques constructions d’algèbre monöıdale

3.1. Racine n-ième.

3.1.1. Construction abstraite. Soit (C,⊗) une catégorie monöıdale symétrique d’unité 1. Soit L
un objet inversible dans C. On définit alors pour un entier n ≥ 1

C[L1/n]

comme étant la catégorie des objects 1
nZ/Z-gradués

M =
⊕

α∈ 1
nZ/Z

Mα.

Soit (cα,β)α,β∈Z/nZ un 2-cocycle de 1
nZ/Z à valeurs dans Z définissant l’extension 0→ Z→ 1

nZ→
1
nZ/Z→ 0. On prendra concrètement ici cα,β = flα+ β − α̃− β̃ mod Z où pour γ ∈ 1

nZ/Z on note

γ̃ son représentant dans 1
nZ ∩ [0, 1[. On munit C[L1/n] de la structure monöıdale telle que

(M ⊗N)α =
⊕

β+γ=α

Mβ ⊗Nγ ⊗ L⊗cα,β .

On vérifie effectivement que cette règle définit bien une catégorie monöıdale symmétrique. Dans
cette catégorie monöıdale 1[− 1

n ], i.e. 1 placé en degré 1
n dans la graduation, vérifie

1[− 1

n
]⊗n

∼−−→ L

et est donc une � racine n-ième � de L.

La catégorie monöıdale C[L1/n] vérifie la propriété universelle suivante. Soit F : C −→ D un
foncteur monöıdal entre catégorie monöıdales symétriques. Supposons donné un objet inversible I
dans D et un isomorphisme

F (L)⊗n
∼−−→ I.

Le foncteur F s’étend alors en un foncteur C[L1/n] −→ D envoyant 1[− 1
n ] sur I.
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3.1.2. Incarnation géométrique. On dispose de l’incarnation géométrique suivante de la construc-
tion abstraite précédente.

Proposition 3.1. Soit (X,OX) un topos annelé et L un OX-module localement libre de rang 1.
Soit X la gerbe dans X des racines n-ièmes de L . Si ModOX désigne la catégorie des OX-modules
dans X, la catégorie des OX-modules sur X s’identifie à

ModOX [L 1/n].

Démonstration. La correspondance ObX 3 U 7→ ModOU [L
1/n
|U ] définit un champ sur X, où l’on

note OU = (OX)|U . Il en est de même de U 7→ OU -modules sur X|U . Le foncteur naturel

ModOX [L 1/n] −→ OX -modules sur X

s’étend en un morphisme de champs et il suffit de montrer que c’est localement un isomorphisme.
On peut donc supposer L trivial auquel cas X = [X/lµ.. n] et l’énoncé est clair, cf. lemme 3.2. �

Le lemme qui suit est bien connu dans le cas des schéma mais est en fait vérifié dans n’importe
quel topos annelé.

Lemme 3.2. Soit (X,OX) un topos annelé. La catégorie des OX-modules sur [X/lµ.. n] s’identifie

à celle des OX-modules Z/nZ-gradués.

Démonstration. Le groupe lµ.. n dans X est représentable par un OX -module libre de rang n,

OX [T ]/(Tn−1). La résolution simpliciale standard donnée par la présentation ∗ → [∗/lµ.. n] montre

que se donner un OX -module sur [∗/lµ.. n] est la même chose que se donner un OX -moduleM muni

d’un morphisme u :M→M⊗OX OX [T ]/(Tn−1) vérifiant ∆◦u = (u⊗ Id)◦u où ∆(T ) = T ⊗T .
On écrit u = ⊕i∈Z/nZuiT i et la condition est alors que uiuj = 0 si i 6= j et u2

i = Id. On a alors
M = ⊕i∈Z/nZ Im(ui). �

3.2. Une construction plus générale.

3.2.1. Construction abstraite. Soit (C,⊗) comme précédemment. Soit

0 −→ A −→ B −→ B/A −→ 0

une suite exacte de groupes abéliens. Supposons donné un foncteur entre groupöıdes de Picard

A −→ PicC
que l’on note α 7→ Lα. On entend par là que l’on a des isomorphismes

uα,β : Lα ⊗ Lβ
∼−−→ Lα+β

satisfaisant la relation de cocycle

uα+β,γ ◦ (uα,β ⊗ Id) = uα,β+γ ◦ (Id⊗ uβ,γ)

et L0 = 1.

Fixons une section ensembliste s : B → B/A telle que s(0) = 0. Celle-ci définit un 2-cocycle
(cα,β)α,β∈B/A à valeurs dans A,

cα,β = s(α+ β)− s(α)− s(β).

La catégorie C̃ est celle des objets B/A-gradués de C,

M =
⊕

α∈B/A

Mα.

On la munit du produit tensoriel tel que

(M ⊗N)α =
⊕

β+γ=α

Mβ ⊗Nγ ⊗ Lcβ,γ .



SUR LA GERBE DE KALETHA, LA COURBE ET L’ENSEMBLE DE KOTTWITZ 13

On vérifie que cela forme naturellement une catégorie tensorielle symétrique. Via l’inclusion natu-
relle C ↪→ C̃ le morphisme de groupöıdes de Picard A→ PicC s’étend de plus en un morphisme

B −→ PicC̃ .

Celui-ci est donné par la correspondance

B 3 β 7−→ Lβ−s(β̄)[−β̄].

Le choix d’une autre section de B → B/A envoyant 0 sur 0 donne une catégorie monöıdale ˜̃C
équivalente. Plus précisément, il y a une équivalence monöıdale

C̃

C

˜̃C

'

envoyant le foncteur B → PicC̃ sur B → Pic ˜̃C . Ce couple (C → C̃, B → PicC̃) satisfait une

propriété universelle que l’on laisse en exercice au lecteur.

3.2.2. Incarnation géométrique. Soit T un tore déployé sur Z. Soit (X,OX) un topos annelé. Le
tore T définit un groupe dans X, t, dont les sections sur U ∈ ObX sont t(U) = T (OX(U)). C’est
de fait clair pour T = Gm et donc si T est un tore déployé.

Lemme 3.3. La correspondance qui à un t-torseur T associe le morphisme de groupöıdes de
Picard

X∗(T ) −→ Pic(X)

χ 7−→ χ∗T

induit une équivalence entre t-torseurs dans X et morphismes de groupöıdes de Picard X∗(t) →
Pic(X).

Supposons donné une surjection T ′ → T avec T ′ un tore déployé sur Z et soit T un t-torseur
dans X. On note t′ le groupe dans X associé à T ′ selon la même procédure utilisée pour T .

Proposition 3.4. La catégorie des OX-modules sur la gerbe [ t′\T ] dans X s’identifie à la
catégorie monöıdale construite dans la section 3.2.1 à partir de ModOX , du morphisme de groupöıdes
de Picard X∗(T )→ Pic(X) et de l’injection X∗(T ) ↪→ X∗(T ′).

Démonstration. La preuve est identique à celle de la proposition 3.1 en se ramenant au cas des
OX -modules sur [X/lµ.. n1

× · · · × lµ.. nr ] pour des entiers n1, . . . , nr. �

4. Un torseur et une gerbe canoniques sur la gerbe de Kottwitz

4.1. Torseur.

Définition 4.1. On note KottE la gerbe de Kottwitz des foncteurs fibres sur IsocE.

Il s’agit d’une gerbe fpqc de lien D sur Spec(E) neutre au dessus de Spec(Enr). Un foncteur
fibre est donné par

(D,ϕ) 7−→
⊕
λ∈Q

⋃
s�1

Dϕs=sλ
λ

où D = ⊕λDλ est la décomposition de Dieudonné-Manin. On peut écrire cette gerbe comme limite
de gerbes étales

KottE
∼−−→ 2− lim

←−
n≥1

KottE
BD
× BGm
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où la limite projective est prise selon l’écriture D = lim
←−
n≥1

Gm. La gerbe KottE
BD
× BGm � en niveau

n � est celle des foncteurs fibres sur la catégorie des isocristaux de pentes dans 1
nZ.

Si E′|E est de degré fini, puisque IsocE′ = IsocE ⊗E E′, on a

KottE′ = KottE ×Spec(E) Spec(E′).

Soit (D,ϕ) ∈ IsocE tel que (D,ϕ) ' (Ĕ, πσ). Notons

V (D,ϕ) = Fil0Homϕ(D,Bcris)

où Fil1D = D et Fil2D = 0. Il s’agit d’un E-espace vectoriel de dimension 1. Lorsque (D,ϕ) est
le module de Dieudonné contravariant rationnel d’un groupe de Lubin-Tate sur OE alors V (D,ϕ)
est son module de Tate rationnel. Soit (D′, ϕ) un autre isocristal du même type. Le choix d’un

isomorphisme u : (D,ϕ)
∼−−→ (D′, ϕ) induit un isomorphisme v : V (D,ϕ)

∼−−→ V (D′, ϕ). On a
Aut(D,ϕ) = E× et si l’on remplace u par λu, λ ∈ E×, alors v est remplacé par λ−1v. On en
déduit que l’isocristal (D,ϕ)∨ ⊗E V (D,ϕ)∨ ne dépend pas canoniquement du choix de (D,ϕ)
comme précédemment.

Définition 4.2. On note LE = (D,ϕ)∨⊗E V (D,ϕ)∨ ∈ IsocE pour un isocristal (D,ϕ) isomorphe

à (Ĕ, πσ).

On voit désormais LE comme un fibré en droites sur KottE.

Pour E′|E de degré fini, KottE′ → KottE est un morphisme étale fini. Le lemme qui suit ne
pose aucun problème.

Lemme 4.3. Il y a une identification canonique NE′/E(LE′) = LE.

Définition 4.4. (1) On note

t = lim
←−
E′|E

ResE′/EGm

comme pro-tore où les applications de transition sont données par la norme.

(2) On note T le t-torseur associé à la collection de fibrés en droites (LE′)E′|E et les identifi-
cations du lemme 4.3

4.2. gerbe.

Définition 4.5. (1) On note

t̃ = lim
←−

E′|E,n≥1

ResE′/E Gm

= lim
←−
E′|E

ResE′/ED

le revêtement universel de t

(2) On note

u = lim
←−

E′|E,n≥1

ResE′/Elµ.. n.

On a donc la suite exacte

(7) 1 −→ u −→ t̃ −→ t −→ 1

qui permet de voir u comme � le π1 de t �.
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Définition 4.6 (Gerbe de Kottwitz étendue). On note

Kott1/∞ = [T/t̃ ]

Kott

Bu

la gerbe des racines de T.

Il s’agit d’une gerbe fpqc de lien u au dessus de Kott.

On prendra garde que bien que KottE ⊗E E′ = KottE′ , ce n’est pas le cas de Kott
1/∞
E . On a

en fait une équivalence canonique

Kott
1/∞
E′

∼−−→
(
Kott

1/∞
E ×

Spec(E)
Spec(E′)

) B(uE⊗EE′)
× BuE

′

où uE est le groupe précédent associé à E et le morphisme uE ⊗E E′ → uE
′

est induit par le
morphisme évident d’extension par zéro C(ΓE′ ,Q/Z)→ ResE′/E C(ΓE ,Q/Z).

5. Comparaison avec la gerbe de Kaletha

5.1. La gerbe de Kaletha ([10]). On dispose d’une suite exacte

0 −→ R1 lim
←−
E′|E
n≥1

H1(E,ResE′/Elµ.. n) −→ H2(E, u) −→ lim
←−

E′|E,n≥1

H2(E,ResE′/Elµ.. n) −→ 0.

Le groupe
H1(E,ResE′/Elµ.. n) = E′×/(E′×)n

est fini et donc le terme de gauche est nul dans la suite exacte précédente. De plus

H2(E,ResE′/Elµ.. n) = Br(E′)[n]

= 1
nZ/Z

où l’application de transition liée à E′′|E′ et n|m est donnée par

1
mZ/Z

×mn−−−−→ 1
nZ/Z.

puisque pour les classes fondamentales CorE′′/E′(uE′′) = uE′ . On a donc une identification

(8) H2(E, u) = Ẑ.
On a de plus une suite exacte

0 −→ R1 lim
←−
E′|E
n≥1

H0(E,ResE′/Elµ.. n) −→ H1(E, u) −→ lim
←−

E′|E,n≥1

H1(E,ResE′/Elµ.. n) −→ 0.

Puisque H0(E,ResE′/Elµ.. n) = lµ.. n(E′), qui est fini, le terme de gauche est nul dans la suite
précédente. Le terme de droite se réécrit

lim
←−

E′|E,n≥1

E′×/(E′×)n.

Pour tout E′ et n, puisque (E′×)n est un sous-groupe ouvert d’indice fini, d’après la théorie du
corps de classe il existe E′′|E′ e degré fini tel que NE′′/E′(E

′′×) = (E′×)n. La limite projective
précédente est donc nulle et

H1(E, u) = 0.

Définition 5.1. On note Kal la gerbe sur Spec(E) de classe κ ∈ H2(E, u) correspondant −1 ∈ Ẑ
via l’identification (8).

Puisque Aut(Kal) = H1(E, u) = 0 (prop. 1.4), cette gerbe est définie à isomorphisme unique
près. On peut donc bien parler de la gerbe définie par κ.
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Remarque 5.2. La rigidité de la gerbe Kal est essentielle. De fait, si on s’intéresse à l’ensemble
H1

ét(Kal, G) il se pourrait qu’il y ait des automorphismes de Kal agissant non trivialement sur
celui-ci. La définition canonique d’un tel ensemble H1

ét(Kal, G) à partir d’une classe dans H2(E, u)
nécessite donc cette propriété de rigidité.

5.2. Une formule explicite pour la classe fondamentale. Le corps résiduel de E et Enr sont
de dimension cohomologique 1 ([18, II.3.3.3]). La suite spectrale de Hochschild-Serre

Epq2 = Hp(Enr|E,Hq(E|Enr, lµ.. n)) =⇒ Hp+q(E, lµ.. n)

fournit donc un isomorphisme

H1(Enr|E,H1(E|Enr, lµ.. n))
∼−−→ H2(E, lµ.. n).

Lemme 5.3. Soit π une uniformisante de E et c ∈ H1(E|Enr, lµ.. n) la classe de Kummer associée

à π modulo ((Enr)×)n. L’image de c dans

H1(Enr|E,H1(E|Enr, lµ.. n)) = coker(H1(E|Enr, lµ.. n)
σ−Id−−−→ H1(E|Enr, lµ.. n))

est la classe fondamentale dans Br(E)[n].

Démonstration. Le morphisme composé

H1(Enr|E,H1(E|Enr, lµ.. n)) H2(E, lµ.. n) H2(E,Gm) H2(Enr|E,Enr,×)

H2(Enr|E, (Enr,×)n)

∼

x7→xn

est donné par l’application de cobord

∂ : H1(Enr|E,Enr,×/(Enr,×)n) −→ H2(Enr|E, (Enr,×)n).

L’application

inv : H2(Enr|E,Enr,×)
v−−→ H2(Enr|E,Z) = H1(Enr|E,Q/Z) = Q/Z

composée avec
H1(Enr|E,H1(E|Enr, lµ.. n)) −→ H2(Enr|E,Enr,×)

est donc donnée par

H1(Enr|E,Enr,×/(Enr,×)n)
v−−→ H1(Enr|E,Z/nZ)

× 1
n−−−→ H1(Enr|E, 1

nZ/Z) = 1
nZ/Z ↪→ Q/Z.

Le résultat s’en déduit. �

5.3. Construction explicite du 2-cocycle de Kaletha. La suite spectrale de Hochschild-Serre
Hp(Enr|E,Hq(E|Enr, u))⇒ Hp+q(E, u) fournit un isomorphisme

H1(Enr|E,H1(E|Enr, u))
∼−−→ H2(E, u).

On va utiliser cette application pour construire explicitement la classe de Kaletha dans H2(E, u).

Pour E′|E de degré fini on note E′0|E l’extension maximale non-ramifiée de E dans E′.

Lemme 5.4. On a t(Enr) 6= {1} et il existe π ∈ t(Enr) tel que sa composante � en niveau
E′ = E � dans la limite lim

←−
E′|E

ResE′/EGm soit donnée par un élément de E× de valuation 1.

Démonstration. Le choix d’un scindage de la suite exacte

1 −→ Gal(E|Enr) −→ Gal(E|E) −→ Gal(Enr|E) −→ 1

induit une décomposition E = Ẽ.Enr où Ẽ|E est totalement ramifiée. Pour E′|E de degré fini on
note U(E′) les uniformisantes de E′. Puisque qu’un tel ensemble U(E′) est compact

lim
←−

Ẽ|E′|E

U(E′) 6= ∅
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où les applications de transition sont données par la norme. Soit (πE′)E′ un élément de cette limite

projective. Pour E′′|E de degré fini de la forme E′.E′′0 avec Ẽ|E′|E et E′′0 |E non-ramifiée on pose
πE′′ = πE′ . De telles extensions E′′|E sont cofinales dans les E′|E de degré fini et pour un tel E′′

on a

ResE′′/EGm(Enr) =
∏

E′′0 ↪→Enr
(E′′)nr,×.

On définit alors πE′′ comme étant (πE′′ , 1, . . . , 1) dans le produit précédent où le premier facteur
correspond au plongement canonique E′′0 ↪→ Enr. La collection π = (πE′′)E′′ convient alors. �

Par application de l’application de cobord

∂ : t(Enr) −→ H1(E|Enr, u)

on obtient une classe dans le membre de droite. Plus précisément, si π ∈ t̃(E) s’envoie sur π on lui

associe le 1-cocycle Gal(E|Enr) 3 τ 7→ π1−τ ∈ u(E). On prend alors l’image de ce 1-cocycle dans

H1(Enr|E,H1(E|Enr, u)) = Coker(H1(E|Enr, u)
σ−Id−−−→ H1(E|Enr, u)).

En appliquant le lemme 5.3 on conclut qu’il s’agit de la classe de Kaletha.

Remarque 5.5. On renvoie à la section 4.5 de [10] pour une approche différente concernant le
calcul du 2-cocycle de Kaletha.

5.4. Comparaison des deux gerbes.

Théorème 5.6. Il y a une équivalence au dessus de Kott,

Kott1/∞ ∼−−→ Kott×Kal

unique à un 2-isomorphisme près.

Démonstration. L’élément π−1 ∈ t(Ĕ) définit un t-isocrystal c’est à dire un t-torseur sur Kott dont
on vérifie aussitôt qu’il est isomorphe à T. L’équivalence se déduit alors du diagramme commutatif

H1
ét(Kott, t) H2

fpqc(Kott, u)

t(Ĕ)/σ − Id H1(σZ, t(Ĕ)) H1(Enr|E,H1(E|Enr, u)) H2(E, u)

∂

'

H1(σZ,∂) '

où ∂ est l’application de bord déduite de la suite 1→ u→ t̃→ t→ 1.
L’unicité à un 2-isomorphisme près résulte de la suite exacte

0 −→ H1(E, u) −→ H1
fpqc(Kott, u) −→ Hom(D, u)︸ ︷︷ ︸

0

,

cf. la suite exacte (4) de la section 1.5, de l’annulation de H1(E, u) (cf. section 5.1) et de la
proposition 1.4. �

Remarque 5.7. On a utilisé dans la démonstration précédente la cohomologie fpqc. Il est sous-
entendu, afin que cette cohomologie soit bien définie, qu’on a au préalable fixé un cardinal supérieur
au dénombrable permettant de la définir en prenant des algèbres fpqc engendrées par un nombre de
générateurs plus petit ou égal à ce cardinal. Dans le topos fpqc on a u

∼−−→ R lim
←−

E′/E,n≥1

ResE′/Elµ.. n
et donc

RΓfpqc(Kott, u)
∼−−→ R lim

←−
E′/E,n≥1

RΓfpqc(Kott,ResE′/E , lµ.. n)
∼←−− R lim

←−
E′/E,n≥1

RΓét(Kott,ResE′/E , lµ.. n).
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6. Isocristaux étendus

6.1. Définition. Commençons par la définition.

Définition 6.1. Un isocristal étendu est un fibré vectoriel sur Kott
1/∞
E . On note IsoceE la catégorie

Tannakienne des isocristaux étendus.

Il s’agit donc d’une catégorie Tannakienne de lien D × u. Afin de décrire explicitement cette
catégorie nous devons procéder à quelques constructions auxiliaires.

6.2. Une construction de droites.

6.2.1. Construction abstraite. Pour α : Γ→ Z continue on définit un Ĕ-espace vectoriel de dimen-
sion 1 de la façon suivante. Soit E′|E galoisienne finie telle que α : Gal(E′|E) → Z. Pour E′|E
de degré fini on voit IsocE′ comme la catégorie des Ĕ-espaces vectoriels de dimension finie munis
d’une action semi-linéaire discrète de WE′ . Soit

xE′ : Spec(Ĕ) −→ KottE

le foncteur fibre standard. On pose alors

Lα∞ = x∗E′
( ⊗
τ∈Gal(E′|E)

(LτE′)⊗α(τ)
)

où LτE′ est le tiré en arrière du fibré en droites LE′ par l’action de τ vu comme élément agissant
sur le revêtement galoisien KottE′ → KottE . Cette définition ne dépend pas du choix d’une telle
extension E′|E.

Une façon plus courte de le voir est de dire que α ∈ X∗(t) et

Lα∞ = x∗E′
(
T⊗E E′

tE′ ,α

× A1
)

où T⊗E E′ → IsocE′ est un tE′ -torseur, cf. définition 4.4.

Pour τ ∈WE on a de plus un isomorphisme naturel

(9) (Lα∞)τ
∼−−→ Lα

τ

∞ .

Cela résulte du lemme qui suit.

Lemme 6.2. Soit V un Ĕ-espace vectoriel de dimension finie muni d’une action semi-linéaire
discrète de WE′ , E le fibré vectoriel associé sur KottE′ et τ ∈ Gal(E′|E) vu comme groupe du

revêtement KottE′ → KottE. Fixons τ̃ ∈WE relevant τ . Alors, τ∗E correspond à V ⊗
Ĕ,τ̃

Ĕ muni

de l’action donnée par : pour τ ′ ∈WE′ ,

τ ′.(v ⊗ λ) = (τ̃−1τ ′τ̃ .v)⊗ τ ′(λ).

Pour τ ∈ WE il y a donc un isomorphisme � naturel � τ(xE′)
∼−−→ τ|E′ .xE′ dans le groupöıde

KottE′(Ĕ), où τ|E′ .xE′ correspond à l’action du revêtement galoisien KottE′ → KottE de groupe
Gal(E′|E). Cela permet de définir l’isomorphisme (9).

6.2.2. Construction concrète. Voici maintenant une description plus concrète de la construction
précédente de la collection de droites (Lα∞)α∈X∗(t) avec des isomorphismes (Lα∞)τ

∼−−→ Lα
τ

∞ .

Proposition 6.3. Le choix de π ∈ t(Ĕ) comme dans le lemme 5.4 permet d’identifier Lα∞ = Ĕ

avec (Lα∞)τ
∼−−→ Lα

τ

∞ donné par l’application τ -linéaire x 7→ ατ (ετ )τ(x) où

ετ = π−
σvE(τ)−1

σ−1 ∈ t(Ĕ).
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Démonstration. On reprend les notations du lemme 5.4. On a

t(Ĕ) = lim
←−
E′′/E

∏
E′′0 ↪→Enr

(Ĕ′′)×

et π est donné par un élément de la forme (πE′′ , 1, . . . , 1) � en niveau E′′ � dans la limite projective
précédente.

Soit maintenant E′|E galoisienne de degré fini et τ ∈ Gal(E′|E). Le fibré en droites LE′
correspond à Ĕ muni de l’action telle que τ ′ ∈ WE′ agisse par π

−vE′ (τ
′)

E′ τ ′ sur Ĕ. Ici on note

vE′ : WE′ → Z le morphisme tel que τ ′ ≡ Frob
vE′ (τ

′)
E′ sur le corps résiduel. Le fibré en droites⊗

τ∈Gal(E′|E)

(LτE′)⊗α(τ)

correspond donc à Ĕ où τ ′ ∈ WE′ agit par α(π)−vE′ (τ
′)τ ′. On applique le lemme 6.2 à cet espace

vectoriel. On obtient que le tiré en arrière par τ ∈ WE correspond à Ĕ ⊗
Ĕ,τ

Ĕ où τ ′ ∈ WE′ agit

via
τ ′.(x⊗ y) = (τ−1τ ′τ.x)⊗ τ ′(y) = 1⊗ α(π)−vE′ (τ

′)ττ ′(τ(x)y).

Ainsi le tiré en arrière par τ s’identifie à Ĕ avec

τ ′.x = α(π)−vE′ (τ
′)ττ ′(x).

L’espace associé à ατ est lui Ĕ avec

τ ′.x = ατ (π)−vE′ (τ
′)τ ′(x).

L’application linéaire x 7→ ατ (ετ )x définit donc un isomorphisme entre ces deux espaces semi-
linéaires. Le résultat s’en déduit. �

On a donc un 1-cocyle

(ετ )τ ∈ Z1(WE , t(Ĕ)).

qui va servir dans la suite.

6.3. Description explicite. La suite de groupes de cocaractères obtenue à partie de la suite
exacte (7) est

0 −→ C(Γ,Z) −→ C(Γ,Q) −→ C(Γ,Q/Z) −→ 0.

Fixons une section ensembliste de la projection Q → Q/Z et soit s : C(Γ,Q/Z) → C(Γ,Q) la
section déduite (qui est alors Γ-équivariante). Pour α, β ∈ C(Γ,Q/Z) on note

cα,β = s(α+ β)− s(α)− s(β) ∈ C(Γ,Z).

Cela définit un 2-cocycle Γ-équivariant au sens où pour τ ∈ Γ on a cτα,β = cατ ,βτ .

Théorème 6.4. (1) La catégorie Tannakienne des isocristaux étendus est équivalente à celle

des C(Γ,Q/Z)− Ĕ-espaces vectoriels de dimension finie gradués

D =
⊕

α∈C(Γ,Q/Z)

Dα

munis d’une action semi-linéaire discrète de WE telle que pour tout τ ∈ WE, τ : Dα →
Dατ . Le produit tensoriel est donné par

(D ⊗D′)α =
⊕

β+γ=α

Dβ ⊗Dγ ⊗ Lc(β,γ)
∞ .

(2) Plus concrètement, (D ⊗ D′)α =
⊕

β+γ=αDβ ⊗ Dγ mais où pour τ ∈ WE l’application
Dβ ⊗Dγ → Dβτ ⊗Dγτ est donnée par

c(β, γ)(ετ ).τ ⊗ τ
avec les notations de la proposition 6.3.
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Démonstration. La catégorie Tannakienne IsocE ⊗E E est celle des Ĕ ⊗E E-modules libres de
rang fini M munis d’une action semi-linéaire discrète de WE × {1}, où le produit de groupes

agit sur chacun des facteurs du produit tensoriel Ĕ ⊗E E. On applique la proposition 3.4 de
laquelle on déduit, après s’être ramené au cas de tores et non de pro-tores en écrivant la gerbe

comme 2-limite projective de gerbes de type fini, que la catégorie Isoc1/∞ ⊗E E est celle de
telles modules C(Γ,Q/Z)-gradués avec la règle donnée dans l’énoncé pour le produit tensoriel. La
catégorie Tannakienne Isoce est la même catégorie mais des objets munis d’une action semi-linéaire
de WE × ΓE où pour τ ∈ ΓE , si M = ⊕α∈C(Γ,Q/Z)Mα alors (1 × τ) : Mα

∼−−→ Mατ . Pour un tel

module M ⊗
Ĕ⊗EE

Ĕ
∼−−→ M{1}×ΓE et le foncteur M 7→ M ⊗

Ĕ⊗EE
Ĕ induit l’équivalence avec la

catégorie annoncée dans l’énoncé. �

Exemple 6.5. Si la section de Q→ Q/Z est choisie telle qu’elle envoie 1
nmod Z sur 1

n , l’isocristal
n
√
E(−1) correspond à Ĕ placé en degré α = la fonction constante de valeur 1

n modulo Z.

6.4. Structure de la catégorie abélienne des isocristaux étendus.

6.4.1. Description explicite. Oublions la structure monöıdale de la catégorie des isocristaux étendus.
La proposition suivante résulte immédiatement du théorème 6.4.

Proposition 6.6. La catégorie abélienne des isocristaux étendus est équivalente à celle des iso-
cristaux (D,ϕ) munis d’un morphisme u→ Aut(D,ϕ).

Remarquons que le foncteur qui à un isocristal étendu associe l’isocristal sous-jacent correspond

au foncteur f∗ au niveau des fibrés vectoriels où f : Kott1/∞ → Kott. Ce foncteur ne commute
pas au produit tensoriel mais permet néanmoins de décrire la catégorie abélienne des isocristaux
étendus.

6.4.2. Semi-simplicité.

Corollaire 6.7. La catégorie abélienne des isocristaux étendus est semi-simple.

Démonstration. Pour λ ∈ Q on note Dλ l’algèbre à division d’invariant λ mod Z sur E. On utilise
la décomposition de Dieudonné-Manin. De celle-ci on déduit une équivalence entre la catégorie
des isocristaux étendus et la somme directe orthogonale indexée par λ ∈ Q des représentations de
u à valeurs dans les Dλ-espaces vectoriels de dimension finie

Isoce '
⊥⊕
λ∈Q

RepDλ(u).

Puisque RepDλ(u) est semi-simple on conclut. �

6.4.3. Objets simples. Pour α ∈ X∗(u) non nul notons

Eα =
⊕
β∈Γ.α

Ĕ[−β]

où le décalage � [−β] � consiste à placer en degré β. On a naturellement Eα ∈ Isoce.

Proposition 6.8. Les objets simples de IsoceE sont de la forme D ⊗ Eα avec D ∈ IsocE simple
et [α] ∈ Γ\(X∗(u) \ {0}).

Démonstration. Soit λ ∈ Q. Il s’agit de classifier les représentations irréductibles de u à valeurs
dans un Dλ-espace vectoriel de dimension finie. Or celles-ci sont de la forme Dλ ⊗E ρ où ρ est
une représentation irréductible de u i.e. de la forme ⊕β∈Γ.αβ pour un α ∈ X∗(u). Le résultat s’en
déduit. �

Remarque 6.9. Se pose la question de savoir si les isocristaux étendus apparaissent naturellement
dans la nature de la même manière que les isocristaux apparaissent comme cohomologie cristalline
des variétés propres et lisses. Une piste serait de regarder du coté des motifs exponentiels ([6]).
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7. La gerbe canonique sur la courbe

7.1. Un t-torseur canonique sur la courbe. Soit XE la courbe sur Spec(E) associée au choix

du corps perfectöıde “E[ ([4]). On la notera parfois simplement X lorsque le corps de base est E.

Elle est munie canoniquement d’un point ∞ ∈ X de corps résiduel “E. On vérifie que pour E′|E
de degré fini

NE′/E(OXE′ (∞)) = OXE (∞).

La collection de fibrés en droites
(
OXE′ (∞)

)
E′|E définit donc un t-torseur T → X.

Rappelons ([4]) qu’il y a un⊗-foncteur (D,ϕ) 7→ E (D,ϕ) des isocristaux vers les fibrés vectoriels
sur la courbe. Cela définit un morphisme de champs

X −→ Kott.

Proposition 7.1. Le t-torseur T est l’image réciproque de T (def. 4.4),

T = X ×Kott T.

Démonstration. Revenons à la définition du fibré en droites LE sur XE (def. 4.2). Notons i :
{∞} ↪→ XE . Il y a une modification canonique de fibrés

0 −→ V (D,ϕ)⊗E OXE −→ E (D,ϕ)∨ −→ i∗i
∗E (D,ϕ)∨ −→ 0.

De celle-ci on déduit un isomorphisme canonique E (LE)
∼−−→ OXE (∞). Il en est de même pour

E′|E est ces isomorphismes sont compatibles aux applications normes. Le résultat s’en déduit. �

Remarque 7.2. On remarquera que l’on utilise le fibré en droites OX(∞) défini canoniquement
et non le fibré OX(1) qui lui dépend du choix d’une uniformisante π. Cela rend le torseur T
complètement canonique.

Remarque 7.3. La courbe X est munie d’une action de Gal(E|E). Le torseur T est naturellement
Gal(E|E)-équivariant. Il s’en suit que la construction de T et celles qui vont suivre sont en fait
essentiellement indépendantes du choix d’une clôture algébrique E de E.

7.2. La gerbe canonique.

Définition 7.4. On note

X = [ T /t̃ ]

X

Bu

la gerbe de lien u des racines de T .

Comme conséquence de la proposition 7.1 et du théorème 5.6 on obtient le résultat suivant.

Corollaire 7.5. (1) La gerbe X est l’image réciproque de la gerbe Kott1/∞ à X,

X = X ×Kott Kott1/∞.

(2) La gerbe X est l’image réciproque de la gerbe Kal à X,

X = X ×Spec(E) Kal.

Remarque 7.6. Via l’isomorphisme H2(E, u)
∼−−→ H2

ét(X,u) ([3]) le résultat précédent fournit
une définition � géométrique � de la gerbe Kal n’utilisant pas la théorie du corps de classe !
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8. Quelques calculs de cohomologie de gerbes

8.1. Le H2 de la gerbe de Kaletha à coefficients finis. Soit A un schéma en groupes commu-
tatif fini sur Spec(E). Il est complètement déterminé par le Γ-module discret X∗(A). Commençons
par un lemme clef.

Lemme 8.1. Pour tout classe c ∈ H2(E,A) il existe λ : u→ A tel que λ∗κ = c.

Démonstration. On a Hom(u,A) = X∗(A)D où (−)D = Hom(−,Q/Z) désigne la dualité de Pon-
tryagin. La dualité de Tate-Nakayama fournit une identificationH2(E,A) = H0(Γ, X∗(A))D. L’ap-
plication Hom(u,A)→ H2(E,A) donnée par λ 7→ λ∗κ s’identifie alors àX∗(A)D → H0(Γ, X∗(A))D

qui est surjective. �

Le résultat principal est le suivant.

Théorème 8.2. On a H2
ét(Kal, A) = 0.

La preuve se divise en deux parties : tuer d’abord la � partie arithmétique � du H2 en montrant
que H2

ét(Kal, A)
∼−−→ H2

ét(KalE , A) puis la � partie géométrique sur E � en montrant l’annulation

de H2
ét([Spec(E)/uE ], A). Commençons la preuve par deux lemmes.

Lemme 8.3. L’application H2(E,A)→ H2
ét(Kal, A) est nulle.

Démonstration. Soient c ∈ H2(E,A) et X → Spec(E) une gerbe étale de lien A et de classe
[X] = c. D’après le lemme 8.1 il existe λ : u → A tel que λ∗κ = c. Cela signifie que l’on a une
équivalence

Kal
Bu,λ
× BA ' X.

Le morphisme Spec(E) → BA = [Spec(E)/A] définit un morphisme Kal → Kal
Bu,λ
× BA et on a

une factorisation
Kal −→ X −→ Spec(E).

Il suffit d’appliquer la proposition 1.1 pour conclure. �

Lemme 8.4. Soit A → A′ une surjection de schémas en groupes abéliens finis sur Spec(E).
L’application H1

ét(Kal, A)→ H1
ét(Kal, A′) est alors surjective.

Démonstration. Notons A′′ le noyau de A→ A′. On a un diagramme commutatif

Hom(u,A′′) H2(E,A′′) 0

H1(E,A) H1
ét(Kal, A) Hom(u,A) H2(E,A) 0

H1(E,A′) H1
ét(Kal, A′) Hom(u,A′) H2(E,A′) 0

H2(E,A′′) H2
ét(Kal, A′′) 0 00

où on a utilisé le lemme 8.1 et le lemme 8.3. Une chasse dans ce diagramme permet de conclure. �

Preuve du théorème 8.2. Pour E′|E de degré fini il y a des injections A ↪→ ResE′/EAE′ compa-
tibles lorsque E′|E varie. Le lemme 8.4 montre qu’il y a une injection

H2
ét(Kal, A) ↪−→ lim

−→
E′/E

H2
ét(Kal×Spec(E) Spec(E′), A)

= H2
ét(Kal×Spec(E) Spec(E), A).

Ce dernier groupe de cohomologie s’identifie à

H2
ét([Spec(E)/uE ], A).
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Notons M = A(E). Puisque uE est un pro-groupe discret on peut réécrire ce groupe sous la forme

H2
cont(u(E),M)

(cohomologie continue des groupes). On a u(E) = C(Γ, Ẑ(1)) qui est un Ẑ-module topologiquement

libre i.e. isomorphe à `(Ẑ) les suites à coefficients dans Ẑ tendant vers 0. On a

H2
cont(`(Ẑ),M) = lim

−→
n≥1

H2((Z/nZ)(N),M).

Si 0→M → E → (Z/nZ)(N) → 0 est une extension correspondant à une classe dans

H2((Z/nZ)(N),M) alors celle-ci possède une section au dessus de `(Ẑ) � (Z/nZ)(N), section qui
se factorise par (Z/mZ)(N) � (Z/nZ)(N) pour un entier m tel avec n|m puisque E est annulé par
un entier non-nul. La limite inductive précédente est donc nulle et on conclut. �

8.2. Le groupe de Brauer de la gerbe de Kottwitz. Commençons par un lemme.

Lemme 8.5. Pour k un corps algébriquement clos on a H2
ét(BGm,k,Gm) = 0.

Démonstration. On dispose de la suite spectrale

Eij1 = Hj
ét(Xi,Gm) =⇒ Hi+j

ét (BGm,k,Gm)

où Xi = Gim,k et l’application de bord Eij1 → Ei+1,j
1 est induite par la somme alternée des

applications de face

dk : Gi+1 → Gi, 0 ≤ k ≤ i+ 1

avec d0(g1, . . . , gi+1) = (g2, . . . , gi+1), dk(g1, . . . , gi+1) = (g1, . . . , gk−1, gkgk+1, gk+2, . . . , gi+1) pour
1 ≤ k ≤ i, et di+1(g1, . . . , gi+1) = (g1, . . . , gi).

On a E20
2 = ker(k[x, y]×) → k[u, v, w]×) qui est le noyau du morphisme xZyZ → uZvZwZ

donné par xayb 7→ u−awb est est donc nul. On a E11
1 = Pic(Gm) = 0 et E02

1 = 0 puisque k est
algébriquement clos. On conclut. �

Théorème 8.6. Pour tout tore T sur E on a H2
ét(Kott, T ) = 0.

Démonstration. Si T ′ → T est une surjection de tores de noyau un tore alors

H1
ét(Kott, T ′) = B(T ′) −→ B(T ) = H1

ét(Kott, T )

est surjectif. Il s’en suit que si T → T ′′ est une injection de tores alors

H2
ét(Kott, T ) −→ H2

ét(Kott, T ′′)

est injectif. On a une injection pour E′|E de degré fini T ↪→ ResE′/ETE′ et donc

H2
ét(KottE , T ) ↪−→ lim

−→
E′/E

H2
ét(KottE′ , TE′)

= H2
ét(KottE ×Spec(E) Spec(E), TE).

Il suffit donc de vérifier que

H2
ét(BDE ,Gm) = 0.

Écrivant BD = 2− lim
←−
n≥1

BGm, où les applications de transition sont quasicompacts quasiséparées,

on obtient

H2
ét(BDE ,Gm) = lim

−→
n≥1

H2
ét(BGm,E ,Gm).

On peut alors appliquer le lemme 8.5 pour conclure. �
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8.3. Le H2 de la gerbe de Kottwitz étendue à coefficients dans un groupe multiplicatif.
Commençons par deux lemmes avant d’attaquer le théorème principal de cette section.

Lemme 8.7. Pour T un tore sur E, l’application Hom(D, T )→ H2(E, T ) qui à ν : D→ T associe
ν∗[Kott], avec [Kott] ∈ H2(E,D), est surjective.

Démonstration. Via la dualité de Tate-Nakayama, H2(E,D) = H0(Γ, X∗(D))D = QD = Af .
Via cette identification, [Kott] = 1. De nouveau via la dualité de Tate-Nakayama, l’application
ν 7→ ν∗[Kott] s’identifie à X∗(T )Γ

Q → (X∗(T )Γ)D qui est bien surjective. �

Lemme 8.8. Pour un tore T sur E, l’application H2(E, T )→ H2
ét(Kott1/∞, T ) est nulle.

Démonstration. C’est une conséquence du théorème 8.6 puisque cette application se factorise en

H2(E, T ) −→ H2
ét(Kott, T ) −→ H2

ét(Kott1/∞, T ). �

Théorème 8.9. Si D est un groupe de type multiplicatif sur E alors H2
ét(Kott1/∞, D) = 0.

Démonstration. On peut écrire un tel D comme une extension d’un schéma en groupes commutatif
fini par un tore de façon canonique

1 −→ D0 −→ D −→ π0(D) −→ 1.

Le théorème précédent se ramène donc au cas où D est soit un tore soit un schéma en groupes
commutatif fini.

Commençons par le cas d’un schéma en groupes abélien fini A. On a Hom(u×D, A) = Hom(u,A)
et donc

H1
ét(Kal, A)

∼−−→ H1
ét(Kott1/∞, A).

En particulier le lemme 8.4 s’applique dans ce contexte et il suffit de montrer, comme dans la
preuve du théorème 8.2, que

H2
ét(B(DE × uE), A) = 0.

Comme dans la preuve du lemme 8.5 on dispose d’une suite spectrale

(10) Eij1 = Hj
ét(Xi, A) =⇒ Hi+j

ét (B(DE × uE), A)

avec Xi = (DE × uE)i. Remarquons maintenant que

Hi
ét(DE , A) = 0 si i > 0.

En effet, ce groupe de cohomologie étale se réécrit sous la forme

lim
−→
n≥1

Hi
ét(Gm,E , A)

où l’application de transition entre le niveau n et m avec n|m est donnée par Gm 3 z 7→ z
m
n .

L’annulation cherchée résulte alors de l’isomorphisme

H1
ét(Gm,E , A)

∼−−→ A(E)(−1),

de ce que l’application de transition précédent induit la multiplication par m
n dans la limite in-

ductive précédente et du fait que A(E) soit un groupe fini.

De cela on déduit que dans la suite spectrale (10), Eij1 = 0 lorsque j > 0, et donc la suite
spectrale dégénère et fournit l’identification

H2
ét(B(DE × uE), A) = H2

cont(u(E), A(E))

qui est nul, cf. la preuve du théorème 8.2.

Soit maintenant T un tore. Supposons que l’on ait une suite exacte de tores

0 −→ T ′′ −→ T −→ T ′ −→ 0.
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Comme dans la preuve du théorème 8.2, utilisant les lemmes 8.7 et 8.8, on dispose d’un diagramme

Hom(D× u, T ′′) H2(E, T ′′) 0

H1(E, T ) H1
ét(Kal1/∞, T ) Hom(D× u, T ) H2(E, T ) 0

H1(E, T ′) H1
ét(Kal1/∞, T ′) Hom(D× u, T ′) H2(E, T ′) 0

H2(E, T ′′) H2
ét(Kal1/∞, T ′′) 0 00

On a utilisé ici que le foncteur Hom(D,−) sur les tores sur E est exact puisque H1(Γ, X∗(t)Q) = 0
pour un tore t sur E. Une chasse dans ce diagramme montre que l’application

H1
ét(Kott1/∞, T ) −→ H1

ét(Kott1/∞, T ′)

est surjective. Comme dans la preuve du théorème 8.6 on est donc ramené à montrer que

H2
ét(Kott1/∞ ×Spec(E) Spec(E), T ) = 0

soit encore

H2
ét(B(DE × uE),Gm) = 0.

Il y a une suite spectrale

Eij1 = Hj
ét(Xi,Gm) =⇒ Hi+j

ét (B(Gm,E × uE),Gm)

avec Xi = (Gm,E × uE)i. On a

E11
1 = Pic(Gm,E × uE) = lim

−→
E′/E
n≥1

Pic(Gm,E × (ResE′/Elµ.. n)E) = 0.

On a bien sûr E02
1 = 0 puisque E est algébriquement clos. On a

E20
2 = ker(O((Gm,E × uE)2)×) −→ O((Gm,E × uE)3)×))

= lim
−→
E′/E
n≥1

ker(O((Gm,E × (ResE′/Elµ.. n)E)2)×) −→ O((Gm,E × (ResE′/Elµ.. n)E)3)×)

dont on vérifie comme dans la preuve du lemme 8.5 qu’il est nul. �

8.4. Le H2 de la gerbe canonique X sur la courbe.

Théorème 8.10. Pour D un groupe de type multiplicatif sur E on a H2
ét(X, D) = 0.

Démonstration. Comme dans la preuve du théorème 8.9 on peut supposer que D est soit un
schéma en groupes commutatif fini, soit un tore.

Commençons par le cas d’un schéma en groupes fini A. Soit

0 −→ A′′ −→ A −→ A′ −→ 0
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une suite exacte. On utilise ([3]) que pour 0 ≤ i ≤ 2, Hi(E,A)
∼−−→ Hi

ét(X,A). On a alors un
diagramme

Hom(u,A′′) H2(E,A′′) 0

H1(E,A) H1
ét(X, A) Hom(u,A) H2(E,A) 0

H1(E,A′) H1
ét(X, A

′) Hom(u,A′) H2(E,A′) 0

H2(E,A′′) H2
ét(X, A

′′) 0 00

Dans ce diagramme la flèche H2(E,A′′)→ H2
ét(X, A

′′) est nulle puisqu’elle se factorise via

H2(E,A′′) −→ H2
ét(Kal, A′′) −→ H2

ét(X, A
′′)

et on peut appliquer le lemme 8.3. Une chasse dans le diagramme montre alors que

H1
ét(X, A)→ H1

ét(X, A
′)

est surjectif. Comme dans la preuve du théorème 8.9 on est alors ramené à montrer que

H2
ét([XE/uE ], A) = 0.

Notons M = A(E), un groupe abélien fini. Il y a une suite spectrale

Eij1 = Hj
ét(Xi,M) =⇒ Hi+j

ét ([XE/uE ], A)

où Xi = XE × uiE . On utilise ([3]) que pour 1 ≤ k ≤ 2, Hk
ét(XE ,M) = 0 et H0

ét(XE ,M) = M . On

a donc Eij1 = 0 pour 1 ≤ j ≤ 2. On en déduit que

H2
ét([XE/uE ], A) = H2

cont(C(Γ, Ẑ(1)),M) = 0,

cf. la fin de la preuve du théorème 8.2. Cela termine le cas où D est fini.
Supposons maintenant que D soit un tore T . Soit 1→ T ′′ → T → T ′ → 1 une suite exacte de

tores. Il y a un diagramme commutatif

Hom(u, T ′′) H2
ét(X,T

′′) 0

H1
ét(X,T ) H1

ét(X, T ) Hom(u, T ) H2
ét(X,T ) 0

H1
ét(X,T

′) H1
ét(X, T

′) Hom(u, T ′) H2
ét(X,T

′) 0

H2
ét(X,T

′′)︸ ︷︷ ︸
0

H2
ét(X, T

′′) 0 0

où on utilise l’annulation du H2
ét de la courbe à valeurs dans un tore ([3]). On en déduit la

surjectivité de H1
ét(X, T ) → H1

ét(X, T
′). Comme dans la preuve du théorème 8.9 on est alors

ramené à montrer que

H2
ét([XE/uE ],Gm) = 0.

On utilise la suite spectrale

Eij1 = Hj
ét(Xi,Gm) =⇒ Hi+j

ét ([XE/uE ],Gm)
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avec Xi = XE × uiE . On a Ei21 = 0 (annulation du groupe de Brauer de la courbe, cf. [3]), et

Ei01 = C(Γ, Ẑ(1))i. On a donc E02
1 = 0 et E20

2 = 0 (annulation du H2
cont de C(Γ, Ẑ(1)) comme

précédemment). De plus,

E11
1 = Pic

(
lim
←−

E′/E,n≥1

X
C(ΓE/ΓE′ ,Z/nZ)(1)

E

)
= lim

−→
E′/E,n≥1

QC(ΓE/ΓE′ ,Z/nZ(1))

et donc E11
2 = H1

cont(C(Γ, Ẑ(1)),Q) où Q est muni de la topologie discrète et qui est bien sûr nul.
Ceci conclut la preuve. �

9. L’ensemble de Kottwitz étendu

9.1. Définition. Rappelons que l’ensemble de Kottwitz B(G) est celui des classes d’isomor-
phismes de G-isocristaux c’est à dire

B(G) = H1
ét(Kott, G).

Il se décrit concrètement comme

B(G) = H1(WE , G(Ĕ))

= G(Ĕ)/σ-conjugaison.

Définition 9.1 (Ensemble de Kottwitz étendu). On note Be(G) l’ensemble des éléments de

H1
ét(Kott1/∞, G), les classes d’isomorphisme de G-isocristaux étendus, tels que la classe associée

dans [Hom(uE , GE)/G(E)]Γ soit centrale c’est à dire donnée par un morphisme u→ ZG.

On dispose de la description concrète suivante de l’ensemble de Kottwitz étendu. On note
[(κτ1,τ2)] ∈ H2(E, u) le cocycle définissant la gerbe de Kaletha.

Proposition 9.2. On a Be(G) = {(λ, (cτ )τ∈WE
)}/ ∼ où

(1) λ : u→ ZG,

(2) cτ ∈ G(Ĕ) vérifie λ(κτ1,τ2)cτ1τ2 = cτ1c
τ1
τ2 ,

(3) cτ = 1 pour τ dans un sous-groupe ouvert de WE,

(4) pour g ∈ G(Ĕ), (λ, (cτ )τ ) ∼ (gλg−1, (gcτg
−τ )τ ).

Démonstration. Il y a une présentation fpqc de la gerbe Kott donnée par

Spec(Ĕ)×Spec(E) WE Spec(Ĕ) Kott

où WE = lim
←−
U⊂WE

WE/U comme schéma en groupes pro-discret sur Spec(E), U parcourant les sous-

groupes ouverts de WE . De fait, la catégorie Tannakienne des fibrés vectoriels sur la gerbe quotient
cöıncide avec la catégorie des isocristaux et on conclut qu’il s’agit bien là d’une présentation via
l’équivalence entre catégories Tannakiennes et gerbes fpqc. Soit maintenant

1 −→ u(E) −→ V −→ Γ −→ 1

la gerbe galoisienne associée à Kal. Il lui est associé une suite exacte de E-schémas en groupes
pro-finis

1 −→ uE −→ V −→ ΓE −→ 1.

Une présentation fpqc de Kal est alors donnée par

V Spec(E) Kal
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où le premier morphisme V → Spec(E) est le morphisme structural et le second est obtenu en
composant avec un élément de Γ via V → Γ. On peut tirer en arrière en utilisant le diagramme

(WE)
Ĕ

1 u
Ĕ

V
Ĕ

Γ
Ĕ

1

pour obtenir une suite exacte de Ĕ-schémas en groupes pro-discrets

1 −→ u
Ĕ
−→ Z −→ (WE)

Ĕ
−→ 1.

Des considérations précédentes on déduit que

Z Spec(Ĕ) Kott×Kal

est une présentation fpqc. Il s’en suit que

H1
ét(Kott×Kal, G) = H1

alg(Z(Ĕ), G(Ĕ))

qui se décrit explicitement comme les couples (λ, (cτ )τ∈WE
) à conjugaison près où λ : u

Ĕ
→ G

Ĕ
,

cτ ∈ G(Ĕ), λτ = c−1
τ λcτ , cτ1τ2 = λ(κτ1,τ2)cτ1c

τ1
τ2 et τ 7→ cτ est trivial sur un sous-groupe ouvert

de WE . �

Remarque 9.3 (Éléments � decent �). Puisque la gerbe Kott vérifie Kott(Enr) 6= ∅, cf. début

section 4.1, Kott1/∞(E) 6= ∅. On en déduit que tout (λ, (cτ )τ ) comme dans la proposition 9.2 est
équivalent à un tel couple où cτ ∈ G(E).

9.2. λb, νb et éléments basiques. Il y a une suite exacte d’ensembles pointés

1 −→ B(G) −→ Be(G)
λ−−→ Hom(u, ZG) −→ 1

où la surjectivité à droite résulte de la même surjectivité pour un tore de G, cf. lemme 9.6. Pour
[b] ∈ Be(G) on notera

λb : u→ ZG

le morphisme associé. Il lui est également associé

[νb] ∈
[
Hom(DE , GE)/G(E)

]Γ
son point de Newton. Si A ⊂ T ⊂ B est un tore déployé maximal dans un tore maximal dans un
sous-groupe de Borel de G∗ on a une identification[

Hom(DE , GE)/G(E)
]Γ

= X∗(A)+
Q .

Définition 9.4. L’élément [b] ∈ Be(G) est basique si νb est central.

De la proposition 1.8 on déduit la proposition suivante.

Proposition 9.5. Soit [b] ∈ Be(G).

(1) Le centralisateur tordu de b, Gb, est un groupe réductif sur E qui est une forme intérieur
d’un sous-groupe de Levi de G∗, le centralisateur de [νb].

(2) Si G est quasidéployé alors b possède une réduction canonique basique à ce sous-groupe de
Levi.
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9.3. Le cas d’un tore. Commençons par un lemme bien connu.

Lemme 9.6. Pour un tore T sur E on a H2(WE , T (Ĕ)) = 0.

Démonstration. Le corps Ĕ est de dimension cohomologique 1. Il en est de même pour le groupe

σZ. Puisque T est connexe on a de plus H1(IE , T (Ĕ)) = 0. La suite spectrale de Hochschild-Serre

Epq2 = Hp(σZ, Hq(IE , T (Ĕ))⇒ Hp+q(WE , T (Ĕ)) permet de conclure. �

On en déduit que l’application Be(T )→ Hom(u, T ) est surjective.

Proposition 9.7. Pour un tore T il y a une identification canonique

Be(T ) = X∗(T )Q/IΓ.X∗(T )

et la suite exacte

0 −→ X∗(T )Γ −→ X∗(T )Q/IΓ.X∗(T ) −→ X∗(T )⊗Z Q/Z −→ 0

s’identifie à la suite

0 −→ B(T ) −→ Be(T ) −→ Hom(u, T ) −→ 0.

Démonstration. On vérifie le fait suivant. Soit F un foncteur sur la catégorie des tores sur E qui

(1) est une extension 0→ B(−)→ F (−)→ Hom(u,−)→ 0,

(2) il y a un isomorphisme F (Gm)
∼−−→ Q rendant commutatif le diagramme diagramme

commutatif

0 B(Gm) F (Gm) Hom(u,Gm) 0

0 Z Q Q/Z 0

' ' '

où les flèches verticales de gauche et de droite sont les identifications standards.

Alors F (−) ' X∗(−)Q/IΓ.X∗(−) avec identification des suites exactes associées. De fait, le dia-
gramme précédent implique l’existence d’un diagramme pour E′|E de degré fini

0 B(ResE′/E Gm) F (ResE′/E Gm) Hom(u,ResE′/E Gm) 0

0 B(Gm) F (Gm) Hom(u,Gm) 0

0 Z Q Q/Z 0.

NE′/E' NE′/E NE′/E

' ' '

Cela implique que la suite du haut est le tiré en arrière par Hom(u,ResE′/E Gm) → Q/Z de la
suite du bas. On en déduit qu’il y a une identification

0 B(ResE′/E Gm) F (ResE′/E Gm) Hom(u,ResE′/E Gm) 0

0 Z Q[ΓE/ΓE′ ]/Z[ΓE/ΓE′ ]0 Q/Z[ΓE/ΓE′ ] 0

0 Z Q Q/Z 0

' ' '

aug aug

où Z[ΓE/ΓE′ ]0 désigne le noyau de l’augmentation vers Z. Soit maintenant T un tore quelconque
et ν ∈ X∗(T ). On a ν : Gm/E′ → TE′ pour E′/E de degré fini que l’on voit maintenant comme un
morphisme ν : ResE′/E Gm → T . Celui-ci induit

F (ν) : Q[ΓE/ΓE′ ]/Z[ΓE/ΓE′ ]0 = F (ResE′/E Gm) −→ F (T ).
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On définit alors

X∗(T )⊗Z Q −→ F (T )

ν ⊗ λ 7−→ F (ν)
(
λ[1] mod Z[ΓE/ΓE′ ]0

)
Ce morphisme se factorise de façon évidente en un morphisme

X∗(T )⊗Z Q/IΓ.X∗(T ) −→ F (T )

dont on vérifie qu’il est un isomorphisme en prenant une résolution de T par des tores induits.
Il reste donc à vérifier au final qu’il y a un diagramme

0 Pic(Kott) Pic(Kott1/∞) Hom(u,Gm) 0

0 Z Q Q/Z 0

' ' '

ce qui ne pose aucun problème en utilisant la description explicite de la catégorie Tannakienne
des isocristaux étendus (6.4) qui permet aisément de calculer son groupe de Picard des objets
inversibles. �

9.4. Invariance par forme intérieure.

Proposition 9.8. L’application Be(G) −→ Be(Gad) = B(Gad) est surjective.

Démonstration. Il y a une suite exacte d’ensembles pointés

Be(G) −→ Be(Gad) −→ H2
ét(Kott1/∞, ZG).

La proposition est donc une conséquence du théorème 8.9. �

Corollaire 9.9. Pour un choix d’un élément basique [b] ∈ Be(G∗) on a G ' (G∗)b et il y a une
bijection

Be(G
∗)

∼−−→ Be(G)

envoyant b sur 1.

Remarquons que l’on peut alors retrouver l’ensemble B(G) comme sous-ensemble de Be(G
∗)

B(G) = {[b′] ∈ Be(G∗) | λb′ = λb}.
Le corollaire précédent s’applique donc également à l’étude de B(G).

9.5. L’application κ.

9.5.1. Le groupe fondamental étendu. On note T un tore maximal dans G et Φ, resp. Φ̌, l’ensemble
des racines, resp. coracines, associées. Rappelons que le groupe fondamental de Borovöı de G est
π1(G) = X∗(T )/〈Φ̌〉. Puisque W , le groupe de Weyl associé à T , agit trivialement sur celui-
ci, il ne dépend pas canoniquement du choix de T . Kottwitz définit dans [14] une application
κ : B(G)→ π1(G)Γ. On va définir une � extension � de cette application.

Définition 9.10 (Groupe fondamental étendu). On note

π1(G)eΓ = 〈Φ〉∗/〈Φ̌〉+ IΓ.X∗(T )

où 〈Φ〉∗ = {ν ∈ X∗(T )Q | ∀α ∈ Φ, 〈ν, α〉 ∈ Z}.

Commençons par remarquer que ce groupe est bien défini indépendamment du choix d’un tore
maximal. En effet, puisque pour ν ∈ X∗(T )Q et α ∈ Φ on a sα(ν) = ν−〈ν, α〉α̌, W agit trivialement
sur 〈Φ〉∗/〈Φ̌〉 et donc π1(G)eΓ. Il y a une injection naturelle

π1(G)Γ ⊂ π1(G)eΓ

qui s’inscrit dans une suite exacte

0 −→ π1(G)Γ −→ π1(G)eΓ −→ X∗(ZG)D︸ ︷︷ ︸
Hom(u,ZG)

−→ 0.
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Remarquons que l’on a
〈Φ〉∗ = 〈Φ〉∗ ∩ 〈Φ̌〉Q ⊕ 〈Φ〉⊥Q

et donc

(11) 〈Φ〉∗/〈Φ̌〉 = 〈Φ〉∗ ∩ 〈Φ̌〉Q/〈Φ̌〉︸ ︷︷ ︸
π1(Gad)

⊕ 〈Φ〉⊥Q︸ ︷︷ ︸
X∗(ZG)Q

.

On va définir dans la suite une application κ s’inscrivant dans le diagramme

B(G) π1(G)Γ

Be(G) π1(G)eΓ.

κ

κ

et étendant donc l’application de Kottwitz.

9.5.2. L’application κ dans le cas quasidéployé. Dans cette sous-section on supposeG quasidéployé.
Commençons par un lemme.

Lemme 9.11. Si G est quasidéployé et T un tore elliptique dans G alors tout élément basique
dans Be(G) admet une réduction à T .

Démonstration. L’image d’un tel élément b dans Be(Gad)b = H1(E,Gad) admet une réduction au
tore anisotrope Tad de Gad ([13]). L’application Be(T ) → Be(Tad) est surjective et on peut donc
trouver b′ ∈ Be(T ) d’image b′′ dans Be(G) qui a même image que b dans Be(Gad). On conclut en
utilisant la suite exacte

H1
ét(Kott1/∞, ZG) −→ Be(G) −→ Be(Gad)

et le fait que l’application H1
ét(Kott1/∞, ZG) −→ Be(G) se factorise par Be(T ). �

Attaquons la définition de l’application κ. Soit T un tore dans G et b′ ∈ Be(T ) une réduction
de b à T , par exemple T elliptique dans un sous-groupe de Levi (cf. lemme 9.11). On a Be(T ) =
X∗(T )Q/IΓ.X∗(T ). Puisque λb est central, l’image de l’élément correspondant à b’ dans X∗(T )⊗Z
Q/Z = X∗(T )D est dans 〈Φ〉⊥. L’élément b′ est donc dans 〈Φ〉∗/IΓ.X∗(T ). L’image de cet élément
dans π1(G)eΓ est par définition κ(b). Puisque W agit trivialement sur π1(G)eΓ, i.e. le fait que ce
groupe soit canoniquement défini indépendamment du choix d’un tore, cette définition ne dépend
pas du choix du choix de T et de la réduction de b à T choisis.

9.5.3. L’application κ en général. Choisissons b ∈ Be(G) basique tel que Gb soit quasidéployé. Il
y a une bijection

fb : Be(G)
∼−−→ Be(Gb)

envoyant b sur 1. On pose alors

κG = κGb ◦ fb − κGb(fb(1)).

Il s’agit maintenant de voir que cette définition ne dépend pas du choix de b basique tel que Gb
soit quasidéployé. Soit donc b′ ∈ Be(G) un autre élément basique tel que Gb′ soit quasidéployé.
Les éléments b′ et b ont donc même image dans Be(Gad) et diffèrent donc d’un élément z ∈
H1

ét(Kott1/∞, ZG), b′ = zb. Le résultat se déduit alors de la commutativité du diagramme

Be(Gb)

Be(G)

Be(Gb′)

fb

fb′

' ×z

où on utilise que ZG = ZGb′ = ZGb . �
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Au final on a un morphisme de suites exactes

1 B(G) Be(G) Hom(u, ZG) 1

0 π1(G)Γ π1(G)eΓ X∗(ZG)D 0.

κ κ

λ

9.6. Classification des éléments basiques.

Théorème 9.12. L’application κ restreinte aux éléments basiques induit une bijection

Be(G)b
∼−−→ π1(G)eΓ.

Démonstration. On peut supposer G quasidéployé. La surjectivité résulte de ce que si T est un
tore elliptique dans G alors l’image de 〈Φ〉∗ via

X∗(T )Q/IΓ.X∗(T ) = Be(T ) −→ Be(G)b

se surjecte sur π1(G)eΓ. Pour l’injectivité, si b, b′ ∈ Be(G) vérifient κ(b) = κ(b′) alors κ(bad) =
κ(b′ad) ∈ π1(Gad)

e
Γ. Puisque

κ : Be(Gad)b = H1(E,Gad)
∼−−→ π1(Gad)

e
Γ = π1(Gad)Γ,

on a donc bad = b′ad. On dispose maintenant de la suite exacte

0 −→ H1
ét(Kott1/∞, ZG) −→ Be(G) −→ Be(Gad)

i.e. les fibres deBe(G) −→ Be(Gad) sont des espaces principaux homogènes sousH1
ét(Kott1/∞, ZG).

Il suffit donc de voir que le composé

H1
ét(Kott1/∞, ZG) −→ Be(G)b

κ−−→ π1(G)eΓ

induit une surjection de groupes

H1
ét(Kott1/∞, ZG) −→ ker(π1(G)eΓ −→ π1(Gad)Γ).

Cela se vérifie en utilisant la décomposition (11) qui permet de voir que

ker(Be(T ) −→ Be(T
ad)) −→ ker(π1(G)eΓ −→ π1(Gad)Γ)

est surjectif. �

On a donc un diagramme dont le carré de gauche est cartésien

0 π1(G)Γ π1(G)eΓ X∗(ZG)D 0

1 B(G)b Be(G)b Hom(u, ZG) 1

' '

λ

Exemple 9.13. Pour GLn on a π1(GLn)eΓ = Q. À µ ∈ Q correspond le fibré semi-stable

OX
( bµc
n

)(bµc,n) ⊗
( sn
{µ}
√
OX(1)

)⊗s
, pour s� 1, sur la gerbe des racines de OX(1).

9.7. Description par réduction à un Levi. Via une identification Be(G) ' Be(G∗) (corollaire
9.9) on peut supposer que G est quasidéployé. On utilise la proposition 9.5. De celle-ci et du
théorème 9.12 on déduit une décomposition

Be(G) =
∐

M Levi standard

(
〈Φ〉∗/〈Φ̌M 〉+ IΓ.X∗(T )

)
M-régulier

.

Ici la condition de M -régularité concerne l’application de projection sur 〈ΦM 〉⊥Q
〈Φ〉∗/〈Φ̌M 〉+ IΓ.X∗(T ) −→ X∗(ZM )Γ

Q.

L’ensemble M -régulier est alors l’image réciproque des éléments de X∗(ZM )Γ
Q de centralisateur M

i.e. les ν ∈ X∗(ZM )Γ
Q tels que pour tout α ∈ Φ \ ΦM , 〈ν, α〉 6= 0.
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Remarquons finalement qu’après un choix de [b] ∈ Be(G) basique tel que Gb soit quasidéployé
on en déduit une description explicite de l’ensemble de Kottwitz classique B(G) ! De fait, si

ΛM :
(
〈Φ〉∗/〈Φ̌M 〉+ IΓ.X∗(T )

)
M-régulier

−→ X∗(ZG)D

alors
B(G) =

∐
M

Λ−1
M (λb).

10. Lien avec les travaux de Kaletha

10.1. Formes intérieures rigides et H1(u → W,ZG → G). L’ensemble H1(u → W,ZG →
G) := lim

−→
Z⊂ZG fini

H1(u → W,Z → G) de Kaletha ([10]) s’identifie au sous-ensemble de H1
ét(Kal, G)

des éléments tels que l’élément associé de [Hom(uE , GE)/G(E)]Γ soit central i.e. donné par un
morphisme u→ ZG. Il s’identifie donc à {(λ, (cτ )τ∈Γ)}/ ∼ où

(1) λ : u→ ZG,

(2) cτ ∈ G(E) vérifie λ(κτ1,τ2)cτ1τ2 = cτ1c
τ1
τ2 ,

(3) cτ = 1 pour τ dans un sous-groupe ouvert,

(4) pour g ∈ G(E), (λ, (cτ )τ ) ∼ (gλg−1, (gcτg
−τ )τ ).

Le lemme qui suit est immédiat.

Lemme 10.1. L’ensemble de Kaletha cöıncide avec les classes de G-isocristaux étendus unité
c’est à dire {[b] ∈ Be(G) | νb = 0}.

Corollaire 10.2. Via l’application κ, l’ensemble de Kaletha s’identifie à ker(π1(G)eΓ → X∗(ZG)Γ
Q)

où le morphisme est donné par la décomposition en somme directe dans l’équation (11). En d’autres
termes, l’ensemble de Kaletha s’identifie à(

〈Φ〉∗ ∩ 〈Φ̌︸ ︷︷ ︸
〈Φ〉∨

〉Q ⊕ IΓ.〈Φ〉⊥Q
)
/IΓ.X∗(T ).

Exemple 10.3. (1) Si G est déployé alors l’ensemble de Kaletha s’identifie à 〈Φ〉∨.

(2) Si G est un tore T alors cet ensemble est IΓ.X∗(T )Q/IΓ.X∗(T ).

Remarque 10.4. Le corollaire 10.2 permet de retrouver les théorèmes 4.8 et 4.11 de [10].

10.2. Formes intérieures rigides contre isocristaux. Considérons le morphisme évident u→
D obtenu en projetant u sur lim

←−
n≥1

lµ.. n de la façon suivante. On peut écrire

u = lim
←−
E/F

ResE/F lµ.. [E:F ].

Pour un terme dans cette limite projective et n|[E : F ] on définit

ResE/F lµ.. n
N−1
E/F−−−−−→ lµ.. [E:F ]

(−)
[E:F ]
n

−−−−−−−→ lµ.. n.
Cela définit un morphisme u → lim

←−
n≥1

lµ.. n que l’on compose avec l’injection naturelle dans D. On

en déduit un morphisme u→ D. On vérifie que le morphisme induit H2(E, u)→ H2(E,D) envoie
[Kal] sur [Kott]. Les deux gerbes étant rigides on en déduit un morphisme

Kal −→ Kott

bien défini à un 2-isomorphisme près. Celui-ci induit une application

(12) B(G)b −→ {[b] ∈ Be(G) | νb = 1}.

Proposition 10.5 ([12, Proposition 3.2]). Si T est un tore alors l’application (12) s’identifie à
l’application X∗(T )/IΓ.X∗(T ) → IΓ.X∗(T )Q/IΓ.X∗(T ) donnée par x 7→ x − moy(x) où moy(x)
désigne l’application moyenne galoisienne.
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Reprenons la décomposition (11). D’après celle-ci la projection sur 〈Φ〉⊥Q fait de X∗(ZG)Γ
Q un

facteur direct dans π1(G)eΓ :

π1(G)eΓ = ker
(
π1(G)eΓ → X∗(ZG)Γ

Q
)
⊕X∗(ZG)Γ

Q.

Cela définit une projection proj : π1(G)eΓ −→ ker
(
π1(G)eΓ → X∗(ZG)Γ

Q
)
.

Proposition 10.6. L’application composée

π1(G)Γ ↪−→ π1(G)eΓ
proj−−−−→ ker

(
π1(G)eΓ → X∗(ZG)Γ

Q
)

composée avec l’inverse de κ définit l’application (12)

B(G)b −→ H1(u→W,ZG → G)

de [12] permettant de voir toute forme intérieure étendue comme une forme rigide.

Démonstration. On peut supposer G quasidéployé. On utilise le lemme 9.11. Le résultat se déduit
alors de la proposition 10.5 après avoir fixé un tore elliptique. �

11. Ensemble de Kottwitz étendu et G-torseurs sur le champ X

11.1. Fibrés vectoriels.

11.1.1. Définitions. Le morphisme X −→ Kott1/∞ induit un ⊗-foncteur des isocristaux étendus
vers les fibrés sur X.

Définition 11.1. Pour D ∈ Isoce on note E (D) le fibré vectoriel associé sur X.

Ce foncteur est compatible à celui défini dans [4] pour les isocristaux : il y a un diagramme
commutatif

Isoc {fibrés vectoriels sur X}

Isoce {fibrés vectoriels sur X}.
où les flèches verticales de droite sont le tiré en arrière, resp. le poussé en avant, via X → X.
L’opération de poussé en avant ne commute pas au produit tensoriel (cf. section 6.4.1 où cela était
déjà remarqué).

La gerbe X→ X devient triviale sur XE . Une trivialisation définit un morphisme [XE/uE ]→ X.
Le foncteur image réciproque définit alors un foncteur

{fibrés vectoriels sur X} −→ {fibrés vectoriels X∗(u)-gradués sur XE}
pour lequel les fibrés vectoriels sur X sont ceux dont la graduation du fibré associé sur XE est
triviale.

11.1.2. Description et classification. Pour α ∈ X∗(u) on note Lα le fibré associé sur XE . Pour

τ ∈ Γ il y a un isomorphisme L τ
α
∼−−→ Lατ .

Théorème 11.2. (1) La catégorie des fibrés vectoriels sur X s’identifie à celle des fibrés vec-
toriels X∗(u)-gradués

E =
⊕

α∈X∗(u)

Eα

sur XE munis d’une action discrète semi-linéaire de Γ vérifiant τ : Eα
∼−−→ Eατ . Le produit

tensoriel est donné par

(E ⊗ E ′)α =
⊕

β+γ=α

Eβ ⊗ E ′γ ⊗Lc(β,γ).

(2) Le foncteur
Isoce −→ {Fibrés vectoriels sur X}

est essentiellement surjectif.
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Démonstration. Le point (1) est une conséquence de la proposition 3.4 couplé à un argument de
descente galoisienne comme dans la preuve du théorème 6.4. Le point (2) s’en déduit en appliquant
le théorème principal de [3]. �

11.1.3. Filtration de Harder-Narasimhan. Soit E =
⊕

α Eα un fibré vectoriel sur X comme dans
le théorème 11.2. La filtration de Harder-Narasimhan de E comme fibré sur X est compatible à la
décomposition en somme directe indexée par X∗(u) et l’action de Γ. Elle définit donc une filtration
canonique du fibrés vectoriel sur X. Le théorème qui suit ne pose alors pas de problème.

Proposition 11.3. (1) Le foncteur

E (−) : Isoce → {fibrés vectoriels sur X}

induit une équivalence en restriction aux isocristaux étendus isoclines de pente λ avec les
fibrés semi-stables de pente −λ.

(2) Il induit une équivalence entre Isoce et les fibrés vectoriels gradués E = ⊕λ∈QEλ sur X
avec Eλ semi-stable de pente −λ.

(3) Le foncteur de graduation de la filtration de Harder-Narasimhan induit un inverse à E (−).

(4) Le produit tensoriel de deux fibrés semi-stables est semi-stable.

11.2. G-fibrés. Soit E un G-fibré sur X. On peut le voir soit comme un G-torseur étale sur X,
soit comme un ⊗-foncteur fidèle

ωE : Rep(G) −→ {fibrés vectoriels sur X}.

Théorème 11.4. L’application [b] 7→ [Eb] induit une bijection

Be(G)
∼−−→ {[E ] ∈ H1

ét(X, G) | λE : u→ ZG}.

Démonstration. Soit E un G-torseur sur X et λE : u→ ZG. Choisissons b ∈ Be(G) basique tel que
λb = λE . On peut alors voir E comme un Gb-torseur E ′ sur X tel que λE ′ = 0 et donc E provient
d’un G-torseur sur X par image réciproque. Le résultat se déduit alors du théorème principal de
[3], cf. [1] également. �

Remarque 11.5. On peut plus généralement montrer que H1
ét(Kott1/∞, G)

∼−−→ H1
ét(X, G) mais

on ne voit pas l’utilité d’un tel énoncé.

12. Conjecture de géométrisation pour les groupes non quasidéployés à centre
non connexe

12.1. κ en termes du groupe dual. Soit “G le groupe dual sur C de G muni de son action de
Γ. On note

Z(“G)0
sc,

le pro-tore lim
←−
n≥1

Z(“G)0, où l’application de transition entre le niveau n et m|n est z 7→ z
n
m , qui

est le revêtement universel du tore complexe Z(“G)0. On a

X∗(Z(“G)0
sc) = X∗(ZG)Q.

On s’intéresse au groupe “Ge =
(“G )

sc
× Z(“G)0

sc,

qui est le revêtement universel du groupe noté “G dans [10], qui est une version � étendue � du
dual de Langlands de G. Il y a un morphisme surjectif“Ge −→ “G.
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Proposition 12.1. Il y a une identification

π1(G)eΓ X∗
(
Z(“Ge) ×

Z(“G)

Z(“G)Γ
)

π1(G)Γ X∗(Z(“G)Γ)

Démonstration. Il suffit d’utiliser la décomposition (11). �

12.2. Paramètres et correspondance de Langlands étendus. On suppose G quasidéployé.
Soit ϕ : WE → LG un paramètre de Langlands. On note alors

Seϕ = {g ∈ “Ge |gϕg−1 = ϕ}.
Il y a une inclusion

Z(“Ge) ×
Z(“G)

Z(“G)Γ ⊂ Seϕ.

Conjecture 12.2. Soit [b] ∈ Be(G) basique et κ(b) ∈ π1(G)eΓ. Notons χb ∈ X∗
(
Z(“Ge) ×

Z(“G)

Z(“G)Γ
)

le caractère associé à κ(b). Il y a une bijection entre{
ρ ∈ Irr(Seϕ)

∣∣ ρ|Z(“Ge) ×
Z(Ĝ)

Z(“G)Γ = χb

}
et � le paquet de représentations de Gb(E) associé à ϕ. �

12.3. Champ de paramètres étendus. On fixe ` 6= p.

Définition 12.3. On note SysLoce
Ĝ

=
[ “Ge\Z1(WE , “G) ] le champ des paramètres de Langlands

étendus sur Spec(Z`).

Ce champ n’est pas algébrique car “Ge est seulement pro-algébrique. On peut tout de même
l’écrire comme limite de champs algébriques

SysLoce
Ĝ

= 2− lim
←−
n≥1

[ “Gsc × Z(“G)0\Z1(WE , “G)
]

où les morphismes de transition sont induits par z 7→ z
n
m sur Z(“G)0. Le morphisme

SycLoce“G −→ SysLoc“G
est une gerbe de lien ker(“Ge → “G). On en déduit que SysLoce“G est une limite projective de champs

algébriques localement intersection complète de dimension −dimZ(“G).

12.4. Champ de fibrés étendu. On peut écrire la gerbe Kal sur Spec(E) comme limite de
gerbes étales

Kal = 2− lim
←−

E′/E,n≥1

Kal
Bu
× B(ResE′/Elµ.. n)︸ ︷︷ ︸

KalE′/E,n

.

La gerbe étale KalE′/E,n définit une gerbe adique KaladE′/E,n sur Spa(E)ét.

Soit S un Fq-espace adique. Rappelons que l’espace adique XS est sous-perfectöıde et possède
un � bon � site étale. On peut donc regarder la gerbe

X
E′/E,n
S := XS ×Spa(E) KaladE′/E,n −→ XS .

Définition 12.4. Le groupöıde des G-fibrés étendus sur XS est

BuneG(S) = 2− lim
−→

E′/E,n

{
G-torseurs étales E sur X

E′/E,n
S tels que λE : u→ ZG

}
.
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Proposition 12.5. Les propriétés suivantes sont satisfaites.

(1) BuneG → Spa(Fq) est un petit v-champ.

(2) On a une identification Be(G) = |BuneG|.
(3) L’application κ : |BuneG| → π1(G)eΓ est localement constante.

Démonstration. Fixons E′′|E de degré fini et une trivialisation Spec(E′′)→ KalE′/E,n. Cela définit
une présentation

K1︸︷︷︸
Spec(E′′)×Kal

E′/E,n
Spec(E′′)

K0︸︷︷︸
Spec(E′′)

KalE′/E,n .

Chacun des deux morphismes K1 → K0 est un torseur sous un groupe étale fini et est donc étale
fini. On a donc K1 '

∐
i Spec(E′′′i ). Cela définit un morphisme représentable par un v-faisceau

BuneG ↪→ BunGE′′ ×∐
i BunG

E′′
i

×
∐
i BunG

E′′
i

,∆

∐
i

BunGE′′
i
.

On en déduit que BuneG est un petit v-champ.
Le point (2) est une conséquence du théorème 11.4 (dont il est évident que la preuve fonctionne

pour n’importe quel corps perfectöıde de base algébriquement clos autre que “E[).
Pour le point (3) commençons par voir que l’application λ : |BuneG| → Hom(u, ZG) est lo-

calement constante. Soit donc un morphisme ResE′/Elµ.. n ×Spa(E) XS → ZG ×Spa(E) XE . Il est

automatiquement localement constant sur |XS |. Utilisant que |XS | → |S| est ouvert/fermé on
en déduit qu’il est localement constant sur |S|. On peut donc supposer λ : |S| → Hom(u, ZG)
constant de valeur f : u → ZG. Soit maintenant [b] ∈ Be(G) basique tel que λb = f . Quitte à
remplacer G par Gb on peut alors supposer λ constant de valeur 0 i.e. le morphisme S → BuneG
provient par image réciproque d’un morphisme S → BunG. Le résultat se déduit donc de la locale
constance de κ sur |BunG| ([5]). �

Exemple 12.6. L’ouvert/fermé de BuneG image réciproque par κ de π1(G)Γ ⊂ π1(G)eΓ est BunG ⊂
BuneG.

On a donc
BuneG =

∐
λ:u→ZG

Bune,λG︸ ︷︷ ︸
BunGb

si

b basique λb=λ

qui est donc, non canoniquement, une union disjointe de champs BunG′ avec G′ parcourant toutes
les formes intérieures de G. On en déduit en particulier la proposition suivante.

Proposition 12.7. Le v-champ BuneG est un v-champ d’Artin au sens de [5].

12.5. Conjecture de géométrisation. Soit G un groupe quasidéployé. Fixons un caractère

régulier ψ : U(E) → Z×` où U est le radical unipotent d’un sous-groupe de Borel de G. On fait
l’hypothèse `� 0 comme dans [5] puisqu’on va formuler un énoncé au niveau entier. Un tel énoncé
sans cette hypothèse peut également se formuler sur Q`.

Conjecture 12.8. (1) L’action spectrale de [5] s’étend en une action monöıdale de
Parf(SysLoce“G) sur Dlis(BuneG,Z`)

(2) Il y a une équivalence de catégories

CohNilp(SysLoce“G/Z`) ∼−−→ Dlis(BuneG,Z`)ω

compatible à l’action spectrale précédente dans laquelle O correspond au faisceau de Whit-
taker Wψ.

Cette conjecture de géométrisation fournit une correspondance de Langlands locale telle que
prédite par la conjecture 12.2 par spécialisation aux Gb, [b] ∈ Be(G) basique, et donc pour toutes
les formes intérieures de G.
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13. Le cas archimédien

Dans cette section on traite le cas archimédien. Nous ne reprenons pas tous les résultats ob-
tenus précédemment dans le cas non-archimédien car nous n’en voyons pas l’utilité, typiquement
l’analogue de la conjecture 12.8 n’existe pas à ce jour. Le but de cette section est seulement de se
convaincre que les résultats et objets précédents ont un analogue archimédien naturel.

13.1. Droite projective twister et gerbe de Kottwitz. Dans cette section on considère le
cas du corps de base R. Soit

P̃1
R −→ Spec(R)

la � droite projective twister � c’est à dire la forme tordue non triviale de P1
R. On a

P̃1
R = P1

C/z ∼ −
1

z̄
,

en d’autres termes elle est définie par le 1-cocycle Gal(C|R) 3 c 7→
Å

0 1
−1 0

ã
∈ PGL2(C) =

Aut(P1
R)(C).

Soit

Kott −→ Spec(R)

la gerbe de Kottwitz de lien Gm. Il s’agit de la gerbe rigide de classe non-triviale dans H2(R,Gm) =
Z/2Z. Puisque l’image par ∂ : H1(R,PGL2) → H1(R,Gm) de la classe définissant la droite
projective twister est celle de la gerbe de Kottwitz, il y a un morphisme

(13) P̃1
R −→ Kott.

La catégorie Tannakienne associée à la gerbe de Kottwitz est la suivante. Soit C la catégorie
Tannakienne des C-espaces vectoriels Z-gradués V = ⊕i∈ZVi munis d’un isomorphisme c-linéaire

u : V
∼−−→ V vérifiant u2 = ⊕i∈Z(−1)iId. La gerbe associée à C est Kott. Le morphisme P̃1

R → Kott
se voit alors de la façon suivante. Soit (V, u) un objet de C. On lui associe le fibré vectoriel

E = ⊕i∈ZVi ⊗C OP1
C
(i)

sur P1
C. On le munit de la donnée de descente

u ◦
Å

0 1
−1 0

ã
: E

∼−−→ E

où OP1
C
(i) est muni de sa structure GL2-équivariante standard pour laquelle le centre Gm agit via

z 7→ zi et la donnée de descente standard définie par sa structure réelle OP1
R
(i). Cela définit un

fibré vectoriel sur P̃1
R et un ⊗-foncteur de C vers la catégorie des fibrés vectoriels sur P̃1

R. On en
déduit le morphisme (13).

13.2. Ensemble de Kottwitz. Soit G un groupe réductif sur R. L’ensemble de Kottwitz associé
est

B(G) = H1
ét(Kott, G).

On a la description concrète B(G) = {(ν, g)} ∼ où

(1) ν : Gm/C → GC,

(2) g ∈ G(C) vérifie gg = ν(−1)

(3) g−1νg = ν

(4) Pour h ∈ G(C), (ν, g) ∼ (hνh−1, hgh̄−1).

La classification des G-fibrés sur P1
C dit que

Hom(Gm, GC) −→ {G-fibrés sur P1
C}

ν 7−→ ν∗O(1).
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induit une bijection

Hom(Gm, GC)/G(C)
∼−−→ H1

ét(P1
C, G)

et même une équivalence de groupöıdes[
Hom(Gm, GC)/G(C)

] ∼−−→ {G-fibrés sur P1
C}.

Proposition 13.1. Le morphisme P̃1
R → Kott induit une bijection

B(G)
∼−−→ H1

ét(P̃1
R, G).

Démonstration. Soit E un G-fibré sur P̃1
R. On note EC le fibré associé sur P1

C. Soit ν : Gm → GC
et un isomorphisme f : ν∗O(1)

∼−−→ EC. On note c la conjugaison relativement au revêtement

P1
C → P̃1

R. Le fibré OP1
C
(1) est muni d’un isomorphisme u : c∗O(1)

∼−−→ O(1) vérifiant u◦c∗u = −Id.

On a un isomorphisme

v : ν∗O(1)
∼−−→

ν∗u−1
ν∗c
∗O(1)

∼−−→
c∗f

c∗EC
∼−−→ EC

∼−−→
f−1

ν∗O(1).

Il est induit par un élément g ∈ G(C) vérifiant gνg−1 = ν. Remarquons maintenant que

v ◦ c∗v : ν∗O(1)
∼−−→ ν∗O(1)

est induit ν(−1). On a donc gg = ν(−1) et on conclut. �

Remarque 13.2. Si Z = {(ν, g) |ν : Gm → GC, g ∈ G(C), gg = ν(−1)} alors la preuve montre

qu’il y a en fait une équivalence de groupöıdes [Z/G(C)]
∼−−→ {G-fibrés sur P̃1

R}.

13.3. La gerbe de Kaletha. Notons

u = lim
←−
n≥1

ResC/Rlµ.. n/lµ.. n.

Il y a une identification

Ẑ ∼−−→ u

déduite d’identifications

Z/nZ ∼−−→ ResC/Rlµ.. n/lµ.. n.
On préférera cependant utiliser souvent la forme ResC/Rlµ.. n/lµ.. n pour les calculs afin d’utiliser la
théorie de Kummer. On dispose d’une suite exacte

0 −→ R1 lim
←−
n≥1

H0(R,ResC/Rlµ.. n/lµ.. n) −→ H1(R, u) −→ lim
←−
n≥1

H1(R,ResC/Rlµ.. n/lµ.. n) −→ 0.

Puisque H0(R,ResC/Rlµ.. n/lµ.. n) = Z/nZ est fini, le terme de gauche est nul. On a de plus un

isomorphisme H1(R,ResC/Rlµ.. n/lµ.. n)
∼−−→ H2(R, lµ.. n) qui s’identifie à 1

2Z/Z si n est pair et 0 sinon.

Pour n|m avec n ≥ 2 l’application de transition entre le niveau m et n est donnée par 1
2Z/Z

×mn−−−→
1
2Z/Z. Le terme de droite dans la suite exacte précédente est donc nul. On a donc

H1(R, u) = 0.

On a de même une suite exacte

0 −→ R1 lim
←−
n≥1

H1(R,ResC/Rlµ.. n/lµ.. n) −→ H2(R, u) −→ lim
←−
n≥1

H2(R,ResC/Rlµ.. n/lµ.. n) −→ 0.

Puisque H1(R,ResC/Rlµ.. n) est fini le terme de droite est nul. On a de plus ∂ : H2(R,ResC/Rlµ.. n)
∼−−→

H3(R, lµ.. n). Or,

− ∪ η : H1(R, lµ.. n)︸ ︷︷ ︸
R×/(R×)n

∼−−→ H3(R, lµ.. n)
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où η ∈ H2(Z/2Z,Z) est la classe de l’extension 0 → Z ×2−−→ Z → Z/2Z → 0. On en déduit que
H2(R, u) = lim

←−
n≥1

R×/(R×)n où les applications de transition sont l’identité. On a donc

H2(R, u) = Z/2Z

avec comme générateur ∂−1(η∪ (xn)n≥1) où xn = 1 si n est impair et −1 modulo R×+ si n est pair.

Définition 13.3 (Gerbe de Kaletha archimédienne). On note Kal la gerbe rigide non-triviale sur
Spec(R) de lien u.

13.4. Incarnation géométrique. Cette gerbe admet l’interprétation géométrique suivante. Il y
a un isomorphisme

NC/ROP1
C
(1) ' OP̃1

R
(1)

via le revêtement P1
C → P̃1

R. Notons

T = ResC/RGm/Gm.
Il s’identifie au tore U(1) sur R.

Lemme 13.4. Via l’identification TC = Gm induite par

(ResC/RGm)C = Gm ×Gm
(z1,z2)7→z1z−1

2−−−−−−−−−→ Gm,

l’application H1
ét(P̃1

R, T )→ H1
ét(P1

C,Gm) = Pic(P1
C) = [O(1)]Z, induit un isomorphisme

H1
ét(P̃1

C, T )
∼−−→ 2Z.

Démonstration. Il suffit d’utiliser la proposition 13.1. �

Définition 13.5. (1) On note T = OP1
C
(1)

ResC/RGm
× T comme T -torseur sur P̃1

R.

(2) On note X→ P̃1
R la gerbe de lien u des racines de T .

Utilisant le lemme 13.4 on voit que [T ] est un générateur de H1
ét(P̃1

R, T ). En particulier, la gerbe
X est non triviale.

On dispose de l’énoncé suivant.

Proposition 13.6. Il y a une équivalence de gerbes sur P̃1
R

X ' P̃1
R ×Spec(R) Kal

bien définie à un 2-isomorphisme près.

Démonstration. On a une suite exacte

0→ R1 lim
←−
n≥1

H0(P̃1
R,ResC/Rlµ.. n/lµ.. n)→ H1

fpqc(P̃1
R,ResC/Rlµ.. n/lµ.. n)→ lim

←−
n≥1

H1
ét(P̃1

R,ResC/Rlµ.. n/lµ.. n)→ 0.

Le terme de gauche est nul car H0(P̃1
R,ResC/Rlµ.. n/lµ.. n) = Z/nZ et est donc fini. Pour le terme de

droite, il y a une suite exacte

H1(Gal(C|R), H0(P1
C,ResC/Rlµ.. n/lµ.. n)︸ ︷︷ ︸

(ResC/Rlµ.. n/lµ.. n)(C)

) −→ H1
ét(P̃1

R,ResC/Rlµ.. n/lµ.. n) −→ H1
ét(P1

C,ResC/Rlµ.. n/lµ.. n)︸ ︷︷ ︸
0

Gal(C|R)
.

On en déduit un isomorphisme

H2(R, lµ.. n)
∼−−→ H1

ét(P̃1
R,ResC/Rlµ.. n/lµ.. n)

qui vaut 0 si n est impair et 1
2Z/Z si n est pair. Les applications de transition sont la multiplication

par m
n si n|m et on en déduit que la limite projective est nulle. On a donc

H1
fpqc(P̃1

R, u) = 0.
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Cela montre que si l’équivalence existe elle est bien définie à un 2-isomorphisme près.

Regardons maintenant la suite spectrale d’Hochschild-Serre

Epq2 = Hp(Gal(C|R), Hq
fpqc(P

1
C, u)) =⇒ Hp+q

fpqc(P̃
1
R, u).

On vérifie facilement que

H1
fpqc(P1

C, u) = 0.

Il y a donc une suite exacte

0 −→ H2(Gal(C|R), H0(P1
C, u)) −→ H2

fpqc(P̃1
R, u) −→ H0(Gal(C|R), H2

fpqc(P1
C, u)) −→ 0.

On a

H2(Gal(C|R), H0(P1
C, u)) = H2(Gal(C|R), u(C))

qui s’identifie via une application de bord à

H3(Gal(C|R), Ẑ(1))

et

− ∪ η2 : “H−1(Gal(C|R), Ẑ(1))
∼−−→ H3(Gal(C|R), Ẑ(1))

où η ∈ H2(Z/2Z,Z) est la classe de l’extension 0 → Z ×2−−→ Z → Z/2Z → 0. Ici Ẑ(1) est muni de
l’action de Gal(C|R) donnée par le caractère c 7→ −1. On a donc“H−1(Gal(C|R), Ẑ(1)) = Ẑ(1)/2Ẑ(1) = Z/2Z.

On a

H2
fpqc(P1

C, u)
∼−−→ lim

←−
n≥1

H2
ét(P1

C,ResC/Rlµ.. n/lµ.. n)
tr−→
∼

IndC/RẐ/Ẑ.

On a de plus une suite exacte

Ẑ ∼−−→ (IndC/RẐ)Gal(C|R) −→ (IndC/RẐ/Ẑ)Gal(C|R) −→ H1(Gal(C|R), Ẑ)︸ ︷︷ ︸
Hom(Gal(C|R),Ẑ)

.

On en déduit au final que H0(Gal(C|R), H2
fpqc(P1

C, u)) = 0 et donc

H2(R, u)
∼−−→ H2

fpqc(P̃1
R, u)

qui est identifié à Z/2Z. Le résultat est donc une conséquence de ce que X est non-triviale. �

13.5. Annulation du H2.

Théorème 13.7. Pour D un groupe diagonalisable sur Spec(R) on a H2
ét(Kott×Kal, D) = 0.

Commençons par un lemme analogue archimédien des lemmes 8.1 et 8.7.

Lemme 13.8. (1) Soit T un tore sur R. Pour toute classe c ∈ H2(R, T ) il existe un mor-
phisme ν : Gm → T tel que ν∗[Kott] = c.

(2) Soit A un schéma en groupes commutatif fini sur Spec(R). Pour tout classe c ∈ H2(R, A)
il existe un morphisme λ : u→ A tel que λ∗[Kal] = c.

Démonstration. Il suffit d’appliquer la dualité de Tate-Nakayama. Plus précisément, on aH2(R, T ) =
H0(Γ, X∗(T ))D où l’on note (−)D = HomZ(−, 1

2Z/Z). Via la dualité de Tate-Nakayama la classe

[Kott] correspond au morphisme non trivial X∗(Gm) = Z→ 1
2Z/Z. On a alors H0(Γ, X∗(T ))D =

Hom(X∗(Gm)D, H0(Γ, X∗(T ))D) = HomΓ(X∗(T ), X∗(Gm))/2 = Hom(Gm, T )/2, d’où le résultat.
On a X∗(u) = Q/Z(1) et via la dualité de Tate-Nakayama, [Kal] ∈ H2(R, u) = H0(Γ, X∗(u))D

est donné par l’identité [Q/Z(1)]Γ = 1
2Z/Z

Id−→ 1
2Z/Z. De plus, H2(R, A) = H0(Γ, X∗(A))D. Une

application u : X∗(A)Γ → 1
2Z/Z s’étend en un morphisme f : X∗(A) → Q/Z. Puisque pour tout

x ∈ X∗(A), f(c.x+x) ∈ 1
2Z/Z on a f(c.x) = −f(x) et donc f ∈ HomΓ(X∗(A), X∗(u)). Le résultat

s’en déduit. �
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Preuve du théorème 13.7. Comme dans la preuve du théorème 8.9 on peut supposer que D est
soit un tore, soit un schéma en groupes commutatif fini.

Supposons que D soit un tore T . Suivant la preuve de lemme 8.1, le point (1) du lemme 13.8
implique que le morphisme H1(R, T ) −→ H1

ét(Kott, T ) est nul et donc le morphisme H1(R, T )→
H1

ét(Kott×Kal, T ) l’est aussi. On peut alors suivre la preuve du théorème 8.9 en utilisant le lemme
13.10 qui suit et obtenir le résultat.

Le cas d’un schéma en groupes commutatif fini A se traite de la même façon en constatant que
H1

ét(Kal, A)
∼−−→ H1

ét(Kott×Kal, A) puisque Hom(Gm, A) = 0. �

13.6. L’ensemble de Kottwitz étendu.

13.6.1. Définition.

Définition 13.9. L’ensemble de Kottwitz étendu Be(G) est le sous-ensemble de H1
ét(Kott×Kal, G)

formé des classes c telles que λc soit central i.e. λc : u→ ZG.

On a Be(G) = {(ν, λ, g)}/ ∼ où

(1) ν : Gm → GC,

(2) λ : Ẑ → ZG(R) est continu i.e. se factorise via un morphisme Z/nZ → ZG(R) pour un
n ≥ 1,

(3) g ∈ G(C),

(4) g−1νg = νc,

(5) gg = ν(−1)λ(1).

En plongeant le centre ZG dans un tore et en utilisant le lemme 13.10 on obtient une suite
exacte

1 −→ B(G) −→ Be(G) −→ Hom(u, ZG) −→ 1.

13.6.2. Le cas d’un tore. Rappelons qu’il y a un isomorphisme pour un tore T sur R

X∗(T )Γ
∼−−→ B(T )

[µ] 7−→ [(µµc, µ(−1))].

Lemme 13.10. Pour un tore T sur R l’application Be(T )→ Hom(u, T ) est surjective.

Démonstration. Soit λ : u → T et c = λ∗[Kal] ∈ H2(R, T ). D’après le point (1) du lemme 13.8 il
existe un morphisme ν : Gm → T tel que ν∗[Kott] = c. Le morphisme (ν−1, λ) : Gm × u→ T est
donc dans l’image de H1

ét(Kott×Kal, T ) −→ Hom(Gm × u, T ). �

On a u = Ẑ et donc

Hom(u, T ) =
[
X∗(T )⊗Z Q/Z(1)

]Γ
= lim
−→
n≥1

T [n](R).

Proposition 13.11. Pour un tore T sur R il y a une identification

Be(T ) = {µ ∈ X∗(T )Q | µ+ µc ∈ X∗(T )}/IΓ.X∗(T )

où la suite exacte

0 −→ X∗(T )Γ −→ {µ ∈ X∗(T )Q | µ+ µc ∈ X∗(T )}/IΓ.X∗(T ) −→
[
X∗(T )⊗Z Q/Z(1)

]Γ −→ 0

s’identifie à la suite exacte

0 −→ B(T ) −→ Be(T ) −→ Hom(u, T ) −→ 0.

Démonstration. La preuve est identique à celle de la proposition 9.7. �
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Voici une construction explicite de l’isomorphisme associé à cette proposition. Soit donc µ ∈
X∗(T )Q tel que µ + µc ∈ X∗(T ). Soit n ≥ 1 tel que µ ∈ 1

nX∗(T ). Regardons le morphisme
(n.µ)|lµ.. n(C) : lµ.. n(C) → T (C) que l’on note χ. La condition µ + µc ∈ X∗(T ) implique alors que

χ : lµ.. n(C) → T (R). Pour k ∈ Ẑ on pose λ(k) = χ(e
2ikπ
n ) ce qui définit un morphisme λ : Ẑ → T .

Notons ξn = e
iπ
n et g = (n.µ)(ξn) ∈ T (C). On vérifie alors que gg = (µµc)(−1).λ(1). L’élément

[(µµc, λ, g)] ∈ Be(T ) est celui associé à µ.

13.7. Invariance par torsion intérieure. Du théorème 13.7 on déduit la proposition suivante.

Proposition 13.12. L’application Be(G) → Be(Gad) = B(Gad) est surjective. En particulier,
pour toute forme intérieur G′ de G, il existe [b] ∈ Be(G) basique tel que Gb ' G′ ce qui induit une

bijection Be(G)
∼−−→ Be(G

′).

13.8. Réalisation géométrique.

13.8.1. Description de la catégorie Tannakienne associée à Kott × Kal. On identifie Q/Z(1) et

lµ.. ∞(C) via l’application x 7→ e2iπx. On note C la catégorie Tannakienne des C-espaces vectoriels

Z× lµ.. ∞(C)-gradués

V =
⊕

i∈Z,ζ∈lµ.. ∞(C)

Vi,ζ

munis d’un isomorphisme c-linéaire u : V
∼−−→ V

(1) envoyant Vi,ζ sur Vi,ζ−1 ,

(2) vérifiant u2 = ⊕i,ζζ(−1)iId.

Il est aisé de vérifier par un calcul explicite que C est la catégorie Tannakienne associée à
Kott×Kal.

13.8.2. Fibrés vectoriels sur X. La proposition qui suit ne pose pas de soucis.

Proposition 13.13. La catégorie des fibrés vectoriels sur X s’identifie à celle des fibrés vectoriels
Z× lµ.. ∞(C)-gradués sur P1

C

E =
⊕
i,ζ

Ei,ζ

munis d’un isomorphisme semi-linéaire relativement à P1
C → P1

R, u : E
∼−−→ E envoyant Ei,ζ sur

Ei,ζ−1 et vérifiant u2 = ⊕i,ζ(−1)iζ Id.

Corollaire 13.14. Le foncteur

C = {fibrés vectoriels sur Kott×Kal} −→ {fibrés vectoriels sur X}
est essentiellement surjectif.

13.8.3. Comparaison avec la géométrie.

Théorème 13.15. Le morphisme X→ Kott×Kal induit une bijection

Be(G)
∼−−→ {c ∈ H1

ét(X, G) | λc : u→ ZG}.

Démonstration. La preuve est identique à celle de la proposition 13.1. �
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