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Résumé

Dans ce travail, nous présentons le modéle a classes latentes dans le cas longitu-
dinal. Ce modéle est une extension du modéle a classes latentes. Nous ne traitons
que le cas oil le temps est considéré comme étant discret. Dans ce modele, avec des
items polytomiques, nous avons trois parameétres i estimer : la probabilité qu'un
individu soit dans une classe latente a l'étape initiale, la probabilité de transition
et enfin, la probabilité qu'un individu d'une classe quelconque réponde a un item
A un instant donné. Enfin, nous appliquons la méthode & des données réelles en
qualité de vie. Pour cela, nous utiliserons la procédure proc LTA de SAS pour
obtenir numériquement Pestimation des paramétres.

Mots-clés : classes latentes, probabilité de transition. longitudinal, algorithme
EM, proec LTA.

Abstract

In this work, we introduce the latent class model in the longitudinal case. This
model is an extension of the classical latent class model. We consider only the dis-
crete time case. In this model with polytomous items, we have three parameters
to estimate : the first one is the probability that an individual is in a latent class
at the initial stage, the second is the transition probability and the third is the
probability that at a given time an individual in a class to answer an item. Finally,
we apply the method to a real data Quality of life data set. We use the SAS proc
LTA to get numerical estimation of these parameters.

Keywords : Latent class, transition probability, longitudinal, EM algorithm, proc
LTA.
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1 Introduction

Le modéle des variables latentes est un modéle de mélange introduit par La-
zarsfeld et Henry (1968). D’autres auteurs se sont également intéressé a ce ce
modeéle, comme Andersen(1982) pour l'estimation des paramétres du modeéle a
classes latentes. Gibson(1955) a étendu les solutions solutions proposées par An-
derson (1954) et Goodman(1974) a traité le cas multidimensionnel. Ce modéle est
important et utile pour I'analyse de données multivariées. Il suppose 1'existence de
variables inobservées (latentes) dont on peut quantifier 'effet. Connaitre les va-
riables latentes permettrait donc de diminuer les corrélations entre variables obser-
vées. Les variables observées sont supposées indépendantes conditionnellement aux
variables latentes. Le modéle des classes latentes caractérise souvent des variables
discrétes latentes comme l'ont présenté Bartholomew et Knott(1999). Le but de
ce travail est de présenter le modele des classes latentes dans le cas longitudinal.
Les données longitudinales, constituent un domaine important de la statistique.
On entend par données longitudinales des données telles que, pour chaque individu
considéré, on dispose d’observations a différents instants. autrement dit répétées
dans le temps. Le principal domaine d’application de ce type de données est la
santé. La difficulté majeure dans le traitement statistique de ces données provient
de ce qu’il n'est en général pas réaliste de supposer que les observations réalisées sur
un méme individu, au cours du temps, sont indépendantes. Il est donc nécessaire
d’introduire une structure de covariance, pour les variables aléatoires associées &
chaque individu, expliquant ces corrélations. Par ailleurs, il est fréquent dans les
modéles pour données répétées de considérer, en plus des facteurs a effets fixes que
I'on souhaite étudier dans le modéle, des effets aléatoires associés aux individus.
On aura pour cela recours & des modéles mixtes.

Dans ce qui suit, nous allons considérer les cas snivants :

-Le modéle marginal, qui se concentre sur le changement de distribution d’une
variable pendant le temps. Dans ce modéle, les individus sont supposés appartenir
4 la méme classe latente au cour du temps.

-Le modéle conditionnel ou transitoire par classe, qui étudie les changements entre
les classes consécutifs au cour du temps. Dans ce modéle I'appartenance d’un indi-
vidu & une classe peut varier en fonction du temps. Dans ce cas, nous allons définir
le modéle de Markov pour les classes latentes ou modeéle de transition développé
par des auteurs comme Collins et Wugalter (1992) et Vermunt et Magidson (2003).
Dans la suite de notre étude nous considérons que le temps est discret et que les
covariables sont indépendantes du temps. Diggle et al. (2014), ont développé des
approches alternatives pour 'analyse des données longitudinales.

Dans la section 2, nous précisons nos notations et présentons les observations et
modéles, en particulier le modéle marginal dans lequel 'appartenance i une classe
latente ne change pas dans le temps. et le modeéle transitoire. dans lequel les indi-
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vidus peuvent changer de classe latente.

Dans la Section 3, nous présenterons 1'algorithme de EM (Expectation-Maximisation)
pour 'estimation des paramétres. Cet algorithme a été proposé par Dempster et
Rubin (1977) dans un contexte plus général de données incomplétes (correspon-
dant dans notre cas, aux variables observées), que complétent les variables latentes
inobservées.

Dans la Section 4, les données réelles d'une étude en qualité de vie sont décrites.
La procédure de SAS Proc LTA, qui va nous permettre d’obtenir les estimations
numériques est présentée succinctement. Ces paramétres sont définis ainsi : la pro-
babilité qu'un individu soit dans une classe latente a I'étape initiale, la probabilité
de transition et la probabilité qu’un individu d’une classe quelconque réponde a
une modalité d’un item sont interprétés. La Section 5 est consacrée a la conclusion.

2 Observations et modéles

2.1 Observations

On observe les réponses de n individus & J variables. Soit Y9u), .2 ), ..., }’f’) (t)

J variables aléatoires appelées items ou questions & l'instant £. Notons YJ“) (t) le
j-vecteur aléatoire a l'instant t constitué par les variables aléatoires qui prennent
les valeurs | € {1,2,..,L;}, | est appelé modalité de réponse, L; le nombre
de modalités de réponses de la variable j. Les composantes du vecteur sont :
Yj(")(t} = (}'}("f(t).ﬁ;(;)(t),....}}E"ﬁj(f)) pour tout, t € {1,2,...,T}. La réponse de
Pindividu i € {1,2,...,n} & la question j € {1,2,...,J} & l'instant ¢ € {1,2,..., T}
est notée par 4 (£) = (511, y}3(0), .. v}1, (1)) € {0,1}%

2.2 Les modéles

Les individus sont répartis en K classes inobservées ou latentes. Nous allons
présenter deux modeéles : le modéle marginal et le modéle de transition.

2.2.1 Le modéle marginal

Le modéle marginal suppose un changement de distribution au cours du temps.
Néanmoins, pour ce modéle chaque individu est supposé rester dans la méme classe
latente au cours du temps. Les classes latentes sont inchangées. Le nombre de
classes latentes ne varie pas avec le temps.

Soit k;, la classe d’un individu & U'instant ¢, pour le modéle marginal, I'individu
est supposé appartenir a la méme classe latente au cours du temps et dans ce cas
k; ne dépendra pas de t dans la suite on posera ky = k.
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Notons ©'(t) la variable aléatoire associée aux classes latentes au temps ¢ pour un
individu ¢ avec ©'(t) € {1,2,..., K'}.
Dans le cas du modéle mar gmdl les individus sont supposés appartenir a la méme
classe durant tout le temps. Dans ce type de modéle le nombre de classes latentes
reste constant dans ce cas, la variable aléatoire ©'(f) ne dépendra pas du temps.
On peut poser O'(t) =0 =1,2, ..., K.
Soit P(©" = k) la probabilité, indépendante de ¢, qu'un individu i soit dans la
classe k a 'instant .
On notera par :
Nja(tlk) = PIY;))(t) = 1/ = K] (1)

ie b aconk aedl2 Jhoke fLg et ledl s ol

la probabilité qu'un individu i de classe & donne la réponse [ & l'item j a
Vinstant ¢. Cette probabilité A;,(t|k) vérifie les contraintes suivantes : \;(¢[k) > 0

L
et Z)\j,l(ﬂk) = 1, car pour chaque item, les individus choisissent une et seule

I=1
modalité de réponse proposée.

La probabilit_é marginale de réponse aux items pour un individu (), définie par,
Pli) = P8 = 178, 27 0) = D (0), .. V" 18) = y (1)), est egale s :

b~

:]

g J
Pay=Y T[rE =0 []][PE 0 =¢)/€ = k) 2)

k=1 t=1 j=11=1

o
Il

i=l.,nj=1..,Jt=1..Tk=1.Kk=12_ Kk=12.K

Cette expression est obtenue en utilisant la propriétée d’indépendance locale
des items (indépendance des items conditionellement & la classe latente). Posons

= P(0' = k), la probabilité d’appartenir a la classe latente k. Les réponses des
individus sont indépendantes, la vraisemblance du modéle est donnée par

/) Gl L;

J vy ()
T3 T[T (J,tlk) 3)
=1 h=14=1 j=1I=I

Avec \;(t|k) et ay, les paramétres A estimer.
La probabilité qu'un individu ¢ de réponse y'(t) & un temps ¢ appartienne & une
classe k appelée probabilité & posteriori est définie par :

a-kP( B(t) /6 = k)

Z()Pi} £)/6! =)

P(6'=k)/YO(t) =y (1)) = (4)
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2.2.2 Le modéle conditionnel ou transitoire

Pour décrire le modéle conditionnel ou transitoire, nous allons nous servir du
modéle de transition qui utilise les chaines de Markov. Le modéle de transition
de Markov, les chaines et processus de Markov sont souvent utilisés en Biologie,
Finance, Physiques etc... Les chaines de Markov modélisent le passage d'une classe
3 une autre A un instant ¢ donné. Un des éléments clés de ce modéle est que les
transitions qui se produisent entre classes latentes au fil du temps sont modélisées a
Paide du processus de premier ordre de Markov (Wiggins (1973)). Nous définissons
également le modéle a classes latentes de Markov plus connu sous le modéle caché
de Markov (voir les travaux de Baum (1970)) sur les modéles de changement ou
ceux aussi Hamilton et Raj (2002).

Dans ce qui suit nous allons considérer le temps t comme étant discret, et l'existence
de K classes latentes au cours du temps t.

Le modéle de Markov suppose une dépendance particuliére entre I'appartenance
d’un individu & une classe au temps ¢ et sa présence dans une autre classe au temps
Ll

La probabilité de transition est la probabilité conditionnelle qu'un individu soit
dans la classe &, au temps ¢ + 1 sachant qu'il était dans la classe k; & Uinstant ¢,
avec by € {1,2,..., K} et kyyy € {1,2, ..., K} On observe les réponses de n individus
i(i = 1,..n) appartenant & K classes. Soit ©'(t) la variable aléatoirt, associée a
ld classe latente k; au temps t pour un individu ¢ avec Oi(t) € {1,2,...K} et

6 = (6/(1),0/(2). ..., /(7).

Pour tout i € {1,2,...,n}, les ©(t);t € {1,2,.... K} sont des chaines de Markov
homogénes i.i.d. dont la matrice de transition commune I' = (Yo h1<uu)<i €st
définie pour ¢t > 1 par

Yum) = P(O'(t) = v/0i(t — 1) = w) (5)

et obéissent 4 un modéle de régression logistique (voir les travaux de Baum (1970))
sur les modeles de changement ou ceux aussi Hamilton et Raj (2002).

La probabilité marginale qu'un individu ¢ soit dans une classe k, a l'instant ¢ est
définie par ’équation :

P(e(t Zpo t—1) = k1) P(O'(t) = k;/O'(t — 1) = k1) (6)

En posant Y, x, ,) = P(O'(t) = k/©'(t — 1) = k1) la probabilité de transition,
la probabilité marginale qu'un 1r1cl1v1du s0it ddn:; une classe k; devient :

K

P(O'(t) = k) =) _ POt —1) = kia)Ykober)r ke = 1, K (7)
ktﬁl
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La probabilité de transition g, 1, ,) vérifie les contraintes suivantes :

b e IR
k=1
Les individus sont supposés appartenir a des classes latentes différentes selon 1'évo-

lution du temps.
Le modeéle logit associé au modeéle de transition pour des réponses nominales est :

p(8(t) = ke /6t — 1) = kpny)\
(p(. (t) =1/0'(t-1) A(_)))=ﬂk(t)s (8)

Avec ky =2,.. K k1 =1,..., K et Bi(t) le coefficient de régression.

La premiére classe latente e%t choisie ar bitrairement comme la classe de référence.
Dans ce qui suit nous allons utiliser les chaines de Markov pour décrire le modéle
a classes latentes dans le cas ou les dounées sont longitudinales.

Soit ©'(t) la variable aléatoire associée aux classes latentes au temps ¢ pour un
individu i avec ©'(t) = 1,2, ..., K,

eh B = (BY(1), 6'(2). .. 8’( )) le vecteur des classes latentes pour un individu
¢ durant toute la période T,

Contrairement au modéle marginale, dans le cas du modéle de transition, la classe
latente d’un individu varie en fonction du temps. Par définition la probabilité
marginale de réponse d'un individu i est :

Z Z Z P(( by, (8(2) = by, ., (OK(T) = ky)

i1 )w 1(@i2)=1 (8{(T)=l

xP(Y .w;z/e’ = k1, 0'(2) = ky, ..., 0(T) = kr)

Avec | € {1,2,...,L;} et pour tout temps ¢ &, € {1,2,.., K}.

On suppose qu’a chaque instant ¢ un individu 7 est supposé appartenir 4 un classe
k. On définit par P(8'(1) = k;,0'(2) = ky, ..., 0)(T) = kr), la probabilité jointe
qu'un individu ¢ soit dans une classe k a chaque étape.

Cette probabilité jointe est définie comme suite :

P(O(1) = by, ©'(2) = ki, .. 6T) = k) = [ PB'(1) = k) P(EF(t) = hy/(t-1) = ki)

=

—

(10)
Comme P(6'(1) = k) est indépendante du temps nous avons
o
P(6'(1) = ky,0'(2) = ky, ..., 6/(T) = kr) = P(O(1) = k,)HP(@i(t) = k[0 (t=1) = k1)
=2

(11)
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Avec P(0'(1) = ky) la probabilité qu'un individu i soit dans la classe k; a l'instant
initial, et P(O'(t) = k;/O'(t — 1) = k,—,) la probabilité de transition entre les
instants £ et ¢ + 1.

Si a chaque instant £, un individu ¢ est supposé appartenir a une classe, la
probabilité que cet individu réponde a la modalité [ aux items est définie par

P(Y®D = 1/8'(1) = ky, 8'(2) = k, ..., O(T) = ky).

Cette probabilité est égale a :

Y® = 1/6(1) = ky,6'(2) = ky, ..., O'(T) = ky)

HP =B =k nfl2)

T

HHHP(Y;‘.PU) — 1/6i(t) = k)

=1 j=1I=1

Finalement la probabilité marginale de réponse aux items est égale a :

ZZZ

SH1)=16%2)— e
i T _
< [[PE(t) = ko' t-1) = k) [TTTT] POT ) = 1/6°0) = k)
7 t=1 j=1 =1
(13)
e g i e DTt i NN IS S D s STk — D S

Soit ay, la probabilité d’appartenir & la classe latente initiale, c’est & dire la
probabilité qu'un individu ¢ soit dans une classe k a l'instant ¢ = 1
Avec

ay = PEL = kgl b= L K (14)
la probabilité ay vérifie les contraintes suivantes :

K
Ui DRIDR & S0 =1 e,
k=1
En remplacant la probabilité de transition P(0'(t) = k/O'(t — 1) = ki) par
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Vike o) €5 P(}’;(l (t) = 1/0(t) = k;) par A;;(t|k) on obtient :

PO9=0-35"... 3" o

k= 19,2-—1 ,' E

1t Il ey (10)
XH’Y(kr.Jﬂt 1) HHH Jf tl"'L

=1 t=1 =11

= ]., ..‘,Tl,j = 1, J.t = ]., T,k == K. ki-ﬁ-l = 12[( k{ e 1_.2, el

Les réponses des individus sont indépendantes, la vraisemblance du modéle est

donnée par y
=[] P(y®
i=1
En remplacant P(Y" = {) par son expression, on obtient :

qi Ly

i Al T
Yoy v 3o Tl vderea T TRI | (AualtlR)". (16)

=1 k=1 i, =1 t=1 t=1 j=1 I=1

n

== ) ,I’lj = ].,...,J,t = 1, T Zit = 1, ...,.K

Vikoki1)s Aji(t|k) et ey, , représentent les paramétres a estimer.

Les paramétres du modéle de Markov a classes latentes peuvent étre estimés a
I'aide d'un maximum vraisemblance ML. Ces paramétres & estimer peuvent étre
décrits ainsi :

Oy = k—‘,k] = TR (17)
> exp(By,)
k]
3
ke ke-1). = —-EER(’L—) l‘& = 1, ...,f\’,t == IT (18)
ZCXP ()
xp( B
Aa(tlk) = M,kl P (19)
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Bk, peut étre interprété comme le log odds de la classe & par rapport a la classe 1,
3t le log odds de transition par rapport aux classes et J, le log odds d'un individu
de la classe k et qui répond [ a U'item j.

3 Estimation des paramétres par la méthode de
L’algorithme EM (Expectation-Maximisation )

L’algorithme EM (Expectation-Maximisation) est une méthode de calcul du
maximum de vraisemblance et des estimations des paramétres dans des situations
oil certaines données sont manquantes. L’algorithme EM donne des estimations
de paramétres qui maximisent la vraisemblance des données observées a l'aide de
calculs qui impliquent la probabilité de I'ensemble des données. C’est une méthode
itérative pour la maximisation de la vraisemblance dans le cas de données man-
quantes.

Cet algorithme a été proposé par Dempster et Rubin (1977) avec de nombreux
exemples. Orchard et Woodbury (1972) ont développé une idée similaire qu’ils
ont appelé le principe de I'information manquante appliqué a I'algorithme EM.
D’autres auteurs comme Little et Rubin (1983) ont développé des applications en
utilisant cet algorithme pour estimer des paramétres. Par contre Becker (1997) a
aussi utilisé cet algorithme en supposant que les variables latentes sont manquantes
pour estimer les paramétres dans le cas du modéle a variables latentes.

Le principe de l'algorithme EM est suivant :

-La premiére étape ¢’est le calcul de l'espérance de log-vraisemblance (c’est a-dire
en supposant les classes non observées connues).

-La deuxiéme étape on estime le maximum de vraisemblance des paramétres en
maximisant la vraisemblance trouvé a la premiére étape.

Nous allons conserver les mémes définitions cest-a-dire i € {1.2,...n}, j €
2000 kedl.2,.. Klet el 2 0],

Les composantes du vecteur sont : Yj(') AR 'J( l)(z‘) T{f’;(t). Y-('B](i)) pour tout,
e 119 T

La réponse de l'individu i € {1,2,...,n} a la quostion jE {1 2 ., J} a l'instant

t €{1,2,...,T} est notée par yj(-"')(t) = (yj(‘f( by s 1;j (1) € {0 1},

uf,)(t} la réponse [ d’'un individu i & I'item j y; prend les mlem‘s [, 1 est appelé
modalité de réponse, L; le nombre de modalités de réponses de la variable j.

La réponse de l'individu i & la question j est notée g}

Les individus sont répartis en A classes. Notons § = (6(1), ..., (X)) le vecteur des
k classes latentes, 8 = (6'(1),....0(K)) et ay, le proportion d’individus dans la
classe k.

On suppose que les @' suivent une distribution telle que f Hk 1 nk ! avec
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K

Z(}'k = 1.(,151.: Z 0.

k=1
La distribution conditionnelle de y* par rapport & 6" est notée f(y'/6").

=

F'0) = [I(PG = 16 = k)" ®, (20)

k=1

L’indépendance conditionnelle des variables réponses par rapport aux classes la-
dpel

tentes entraine que P(y' = /6" = k) = HH (i = 1/6° = k))¥i
J: =1

En posant \;,(k) = J], 1/6" = k), la distribution conditionnelle de y* par
rapport & #" devient :
6 (k)
) a9

K L;

s =TI (T

k=1 =11

La distribution jointe de y et # est :
fy.0) = Ply.0) = f(y/0)f(0)

On a dans ce cas :

S
—
Q‘—
L-‘-_
=
—
~
—
=
s

') =

il
] : =
o £8
:,_,j
5=
=l
e
=
S
=
e L
=
=
o]
= -,
=

Il
— >

=~
Il
_

.
1l
i
=0
1l

E
s
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Il
fult
o=
Ii
=
Il
iy

ot
—
S
—_
oyl
Sy
S
LS
B e
o]
=
=

>
I
<
1l
oy
!
e

=

=
o
o,
—_
—_
B
S
—
>
T
—
=
o=
—
C-3
=
SRS

P= 1, n =L Ji=1, Bk =1, K

Finalement la distribution jointe de y et 6 est donnée par :

IK[ (JIjHL] Vi) ‘“’) (22)

i=1 k=

n

—
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Le log vraisemblance est Lga f(y,6) :

Lpuf(y,0) = log f(y,0)

- il )

i=l k=1 *j=1l=1

n. wK i A -
= 2D H(k)log (@k HH(/M.:(H)“) (23)

i=1 k=1 ==l

Comme 6 = (', ...,6") n’est pas observé, l'algorithme procéde de maniére itéra-
tive :

Par définition on note f(#(k)/y") la probabilité qu'un individu appartienne a la
classe k sachant qu'il a répondu a 'item j. Alors on a :

fly',6'(k))
o
LS G RN T

K

Y f 6 R (R))

f@ k) fy) =

En utilisant le principe de Bayes on a :

fy /O R)SO (k) F 0 (k)
K K
Y W) fE'(s) Y F6(s))

iilin i nis =t s Kok = o G

FE'W®)/y') =

(24)

En posant #'(k) le nombre d’individus qui se trouve dans la classe k et
T;J(k) = y;tGi(!c) le nombre d’individus de la classe k et qui donne la réponse [ a
Iitem 7, la distribution jointe de y et 0 est :

L

AL |
”QIHMHHMMWWWO (25)

i=1 k=1 “j=1I=1

<.

Le log vraisemblance est Ly f(u.8) :



Lpmf(y.0) = logf(y.0)

Les valeurs attendues 0°(k) et 751(k) respectivement pour 6(k) et r; (k) sont obte-
nues par itération pour s =0,1,... .

af = f(6°(k)) la proportion d’individus dans la classe k a l'itération s.

On peut séparer I'algorithme EM en deux étapes, I'étape Estimation et I'étape
Maximisation.

L’étape Estimation :

0°(k) = E((k)/y)

=
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De la méme maniére 75, (k) est définie comme suite :

(k) = Bk} fy) = B 0()/y) = 3 il 00k)/y)
R e e e
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On obtient :

~

"y fy/0(k)) f(0(k)°)

jZIny/r )

e fmme ke 1 Kod = LN .

L’étape Maximisation :

Cette étape consiste a substituer dans le log vraisemblance 6(k) et rj(k) par les
valeurs attendues dans I'étape E. Les valeurs ay et A;;(k) sont trouvées en maxi-
misant le log-vraisemblance.

En utilisant 6*(k) et 7% (k) trouvés dans I'étape E, le log-vraisemblance devient :

L

J
L f(y,0) = ZZ@° [logawzz 75 (k) log (A ))] (28)

t=1 k=1 J=1 1=1

Pour trouver la valeur d'un paramétre qui maximiser le log vraisemblance il
faut dériver le log-vraisemblance par rapport a ce paramétre. Ce rapport de déri-
vée partielle est égale a zéro afin de trouver les paramétres.

Par définition le paramétre af™ obtenu & I'itération s+1 est :

>0
astl = t;———,i = k=l R =01 (29)
& n

Avec o le paramétre obtenue a l'itération s. Pour ce qui est du paramétre X‘“(k),
il est obtenu es résolvant cette équation :

(‘)log f(U?H) : 7
oA (k) i=1n k=1 ..k o

Nous allons pas donner les détails pour la résolution de cette équation. Nous pou-

vons dire qu'a iteration s-+1 )\j’"“(h) est la solution de I'équation dl"” gﬁ) = (.

¢’est-a-dire la solution de
2 75 (k)

) ag
ZZH“‘” W31D] )\;,z(kf) =0 (31)

i=1 k=1 i=1 l=1




46

rEdlla =100 0K,

Nous allons élargir cette méthode d’estimation dans le cas ot les données sont
longitudinales. Dans ce cas les paramétres & estimer deviennes A;;(t[k) et «y, et
Vikesky)- En posant 6 (k|t) la classe k d’un individu ¢ & un instant ¢ donné et
ri(k[t) = i (t )0;‘“ le nombre d'individus de la classe k et qui donne la réponse [ &
'item j & un instant ¢.

Les valeurs attendues 9”“)(&41‘.) et 7% (k[t) respectivement pour é}i(k|t) et 75, (k|t)
sont obtenues par itération pour s = 0,1, ... .
af, = f(@*O(k|t) la proportion d’individus dans la classe k & un instant ¢ et a
l'itération s.
On considére y'(t) le vecteur réponse d'un individu & un instant t et ¢'(k[t) la
classe latente d’un individu i & un instant ¢. En utilisant le principe de Bayes 4 un
instant ¢, on a :

HE ) = LEOPENOED) _ SG00H)

Y F /6" (21) £ (0 (=1t)) Zf ), 0'(=]t))

i

On suppose que les 6*(t)) suivent une distribution f(#(t HR : O‘m ! avec

K
Zak,_ =105, >0,

La distribution conditionnelle de y'(t) par rapport a 6(t) est notée f(y'(¢)/6'(t)).

KT
f6'18) = [TTIPw ®) = 1/6() = k)" ®0,i = 1, ml =1, Lk =1, K

=1 i=1
(33)
L’indépendance conditionnelle des variables réponses par rapport aux classes la-
I

tentes entraine que p(y' = [/0' = k) = HHH(P(y;E(t) = 1/0/(k[t) = k)"
t=1 j=1 [=1
En posant Aj,(t[k) = P(y;,(t) = 1/0°(k|t) = k;), la distribution conditionnelle de

y' par rapport & 0" devient :

st J L 0% (k|t)
f'/9) HH(HH ((t[k) ﬂ(”) (34)
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L'étape Estimation :

(;S(Hf) = E(O(Hﬂ/yz(t))
ity
n HH(}\”(tIA)) Gl Jﬂk!
g=1 =1
¥ i K Pty
. Z (HH(AJJ(H:))M( ))a )
3= Lol
7By
n “ifH ()\J!l(f\h))yﬂ(n
i o 5
i=1 Z (O’ztﬂ ()\j_[(t|3))y;,(ﬂ)
=l j=1 I=1

gl k=100 R
De la méme maniére -’Fjg(k.|t) est définie comme suite :

fljf(k"t) = E(!’"ﬂ(klt)/yi(t)) = E(;Uji )0(k|t) /9’ Zng (B(k|t) /q t))

R T S N
On obtlent ;

" u};( F e /6k1E) . (O)

”Zf 0)/6(:10) (62,
i

g0 TTTT ek
=

S I

oy Zafr(H t| ),.(i)
=1l

0 R T (SR T R e
Ces paramétres ont été définis dans le modele conditionnel. Le paramétre aj;
obtenu par itération est :

3 0 (ko)

a,‘éj’l—i—l———?;—,?=1,...._n.‘k:1,...1&'35:0,1,... (36)

Flklt) =

[
1

1
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et Aju(t|k) vérifie aussi

o rJ~

K J
Xl J"
5 SRR AJ

i=1 k=1 j‘ 2L f&=]

!
=Sl En RS S G

Puis que le modéle transitoire étudie aussi le changement de classe en fonction
du temps, nous allons également étudier 1'estimation du parameétre de transition.
Considérons k; la classe latente d'un individu i & Uinstant ¢ avec k, = 1,2,.... K
on définira vy, 5, ,) 'équation :

xp( Gk (t
A”‘(kt-kf—l) = Tf‘:c—}:)—(i“@m—k s 1, o, I{f e 1, ,T (38)

Y exp(Bilt))

k=1

Cela revient & estimer les paramétres Jf. qui est obtenu par :

o (POOE) = ky/80k) = By, |
lg( P00 = /500 ~ k) ) .

Il existe aussi d’autres méthodes d’estimation des paramétres dans le cas du mo-
déle & classes latentes pour des données longitudinales exemple celle proposée par
Baum (1970).

La méthode de Baum utilise les indépendances conditionnelles implicites par le
modéle afin de contourner le probléme de calcul & cause des valeurs élevées de T.
Cette méthode a connu une extension par Paas et al (2007) afin de faire face 4 de
multiples observations.

L’algorithme EM est souvent utilisé dans d’autres circonstances. Par exemple, il a
été utilisé par Dempster (1977) et Chen (1981) dans le cas ou les variables réponses
sont continues.

4 Application sur des jeux de données simulées

4.1 Outils et méthodes

Les procédure LCA et LTA sont développée depuis la version 9.1 de SAS par
Lanza et al. (2007). La procedure LTA est adaptée aux modéles de transition la-
tentes . Dans le cas de notre application I'utilisation de la procédure LTA nous
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permettra de modéliser trois types de paramétres : le premier est la probabi-
lité d’appartenance d’un individu (patient) a une classe donnée a I'état initial, le
deuxiéme est la probabilité de transition entre les classes au cours du temps et
la troisieme est la probabilité conditionnelle qu'un individu d’une classe latente
réponde & un item.

4.2 Utilisation de la procédure LTA i des données simulées

L’objectif de cette partie est d’évaluer I'approche de la procédure LTA qui
utilise I'algorithme EM. Pour se faire nous comparons la qualité des estimations
fournies en utilisant I'écart quadratique moyven entre les paramétres estimés et la
moyenne. Sur la table 1 nous définissons par ag,, o, aget ax, les probabilités
qu'un individu soit dans les classes latentes ky, ko, k3, et ky. &y, définit la moyenne
déterminée a l'issue de la simulation.

Nous remarquons que 1'écart quadratique moyen entre les paramétres est trés in-
signifiant voir la table 1. Le macro et la procédure LTA de SAS sont présentés en
Annexe.

TABLE 1 — Distribution des classes latentes a chaque instant

Y —&p )2 ( —aL)” Lo — O L —
simulation 1 ((L}na(uk) ¢ mk.[nnak) : mianfuk)d_ (Qkfoogk]z
temps 1 1. 90007 5 06:10-%: 8 48 100" L
bamps 2 1 1710°%  2.050P - Tt =
temps 3 B0 el (=00 Yo Fo=%

simulation 2
oM. . 1 Ao 0 4 30 J0FSERRLon (=S =0 G4 10~
Tempe . Soay 10Tl o g SRRt BEIRT o
T b e L el P e b [ o s L L L
simulation 3

temps 1 IE - 6 e 200> - L e
temps 2 ik 1679 0l e
temps 3 1o- % i . 9q0~% . 483yt

4.3 Description des données réelles

Nous venons d’appliquer la procédure LTA de SAS pour des données simulées.
[’écart quadratique moyen entre les paramétres estimés et la moyenne reste insi-
gnifiant. Nous pouvons utiliser ce modéle pour des données réelles en utilisant la
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procédure sur SAS.

Les données utilisées dans cette étude proviennent d’une enquéte qualité de la vie.
L’¢chantillon est composé de 339 individus. Ces individus ont répondu & sept ques-
tions. Les modalités de réponses varient d’une question a une autre. Les questions
posées sont détaillés dans la table 2.

TABLE 2 - Description des questions posées

Variables  Libellé.

Efforts physiques modérés (déplacer une table, passer aspirateur) 1="oui,

Question 1 el 3 o -
) beaucoup géné’ 2="oui, un peu géné’ 3--"Non, pas du tout géné’;.

Au cours des quatre derniéres semaines, en fonction de votre état phy-
Question 2  sique, vous faites moins de choses que ce que vous auriez souhaité 1="Oui,
un peu géné’ 2="Non, pas du tout géné’.

Au cours des quatre derniéres semaines, en fonction de votre état émo-
Question 3 tionnel, fait moins de choses que ce que vous auriez souhaité vous faites
moins de choses que ce que vous auriez souhaité 1="0Oni’ 2="Non’.

Au cours des quatre derniéres semaines, en fonction de votre état émo-
Question 4 tionnel, avez vous eu des difficultés & faire ce que vous auriez 4 faire avec

Au cours des quatre derniéres semaines, étes-vous senti calme et dé-
Question 5 tendu? 1-'En permanence’ 2-'Trés souvent’ 3='Souvent’ 4 'quelque-
fois’ H5="rarement’ 6= 'jamais’.

Au cours des quatre derniéres semaines, étes-vous senti débordant d’éner-
Question 6 gie? 1-'En permanence’ 2="Trés souvent’ 3="Souvent’ 4-- 'quelquefois’
d="rarement’ 6= 'jamais’.

Au cours des quatre dernicres semaines, étes-vous senti triste d’éner-
Question 7 gie? 1=’En permanence’ 2="Trés souvent’ 3="Souvent’ 4= quelquefois’

4.4 Interprétation des résultats

Comme nous I'avions mentionné, avec la procédure LTA de SAS ( Lanza et al.
(2007)). nous obtenons trois types de paramétres : la probabilité qu'un individu
soit dans une classe latente a un instant ¢ donné, la probabilité de transition et la
probabilité qu'un individu d’une classe latente réponde & une modalité d'un item.
Dans la partie application, nous avons choisi de fixer arbitrairement le nombre de
classes latentes a 4.
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4.4.1 Les probabilités conditionnelles

Nous allons représenter les probabilités qu'un individu d’une classe latente ré-
ponde & une modalité d'un item. Dans le cas de notre étude les individus ont
répondu & 7 items dont les modalités varient en fonction des items. Les individus
sont répartis en quatre classes latentes numérotées de 1 a 4. Les résultats sont
présentés sur la table 3. Cette table permet d’interpréter les classes latente en
fonction du questionnaire. C’est ce que nous allons détailler ici.

-Question 1(Efforts physiques modérés (déplacer une table, passer aspirateur)
Au vu des résultats sur la table 3. nous pouvons dire que plus de la moitié des
individus interrogés ne sont pas du tout géné quand ils exercent un effort physique
modéré exemple déplacer une table. C'est ainsi, 54.48% des individus de la classe
1. 89.56% de la classe 2, 52.63% de la classe 3 et 94.32% de la classe 4 ne se sentent
pas du tout génés quand ils font un effort physique. Par contre 12.97% des indivi-
dus de la classe 1, 1.93% de la classe 2, 1.35% de la classe 3 et 1.12% de la classe
4 se sentent génés quand ils font un effort physique.

-Question 2(Au cours des quatre derniéres semaines, en fonction de votre état
physique, vous faites moins de choses que ce que vous auriez souhaité ?)

Nous avons 95.06% des individus de la classe latente 1, 12.37% de la classe 2,
79.62% de la classe 3 et 3.35% de la classe 4 qui ont affirmés qu’au cours des
quatre derniéres semaines, en fonction de leur état physique, ils font moins de
choses que ce qu'ils auraient souhaité. Par contre nous constatons que 4.94% des
individus de la classe 1, 87.63% de la classe 2 et 20.38% de la classe 3 et 96.65%
de la classe 4 réussissent a faire des choses qu’ils auraient souhaité faire
-Question 3(Au cours des quatre derniéres semaines, en fonction de votre état
physique, avez vous du arréter de faire certaines choses ?)

Pour la question 3, 74.17% des individus de la classe latente 1, 3% de la classe
2. 53.94% de la classe 3 et 2.93% de la classe 4, au cours des quatre derniéres
semaines, en fonction de leur état émotionnel, font moins de choses que ce que ils
auraient souhaité. Cependant 25.83% des individus de la classe latente 1, 97% de
la classe 2, 46.06% de la classe 3 et 97.07% de la classe 4 ont réussi a faire des
choses qu’ils auraient souhaité faire

-Question 4(Au cours des quatre derniéres semaines, en fonction de votre état
émotionnel, avez-vous eu des difficultés a faire ce que vous auriez a faire avee au-
tant de soin ?)

Au cours des quatre derniéres semaines, en fonction de leur état émotionnel, 62.8%
des individus de la classe latente 1, 17.82% de la classe 2, 84.3% de la classe 3 et
2.67% de la classe 4 ont eu des difficultés a faire ce qu'ils auraient a faire avec
autant de soin.

-Question 5(Au cours des quatre derniéres semaines, étes-vous senti calme et dé-
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tendu ?)

Sur la table 3, nous pouvons lire qu’au cours des quatre derniéres semaines, 23.71%
des individus de la classe latente 4 sont en permanence clame et détendu. Clest
dans cette méme classe que 'on retrouve aussi la majorité des personnes qui au
cours des quatre derniéres semaines sont trés souvent clame et détendu avec un
pourcentage de 55.06%. On constate également qu’il v a pen d'individus apparte-
nant au quatre classes latentes qui au cours des quatre derniéres semaines ne sont
jamais calmes et détendus.

-Question 6(Au cours des quatre derniéres semaines, étes-vous senti débordant
d’énergie ?)

Les résultats sont représentés dans la table. Au cours des quatre derniéres se-
maines, nous constatons que la majorité des individus de la classe latente 4 se
sentent trés souvent (44.36%) ou souvent (25.56%) débordant d’énergie. La ma-
jorité des individus de la classe latente 3 se sentent rarement (41.49%) ou jamais
(31.02%) débordant d’énergie.

-Question 7(Au cours des quatre derniéres semaines, étes-vous senti triste et
abattu?)

Pour cette question, nous constatons que 96% des individus de classe latente 4 se
sentent rarement ou jamais triste d’énergie. Cela s’explique aussi par le fait que
ces individus sont débordant d’énergie d’aprés les résultats de la question 5. Cest
la méme remarque pour les individus supposés appartenir & classe latente 3 qui en
majorité se sentent trés souvent ou souvent tristes.

4.4.2 Les probabilités d’appartenir a4 une classe a un instant t

Sur la table 4, nous avons les probabilités qu'un individu appartienne i une
classe latente & temps t donné. Nous rappelons que les individus sont repartis en
quatre classes latentes et chaque individu ne peut étre que dans une seule classe.
A D'instant t=1, la classe la plus représentative est la classe latente 2 avec 28.75%
des individus. La classe latente 1 contient 16.9% des individus, c’est la classe la
moins représentative. A I'instant t= 2, nous constatons que 38.26% des individus
sont supposés appartenir a classe latente 3 qui contient plus d'individus. La classe
latente 1 est la classe la plus faiblement représentée avee 13.24% des individus.
Au temps t=3, c’est la classe latente 2 qui contient le plus d’individus et la classe
latente 1 reste la classe la moins représentée avec 12.26% des individus. A Pinstant
t=4 c’est toujours la classe latente 2 qui contient plus d’individus (39.04%) et classe
latente | demeure la moins représentative avec 9.44% des individus. Nous avons
les mémes constats a l'instant t=5. La remarque en est que le nombre d’individus
appartenant & une classe latente varie en fonction du temps. Exemple la classe
latente 1 a perdu environs 3% des individus entre les temps t=1 et t=2. C'est la
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Probabilités conditionnelles

1

2

3

4

items 1
plzn = 1/k)
p(.’]’.'u — 2/;13)
plz1 = 3/k)
items 2
plzy = 1/k)
plxa = Q/k)
items 3
plxs = 1/k)
ol = 2/k)
items 4
p(:r41 = l/k')
p(za = 2/k)
items 5

0.1227
0.3326
0.5448

0.9506
0.0494

0.7417
0.2583

0.6280
0.3720

0.0526
0.2240
0.3552
0.3379
0.0146
0.0157

0.0154
0.0698
0.2649
0.3689
0.257

0.0240

0.0000
0.0453
0.0413
0.2812
0.3659
0.2664

0.0193
0.0848
0.8959

0.1237
0.8763

0.0300
0.9700

0.1782
0.8218

0.0011
0.1184
0.4649
0.3132
0.0995
0.0029

0.0000
0.0527
0.2749
0.4486
0.1986
0.0251

0.0000
0.0127
0.0487
0.4170
0.4126
0.1090

0.1135
0.3602
0.5263

0.7962
0.2038

0.5394
0.4606

0.8430
0.1570

0.0228
0.0000
0.0140
0.3969
0.4371
0.1292

0.0089
0.0113
0.0074
0.2135
0.4246
0.3343

0.0942
0.2209
0.3484
0.2721
0.0591
0.0052

0.0112
0.0456
0.9432

0.0335
0.9665

0.0293
0.9707

0.0267
0.9733

0.2240
0.5011
0.2128
0.0346
0.0039
0.0236

0.1300
0.4203
0.2750
0.1229
0.0303
0.0214

0.0027
0.0039
0.0035
0.0287
0.2818
0.6793
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méme remarque pour la classe latente 2 qui a vu le nombre d’individus diminuer
de 5% entre les instants t=4 et t=5. Des individus ont changé de classe latente
entre deux périodes consécutives. Ce qui nous améne & expliquer les probabilités
de transition entre les classes latentes (voir la table 5).

TABLE 4 - Distribution des classes latentes 4 chaque instant

1 2 3 4
temps 1 0.1698 0.2875 0.2736 0.2692
temps 2 0.1324 0.2843 0.2008 0.3826
temps 3 0.1226 0.3580 0.1695 0.3499
temps 4 0.0944 0.3904 0.1927 0.3225
temps 5 0.1048 0.3385 0.2107 0.3460

4.4.3 Les probabilités de transition

Durant les différentes étapes de enquéte (les instants t=1, t=2, t=3, t=4 et
t=>5), les individus sont répartis en quatre classes latentes. Dans chaque étape le
nombre de classes reste le méme. L’appartenance d’un individu & une classe latente
peut varier entre deux instants consécutifs. Ce qui nous rameéne & présenter les
probabilités de transition entre deux classes latentes (table 5).

Les probabilités de transition entre les instants t—1 et t=2 : entre les temps t-1
et temps t=2, 37.33% des individus de la classe latente 1 ne vont pas changer de
classe, ils resterons toujours dans la classe latente 1. Cependant d’autres individus
vont changer de classe latente. 46.45% des individus vont passer de la classe latente
1 & la classe latente 4, et 8.68% & la classe 3. Toujours entre les instants t=1 et
t=2, la classe latente 4 semble la plus stable car 77.48% de ces individus ne vont
pas changer de classe, ils resteront dans la classe 4.

Entre les instants t=2 et t=3, la classe latente 2 demeure la plus stable car 91.81%
des individus resteront dans cette méme classe latente a Pinstant t=2. Aucun
individu de la classe latente 3 n’ira rejoindre la classe latente 1. C’est la méme
remarque entre les classes latentes 4 et 3. Cependant la classe latente 2 accueillera
17.37% des individus venant de la classe 1 entre les instants t=2 et t=3.

Pour ce qui est de la transition entre les instants t=3 et t=4, c’est la classe latente
3 qui semble étre la classe la plus stable car 88.56% des individus de cette classe
latente resterons dans la méme classe. Cependant 29.39% des individus qui étaient
dans la classe latente 1 sont susceptibles de se retrouver a la classe latente 2 a
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TABLE 5 - Probabilités de transition entre les classes latentes

1 2 3 4

Temps 1 et 2

classe latente 1  0.3733 0.0754 0.0868 0.4645
classe latente 2 0.0000 0.5975 0.1277 0.2749
classe latente 3 0.1214 0.2990 0.5205 0.0591
classe latente 4 0.1328 0.0667 0.0257 0.7748
Temps 2 et 3

classe latente 1 0.7565 0.1737 0.0000 0.0699
classe latente 2 0.0212 09181 0.0029 0.0578
classe latente 3 0.0000 0.1599 0.8401 0.0000
classe latente 4  0.0429 0.1095 0.0000 0.8476
Temps 3 et 4

classe latente 1 0.5593 0.2939 0.0000 0.1469
classe latente 2 0.0000 0.8811 0.1189 0.0000
classe latente 3 0.0000 0.1144 0.8856 0.0000
classe latente 4  0.0740 0.0560 0.0000 0.8701
Temps 4 et 5

classe latente 1 0.7963 0.0000 0.2034 0.0003
classe latente 2 0.0757 0.8671 0.0052 0.0520
classe latente 3 0.0000 0.0000 0.9566 0.0434
classe latente 4  0.0000 0.0000 0.0159 0.9841

I'instant t=4. Autre enseignement, aucun individu appartenant a la classe latente
1 4 I'instant t=3 ne retrouvera les classes latentes 3 a l'instant t—4.

En fin la classe latente 4 restera stable entre les instants t—4 et t=5 98.41% de ses
individus resterons dans cette méme classe. Entre les instants t=4 et t=5, nous
constatons également une stabilité pour la classe 3. Cependant mise a part les
4.34% de ses individus qui vont rejoindre la classe 4 aucun autre individu n’est
susceptible de passer de la classe latente 3 vers les classes 1 et 2 entre les instants
t=d etit=n,

5 Conclusion

Nous venons de présenter le modeéle & classes latentes dans le cas ou les données
sont longitudinales. Nous avions fait appel au modéle du chaines de Markov afin
de pouvoir étudier la transition entre les classes latentes. C'est ainsi, on a introduit
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un parameétre a savoir la probabilité de transition qui nous permet de voir com-
ment sont répartis les individus durant le temps. Le modéle a classes latentes pour
les données longitudinales requiert beaucoup de paramétres. Pour la réduction du
nombre de paramétres a étudier, nous sommes limités aux paramétres :

@, qui est la probabilité qu'un individu appartienne & une classe a I'instant initial.
P, /2y 12 Probabilité transition entre classes.

Arjie la probabilité qu'un individu de classe k répond a la modalité 1 & I'item j &
I'instant ¢.

Dans la partie application, nous avions appliqué ce modéle & des données issues
d’une étude sur la qualité de vie. Dans cette partie, nous nous avons utilisé une ré-
cente procédure de SAS mise au point par une équipe d’universitaires américains,
la procédure LTA afin de pouvoir estimer les paramétres cités ci-dessus.

Dans le cadre cette étude, nous n’avions pas tenu compte du paramétre de transi-
tion entre les modalités au cours du temps car 'objectif principal était de voir la
répartition des individus au cours du temps.

Dans les perspectives, il serait nécessaire de voir comment 1'appartenance d’un
individu & une classe pourrait influencer la variation de la modalité de réponse au
cours du temps surtout lorsque les variables réponses sont polytomiques. Dans le
futur il serait possible de comparer le modéle a classes latentes pour des données
longitudinale et celui de grade of membership a trajectoire pour lequel les individus
peuvent appartenir & plusieurs classes latentes différentes.

6 Annexes

%macro ndiogou;/*création de la macro sans paramatétres pour
simuler 3 variables 1000 individus durant

3 temps 1 dimension */

data tableil;

do i= 1 to 1000;

hdo t=1 %to 3;

x1_&t=RANTBL(344555,0.2208, 0.1585,0.1635);

x2_&t=RANTBL(344555,0.13, 0.1459,0.1842);

x3_&t=RANTBL(344555,0.0757,0.1199, 0.188);

hend;

output;

end;

run;

Jmend ;

Jndiogou;/*éxécution de la macro sans paramétresk/

Jmacro ndiogou;/*création de la macro sans paramatétres
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pour simuler 3 variables 1000 individus
durant 3 temps 1 dimension */
data table2;
do i= 1 to 1000;
Ydos t=180 50" 85
x1_&t=RANTBL (344555,0.1939,0.1298,0.1380) ;
x2_&t=RANTBL (344555,0.2279,0.1592,0.1378) ;
x3_&t=RANTBL (344555,0.3888,0.0771,0.0728) ;
%end;
output;
end;
run;
Ymend ;
Yndiogou;/*éxécution de la macro sans paramétresk/
%macro ndiogou;/xcréation de la macro sans paramatétres
pour simuler 3 variables 1000 individus durant
3 temps 1 dimension */
data table3;
do i= 1 to 1000;
%do t=1 %to 3;
x1_&t=RANTBL (344555,0.2789,0.1066,0.1295) ;
x2_&t=RANTBL (344555,0.0262,0.0716,0.1670) ;
x3_%t=RANTBL (344555,0.2372,0.1624,0.1529) ;
Y%end;
output;
end;
Tun;
Y%mend ;
%ndiogou;/*éxécution de la macro sans paramétres+/
/*Utilisation de la procédure lta pour estimer
les paramétres de la tablelx/
proc 1lta DATA=tablel ;

nstatus 4;

ntimes 3;

FIEMERc ] Sr 20 7 8.

5 LS e s )

F L8z 35°%31 8

CATEGORIES 4 4 4 ;
measurement times;

seed 941623;
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RUN;
/*¥Utilisation de la procédure lta pour estimer
les paramétres de la table2x/
proc 1lta DATA=table2 ;
nstatus 4;
ntimes 3;
TTEMS Sl i xS
Ril2N D v D
T SNTIN 8T 31 3
CATEGORIES 4 4 4 ;
measurement times;
seed 941623;
run;
/*Utilisation de la procédure lta pour estimer
les paramétres de la table3#/
RUN;proc lta DATA=table3 ;
nstatus 4;
ntimes 3;
ITEMSSxl Ll s Seeg e
Xl Dk 20D e 3D
XLadr 20304803
CATEGORIES 4 4 4 ;
measurement times;
seed 941623;
RUN;
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