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Estimation selon le transport optimal et les fonctions
caractérisantes

Sonia FOURATI * Henri HEINICH t et Mhamed ITMI *

Résumé

Nous commençons par améliorer certains estimateurs d’un modèle {Pe}eeRd> P^s nous donnons
deux méthodes permettant de trouver de nouveaux estimateurs. La première, axée sur le transport
optimal, conduit aux estimateurs de Monge. En exemples nous examinons les lois de Lévy, de
Weïbull et Log-Logistique. La seconde méthode, basée sur des fonctions “caractérisantes”, permet
de nouvelles estimations que nous développons pour le mélange de gaussiennes, les lois Gamma et
les lois Stables.

Abstract

Estimation according to the optimal transportation and characterizing functions.
We begin by improving some estimators of a model {Peje^Rd, then we give two methods allowing
to find new estimators. The first one with the optimal transportation leads to Monge estimators.
As examples we examine the laws of Levy, Weibull and Log-Logistic. The second method, based
on characterizing functions, also allows new estimators that we develop for the Gaussian-mixture,
Gamma and Stable-distribution laws.

AMS 2000 Subject Classifications: 62F10
Key words and phrases: Best estimators , médian, optimal transportation, Weibull, Probability
Mixture, Gamma, Lévy , Stable Distribution and Log-Logistic estimations.

1 Introduction

1.1 Plan

La partie 2 est consacré à l’amélioration d’un estimateur 1-linéaire d’un paramètre de
translation, voir aussi [15]. Nous examinons ensuite le cas d’un estimateur l-affine, S, et
donnons des conditions de domination de S par a.£(X)+b, (a, b) G {JRd)2.
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La partie principale de ce travail est consacrée à la recherche de nouveaux estimateurs.
A cette fin deux méthodes sont utilisées.

* La première basée sur le transport optimal conduit aux estimateurs dits de Monge.
* La seconde utilise des fonctions “caractérisantes”, comme la fonction caractéristique,

donne d’autres nouveaux estimateurs consistants.
- Dans le paragraphe 3, nous utilisons l’approche du transport optimal, voir par ex-

emple [11], dans un cadre statistique pour la recherche d’estimateurs. Cette méthode a
été amorcée dans [7]. Outre le cas d’un paramètre de translation, nous abordons le cas
d’un paramètre d’échelle en considérant une distance logarithmique, invariante par mul-
tiplication. Nous déterminons, pour cette distance, la notion de médiane, l’estimateur de
Monge et le risque associé, voir le paragraphe 3.6.
Les résultats sont illustrés par des exemples classique comparant des estimateurs de Monge
aux estimateurs habituels.

- La partie 4 est consacrée aux estimateurs de Monge des lois de Lévy, de Weibull et
Log-Logistique à deux paramètres. Nous donnons la forme "explicite” de ces estimateurs
et des résultats avec les simulations numériques de ces lois.

- La partie 5 développe la méthode basée sur des fonctions caractérisantes, première
et seconde fonction caractéristique et fonction génératrice des moments. Différents esti-
mateurs sont trouvés selon la fonction ou la distance choisie.

- La partie 6 explicite ces procédures pour des exemples comme le mélange de gaus-

siennes, la loi Gamma ainsi que des simulations numériques pour les lois stables de Lévy.
- Dans la partie 7 nous suggérons quelques autres possibilités et développements.

1.2 Quelques notations

Le cadre général de la partie 2 est constitué par les espaces de Kothe E de variables
aléatoires (v.a.) de norme || • ||. Ainsi des v.a. U et \ de E de même loi ont même norme
||[/|| = ||V||, cf.[16].
Citons comme exemples les espaces d’Orlicz avec leurs normes de Luxemburg ou d’Orlicz,
et donc, en particulier, les espaces Lp, 1 < p < +oo, cf. [13]. Pour simplifier nous nous
limiterons souvent aux espaces Ll et L2 par la suite.

L’objectif de la partie 2 est d’améliorer certains estimateurs, principalement ceux d’un
paramètre de translation et d’un paramètre d’échelle.
Pour cela nous utilisons les notions de moyenne et de médiane qui sont des paramètres de
localisation d’une variable aléatoire réelle. Leurs extensions au cas vectoriel est classique,
citons pour les médianes le “survey” [19]. Pour des v.a. à valeurs Rd nous utilisons la
notion de médiane suivante :
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Soit E un espace de Kôthe formé de v.a. à valeurs Ma et X G E, on montre, cf.[10J,
l’existence d’un point m(X) G Ed tel que

\\X - m{X)\\e < ||X - x\\e, Vx G Ed.
Un tel point est, par définition, une médiane de X.
Par exemple, si E = L2, m(X) est l’espérance de X, notée E[X] et, si d = 1 et E -

JL1, m(X) est une médiane au sens usuel.
Il est possible d’étendre l’inégalité définissant la médiane aux v.a. à valeurs dans un espace
vectoriel de dimension infinie et même à valeurs dans des espaces métriques cf. [6] et [10].
Ces médianes servent à améliorer des estimateurs.

Considérons une famille {Pg}, de probabilités dépendant d’un paramètre de translation,
i.e. Pg(-) = Po(--0), on écrit aussi plus rapidement P pour la valeur centrale du paramètre,
ici P=Pq. Soit X une v.a. de loi P#, i.e. C(X) = P#, alors X-9 est de loi P, cf.[8].
Convenons de réserver les notations Id pour l’identité et Y pour la v.a. de loi P. Ainsi,
||/(X)||$ ou ll/HUé» est la norme de /(X) lorsque £(X) = Pg et ||/(F)|| ou ||/(-)|| lorsque
C(Y) = P. Par conséquent, en notant = la relation servant de définition, pour un paramètre
de translation, ||/(X)||fl = ||/(Y - 0)|| ou plus rapidement, \\f\\g = ]]/(• - 0)||.

2 Amélioration d’un estimateur

2.1 Cas d’un estimateur de translation 1-affine.

Plaçons nous dans le cadre d’une famille de probabilités {P#}, 9 G Ed) déduites de P
par translation. Pour un point x = (aq, • • • ,xn) de (Md)n et 9 G Md convenons d’écrire
x - 9 = (aq - 9) ■ • • ,xn- 9).
Un estimateur S d’un n-échantillon est dit 1 -linéaire si S est une application linéaire de
(.Ed)n dans Rd telle que E(x - 9) - S(x) - d, Vd G Ed.
Un estimateur 1 -affine est le translaté (par un point de Ed) d’un estimateur 1-linéaire.

1 n
L’exemple standard d’un estimateur 1-linéaire est £(x) = - Y,xi-

n !

Soit E(X) un estimateur 1-affine d’un n-échantillon X = (Xi,-- - ,Xn), Xi i.i.d. de loi
commune Pg. Comme Y( = Xi~ 9 a pour loi P, le risque de cet estimateur est :

fip£(X)) = ||£(X)-% = ||£(y)||.
Cette relation montre que la fonction de risque est constante, il est donc particulièrement
simple de comparer des estimateurs 1-affines.
Si maintenant m = m(E(Y)) est une médiane de E(Y) pour la norme || • || (Y est de loi P)
et X de loi P$, alors le risque de l’estimateur affine E*(X) = E(X) - m, est

R(9,e*{Xj) = \\£(X) - e - m\\e = I|£(y) - m|| < ||£(y)|| = ||£(X) - @11 e = R(6,£(X}).
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Par suite, si m est non nulle alors £*(X) est meilleur que £(X).
Notons aussi que si mg est une médiane de X, C(X) = Pg, alors mg = m + d.
Prenons par exemple les translatés d’une loi exponentielle £(1), pour la perte IL1, i.e.
Eg [\X - 91], l’estimateur de d, X - log(2) est meilleur que X.

2.2 Amélioration locale

Sur lRd on considère une norme compatible avec l’ordre habituel. La relation entre la
norme et l’ordre d’un espace de Kôthe de v.a. exprime que si \X\<\Z\ alors

IMI=PIII<W
Pour (x, a) un couple de points de JRd notons a.x ={aiXi)i<i<d- Ainsi, pour a, 0< |a| < 1
i.e. 0<|aj| < 1 tout i, on a ||a.X|| < ||X||, si ||X|| ^ 0.

Lorsque Pg(-) — P(- - d), 9 G Md, la version locale d’un estimateur 1-affine, 8(X), est
£*(X) = a.8{X) + b où a et b appartiennent à Md.
Comparons le risque R(9,8*) = ||£*(.X’)-d||0 de cet estimateur à celui de £(X), qui est

En notant indifféremment par 1 la constante réelle ou le vecteur de coordonnées égales à
1, il vient : R{9,£*) = ||a.{£{X) -0)- 9(1 - a)+6||« = ||a.£(K) - 0(1 - o) + &||.

Proposition 2.1 Soit 8 un estimateur 1 -affine de 9, pour une famille {Pg(-) = P(■ - 0)}.
Si m est une médiane de 8 pour P, alors l’estimateur 8*(X) Z=8(X) - m est aussi bon
que 8(X) et meilleur lorsque la médiane est unique et non nulle.
De plus, pour tout a£lRd, 0< |a| < 1 et pour tout 9q il existe un voisinage P de 9o tel que
l’estimateur 8*{X) = a.8(X) + 0o-(l~a) est meilleur que 8(X) sur V.

Preuve Soient #o un point de Md, a un point de l’intervalle ]0,1[ de Rd et b = 9q.(1 - a).
Le risque de l’estimateur £*(X) = a.£(X) + b au point 9q, est R(9q,8*) = ||a.(£(A)) +
$o - u9q - doH^o• H s’écrit aussi R(9o,8*) = ||a.(£(X) - do)||e0 = ||û-^(^)|| < I|£(I0II -
l|£(X)-flolk=fl(#o,£).
Pour une v.a. Z donnée, l’application 9 -> R(9, Z) est continue, donc pour pour tout 9
appartenant à un voisinage adéquat de do, on a R(9,8*)<R(9,8). D
Notons aussi que l’unicité de la médiane est assurée par la stricte convexité de la norme

ou, dans le cas de IL1, par la stricte croissance de la fonction de répartition de P.

3 Estimateurs de Monge
Comme nous l’avons dit dans l’introduction, il existe relativement peu de méthodes per-
mettant de trouver un estimateur, le transport optimal en donne une nouvelle.
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Pour une famille de probabilités {P#}, 9 et si l’on observe x = (mi,• • • ,æn), un
choix (a priori) de 9 est donné par Arg min d{Pe,fjLn) où Mn est la mesure empirique du

d

n-échantillon et d(-, •) une distance entre les probabilités.
L’application qui à l’observation x=(x\, • • • ,xn), associe un 9 réalisant Arg min précédent
est appelé estimateur de Monge (pour la distance d).
Dans [7] on trouve quelques propriétés comme la consistance de ces estimateurs pour le
cas d’un paramètre de translation et celui de l’écart-type.
Dans le but de déterminer l’estimateur de Monge, complétons nos notations.
Pour un n-échantillon ordonné x = (x^, ■ ■ ■ ,£(n)), x^) < x(k+i)> 011 n°te l^n la loi em-
pirique et (£o,n, • • • ,tn)Tl), fo,n = -oo, Pi,n - +oo, les points définissant les n-quantiles de
la fonction de répartition F : P(P,n) = F(h,n) - F{h,n) = • • • = F{tn,n) ~ F{tn-i,n) =
Si F est continue et pour la norme LP1 on sait que Arg min ||X-Z||jr,P est atteint

C(X,Z)={P,Hn)
n

pour une v.a. de la forme Z = Z(X), on Z = 'Ex{k)ï{tk-ln,tkn)i cf- l11]-
1 ’ ’

Pour rendre les calculs plus aisés, nous limitons cette étude aux espaces Ll et L2.
Remarque. Nous ne pouvons pas obtenir des formules générales et explicites dans le cas

général. En fait, cette difficulté se retrouve dans la plupart des estimateurs, par exemple
pour celui du maximum de vraisemblance •

3.1 Cas de deux paramètres : translation et échelle.

Cherchons l’estimateur de Monge pour un n-échantillon d’une famille {PTO;(J}, P = Po,i
où Pm^ se déduit de P par la transformation x -» ax -f- nn.
Nous ne considérons, pour l’instant, que la distance quadratique, le cas de la norme L1
i.e. de la valeur absolue est abordé ultérieurement dans la partie 3.6.

n
^ n

En prenant Z = Y^x{k)1{tk-i,n,tk,n) comme v-a- de loi Mn = - ^Æ®(fc) Par raPPort à P,
la distance quadratique de PmjCr à /in est

EpJ(x-Z(—))2 = Ep [ax + m- Z(x)Y
Par suite si F a pour loi P, le minimum est atteint pour

m = E[Z] -âE[Y] et a = .-^{Ep[xZ(x)\-ffiE\Y]).E[Y j

5 =

m = E[Z\-EM(EP[xZ(x)ïrE[Z\E\Y]).
vai t ï j

Ce qui donne
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L’estimateur de Monge du couple (m, a) est le couple formé par :

m
■M Ex* m

var(y) Exi

wM =

var(7) L ~

l ^P—l,

tk,

rik,n e\Y] A
xiP(x) - ~Exk

E\Y]
(k) / xdP(x)-—YJXk

tk—1 ,r,

Nous avons supposé que E[Y] = 0, E[Y2] = 1 ce qui conduit, plus simplement, a :

mM
Tl n Yk n

Exk et âM = Yx{k) / xdP{x).
1 k=1 tk~ i>n

(i)

Nous allons restreindre, provisoirement, notre étude au seul cas d’un paramètre d’échelle.

3.2 Estimateur “additif’ d’un paramètre d’échelle.
.1

Notons t>0 un paramètre d’échelle, Pt est la loi définie par Pt{A) = P(-.A). La mul-
tiplication par un nombre réel t est liée à la variance, l’écart-type ou à un moment de la
v.a. Elle intervient aussi dans la normalisation d’une v.a. : t = pp
Pour la famille {Pt} on a d(Pt,/in) = \\x - Zt(x)\\t où Zt est une v.a. adéquate de loi fin
relativement à Pt, i.e. Zf(Pt) = pn, il est clair que Zt(-) = Zi{}).
L’estimateur de Monge pour la distance quadratique est obtenu en reprenant le calcul
précédent avec un paramètre de translation nul : m = 0. Soit, pour un n-échantillon,

ftk,r
(*1>" ■.*«) =

1

E[Y2} Ex( xdP(x). (2)
\ “be—1,'

Explicitons cette formule pour deux exemples classiques.

3.2.1 Cas d’une loi gaussienne

Avec une loi A/"(0,1), dont la médiane est nulle, l’estimateur de Monge d’un n-échantillon
de Aé(0, t2) est

si,m=4,mxi,■•■*»)=f>4exp[-'A ~expA
Les quantités 4,n sont tabulés et ainsi 8jIg (J\f) a une expression simple.
Par exemple pour un 2-échantillon, l’estimateur s’écrit

cUM-jgK-U
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3.2.2 Cas des lois uniformes

Prenons une famille {Pt} de lois uniformes sur ]0,£].
L’estimateur de Monge, dans le cas quadratique, se déduit de l’équation 2 avec t^n = | :

49(«)=49(«)PC,->v.) = ^
Rappelons que pour un n-échantillon de la loi uniforme sur ]0, t], l’estimateur du maximum
de vraisemblance (emv) est Zemv = max(Xi, • • • , Xn).
Il est clair que l’estimateur de Monge peut donner des des valeurs plus grandes que Y emv :

moyenne quadratique.

3.3 Risque d’un estimateur d’échelle (multiplicatif).
De manière analogue au cas linéaire, un estimateur S est dit d’échelle ou multiplicatif si
£(tx) = t£(x), x£Rn et £e!R+. Les estimateurs de Monge précédents et, bien sûr, celui
du maximum de vraisemblance (emv) sont des estimateurs multiplicatifs.
Pour un n-échantillon, le risque d’un estimateur multiplicatif est

(£(x) - t)2dP.f (x) = [ (£{tx) - t)2dP®n(x)R(t,E)

Ainsi la comparaison du risque de tels estimateurs est particulièrement simple, elle se
réduit à comparer les risques au point t - 1.
Si £ est un estimateur d’échelle, £ - a perd son caractère multiplicatif et la comparaison
des risques devient plus difficile.

3.3.1 Quelques comparaisons des risques.

Comparons le risque de 8fîg à celui d’autres estimateurs d’échelles naturels.
- Cas d’une loi normale : 2C(0,t2).

Limitons nous à un 2-échantillon. Comme ^1suit une loi N(0,1), on en déduit
aisément que R(l,£jfIg(M)) ce 0.417994.



54

L’estimateur naturel de l’écart-type d’une loi centrée, Y emv, Zemv =

,2

xhxi
2

a pour

risque R(l, Zemv)=Ep<S)2 ( xz+yz i)' 0.22754...

* L’estimateur naturel (emv) est meilleur que celui de Monge 8^Ig.
On obtient le même résultat avec une loi de Laplace à la place de la gaussienne.

On peut améliorer ces estimateurs en introduisant les médianes.
Comme pour la norme L2 la médiane coïncide avec la moyenne, on trouve pour Y emv :

Z*
yZ-lyï /r i

‘2 2. E[Zemv\ = Y et, pour S^g(N)=^=
- Cas d’une loi uniforme

E[£+g(V)] = A

Soit {Pt} une famille de loi uniforme sur ]0,f], pour un n-échantillon, le risque quadratique

de l’estimateur de Monge, S^g{U) = 8^g(U)(Xh • • • ,Xn) = — Ÿ,{ïk-l)x(k) est

R(£t,g(U)) =R(l,£+Ug(U)) = (£+Ugmx) -1 fdx.
Ainsi le risque d’un 2-échantillon est :

f I (-[mî(x,y)Jr?>svL'p(x,y)}-l)2dxdy ~ 0.11718499.
4[0,1]2 8RKg) ■■

Tandis que celui du maximum de vraisemblance est :
1

R{Zemv)= / / [mip(x,y)-lYdxdy = -.
J J[o,i]2 6

* Pour un 2-échantillon, l’estimateur de Monge est meilleur que l’emv.

Remarquons que la distance usuelle invariante par translation est donc, a priori, bien
adaptée à un paramètre de translation. Alors que pour estimer un paramètre d’échelle,
comme l’écart-type, nous sommes en présence d’une multiplication.
Ceci justifie l’introduction du cadre spécifique que nous allons développer.

3.4 Existence d’une médiane dans le cas multiplicatif.

Pour un couple (x, y) de nombres réels strictement positifs posons

t{x,y) = | log(m)-log(y)|.

On vérifie sans problème que t est une distance sur R+. Cette distance est invariante par

multiplication : i{ax,ay) = l(x,y). De façon naturelle, pour une norme || • ||, l’extension
aux v.a.r. est ||£(X,7)|| lorsque les v.a. sont positives.
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Pour une probabilité P telle que P(]0,oo[) = l et Pt(-) = P(j) on a ||^(X,£)||t = \\l(Y, 1)||,
où, bien sûr, Y a pour loi P.
Cette relation est analogue à celle du cas “translation” : ||X-#||0 = ||y||.
Comme auparavant, on voit que pour une distance invariante par multiplication le risque
d’un estimateur d’échelle (multiplicatif) est une constante car S(tX) - tE(X).

3.5 Expression de la médiane multiplicative

L’adaptation de la notion de médiane pour la distance l donne un point mx =mx(X)
strictement positif tel que :

||«(X,mx)|| < ||<CX»||, Vz>0.

Lorsque la norme est strictement convexe, on a l’unicité de cette médiane. Il en est de
même pour L1 si, par exemple, P est à densité strictement positive.

Proposition 3.1 Soient {Pt} une famille de probabilités où t est un paramètre d’échelle
i.e. Pt(A) = P(-.A), P(]0,oo[) = 1 et t une distance “logarithmique” invariante par

multiplication.
Le risque d’un estimateur £ d’échelle est une constante R(t,£) = ||£(£,£)||* = \\t{£, 1)||.
La médiane d’une v.a. Y de loi P est la médiane ordinaire pour la norme PL1 (la valeur
absolue) et exp(P[log(y)]) pour le cas Pquadratique i.e. PL2.

Preuve Notons aussi que pour un estimateur £ d’échelle, —£ est aussi bon que £ et
mx

meilleur si mx est différent de 1. En effet,

w, =iwi*)iit=iwi mu=m, ™x)iii < \m i)iu=wm=Rmlit lit lit

Déterminons cette médiane, pour les normes de L1 et iL2, cf [6] pour le cas général.
- Pour la norme L1. Supposons P à densité /, P(]0, oo[) = l et posons

PX P 00 /

G(x) = Ep[((Id,x)]= log(LdP(t)+ log(-)dP(t)
J 0 t Jx %

rx poo

= log(x)P(]0,x]) — / log(t)dP(t) — log(x)P([x,4oo[) + / log(t)dP(£).J 0 Jx

Avec la fonction de répartition P, la dérivée s’écrit

G'(x) = — + log{x).f{x) - log{x).f{x) - L_ZM + log(x).f(x) - log(x).f(x)
X X

2F{x) -1
x
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Ainsi G atteint son minimum en un point, la médiane, mx = mx(P), tel que

fW)=^ (3)

Pour une v.a. Y de fonction de répartition F la médiane vérifie F(m1x(7)) = ce qui
correspond à la médiane classique.

- Pour la norme I?. Le calcul est simple, la dérivée en t de G(t) = E[(l(Id,t))2] =

[ (log(x)-log(t))2dP(x) est G'(t) = 2 - 2- / log(x)dP(x).Jo t t JQ
Ainsi, la médiane du cas quadratique est

r f00 i

m2 ~ m2 (^) = exP / log(x)dP(x) - exp [F[log(F)]] (4)

où Y est une v.a. strictement positive de loi P. D

3.6 Estimateur de Monge pour un paramètre d’échelle.
Nous recherchons un estimateur de t par la méthode du transport optimal et pour les
coûts FL1 et FL2 i.e. relatifs à la distance t.

pour p=l,2 et où [in est la loiNous devons trouver Arg min min Ept [\i(Id, Z) |
t \-Z(Pt)=Hn

empirique d’un n-échantillon.
Dans un premier temps, pour n points {x\, • • • ,xn], Xi<Xi+1, il faut déterminer une v.a.
Zt = Yj] xi^-Al) °n i-es A-l forment une partition avec Pt(Alt) = l/n et telle que'

, ! -
Zt G Arg min / [i(x, Z(x))]pdPt(x), [in = - YSXi.

Z(Pt)=Un J ni
On sait que Zt est croissante donc de la forme Zt = YH x^Pt 011 ^es $ son^ des intervalles.
Ainsi un estimateur de Monge d’un paramètre d’échelle est un point £x tel que

E£*[(l(Id,Ze*j)T] <mm{Et[(l(Id,Zt)f}, Z£x(P£x)=Zt(Pt)=p}.
La v.a. Zçx étant croissante et en outre le caractère multiplicatif permet d’écrire
EPt[h(x)} = EP[h(tx)\, ft(x) = jf(~), Ft{x) = F(y). Par suite, si mkt,n est le keme

k nik,n
quantile de Pt, i.e. Ft(mk,n) = - = F(-y~), on en déduit que m\'n = = tmk,n.
Nous notons Ik,n l’intervalle (mk~1,n,mk,n) avec les conventions m0,n = 0 et mn,n = 1.
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3.6.1 Cas Aquadratique.

Le carré de la distance de Pt à la loi empirique d’un n-échantillon réordonné, {æu.\}, est :

Y^EPt (log(z)-log[x{k)))2ltik,n{x) =YEp (logW + log(^-))2lMx)
= / \og2(x)dP + V21og(—) [ \og{x)dP + -Y log2J j x{k) Jlk’n n i x(k)

1 1 1 n f
dont la dérivée en t, 2-Ep\\og(Id)} + 2— / log (—), s’annule pour

* tn^ 'a;^)
1

log(t) = -%[log(2;)] + - Y hg{xk).
n < ^

î

Ainsi pour une v.a. Y de loi P l’estimateur de Monge d’échelle est

k i

•• ■,-*»)= IW «p L^O- (5)
1

On vérifie, sans peine, que la médiane (pour L2) de cet estimateur est Y(^2Mg) ~ 1-
Ce qui est conforme avec l’équation 4.

Explicitons avec nos deux exemples classiques.
- Pour P de loi uniforme sur ]0,1], Ep[log(x)] = J0 log(x)dx = -1, d’où

SImM = expl]'2,Mg

- Pour une famille {Pt} où Pt est la valeur absolue d’une loi normale A/"(0,t2), i.e. P a
2 x2

exp(-—)lj[{+(x). L’estimateur déduit d’un n-échantillon et Ypour densité f(x) =

de loi P est
2

M,(W) = exp[-£[log(7)]] yxv--Xn.
Numériquement on a exp [-Ep[log(x)] ~ 1.88736.
On remarque que l’estimateur M (\J\f\)(X\ • • • Xn) est meilleur que \]X\ • • • Xn.

rm ]_
La médiane ordinaire est solution de / f(x)dx = - i.e. (S^MgiW))^ es^ 3eme
fractile de la loi A/"(0,1), soit approximativement 0.67448...
Pour des calculs complémentaires, on peut se référer à [20] qui donne la loi de X1X2.
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3.6.2 Cas de la Avaleur absolue.

Pour une probabilité à densité, on utilise la relation :

\og[x]-\og[a/t]\dP(x] log[:r]-log[a/t\\dP(x)\ =- F(m)-F(a/t)
1 lr

t
- Dans le cas d’un 2-échantillon et en prenant pour m la médiane, on trouve que l’estimateur
de Monge :

Arg min
rmt

0
\og(x/x(i))\dPt+ / | log(x/x(2))| dPt

>mt

Arg min
o

l0g(x) - \og(x(Ÿ)/t)\dP + / | l0g(x) - \0g(x(2)/t)\d,P
est atteint pour , solution en t de l’équation

pfl+irD1'
- Pour un 3-échantillon un calcul analogue donne :

(6)

Ces équations admettent une unique solution, S*Mg, lorsque P est à densité strictement
positive sur R+.
La résolution des deux précédentes équations est simple lorsque F est la fonction de
répartition de la loi uniforme sur (0,1). Un 2-échantillon donne £*M (U) = X\ + X2.

2
Et pour un 3-échantillon on obtient, eiMg(u) = -(x1+x2+x3)
On voit que la médiane (ordinaire) m* de (U) est 1 et ceci pour un 2 ou 3-échantillon.

Nous n’abordons pas les tailles supérieures de l’échantillon, elles conduisent à des
expressions plus complexes où l’ordre intervient.

3.7 ARisques des estimateurs de Monge d’échelles.
Le risque A-quadratique de l’estimateur de Monge
où Y est de loi P, est #2(1, ^Mg)) = ^[(log^*^)])2]- développant il vient

W,%Mg) = (£[iogU)])2 - 2(£[log(r)])2 + ^t(E[log(Y)])2 + U[log2(Y)].
Ce qui se simplifie en :

R2{£.2 ,Mg.
= R2(U2 ,MgJ n lE[iog2(y)]-(£[iog(y)]): = - var(log(U)).

n
(8)

Explicitons avec nos exemples.
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3.7.1 Loi uniforme

- Risques associés à ^2,MgW’
Pour une famille Pt de loi uniforme sur ]0, t] et Y de loi P on a var(log(Y)) = 1.
Le risque d’un n-échantillon est

=
;■

Le risque de l’estimateur du maximum de vraisemblance, Eemv, est
= /[Oil]n(log(max[a:i, • • • ,xn]))2dxi ■■■dxn = n^(log(xjfx^dx =

* Pour la perte quadratique le risque de l’emv est inférieur à celui de Monge %\Mg^)‘
Toujours avec £fMg(^0> calculons son risque pour perte la valeur absolue (norme IL1).
Le risque R\ de l’estimateur précédent EfMg(U)=exp[l\ \JX\ ■ ■ ■ Xn est

=£hii+1 Çiog(x,)i]=~fg |i+bog(n|(iog(iT'dx
(n-1)! (l + -log(x))(log(-))n ldx- jÿkr, [ (l+-log(z))(log(i))n 1dx.(n-1)\ Jq n x ’

f1 1Alors que le risque de Yemv est Pi (Eemv(U)) =n | log(æ)| xn~ldx - -.
Jo n

L’évaluation numérique de ces expressions conduit a :
* Pour la perte Ll le risque de l’estimateur emv est inférieur à celui de Monge

On obtient le même résultat en remplaçant exp [-P[log(y)]j par la médiane relative à
- £x

IL1. L’estimateur devenant où m^n est la médiane i.e. P(Xi • • • Xn < mi)Tl) = 0.5.
- Risques associés à *,MgW'
Ici, comme vu précédemment, nous ne considérons que des échantillons de taille 2 ou 3.
Les risques sont donnés dans le tableau suivant où Ri(E) = Aj(l,£).

uXt))

R2(eiMg(u)(xhx2))
Ai {Eemv — sup(Ai, X2))

R1(£lMg(U)(XhX2,X3))

R2(SlMg(U)(XhX2,X3))
Ai [Eemv=sup(Xi, X2, A3))

EP[ |log(Ai + A2)|] — 0.386294

PF[(log(Ai + A2))2]- 0.302023
0.5

Ep[| log(? (Ai + X2 + X3))|] ~ 0.296167
O

Sp[(log(j (X\ + X2 + X3)))2] ~ 0.161179
0.33333....
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* Le risque de l”estimateur de Monge (U) est inférieur à celui de l’emv,
tant pour la perte quadratique que pour la valeur absolue.

3.7.2 Cas de la valeur absolue d’une gaussienne, \J\f\.

Comparons le risque de Monge, d’un 2-échantillon et celui de l’estimateur naturel :

* Le risque de l’estimateur de Monge est inférieur à celui de l’estimateur empirique,
f2" r00

En effet, si m - \ - / log(:r)exp( )dx, le risque quadratique de l’estimateur deV TT Jq 2
Monge d’un n-échantillon de la valeur absolue d’une gaussienne est, avec l’équation 8,

1 2

n v 7r
(log(æ) - m)2exp(——)dx.

Soit numériquement, R2 (ÇM() ( |A/] ) )
1.2337

Pour n = 2, le risque est ~ 0.61685.

Toujours pour un 2-échantillon, le risque de l’estimateur empirique, \JZnai obtenu à
y _|_ y ^ y^ _j_ y^ ^

partir de l’estimation de l’écart-type Znat = (Xi —-) + {X2 ) , i.e.
U Li

Zmt = ~(X\ - X2)2. D’où \[Z^t = 1^-2 avec X{ = |7j|, les deux v.a. Yt étant
indépendantes de même loi A/"(0,1). Le risque quadratique de cet estimateur est

fiî(Æ) = Êp,[WÆ,t))2] = Ëp[(log(Æ))2] - 2.58008..
Tandis que pour la valeur absolue, IL1, on a, pour un 2-échantillon,

1 [2 f00, , x2
Rl{£2tMgW)) = 2\nJQ |1°g(:E)_m|eXP(_y)^- 0-83264

et Ri{\/Znât) = ^p[|log(V^ôï)|] — 1-26563
Ce qui montre notre assertion.

L’estimateur du maximum de vraisemblance pour un n-échantillon est Zemv -

La loi de est celle d’un x2{n) et comme Zemv est multiplicatif son risque e
calculer.

Par exemple pour un 2-échantillon, R2{Zemv) ~ 0.494528 et R\(Zemv) ~ 1.01598

EV2

* Pour la perte quadratique le risque de l’emv est inférieur à celui de l’estimateur
de Monge £fMg{|A/]) et c’est le contraire pour la perte valeur absolue.

Toujours à cause de la complexité des équations 6 et 7, le calcul des risques associés
à £ïMg(\N\) ne peut être que numérique et sur des exemples, même pour des 2 ou 3-
échantillons.
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4 Estimateurs de Monge de quelques exemples classiques.
Sortant des exemples simples de lois uniformes ou gaussiennes, nous allons déterminer les
estimateurs de Monge pour les paramètres de différentes lois. L’intérêt de nos estimateurs
réside, outre leurs existences, en leur simplicité.

4.1 Estimation pour la loi de Weibull

Commençons par chercher la distance de Monge-Wasserstein entre la loi de Weibull et un n-
échantillon de cette loi. Pour cela nous utilisons les n-quantiles {4,n} de la loi exponentielle

[tk,n p
en convenant que ton = 0 et tnn = oo, ils sont déterminés par / e~xdx = -, i.e.Jo n

Tl

tk,n = l°g( f),n-k

La loi de Weibull à 2 paramètres P[o,a) a Pour densité = 0.a.xa~l exp(—(9xq:)1[jr+ (m).
X 1

Elle se déduit de la loi exponentielle £(1), ici P, par le changement de variable x ->■ (-)«.
o

Pour un n-échantillon réordonné {Xk}, la distance Lp de P^a\ à jin est,

Arg min V / \x - xk\p fma)(x)(k
(0,a) x Jlk,n(9,a)

ouù 4>n(0,a) est l’intervalle (afc_i(d,a),afc(d,a)), a0 = 0,an = oc, et = i
_ /ajfe(0,û!)vi .. .Comme 4,n = (—^—-J cette distance s écrit

^
^ Pfc,n r£ 1

Arg min \/ |(-)a -£fc|Pexp(-x)dx.
{6,a) 1 Jtk-1,„ d

- Pour la distance quadratique i.e. p = 2, on doit trouver

Arg min F(9,a) = f {-^e^dx - 2 V / (-)“ x^ e~xdx + -
(M L J 6 ! 4-i,n 6 n -

Pour simplifier, posons v = - et u - -, l’expression devient à une constante près
9 a

F(v,u) = P «vv*
L./o

" ftk’n
dx - 2 2J Xk / xu e~xdx

\ "hc—l,n
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La dérivée en v s’annule pour

x2ue~xdx
r oo

,u / Jlu-x,
n

XL*
^fc,r

xue Xdx et donc
J "tk—l,n

POO

/ x2ue~xdx \a

JL rtk,n I
/ xue~xdx'

\ ” tk— l,n

Tandis que la dérivée en u s’annule pour u solution de :

i2“
tk,r,

log(ux).e Xdx = 'Y^Xk- xu.log(vx).e Xdx.
| "tk — l,r

Si a est connu, le paramètre 9 est aisément identifiable. Néanmoins nous ne poursuiverons
pas cette voie.

- Cherchons un estimateur de Monge avec la méthode du coût logarithmique.
La distance i-IP de Pm,a) à Un est

n „

^{P(e,a)^n) = Arg min Y / | log(x) - log(xfc)|Pf(e,a)(x)dx
{6,a) ]_ dlkn(6,a)

n ptk n 1

= Arg min (Fi(d, a) = Y / | - log(^) - log(xk)\pdP
(6,a) . Jt. . « 9^ 1,

Pour p = 2 et en notant T une v.a. de loi £(1),

F^,a) = 4£[log2(^)] ~ 2^ i log(xfc) f log(^)dP + - ^log2(xfc).cr 9 ^ a L, , 9

Simplifions les écritures en posant u = - et u = —,
y cü

Tl P^k ti 1

P£(n,u) = u2P[log2(nF)] - 2u^log(£fc) / \og(vx)dP + - ^Tlog2^).
En développant et à une constant près,

F*(v,w) = u2[log2(u) + P[log2(F)] + 21og(u)P[log(7)]]
1 Jhv Ch, ftk’n

-2u log(u) - 2^ losM - 2w Y2 HM / log(x)e“xch.
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Désignons par {X^}, k=1 • • • n le n-échantillon réordonné et posons Mn = - E log(Xfc).

La dérivée en v s’annule pour log(n) = -Mn - E\log(F)l où Y est de loi £(1),
u L J

Et, en écrivant An = \ log(X^j) / \og(x)dP, la dérivée en u s’annule pour

w(log2(n) + E[log2(7)] +21og(u)£[log(7)]) = Mnlog(u) + An.
En définitive l’estimateur de Monge (^.^(W)^(W)) du couple (log(0),a) est :

,x IW] a MnE[\oê2(Y)\ - AnE\HlY)\1 MnE[hS(Y)l-An
A var(log(V))

a[ 1 An - MnE[\og(Y)\

(9)

(10)

L’estimateur (£0X(LV) se déduit en prenant exp[(£xg^(LV)].
Ces estimateurs sont aisés à trouver, ils n’exigent pas les calculs complexes de Yemv ni
ceux de l’estimateur de Monge du cas “purement” quadratique vu ci-dessus.
Par exemple, simulons une répétition de 10 fois un 1000-échantillon d’une loi de Weibull
de paramètres 0 = 2 et log(a = 3) = 1.09861. Nous obtenons pour le couple (<^x,
respectivement comme moyenne et variance ~ (2.00315 ; 1.10218) et m (0.00010 ; 0.00006).
Pour une répétition de 10 fois d’un 2000-échantillon de paramètres 9 = 3 et a = 2. Nous
avons, pour le couple (8^, £*), respectivement comme moyenne et variance :
~ (3.01634 ; 2.00562) et ~ (0.000786 ; 0.00959).
Le tableau suivant est inspiré de celui de [3] où l’auteur compare diverses méthodes clas-
siques d’estimation. Comme on ne considère qu’un échantillon de taille n et que les vraies

est(P)-p. est(log(a))-\og{a)
P log(a)

que nous calculons. Nous reprenons les mêmes paramètres mais ne disposant pas des
valeurs numériques de son échantillon nous ne pouvons comparaître les résultats.

valeurs sont connues l’auteur adopte le critère TD =
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P a || log(a) n est(/î) est (a) || est(log[a]) TD

1 10||2.30259 20 1.11238 9.73921|| 2.27616 0.139161

40 0.906592 8.7161|| 2.16517 0.24071

60 1.03047 13.142 2.57582 0.269558

80 1.01877 10.6915|| 2.36945 0.0834427

100 1.01473 10.4259|| 2.3443 0.0555806

2.3 145||4.97673 20 2.36728 156.365 || 5.05219 0.101935

40 2.20687 125.693 || 4.833849 0.194098

60 2.27347 139.206 || 4.93595 0.0531595

80 2.25354 129.604|| 4.86448 0.138994

100 2.29179 142.235 || 4.95748 0.0230073

2.9 357| |5.87774 20 2.77849 277.924|| 5.62735 0.326423

40 2.88124 342.243 5.83552 0.0495869

60 2.93388 369.503 || 5.91216 0.0455178

80 2.87977 336.437 | 5.81841 0.0680947

100 2.89319 344.818 | 5.84302 0.0376774

3.5 1270| |7.14677 20 3.77249 1652.4 || 7.40998 0.309276

40 3.3999 933.004 || 6.83841 0.389794

60 3.38391 1005.21 6.91296 0.296581

80 3.56179 1409.54 7.25102 0.116652

100 3.44845 1101.64 7.00456 0.167555

1.9 872 ||6.77079 20 1.99449 1058.83 || 6.96492 0.22618

40 1.86172 770.15 | 6.6466 0.152384

60 1.96415 1050.56 | 6.95708 0.203728

80 1.91845 911.257 | 6.81483 0.0527917

100 1.89273 835.541 6.72808 0.0474641

De même nous ne cherchons pas de comparaisons avec les méthodes classiques, cf. [17],
dont les risques sont très difficilement calculables.

4.2 Loi de Lévy
La densité d’une loi stable d’ordre J de Lévy de paramètre 9 -voir aussi la partie 6.4- est

Rappelons aussi que la probabilité associée Pq ne possède pas de moyenne, ce qui limite
les méthodes d’estimation du paramètre 9.
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Ainsi nous ne pouvons pas calculer le risque, soit en moyenne quadratique soit en valeur
n

absolue, de l’estimateur du maximum de vraisemblance, Zemv = 1 .

xï
Reste la possibilité de choisir une fonction de perte (ou de coût) logarithmique.
Pour trouver des estimateurs, utilisons la méthode du transport optimal.
Notons P la probabilité de densité /i et remarquons que Po se déduit de P par x ->• 9x.
Reprenons les notations habituelles, Y v.a. de loi P, [in la loi empirique, Zq v.a. croissante,

k
Zq(Pq) = iin, Xq une v.a. de loi Pq et (0,4,n,é0 l’intervalle tel que Pe{0,tk,n,e) = -> avec
les conventions io,n,0 = 0 et tn^o = oo. Pour 9 = 1 on écrit plus simplement 4,n-
La distance ^-quadratique de Po à fin est

roo

l2(PhVn) = Ef(Xe,Ze)}= / (log(i) - log(iw)) I(tk_lne,tknl){^fe{x)dx.
JO

En faisant le changement de variable x ->• x/9 on arrive à

P(P0,Hn)} = Y, /
J J ^k— 1,71

1 H
= E[log2(7)] + log2(#) + 21og(0)E[log(Y)] + - J]log2(^)n

i

- 2^1og(x(fc)) f log(x)fi(x)dx - 2^^- ^log(xfc).
1 Jtk-l,n 11 1

Dont la dérivée en 9 s’annule pour 9 solution de

1 n
log(0) + £[log00] = -J^log{xk).n

x

On en déduit l’estimateur de Monge :

£ïMg(C)(Xw--,Xn)
rl

exp -y>g(xfc)-i?[iog(y)]Ln (n)

Remarquons que les estimateurs Zemv et £2XMgM son^ ^es estimateurs d’échelles i.e.
multiplicatifs.
Comparons leur risque avec la fonction de perte ^-quadratique :

«

J. n ^ n
R2{o, zemv) = r2{i, zemv) = / iog2 Yj — ) ü/iM^i "'dXnJ R1} ^ ^

n * Tl
2 71

H», q>9(£)) =«2(1. =/ f- E log) ^'[^eg(P)]^ fi{%k)dxi • • • dxnjRyn 1 i
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Ce qui nous permet d’affirmer que
* L’estimateur de Monge est meilleur que l’emv pour la perte i-quadratique.

4.3 Loi Log-Logistique

Comme dernier exemple abordons la loi Log-Logistique Pajp où a et fi sont deux paramètres
xd

strictement positifs. Sa fonction de répartition est Fa>g{x) - ^ ^ 1r+ (æ) et sa densité
•M4

1

La loi PQ)jg se déduit de la probabilité P = Pqi par le changement de variable y-axP
r, n n

L’emv est solution de sup jnlog(-) P [fi - 1) V'iogf—) — 2 log ( 1 H- (—)
a,y 1 a i a i a

On obtient un système de relations dont la résolution en a et fi est loin d’être simple.
L’estimateur de Monge quadratique est obtenu comme minimum de

2 i n n rtkn i

Ep[xt] + ;E4r2QE x{k) I x?dP{x)a

1 1 Jth-1,
La dérivée en a de cette expression s’annule pour

^ rh,n i

YjX(k) / X*fl,l(x)dÆ
a =

EplxP

Celle en \ s’annule pour

2 Pfi y fik,n i
aEP[x~P log(x)] = 2^x(fc) / x~v \og(x)fiji(x)dx.

} Pk—l,n

Comme dans le cas de 1 ’emv on obtient un système trop complexe pour être explicité ici.
Passons à la distance logarithmique ^-quadratique ü2(PQjig,/in) est

1 ^tkj,

MP (l°g(“U - l0g(*(t))) K-l,n,h,n\ = l0g2(“) + E / 10g\X)<IP(X)
\ P \ "tk—l,n

1
n

^ n rtkn
+ -^log2(z(fc)) + 2-log(a)^] / log{x)dP(x)

\ "tk—l,r.
U Pk,r

21°g(a)“ ElogM ~ fi E10^)) / log{x)dP{x).n dtk-l,n1
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La dérivée en a s’annule pour

Celle en \ s’annule pour

1 JL rh,nl “ " rtk,n 'J rtk,n
-oYj\ l°g2(x)dP{x) = YJH{x(k)) \og(x)dP(x)-log(a)22 log (x)dP(x).

' ^ ” tk— 1 .n 1 ” tk — 1 .n 1 ^ ^k — l.n

Récapitulons Les n-quantiles de P sont donnés par les intervalles (4-i,n? 4,n)> k = l'--n
°ù 4,n := r- Pour un n-échantillon (Xi, • • • , Xn), en posantn-k

l’estimateur de Monge du couple (a, /3) pour un coût ^-quadratique est le couple

(12)

;Ms(/X) = exp[M„- 11
h,Mg\LL)

(13)

Les estimateurs sont particulièrement maniables et les calculs aisés.
Par exemple, en faisant trois simulations d’un 1000-échantillon de 7^2, on obtient :

m9 = 2.01027), (£%Ms = 3.00156, t{Ug = 2.00175) et
Ms = 2.00188).

Plus généralement, 50 simulations d’un 1000-échantillon donnent,
-

pour a une moyenne de 3.01108 et une variance de 0.000031
- et, pour J, une moyenne de 2.00406 et une variance de 0.0001237.

5 Estimation à partir de fonctions caractérisantes.
Pour une famille {Pq} nous cherchons un estimateur de 9 en utilisant des fonctions

caractérisant ces lois.
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Dans cette partie nous considérons les fonctions suivantes, dites caractérisantes :
- La fonction caractéristique (f.c.), </>(w), qui dépend éventuellement d’un paramètre

(j)(u,9). La f.c. empirique d’un n-échantillon est (f)n(u) en omettant le paramètre.
- La seconde fonction caractéristique notée if(u,9) = log(</)(% 9)) et ^>n(it) pour celle

d’un n-échantillon.
- Enfin, lorsqu’elle existe, nous utilisons aussi la fonction génératrice des moments

(f.g.m.) : g(u,9) = Epe[ux], X de loi P(9) et gn(u) pour un n-échantillon.
L’idée d’introduire des fonctions caractéristiques est naturelle et déjà abondemment utilisée
(d’une autre façon) voir par exemple [21] où on trouve une abondante bibliographie, citons
aussi [4] et, pour les cumulants, [18].
Rappelons que l’estimation de 9 est basée sur le principe suivant :

On cherche le 9 tel qu’une fonction caractérisante de la loi P(9) correspondante, soit
la plus proche possible de celle de la loi empirique.

Lorsque l’on prend comme critère de proximité une distance entre des lois on trouve les
estimateurs de Monge.
Pour les fonctions précédentes nous allons étudier diverses distances. Par exemple pour les
f.c. la distance liée à la convergence simple ou de manière équivalente (avec un théorème
de Lévy) à la convergence uniforme sur tout compact.
Cette procédure se heurte à la difficulté de trouver min sup \<j)(u,9)-<l)n(u)\

o i-ueK
En effet, pour obtenir des expressions simples, on souhaite une relation comme

d d
- sup (|<Ku,0)-<Mu)|) = sup | — (0M) - (fn(u)) |.
Ov uEK ueK OV

Malheureusement elle est peu probable.
C’est pourquoi nous introduisons, a priori, une mesure ou une probabilité, notée dans cette
partie, g et une distance liée à cette mesure. Nous étudions

- La distance quadratique (ou son carré), \\(j)i - foh =(/|</>i - 02|2<^m)^
- La distance log-quadratique correspondant à ^(^î,&) = Il | log(0i) - log(02)11||-

Dans ces différents cas, il est plus aisé de vérifier la véracité de
d _ .., rd(f(u,9),

—Em[0(u,0)] = Epi — ].
De plus, nous voulons que les estimateurs de 9 G Md soient consistants. Pour cela nous
devons faire quelques hypothèses minimales et quasiment toujours réalisées.

- L’application 9 -4 P(9) est injective et continue pour la convergence en loi.
- Pour chaque 9 fixé, une fonction caractérisante est déterminée par ses valeurs sur un

ensemble dénombrable dense dans un intervalle.
- Les mesures /i considérées sont diffuses ou dans le cas discret on prend une suite de

mesures {/in} chacune uniforme sur Dn = {w^}, 1 <k<K(n) et Dn converge vers un

!
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ensemble dense dans un intervalle déterminant pour les fonctions caractérisantes de P(0);
d d

- Enfin, nous supposons que pour p, (ou les (in) la relation -(ly*]) = E^[-(-)\ est
satisfaite.

Proposition 5.1 Sous les hypothèses précédentes, l’estimateur déduit par une fonction
caractérisante, 9n est p.s. consistant i.e. 9nn—> 9q, 9q vraie valeur du paramètre.

Preuve. La loi des grands nombres assure que 0n(u) -> 0(w,$o) uniformément sur tout
compact. Faisons la preuve pour p : la distance entre (f)n et 0(u, 9n) est inférieure à celle
entre 0n et 0(u, do) qui tend vers 0. Donc 9n -)• 9.
Pour une suite de mesures uniformes discrètes {pn} (pn ne désigne plus nécessairement
des lois empiriques des échantillons) l’estimateur 9n est obtenu en minimisant
E^n [d(0(it,0),0n(u))] et l’adaptation de la partie précédente est évidente. D
Dans le cas discret et pour une taille suffisamment grande d’observations, une suite de
mesures se distingue naturellement : Si {xn} est la suite des valeurs observées, on peut
prendre pour pn la mesure uniforme sur {Xk}, k<n.

*

5.1 Equations des estimateurs.
5.1.1 Distance quadratique et fonction caractéristique.

Écrivons la f.c. empirique d’un n-échantillon sous la forme (j>n(u)=An(u) + iBn(u) avec
.. n

^ n
An(u) = - y] cos(uxk), Bn(u) = - sm(uxk) et pour Pq, (j)(u,9) = A{u,9) + iB(u,9).

U

Il vient |0 - 0n|2 = (A - An)2 + {B - Bn)2, ainsi FM[—10 - 0n|2] = 0 équivaut à

E„ AdéA') + BdÛl'B\ = En AndéA) + Bnd9(B) (14)

5.1.2 Distance logarithmique et seconde fonction caractéristique.

Notons la f.c. empirique d’un n-échantillon sous la forme = pn(u) exp(iDn(u)) et celle
de la loi paramétrée 0(u, 9) = p(u, 9) exp(iD(u, 9)).
Le carré du module de la différence des logarithmes s’écrit

é2(0,0n) = \log(p(u,9))-\og{pn{u))\2 + \Dn(u)-D(u,9)\2
= log2(p(u,d)) + log2(pn(w)) + D2n{u) + D2(u,9)

-2Dn(u)D(u, 9)- 2 log(p(u, 9)) log(pn(u)).
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Le minimum correspondant est solution de

En
<91og (p(u,9)) dD(u,9)log (p{u, 0)) +D(u,0) (15)

En 5log(p(u,9)) . . .. . dD(u,9)7 log(ft,(ti)) + Dn{u) '
Le développement en série entière de la loi empirique donne la variante suivante, où K^
est le keme cumulant de la loi d’un n-échantillon.

,2 k a.2k+l

log(Pn(«)) = Ç(-l)k^k et A,W = Ç(-1) {2fc + 1).
Le minimum du carré des logarithmes satisfait l’équation :

KnA2fc+i-

En 1 l , n^dl°è{p{u,0)) , n, mdD(u,e)log {p(u, 9)) — + D(u, 9)——— (16)

^(-i)k^hE„
k m

91og +E(-d
Kn

k 2fc+l jp
(2k +1)! M

,2/c+l dD(u,0)

Cette expression, parfois plus maniable, offre une autre alternative pour la recherche des
estimateurs.

5.1.3 Distance avec la fonction génératrice des moments

Soient gn(u) la fonction génératice des moments de la loi empirique d’un n-échantillon
et g(u,9) celle de la loi de Pq, lorsqu’elle existe. L’estimateur de 9 pour la distance

<9
quadratique est solution de —\\g(%9) - gn(u)\\l = 0 i.e.

= E»[9n(u)^j{g(;u,9))]. (17)
Une expression similaire se déduit avec la distance logarithmique.

6 Exemples d’estimateurs caractérisants.
6.1 Loi avec un paramètre de forme.
Considérons le cas d’une f.c. de la forme i.e. (j)(u,9) = (0(u))0, où 9 est le paramètre de
forme, posons log(0(w)) = log(p(u)) + zD(n), ainsi p(u,9) = (p(u))e et D(u,9) = 9D(u).
L’équation 15 donne comme estimateur de 9

^ E^[\og(p(u))log(pn(u)) + D(u)Dn(u)}
En[H2(p{u)) + D2(u)}

(18)
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6.2 Autour des Gaussiennes.

6.2.1 Variance d’une gaussienne.

Commençons par estimer la variance d’une gaussienne centrée avec l’équation 14.
Comme 9=t2, </>=exp(-M2d/2)=A(w,t) et B(u,t) = 0, on obtient :

[u2 exp{-u29)\ = ± Ya W exp(-^) cos(n:rfc)].
Choisissons différentes mesures a priori.

* Lorsque p est la loi gaussienne normalisée, alors

E^[u2 exp(-u20)\ = —j= /'u2exp(-—(l+2d))du=(l+2^)_2.
y2ïï J 2

Par suite, la relation 14 se simplifie en

3 i ™ f u2
(l + 2d)“2 = ——y / w2exp(-—(1 + 9)) cos(uxk)du.ny2n j J 2

Une approche numérique permet de résoudre cette équation.
* Choisissons pour p la mesure de Lebesgue À, on arrive à

u2 exp (-u29)du
^7T 1 10 P 0

= - u2 exp(——) cos(uxk)du. La solution 9 vérifie

t J «2exp(-
nV 7T
~Y

U . ,XkU.
— cos —— dit.
2 W6

Utilisons maintenant l’équation 18 lorsque 0 est la f.c. d’une gaussienne M(0,9), on arrive
à l’estimateur 9n :

ÔnEn[y] = -EfJL[u2\og(pn(u))].
Cette expression est aisément calculable mais reste plus compliquée que les choix clas-
siques. On obtient encore une autre variante en utilisant l’équation 16.

6.2.2 Mélange de gaussiennes.

La fonction caractéristique d’un mélange de gaussiennes s’écrit
N N

u2t2
(j)(u,9) = ^ ak cos(umk) exp(—^)+i^ü!fcsin(wrafc)exp(—= A(u,9)+iB(%9)

k=1 k=1

où9 = (N,{ak},{tk},{mk}, k = 1---N) avec 0<nfc, J>fc = l, rnkeE, 0<tk-
d d d

En prenant successivement -—(•) = 0, TrôfO=0 et -—(•) = 0, l’équation 14, conduit à
OQtp utp OTÏlp
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résoudre, pour p variant de 1 à iV, les systèmes suivants :

Eu

E,

En

r U2t2 i

cos (urrip) exp(—^)(A(u, 9)-An(u)) = E,
r U2t2 i

sin(ump) exp(—^-)(Bn(u)-B(u, 9))
r uH2
u2cos(ump) exp(—^■)[A{u,9)-An(u)') =E,

u2t2 1

u2sin(ump) exp(——) {Bn{u)-B(u, 9))
r u2tl u2t2 n

wsin(wmp) exp(—■—-) [A(u, 9)-An{u)j =E„ u cos (ump) exp(—— ) (5(u, 0) - 5n(u)J

La variable entière, N, est déterminée de façon standard par écarts successifs.
En remplaçant A, An, B et Bn par leurs expressions, ces équations deviennent :

k=1
Y^E^ akcos[u(mp-mk)]exp[-—(t2p-\-t2k)] = cos [u{mp-xkj\ exp [-— t

1

k=l

n

k=1

n

2 PJJ

YEm afcW2cos[u(mp-mfc)]exp[- —(tJ+4)] = u2cos[u(mp-irfc)]exp[-—t
k=1

n

fc=l

afeusin[u(rap-m*;)]exp[- —(£2+£j!)] = usin(u(mp-a:fe))exp[- —t
fe=i

w2,2i

* Lorsque l’on choisit pour mesure p une suite adéquate de mesures discrètes {/rn} formées
à partir d’une suite {u^}, k < K (ri), la première des équations simplifiées précédentes
devient, toujours pour tout p = 1 • ■ • iV,

Y û!/cos[w^(mi-mp)]exp[-^-(t/2+t2)] = i J] cos[<(^-mp)]exp [-^y-£2].
k<K{n)
KN

k<K(n)
KN

Le reste des expressions est laissé au lecteur. Une approche numérique est indispensable.

6.3 Loi Gamma à deux paramètres.

La fonction caractéristique d’une loi Gamma à deux paramètres positifs 9 = (£,u) est
<f>(u, 9) = ( 1 - itu)~v = (1+£2u2)_2 exp[zuarctan(w£)].
Son logarithme s’écrit ^{u,9) = log(0(u,9)) = -- log(l + £2u2) + ivarctan(tu).
Avec successivement les dérivées partielles par rapport à v et à £, l’équation 15 conduit à
résoudre les équations :

vEu - log2(l+u2£2)+arctan2(u£) = E„
1

log(l+u2t2) log(pn(u))-\-Dn(u) arctan(ut)
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La solution de ce système nécessite une approche numérique.
* En utilisant le développement en série entière de la f.c. de la loi empirique, on arrive

aux équations suivantes :

k

Là encore, il semble qu’une approche numérique soit nécessaire.
Néanmoins il convient de noter les remarques suivantes :
- Les cumulants KJ) sont calculables pour tout échantillon, indépendamment de la loi
paramétrée.
- Si l’intégrale par rapport à n d’une fonction impaire est nulle, les équations précédentes
se simplifient encore.

La primitive en u de ^-77
1 + t2u2

est connue.

* Enfin, pour utiliser le log de la f.g.m 9) = \og(g(u)) - -v log(l - ut) et la distance
^-quadratique, il faut supposer, a priori, que 0 < ut < 1. Notons -0n(u, 6) le log de la f.g.m

E^n(u) log(l -ut)]
E^[\og2(l-ut)} (*)

1 - ut
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Donc £4Ww)log(l-u£)]£4j^l°g(l-^)] = E^log^l - ut)]£M[^^^n(u)].
Supposons 0 < t < 1 et prenons pour fi la loi uniforme sur [0,1], on doit trouver t satisfaisant
la relation :

/ ^n(u)log(l-ut)du /h Jo (1 -ut)
log(l-ut)du= / log2(l-ut)du l-ut ipn^du.

On connait, en fonction de t, les primitives en u de
(l-ut) log(l-ut) et log2(l—ut).

De plus les fonctions ^n(u) se développent en série entière en fonction des moments de la
loi empirique ^n(u) = ^ukal où les ajj sont déterminés par l’échantillon {xi}, 1 <i<n

k
et sont connus. On arrive à une équation du type

/(*)£< I uk l°g(l ~ ut)du = g(t) ûfc f uk+l-T—dx.
k k ^ U

uk+l
Remarquons que les primitives en u de et de uk log(l - ut) sont connues en fonction
de t et k. On est conduit ainsi à une équation du type h(t) = 0, la fonction h étant explicite.
Ce système est, numériquement, plus simple à résoudre. La solution en t donne celle de v

grâce à l’équation (*) précédente.
En définitive, en donnant a priori une borne supérieure au paramètre t, on obtient une
détermination “simple” des paramètres de la loi Gamma.

6.4 Loi stable de Paul Lévy
Cette loi dépend de quatre paramètres 9 = (a, a, 6, d) qui sont assujettis aux conditions
0 < a < 2, -1 < b < 1, a^M+ et d^M.
Pour a ^ 1, la seconde f.c. de cette loi est

^(u, 9) = -a|u|Q + i [du + a6|u|asigne(u) tan(
7roc

Y'
7Tûf 2

Le cas a = 1 se traite séparément en remplaçant tan(—) par -log(|u|) dans ^>(w,0).2 7T

Pour simplifier les écriture, nous limitons l’étude à des mesures fi ne chargeant que ce

qui permet de supprimer les valeurs absolues et le signe intervenant dans ijj.
Ecrivons ^(u, 9) = ~aua + i [du + abu01 tan(—)] = -aua + iD(u, 9)
Pour un n-échantillon {aqj, considérons le log de la f.c. de la loi empirique :

1 n
^n(u) = log \ exp(iuxk)], que nous écrivons ^n(u) = %(u) + iDJu).

k=1
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La distance ^-quadratique conduit à minimiser E^\jfaiE-D(u,9))2]
D’où le système d’équations :

r\

—Em[-] = 0 7=7 E^[au2a+ ua^n(u)\ =6tan(y)L;M[ua(Dn(w)-D(u,d))]

Trrv 77* n rV7T
= abEp [ua ( tau(—) log(u) + - cos“2(y )) (Dn(u)-D(u, 0))].

Ces équations se simplifient en :

E^[ua^n{u))] = -aE^u2®}
E^[uDn(u)\ = dE^u2] + a6tan(y)£'M[ua+1]

E^[uaDn{u)] = aètanfyj^fw20] +dE^[ua+1]
aE^[u2alog(u)} + E^[ualog(u)%(u))}

jrry
= &tan(y) Eil[ua(Dn(u,9)-D(u))\og(u}\.

Système à résoudre numériquement lorsque que n est fixée.
Des simplifications apparaissent avec un choix judicieux de la mesure /q par exemple,
prenons pour p la mesure de Lebesgue sur [0,1]. Les équations deviennent

et pour la dernière équation :

I, ua log (u)Dn(u)du+
(2 + o-)2 + (1 + 2a}2 tan( 2 L
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,i\a
Posons, T=abtan(—) et, en oubliant les indices n, A = / uil)n(u)du, B- / uaîl)n(u)(u)du

et C= on arrive au système :
Jo

a

2a +1
d T

3 + ô+2
d T

a -\-2 2a -1-1

~aj^ ualog(u)7n(u)du =

7m [A]

7m[S]

T 7m[(7] +
d

(2 +a)2
+

T ]
(1 + 2a)2. '

On commence par évaluer a puis d et T en fonction de a. La dernière équation donne une
solution pour l’estimateur à. On remarque que la recherche est simplifiée par la monotonie
de la relation en a (de part et d’autre de 1). On en déduit les autres estimations : â, 6, d.
Soulignons que la principale difficulté provient du calcul de l’intégrale du log de la f.c.

Aussi pour calculer cette intégrale nous utilisons une suite équirépartie, [5] et [14]. Nous
prenons d’abord la suite {/c7r} modulo 1 et, plus intéressante la suite de Van Der Corput
qui est à discrépance faible.
Dans le tableau suivant nous n’avons pris que 10 échantillons de tailles 2000 et des suites
équiréparties de longueur 10000, ce qui se ressent dans la précision des paramètres.

k*7T a d a b

valeur réelle 1.7 0.5 1 0.3

Moyenne 1.7472 0.47075 1.05558 0.353557

Ecart type 0.0380856 0.0547958 0.0384082 0.144249

Van Der Corput a d a b

valeur réelle 1.7 0.5 1 0.3

Moyenne 1.68967 0.503734 0.980865 0.311434

Ecart type 0.0271028 0.0439332 0.0215607 0.0788849

valeur réelle 0.4 0.5 1 0.8

Moyenne 0.398395 0.503011 0.997661 0.805392

Ecart type 0.0100238 0.0489287 0.0208583 0.0335414

On amorce une comparaison avec le tableau 3 de [4]. On a simulé 25 fois une 250-
échantillon et utilisé les 7000 premiers termes de la suite de Van Der Corput :
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valeur réelle a = 1.5 d= 0. a=l. b= 0.

Moyenne 1.50821 0.0284442 0.991901 - 0.0249287

Ecart type 0.0754775 0.207524 0.109914 0.263947

Enfin, lorsque y = /rn est la loi uniforme sur {u-J}, 1 < k < K(n), les estimateurs
sont solutions d’une équation H{6) = 0 qui se résoud par des méthodes numériques ou

probabilistes classiques [12].
Le mémoire [2] contient de nombreuses références sur la simulation et d’autres méthodes
pour l’estimation des paramètres des lois stables.

7 Extensions.

Rappelons au préalable, que nous n’avons pas comparé les estimateurs de Monge de la
partie 3.1 avec ceux déduits de Yemv classique.
Les résultats obtenus concernent essentiellement les espaces L2 et IL1, néanmoins il est
possible de passer à Lp ou aux espaces d’Orlicz et même à ceux de Kothe. Dans le cadre
général les calculs deviennent trop complexes.

Voyons brièvement quelques pistes pouvant être suivies.
- Pour une famille P^a déduite de P par la transformation x -» ax + 9, pour calculer un

risque on peut prendre “l’écart” : dp((d,(j), (d*,cr*)) = (|d - d*|p + (L(a,(T*))p)7 où t est
la distance logarithmique.
Dans ce cas et pour S(x) = (£i(x), ^(x)) estimateur du couple (d, a), un choix naturel du

risque relatif à une norme Lp est Pp((d,cr),£) = j (|£i(æ) - d|p + (i(S2{x))a))p)dPo,a.
Il s’en suit, lorsque Z\ est linéaire et multiplicatif, que Rp((d,cr),L) = Rp[(0,1),£).
C’est le cas de l’estimateur de Monge du couple trouvé dans la partie 3.1 et pour Yemv.
- Lorsqu’une famille {Pt} se déduit d’une probabilité P par Pt(-) = P((-J1^) i.e. si Y
est de loi P, Xt = Yt est de loi Pt, nous pouvons adopter un schéma analogue à celui du
paramètre d’échelle ou du paramètre de forme, voir la partie 6.1. Il suffit de considérer la
distance

U : U{x,y) = | log(log(x)) - log(log(y))|
où évidemment x, y et le paramètre t sont strictement positifs et alors, U^x^y1) = ll(x, y).
- De même, pour la loi de Weibull à 2 paramètres qui, nous l’avons vu est obtenue à
partir de loi exponentielle de paramètre 1, par la transformation x -> (-)lia ; on peut9
s’intéresser à l’écart d((0,a), (0*,a*)) =L(d,d*) +LL(a,a*).



78

Comme précédemment, si un estimateur £ = (£1,82) du couple (0,a) est multiplicatif
pour sa première coordonnée et “puissance” pour la seconde, son risque vérifie

R((6,a),£) = R(( 1,1),f).
Ce qui simplifie les comparaisons et permet d’obtenir d’autres estimations et le calcul des
risques dans le paragraphe 4.1
- Une limitation de la distance logarithmique t est qu’elle n’a été définie que sur M+. Par
conséquent, nous n’avons plus considéré que des v.a. strictement positives.
Pour lever cette restriction une possibilité est, par exemple, de prendre pour xy / 0,

t(x,y) = £{\x\,\y\) si xy>0 et t(x,y) = i(\x\, |y|) +1 si xy<0.

L’inégalité triangulaire t(x, y) < t(x, z)+£*(z, y) est évidente ainsi que t(x, y) = £*{y, x)
et, enfin, t(x,y) - t(tx,ty) pour tout t> 0.
Cette distance permet d’aborder les v.a. à valeurs dans 2R\{0}.

- Reste la difficulté de trouver l’estimateur de Monge en général, voir par exemple [1] et
[9]. Un autre point délicat est de trouver les fractiles d’une loi dépendant d’un paramètre.
Pour cela nous avons utilisé le fait que les paramètres se déduisent à partir d’une valeur
“centrale”. C’est loin d’être toujours le cas.

- Nous laissons au lecteur la possibilité de poursuivre dans ces directions.
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