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sur Q sur la septique de Fermat.
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1 Introduction

Soit C une courbe plane lisse de degré d dé�nie sur Q. Le degré d'un point algébrique sur C est
le degré de son corps de dé�nition sur Q. Un théorème de Debarre et Klassen ([3]) a�rme que

(1) si d ≥ 7 alors, l'ensemble des points algébriques sur C de degré au plus d− 2 sur Q est �ni.

(2) si d ≥ 8 alors, à un nombre �ni d'exceptions près, l'ensemble des points algébriques sur C de
degré au plus d− 1 sur Q se présente comme l'intersection de C avec une droite dé�nie sur Q
passant par un point rationnel de C.

Notons F7 la septique de Fermat, i.e., la courbe plane lisse de degré 7 d'équation projective

F7 = {(X, Y, Z) ∈ P2(Q) : X7 + Y 7 + Z7 = 0}.

On désigne par J7 sa jacobienne et son genre est égal à 15. D'après (1), l'ensemble des points
algébriques sur F7 de degré au plus 5 sur Q est �ni. Tzermias ([9]) a décrit complètement cet
ensemble. L'étude des points de degré ≥ 6 est plus di�cile puisqu'il s'agit de décrire une in�nité
de solutions. Il existe exactement cinq points algébriques de degré au plus 5 sur F7, à savoir

a = (0, −1, 1), b = (−1, 0, 1), ∞ = (−1, 1, 0), P = (−η, −η, 1), P = (−η, −η, 1)

où η est une racine primitive 6ième de l'unité dans Q et η est le complexe conjugué de η. Sall ([7],
[8]) a poussé plus loin cette description en déterminant les points algébriques sur F7 de degré au
plus 10 sur Q, et il établit le théorème suivant :

Théorème 1

1. Les points algébriques sur F7 de degré 6 sur Q sont obtenus en coupant F7 par une droite
dé�nie sur Q passant par a, b ou ∞.

2. Les points algébriques sur F7 de degré 7 sur Q sont obtenus comme intersection de F7 avec
une droite dé�nie sur Q.

3. Il n'existe pas sur F7 de points algébriques de degré 8 ou 9 sur Q.
4. Les points algébriques sur F7 de degré 10 sur Q sont obtenus comme intersection résiduelle

de F7 avec une conique C dé�nie sur Q ayant un point de contact d'ordre 2 en {a, b} ou
{a,∞} ou {b,∞}, i.e., C.F7 = R1 + · · ·+R10 + 2Q1 + 2Q2 avec Q1 ̸= Q2 ∈ {a, b, ∞}.
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Nous proposons dans cet article de donner une description géométrique les points algébriques sur
F7 de degré au plus 14 sur Q. Notre résultat principal est le théorème suivant :

Théorème 2 Soit R ∈ F7(Q) de degré d sur Q avec 11 ≤ d ≤ 14. Soient R1, · · · , Rd les conjugués
de Galois de R. Alors, il existe une courbe algébrique plane Γm de degré m dé�nie sur Q telle que

1. Les points algébriques sur F7 de degré 11 sont obtenus par

(i) Γ2.F7 = R1+· · ·+R11+m1a+m2b+m3∞ avec mi ̸= mj ∈ {0, 1, 2} et m1+m2+m3 = 3

2. Les points algébriques sur F7 de degré 12 sont obtenus par

(i) Γ2.F7 = R1 + · · ·+R12 +m1a+m2b+m3∞ avec mi ∈ {0, 1, 2} et m1 +m2 +m3 = 2

(ii) Γ2.F7 = R1 + · · ·+R12 + P + P

(iii) Γ3.F7 = R1 + · · ·+R12 + 3a+ 3b+ 3∞
(iv) Γ4.F7 = R1 + · · ·+R12 + 8P + 8P

3. Les points algébriques sur F7 de degré 13 sont obtenus par

(i) Γ2.F7 = R1 + · · ·+R13 +m1a+m2b+m3∞ avec mi ∈ {0, 1} et m1 +m2 +m3 = 1

(ii) Γ3.F7 = R1 + · · ·+R13 +m1a+m2b+m3∞ avec mi ∈ {2, 3} et m1 +m2 +m3 = 8

4. Les points algébriques sur F7 de degré 14 sont obtenus par

(i) Γ2.F7 = R1 + · · ·+R14

(ii) Γ3.F7 = R1 + · · ·+R14 +m1a+m2b+m3∞ avec mi ∈ {1, 2, 3} et m1 +m2 +m3 = 7

(iii) Γ4.F7 = R1 + · · ·+R14 + 7P + 7P

(iv) Γ5.F7 = R1 + · · ·+R14 + 8P + 8P + 5Q avec Q ∈ {a, b, ∞}
(v) Γ6.F7 = R1 + · · ·+R14 + 8P + 8P + 6Q1 + 6Q2 avec Q1 ̸= Q2 ∈ {a, b, ∞}

2 Notions auxiliaires

2.1 Systèmes linéaires

Pour un diviseur D sur F7, notons par l(D) la Q−dimension de L(D), où L(D) est le Q−espace
vectoriel des fonctions rationnelles f dé�nies par

L(D) = {f ∈ Q(F7)
∗ : div(f) ≥ −D} ∪ {0}.

Considérons x et y les fonctions rationnelles sur F7 données par

x(X, Y, Z) =
X

Z
et y(X, Y, Z) =

Y

Z
.

Soit ε une racine primitive 14ième de l'unité dans Q. Les pointes sur F7 sont donnés par

aj = (0, ε2j+1, 1), bj = (ε2j+1, 0, 1), cj = (ε2j+1, 1, 0),

pour 0 ≤ j ≤ 6. Notons que a = a3, b = b3 et ∞ = c3.

Lemme 1 (Rohrlich, [6]) On a

div(x) = (a0 + · · ·+ a6)− (c0 + · · ·+ c6) et div(x+ y) = 7∞− (c0 + · · ·+ c6).

Lemme 2

1. Une Q−base pour L(28∞) est donnée par les fonctions frs dé�nies par

frs(x, y) =
xr

(x+ y)s
, 0 ≤ r ≤ s ≤ 4.

2. Une Q−base pour L(42∞) est donnée par les fonctions frs dé�nies par

frs(x, y) =
xr

(x+ y)s
, 0 ≤ r ≤ s ≤ 6.
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Preuve :

1. En utilisant le Lemme 1, on voit que toutes les fonctions frs sont dans L(28∞). Elles sont aussi
linéairement indépendantes, ainsi, puisque Card({frs, 0 ≤ r ≤ s ≤ 4}) = 15, alors il reste
à montrer que l(28∞) = 15. Comme le genre de F7 est égal à 15, alors 28∞ est un diviseur
canonique sur F7, donc l(28∞) = 15.

2. Il su�t de calculer la dimension de L(42∞) à l'aide du théorème de Riemann-Roch qui dit que
l(d∞) = d− 14 dès que d ≥ 29 puis montrer que toutes les fonctions frs sont dans L(42∞) et
qu'elles sont linéairement indépendantes et de cardinal l(42∞).

□

2.2 Groupe de Mordell-Weil

Dans cette section, nous déterminons la structure du groupe de Mordell-Weil J7(Q) et que la
�nitude de ce groupe est essentielle pour ce travail. Pour un entier s avec 1 ≤ s ≤ 5, nous notons Cs

la courbe d'équation a�ne v7 = u(1−u)s et Js sa jacobienne. Considérons l'application rationnelle
dé�nie par

fs : F7 −→ Cs, (x, y) 7−→ (−x7, (−1)s+1xys).

Cette application induit fs : J7 −→ Js et son dual f
∗
s : Js −→ J7. Soient A et B les automorphismes

de F7 donnés par

A(X,Y, Z) = (ζX, Y, Z) et B(X,Y, Z) = (X, ζY, Z)

où ζ est une racine primitive 7ième de l'unité telle que ε2 = ζ. Puisque, fs : F7 −→ Cs est un
revêtement Galoisien dont le groupe de Galois est engendré par A−sB, alors pour un diviseur D
de degré zéro sur F7, on a

f∗
s ◦ fs(D) =

6∑
j=0

(A−sB)j(D).

Il est bien connu (voir [2], [4]) que ces applications induisent une isogénie dé�nie sur Q

f =

5∏
s=1

fs : J7 −→
5∏

s=1

Js

et son dual

f∗ =

5∑
s=1

f∗
s :

5∏
s=1

Js −→ J7

telles que f∗ ◦ f = 7 sur J7.

Lemme 3 J7(Q) est isomorphe à (Z/2Z)2 × (Z/7Z)2.

Preuve : D'après Faddeev ([2]), J7(Q) est �ni. Dans [9], Tzermias conclut les deux faits suivants :

(i) pour un nombre premier l ̸= 2, 7, le groupe J7[l
∞](Q) est trivial.

(ii) le groupe J7[7
∞](Q) est isomorphe à (Z/7Z)2 et est engendré par [a−∞] et [b−∞].

Il nous reste à calculer la partie 2−primaire de J7(Q). Comme il existe une isogénie f : J7 −→∏5
s=1 Js, alors cela revient à calculer la partie 2−primaire de chaque Js(Q). Or un résultat de

Gross et Rohrlich dans [1] a�rme que

Js(Q)tors ∼=
{

Z/7Z× Z/2Z si 1 = s3 = (6− s)3 (mod 7)
Z/7Z sinon

mais les seuls s ≤ 5 tels que 1 = s3 = (6 − s)3 (mod 7) sont s = 2 ou s = 4, ce qui donne deux
copies de Z/2Z et ainsi

J7[2
∞](Q) ∼= (Z/2Z)2.

□

Posons maintenant x0 = −P − P + 2∞, x1 = f∗
4 ◦ f4(x0) et x2 = f∗

2 ◦ f2(x0). En se référant aux
travaux Gross et Rohrlich ([1]) et de Sall ([7], [8]), on a les propriétés suivantes :
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Propriétés 1

(P1) x0 et x1 sont d'ordre 14 et 2 respectivement.

(P2) fs(a−∞) et fs(b−∞) sont d'ordre 7.

(P3) f∗
4 ◦ f4(x1) = 7x1 et f∗

2 ◦ f2(x2) = 7x2.

(P4) Js(Q)tors ⊆ ker(f∗
s ).

(P5) ker(f∗
s ◦ fs) ⊆ J7[7].

En combinant le Lemme 3 et les propriétés (P1), (P3) et (P5), on a le corollaire suivant :

Corollaire 1 On a J7(Q) =
{
m[∞−a]+n[∞−b]+kx0+ lx1, avec 0 ≤ m,n ≤ 6 et 0 ≤ k, l ≤ 1

}
ou bien J7(Q) =

{
m[∞− a] + n[∞− b] + kx0 + lx2, avec 0 ≤ m,n ≤ 6 et 0 ≤ k, l ≤ 1

}
.

2.3 Lemmes de contact

Lemme 4 Soient La, Lb et L∞ les droites tangentes à F7 en a, b, ∞ respectivement.

(i) Les droites La, Lb, L∞ ont un point de contact d'ordre 7 avec F7 en a, b, ∞ respectivement.

(ii) Si une courbe algébrique plane Γ de degré ≤ 6 a un point de contact d'ordre > deg(Γ) avec
F7 en a, b ou ∞, alors Γ est réductible et contient La, Lb ou L∞ respectivement.

Preuve :

(i) En a�ne, on a F7 : x7+y7+1 = 0. La droite tangente à F7 en a est La : y+1 = 0. Et on voit
que a est le seul point d'intersection de la droite La et la courbe F7. Ainsi, par le théoème de
Bézout, on a

La.F7 = (degLa × degF7)a = 7a = multa(La ∩ F7)a.

On montre de même pour Lb et L∞.

(ii) Soient H, G et F trois courbes planes. Supposons que H est irréductible et sans composante
commune avec G ni F . Soit O un point lisse de H. Alors, par le Lemme 2.3.2 dans [5], on a

min{multO(H ∩ F ),multO(H ∩G)} ≤ multO(F ∩G).

Ainsi, pour obtenir le résultat souhaité, il su�t de prendre O ∈ {a, b,∞}, H = LO, G = Γ,
F = F7 en tenant compte de (i).

□

Lemme 5 Soit L la droite d'équation X + Y + Z = 0. Alors L.F7 = a+ b+∞+ 2P + 2P .

Preuve : En a�ne, on a L : x+ y+1 = 0 et F7 : x7 + y7 +1 = 0. D'après Gross et Rohrlich ([1]),
on a L ∩ F7 = {a, b,∞, P, P} ; il existe alors des entiers strictement positifs n1, n2, n3, n4, n5 tels

que L.F7 = n1a+ n2b+ n3∞+ n4P + n5P avec
∑5

i=1 ni = 7. Comme P et P sont des conjugués,
on doit avoir n4 = n5. La tangente à F7 au point P est TP : x+ y+1 = 0, par conséquent n4 ≥ 2 ;
donc n1 = n2 = n3 = 1 et n4 = n5 = 2. □

3 Preuve du théorème 2

Soit R un point algébrique sur F7 de degré d ≤ 14 sur Q ; si d ≤ 5 ces points sont décrits
par Tzermias ([9]) ; si 6 ≤ d ≤ 10 ces points sont décrits par le théorème 1, ainsi supposons que
11 ≤ d ≤ 14. Soit R1, · · · , Rd les conjugués de Galois de R. Alors, aucun des Ri n'est égal aux
points algébriques sur F7 de degré ≤ d − 1 sur Q. On pose t = [R1 + · · · + Rd − d∞] ∈ J7(Q).
D'après le corollaire, on peut considérer les quatre cas suivants :
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1er cas : t = m[∞− a] + n[∞− b] avec 0 ≤ m,n ≤ 6.

Alors, [R1+ · · ·+Rd+ma+nb− (d+m+n)∞] = 0. Puisque d+m+n ≤ 28, le Lemme 2 entraîne
l'existence d'un polynôme quartique f(x, y) tel que

div(f(x, y)/(x+ y)4) = R1 + · · ·+Rd +ma+ nb− (d+m+ n)∞.

Ainsi, par le Lemme 1,

div(f(x, y)) = R1 + · · ·+Rd +ma+ nb+ (28− d−m− n)∞− 4(c0 + · · ·+ c6).

Comme f(x, y) est le quotient d'un polynôme quartique homogène par Z4, d'où, puisque F7 est une
courbe plane lisse, il existe alors une quartique Γ4 telle que div(f(x, y)) = Γ4.F7 − 4(c0 + · · ·+ c6).
Par conséquent,

Γ4.F7 = R1 + · · ·+Rd +ma+ nb+ (28− d−m− n)∞.

Si m ≥ 5 alors, par le Lemme 4, Γ4 est réductible et contient La. De plus, puisque m ≤ 6, un des
Ri est égal à a, ce qui est absurde. De même, on ne doit pas avoir n ≥ 5. D'où, 0 ≤ m,n ≤ 4, donc
6 ≤ 28− d−m−n ≤ 17. Ainsi, par le Lemme 4, Γ4 contient L∞, il existe une cubique Γ3 telle que

Γ3.F7 = R1 + · · ·+Rd +ma+ nb+ (21− d−m− n)∞.

On doit avoir 0 ≤ m,n ≤ 3 et donc 1 ≤ 21− d−m− n ≤ 10. La somme des coe�cients de a, b et
∞ est égal 21− d.

1. Si 1 ≤ 21− d−m− n ≤ 3, alors on a

(a) Γ3.F7 = R1 + · · ·+R12 + 3a+ 3b+ 3∞
(b) Γ3.F7 = R1 + · · ·+R13 +m1a+m2b+m3∞ avec mi ∈ {2, 3} et m1 +m2 +m3 = 8

(c) Γ3.F7 = R1 + · · ·+R14 +m1a+m2b+m3∞ avec mi ∈ {1, 2, 3} et m1 +m2 +m3 = 7

2. Si 21− d−m− n ≥ 4, alors Γ3 contient L∞, il existe une conique Γ2 telle que

Γ2.F7 = R1 + · · ·+Rd +ma+ nb+ (14− d−m− n)∞.

On doit avoir 0 ≤ m,n ≤ 2 et 0 ≤ 14− d−m− n ≤ 2. La somme des coe�cients de a, b et
∞ est égal 14− d. Ainsi, on a

(a) Γ2.F7 = R1+· · ·+R11+m1a+m2b+m3∞ avec mi ̸= mj ∈ {0, 1, 2} et m1+m2+m3 = 3

(b) Γ2.F7 = R1 + · · ·+R12 +m1a+m2b+m3∞ avec mi ∈ {0, 1, 2} et m1 +m2 +m3 = 2

(c) Γ2.F7 = R1 + · · ·+R13 +m1a+m2b+m3∞ avec mi ∈ {0, 1} et m1 +m2 +m3 = 1

(d) Γ2.F7 = R1 + · · ·+R14

2er cas : t = m[∞− a] + n[∞− b] + x0 avec 0 ≤ m,n ≤ 6.

Alors, [R1 + · · ·+Rd +ma+ nb+ P + P − (d+m+ n+ 2)∞] = 0. Puisque d+m+ n+ 2 ≤ 28,
les Lemmes 2 et 1 assurent l'existence un polynôme quartique f(x, y) tel que

div(f(x, y)) = R1 + · · ·+Rd +ma+ nb+ P + P + (26− d−m− n)∞− 4(c0 + · · ·+ c6).

La courbe plane F7 étant lisse, il existe alors une quartique Γ4 telle que div(f(x, y)) = Γ4.F7 −
4(c0 + · · ·+ c6). Par suite,

Γ4.F7 = R1 + · · ·+Rd +ma+ nb+ P + P + (26− d−m− n)∞.

On doit avoir 0 ≤ m,n ≤ 4 et donc 4 ≤ 26− d−m− n ≤ 15.

1. Si 26−d−m−n = 4, i.e., d = 14,m = n = 4 alors Γ4.F7 = R1+· · ·+R14+4a+4b+P+P+4∞.
On voit que Γ4 contient L, ce qui est absurde sinon un des Ri serait égal à P ou P .

2. Si 26− d−m− n ≥ 5, alors Γ4 contient L∞, il existe une cubique Γ3 telle que

Γ3.F7 = R1 + · · ·+Rd +ma+ nb+ P + P + (19− d−m− n)∞.

On doit avoir 0 ≤ m,n ≤ 3 et 0 ≤ 19− d−m− n ≤ 8.
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(a) Si m = n = 0, alors Γ3.F7 = R1+ · · ·+Rd+P +P +(19−d)∞. On a 19−d ≥ 5, donc Γ3

contient L∞, il existe une conique Γ2 telle que Γ2.F7 = R1+· · ·+Rd+P+P+(12−d)∞.
Ainsi, on a d = 12, d'où Γ2.F7 = R1 + · · ·+R12 + P + P .

(b) Si m ̸= 0 ou n ̸= 0, alors deux au moins des coe�cients de a, b et ∞ sont non nuls, donc
Γ3 contient L, ce qui contredit nos hypothèses sur les Ri.

3er cas : t = m[∞− a] + n[∞− b] + kx0 + x1 avec 0 ≤ m,n ≤ 6 et 0 ≤ k ≤ 1.

Alors, [R1 + · · ·+Rd − d∞] = [m(∞− a) + n(∞− b) + kx0 + x1]. En composant par f∗
4 ◦ f4 puis

en utilisant les propriétés (P2), (P3), (P4) et (P5), on trouve

[R1 + · · ·+Rd +ma+ nb+ (7 + k)P + (7 + k)P − (14 + d+m+ n+ 2k)∞] = 0.

Puisque, 14 + d+m+ n+ 2k ≤ 42, les Lemmes 2 et 1 assurent l'existence un polynôme sextique
f(x, y) tel que

div(f(x, y)) = R1+· · ·+Rd+ma+nb+(7+k)P+(7+k)P+(28−d−m−n−2k)∞−6(c0+· · ·+c6).

La courbe plane F7 étant lisse, donc il existe une sextique Γ6 telle que div(f(x, y)) = Γ6.F7−6(c0+
· · ·+ c6). Par suite,

Γ6.F7 = R1 + · · ·+Rd +ma+ nb+ (7 + k)P + (7 + k)P + (28− d−m− n− 2k)∞.

1. Si m = n = 0, alors Γ6.F7 = R1 + · · · + Rd + (7 + k)P + (7 + k)P + (28 − d − 2k)∞ avec
12 ≤ 28 − d − 2k ≤ 17. La courbe Γ6 contient L∞, il existe une quintique Γ5 telle que
Γ5.F7 = R1 + · · ·+Rd + (7 + k)P + (7 + k)P + (21− d− 2k)∞ avec 5 ≤ 21− d− 2k ≤ 10.

(a) Si 21− d− 2k = 5, i.e., d = 14 et k = 1, alors Γ5.F7 = R1 + · · ·+R14 + 8P + 8P + 5∞.

(b) Si 21 − d − 2k ≥ 6, alors Γ5 contient L∞, il existe une quartique Γ4 telle que Γ4.F7 =
R1 + · · ·+Rd +(7+ k)P +(7+ k)P +(14− d− 2k)∞ avec 0 ≤ 14− d− 2k ≤ 3. On voit
que le coe�cient de ∞ doit être nul sinon un des Ri devrait être égal à a ou b. Donc,
14 − d − 2k = 0, i.e., on a (d = 14 et k = 0) ou (d = 12 et k = 1) ; par consequent,
Γ4.F7 = R1 + · · ·+R14 + 7P + 7P ou Γ4.F7 = R1 + · · ·+R12 + 8P + 8P .

2. Si m = 0 et n ≥ 1 (ou, de façon similaire, on traite m ≥ 1 et n = 0), alors Γ6.F7 =
R1+ · · ·+Rd+nb+(7+ k)P +(7+ k)P +(28− d−n− 2k)∞ avec 6 ≤ 28− d−n− 2k ≤ 16.

(a) Si 28− d− n− 2k = 6, i.e., d = 14, n = 6 et k = 1, alors Γ6.F7 = R1 + · · ·+R14 + 6b+
8P + 8P + 6∞.

(b) Si 28−d−n−2k ≥ 7, alors Γ6 contient L∞, il existe une quintique Γ5 telle que Γ5.F7 =
R1+ · · ·+Rd+nb+(7+k)P +(7+k)P +(21−d−n−2k)∞ avec 0 ≤ 21−d−n−2k ≤ 9.
Puisque n ̸= 0, alors le coe�cient de ∞ doit être nul, i.e., 21 − d − n − 2k = 0, dans
ce cas, on a (d = 14, n = 5 et k = 1) ou (d = 13, n = 6 et k = 1) ; par consequent,
Γ5.F7 = R1 + · · ·+R14 + 5b+ 8P + 8P ou Γ5.F7 = R1 + · · ·+R13 + 6b+ 8P + 8P , ce
dernier cas est absurde sinon un des Ri devrait être égal à b.

3. Si m ≥ 1 et n ≥ 1

(a) Si m = n = 1 alors Γ6.F7 = R1+ · · ·+Rd+a+ b+(7+k)P +(7+k)P +(26−d−2k)∞.
La courbe Γ6 contient L, il existe une quintique Γ5 telle que Γ5.F7 = R1 + · · · + Rd +
(5 + k)P + (5 + k)P + (25− d− 2k)∞. Comme le coe�cient de ∞ est non nul alors Γ5

contient L ce qui est absurde sinon un des Ri devrait être égal à a ou b.

(b) Si m = 1 et n ≥ 2 (ou, de façon similaire, on traite m ≥ 2 et n = 1) alors Γ6.F7 =
R1 + · · · + Rd + a + nb + (7 + k)P + (7 + k)P + (26 − d − n − 2k)∞. On voit que Γ6

contient L, il existe une quintique Γ5 telle que Γ5.F7 = R1 + · · ·+Rd + (n− 1)b+ (7 +
k)P + (7+ k)P + (25− d− n− 2k)∞. Γ5 contient L ce qui est absurde sinon un des Ri

devrait être égal à a.

(c) Si 2 ≤ m,n ≤ 6 alors

▷ Si 28 − d − m − n − 2k = 0, i.e., d = 14, m = n = 6 et k = 1, alors Γ6.F7 =
R1 + · · ·+R14 + 6a+ 6b+ 8P + 8P .
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▷ Si 28− d−m− n− 2k ≥ 1, alors Γ6 contient L, il existe une quintique Γ5 telle que

Γ5.F7 = R1+· · ·+Rd+(m−1)a+(n−1)b+(5+k)P+(5+k)P+(27−d−m−n−2k)∞.

On voit que Γ5 contient L, il existe une quartique Γ4 telle que

Γ4.F7 = R1+· · ·+Rd+(m−2)a+(n−2)b+(3+k)P+(3+k)P+(26−d−m−n−2k)∞.

Puisque, les coe�cients de a, b et ∞ ne sont pas simultanément nuls, alors Γ4 contient
L, il existe une cubique Γ3 telle que

Γ3.F7 = R1+· · ·+Rd+(m−3)a+(n−3)b+(1+k)P+(1+k)P+(25−d−m−n−2k)∞.

On doit avoir 3 ≤ m,n ≤ 6 et 0 ≤ 25− d−m− n− 2k ≤ 8.
✓ Si m = n = 3, alors Γ3.F7 = R1+ · · ·+Rd+(1+ k)P +(1+ k)P +(19− d− 2k)∞

avec 3 ≤ 19− d− 2k ≤ 8.
⋄ Si 19− d− 2k = 3, i.e., d = 14 et k = 1, alors Γ3.F7 = R1 + · · ·+R14 + 2P +
2P + 3∞. On voit que Γ3 contient L, ce qui est absurde.

⋄ Si 19 − d − 2k ≥ 4, alors Γ3 contient L∞ ; il existe une conique Γ2 telle que
Γ2.F7 = R1 + · · ·+Rd + (1 + k)P + (1 + k)P + (12− d− 2k)∞. On doit avoir
12− d− 2k = 0, i.e., d = 12 et k = 0 donc Γ2.F7 = R1 + · · ·+R12 + P + P .

✓ Si m ̸= 3 ou n ̸= 3, on voit que Γ3 contient L, il existe une conique Γ2 telle que

Γ2.F7 = R1+· · ·+Rd+(m−4)a+(n−4)b+(−1+k)P+(−1+k)P+(24−d−m−n−2k)∞.

On doit avoir 4 ≤ m,n ≤ 6, k = 1 et 0 ≤ 24 − d − n − 2k ≤ 2. La somme des
coe�cients de a, b et ∞ est égal 14− d. Par conséquent, on a
⋄ Γ2.F7 = R1+ · · ·+R11+m1a+m2b+m3∞ avec mi ̸= mj ∈ {0, 1, 2} et m1+
m2 +m3 = 3

⋄ Γ2.F7 = R1+ · · ·+R12+m1a+m2b+m3∞ avec mi ∈ {0, 1, 2} et m1+m2+
m3 = 2

⋄ Γ2.F7 = R1+· · ·+R13+m1a+m2b+m3∞ avec mi ∈ {0, 1} et m1+m2+m3 =
1

⋄ Γ2.F7 = R1 + · · ·+R14

4er cas : t = m[∞− a] + n[∞− b] + kx0 + x2 avec 0 ≤ m,n ≤ 6 et 0 ≤ k ≤ 1.

En composant par f∗
2 ◦ f2 puis en utilisant les propriétés (P2), (P3), (P4) et (P5), on trouve

exactement la même l'expression que le 3er cas et donc on aboutit aux mêmes résultats.

4 Conclusion

Une Q−base pour L(7k∞) est donnée par Bk =
{
frs(x, y) =

xr

(x+y)s avec 0 ≤ r ≤ s ≤ k
}
pour

tout k ∈ {1, 2, · · · , 6}. Les Q−base des systèmes linéaires L(7k∞) ont permis d'étudier les points
algébriques sur F7 de degré au plus 14 sur Q dans notre travail et dans les travaux précédents
([9], [7], [8]). Le degré 14 est le maximum des degrés des points algébriques qu'on peut déterminer
en utilisant le système linéaire L(42∞). Pour poursuivre l'étude des points algébriques de degré
d > 14, il est nécessaire de trouver une Q−base pour le système linéaire L(d′∞) avec d′ ≥ d+ 28
qui généralise B6.
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