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Résumé

Nous présentons la XOR-résolution, une généralisa-
tion de la résolution standard. Elle part de l’idée qu’à
partir de deux clauses CNF contenant deux littéraux op-
posées x∨ y ∨C1 et x∨ y ∨C2, la résolution ne permet
d’inférer que la tautologie y ∨ y ∨ C1 ∨ C2 alors que la
sous-formule non tautologique (x ⊕ y) ∨ C1 ∨ C2 (où
⊕ est le ”ou exclusif”) pourrait être produite. En généra-
lisant la règle de résolution, nous obtenons un système
plus puissant (ie, capable d’obtenir une réfutation de lon-
gueur polynômiale plutôt qu’exponentielle de certaines
classes d’instances). Nous montrons aussi comment les
méthodes de résolution arborescente de type DPLL ou
CDCL peuvent intégrer la XOR-Résolution pour être
théoriquement plus puissantes.

Abstract

We present XOR-resolution, a generalization of Re-
solution. It starts from the idea that from two CNF
clauses containing two opposite literals x ∨ y ∨ C1 and
x∨ y ∨C2, Resolution only allows to infer the tautology
y ∨ y ∨ C1 ∨ C2 while the non tautological subformula
(x⊕ y) ∨ C1 ∨ C2 (where ⊕ is the ”exclusive or”) could
be produced. By generalizing the Resolution rule, we ob-
tain a more powerful proof system (ie, able to generate
a polynomial, instead of exponential, length refutation
of some classes of instances). We also show how the
Resolution-based tree search methods DPLL or CDCL
can integrate XOR-Resolution to be more powerful.

1 Introduction

Les systèmes de preuve basés sur la résolution (Res)
[3] sont utilisés pour permettre de trouver la réfuta-
tion d’une formule booléenne supposée insatisfiable ou
de montrer qu’il existe un modèle. Les méthodes clas-
siques de recherche arborescente de modèle (DPLL,
CDCL) peuvent être interprétées comme une ma-
nière d’appliquer une suite de résolutions pour obtenir
une solution. Cependant, certaines familles d’instances

[4, 13, 1] nécessitent de produire un nombre exponen-
tiel de résolvantes. La résolution étendue [12] ajoute
une régle supplémentaire à la résolution. Personne n’a
jamais trouvé de classe d’instances nécessitant la pro-
duction d’un nombre exponentiel de résolvantes avec
la résolution étendue. Mais, bien que rendant un sys-
tème de preuve par résolution plus puissant, la règle
d’extension est très difficile à mettre en pratique car
le nombre d’extensions possibles est très élevé et il est
difficile de savoir quand l’ajout d’une extension sera
utile ou dommageable.

Nous présentons ici un système de preuve intermé-
diaire entre la résolution et la résolution étendue. Il
est basé sur la remarque que lorsque la règle de résolu-
tion génère une tautologie, donc une clause inutile, il
est possible à la place d’inférer une sous-formule non
tautologique qui apporte une ”information” potentiel-
lement utile.

La règle de résolution permet d’obtenir une clause
C1 ∨ C2 à partir des clauses x ∨ C1 et x ∨ C2. Mais si
un littéral est dans C1 et que son opposé est dans C2

alors on a affaire à une tautologie donc C1 ∨ C2 n’est
pas ajoutée à l’ensemble des clauses.

Or, il s’avère que l’on peut inférer logiquement une
formule non tautologique à partir de x∨C1 et x∨C2 en
généralisant la règle de résolution. Nous allons le voir
en rappelant la raison pour laquelle on peut ajouter la
résolvante C1 ∨ C2 à l’ensemble des clauses.

L’ensemble des clauses représente une conjonction
de clauses F qu’on peut exprimer ainsi : F = (x ∨
C1) ∧ (x ∨ C2) ∧ F ′.

Comme on a la propriété A = A ∧ (A ∨ B), la
formule peut se réécrire successivement :
F = ((x∨C1)∧ (x∨C1 ∨C2))∧ ((x∨C2)∧ (x∨C2 ∨
C1)) ∧ F ′

F = (x ∨ C1) ∧ (x ∨ C2) ∧ ((x ∧ x) ∨ C1 ∨ C2) ∧ F ′

F = (x ∨ C1) ∧ (x ∨ C2) ∧ (C1 ∨ C2) ∧ F ′

Or, si nous avons deux clauses x ∨ y ∨ C1 et



x∨ y ∨C2, le même type de raisonnement s’applique :
F = (x ∨ y ∨ C1) ∧ (x ∨ y ∨ C2) ∧ F ′

F = ((x∨ y ∨C1)∧ (x∨ y ∨C1 ∨C2))∧ ((x∨ y ∨C2)∧
(x ∨ y ∨ C2 ∨ C1)) ∧ F ′

F = (x∨ y ∨C1)∧ (x∨ y ∨C2)∧ (((x∨ y)∧ (x∨ y))∨
C1 ∨ C2) ∧ F ′

Or, (x∨y)∧ (x∨y) = x⊕y, ⊕ étant le ”ou exclusif”.
On peut donc ajouter (x ⊕ y) ∨ C1 ∨ C2 à la formule
(plutôt qu’une tautologie inutile).

Bien sûr, si z est dans C1 et z est dans C2, (x ⊕
y) ∨ C1 ∨ C2 est une tautologie. Mais nous pouvons
généraliser le raisonnement, quelque soit le nombre de
littéraux en opposition dans les deux clauses : à partir
des clauses x1 ∨ ... ∨ xn ∨ C1 et x1 ∨ ... ∨ xn ∨ C2, on
peut ajouter ((x1 ∨ ...∨xn)∧ (x1 ∨ ...∨xn))∨C1 ∨C2.
Or, x1 ∨ ... ∨ xn signifie que tous les xi ne sont pas
égaux à 0 tandis que x1 ∨ ... ∨ xn signifie que tous
les xi ne sont pas égaux à 1. La conjonction des deux
équivaut au fait que parmi les xi, il y en a au moins
un qui diffère des autres. On peut donc réexprimer
(x1 ∨ ...∨xn)∧ (x1 ∨ ...∨xn) par (x1⊕x2)∨ ...∨ (x1⊕
xn) qui signifie que x1 (on aurait pu choisir n’importe
quelle autre variable de manière équivalente) diffère au
moins d’un des autres xi. Au final, la formule inférée
est (x1 ⊕ x2) ∨ ... ∨ (x1 ⊕ xn) ∨ C1 ∨ C2 qui est une
disjonction d’exclusions, non tautologique.

Nous voyons que les formules que nous pouvons in-
férer ne sont plus des clauses CNF (des disjonctions
de littéraux) mais des disjonctions d’exclusions, ce qui
nous amène à généraliser la notion de clause afin de
définir un système de preuve qui généralise Res.

Dans cet article, nous allons donc définir la notion de
x-clauses, de formule XCNF et la XOR-résolution, qui
généralisent respectivement les clauses CNF, les for-
mules CNF et la résolution standard. Nous montrerons
que la XOR-résolution constitue un système de preuve
plus puissant que la résolution mais moins puissant que
la résolution étendue. Nous montrerons ensuite com-
ment prendre en compte la XOR-résolution dans les
méthodes de recherche arborescente pour rendre les
solveurs plus puissant (en théorie).

2 Notions préliminaires

Une formule booléenne, sous sa forme dite CNF, est
une conjonction de clauses. Une clause est une disjonc-
tion de littéraux. Un littéral est soit une variable boo-
léenne, soit sa négation. On définit var(l) comme étant
la variable du littéral l. Les variables peuvent être af-
fectées à la valeur 1 (vrai) ou 0 (faux). Une clause
peut être représentée par l’ensemble de ses littéraux.
Une formule SAT peut être représentée par l’ensemble
de ses clauses. Un modèle d’une formule F est une af-

fectation de variables qui est telle que F est vraie. Une
formule n’ayant pas de modèle est dite insatisfiable.
La clause vide, notée �, est toujours fausse et si une
formule la contient alors elle est insatisfiable. Si une
clause contient un littéral l et son opposé ¬l, elle est
toujours vraie et on l’appelle tautologie sur var(l).

2.1 Resolution

Les systèmes formels de preuve propositionnelle per-
mettent de dériver d’autres formules à partir d’une for-
mule F, grâce à des règles d’inférence. En particulier, le
système de Robinson [10], que nous appelons Res, per-
met de dériver des clauses induites à partir des clauses
d’une formule F grâce à la règle de résolution :

C1 C2

C1\{l} ∪ C2\{l}

La clause inférée par résolution de C1 avec C2 sera
appelé résolvante sur var(l) de C1 et C2. L’intérêt de
Res est qu’il permet d’établir des réfutations de for-
mules (ie, des preuves de leur insatisfiabilité) dans la
mesure où une formule est insatisfiable si et seulement
si il existe une suite de résolutions qui dérive la clause
vide. Res fonctionne par saturation de l’application de
sa règle : si une formule est satisfiable, Res le détecte
quand plus aucune résolvante non redondante ne peut
être dérivée.

Une dérivation est une suite d’applications de la
règle de résolution permettant de dériver une clause.
Elle constitue la preuve que cette clause est une consé-
quence logique de la formule. Une dérivation de la
clause vide s’appelle une réfutation. On appelle lon-
gueur d’une preuve, le nombre de résolvantes qu’elle
contient.

Nous rappelons qu’on dit qu’un système de preuves
P p-simule un système de preuves Q ssi il existe une
fonction reformulant en temps polynomial une preuve
produite par P à partir d’une preuve produite par Q.
Ainsi, P est dit plus puissant que Q si P peut p-simuler
Q mais Q ne peut pas p-simuler P. Informellement, un
système de preuves propositionnel P est plus puissant
que Q si P peut générer des preuves de longueur po-
lynômiale pour des classes d’instances pour lesquelles
Q ne peut générer que des preuves de longueur expo-
nentielle, et que lorsque Q peut générer une preuve de
longueur polynômiale, P le peut aussi.

2.2 Le ”ou exculsif” (XOR)

Nous rappelons succintement quelques propriétés de
l’opérateur ⊕. Il est commutatif et associatif.
a⊕ b = a ∧ b ∨ a ∧ b = (a ∨ b) ∧ (a ∨ b).
a ⊕ b peut s’interpréter comme ”a diffère de b”.

a1 ⊕ a2 ⊕ ... ⊕ an peut s’interpréter comme ”il y a



un nombre impair de variables ai qui sont égales à 1
(vraies)” ou comme une équation linéaire dans le corps
Z/2Z, c’est-à-dire ”la somme modulo 2 des variables ai
égale 1”. C’est pourquoi nous les appellerons équations
booléennes, mais on les retrouve aussi ailleurs sous le
nom de contraintes de parité.

Voici quelques relations que nous utilisons dans cet
article :
a⊕ 1 = a (1)
Simplifications :
a⊕ a = 0 (2)
a⊕ b ∨ a = a ∨ b (3)
a⊕ b ∨ a = a ∨ b (4)
a⊕ b ∧ a = b (5)
a⊕ b ∧ a = b (6)
Redistribution des variables dans les équations :
a⊕ b ∨ a⊕ c = a⊕ b ∨ b⊕ c (7)
a⊕ b ∧ a⊕ c = a⊕ b ∧ b⊕ c⊕ 1 (8)

En fait, les relations (3), (4), (5) et (6) sont des cas
particuliers des relations (7) et (8) pour lesquelles on
a b = 0 ou b = 1.

L’opérateur d’équivalence ⇔ est la négation du ⊕ :
x⇔ y = x⊕ y = x⊕ y ⊕ 1. Toute équation booléenne
est reformulable en une châıne d’équivalences en rem-
plaçant chaque ⊕ par un ⇔ et en ajoutant ”⊕1” si le
nombre de ⊕ était impair.

On normalise l’expression d’une équation booléenne
en utilisant d’abord la relation (1) pour faire dispa-
râıtre les occurences de littéraux négatifs, puis en uti-
lisant la relation (2) pour faire disparâıtre les doublons

de variable ou de 1. À la fin, une équation booléenne ne
contient plus de négation, aucune variable n’apparâıt
plus d’une fois, et 1 apparâıt une fois au plus.

Les systèmes linéaires d’équations booléennes (ie,
les conjonctions d’équations booléennes) se résolvent
grâce à la méthode du pivot de Gauss. Quand un
tel système a au moins une solution, l’ensemble des
équations s’exprime d’une manière normalisée en
ordonnant arbitrairement les variables. On fait alors
en sorte que la première variable n’apparaisse plus
à partir de la deuxième équation, que la deuxième
variable n’apparaisse plus à partir de la troisième
équation, etc. Cela se fait en utilisant un nombre
polynômial de fois la relation (8).

Ex : a⊕ b⊕ c ∧ a⊕ d⊕ e ∧ b⊕ d⊕ 1 =
a⊕ b⊕ c ∧ (b⊕ c⊕ 1)⊕ d⊕ e ∧ b⊕ d⊕ 1 =
a⊕ b⊕ c ∧ b⊕ c⊕ 1⊕ d⊕ e ∧ (c⊕ d⊕ e)⊕ d⊕ 1 =
a⊕ b⊕ c ∧ b⊕ c⊕ 1⊕ d⊕ e ∧ c⊕ e⊕ 1.
À ce moment, on réécrit les équations, toujours en util-
sant la relation (8) de manière à ce qu’elles contiennent
des variables dont l’ordre est le plus éloigné possible :
b⊕c⊕1⊕d⊕e = b⊕e⊕1⊕d⊕e = b⊕d⊕1 et a⊕b⊕c =

a⊕ d⊕ e. Au final, la normalisation de la conjonction
d’équations donne a⊕ d⊕ e ∧ b⊕ d⊕ 1 ∧ c⊕ e⊕ 1.

Lorsqu’on normalise un système d’équations boo-
léennes, on le résout : le système est inconsistent ssi
l’équation vide (0) est produite pendant la normali-
sation. Le problème XORSAT de décision sur l’exis-
tence d’une solution d’une conjonction d’équations
booléennes est donc polynomial.

2.3 Formules XCNF

On appelle x-clause (ou simplement clause à par-
tir de maintenant, lorsque le contexte n’est pas am-
bigü), une disjonction d’équations booléennes. Les x-
clauses ont déjà été introduites (sous le nom de clauses
étendues) dans [6] dans le cadre de la compilation de
connaissances dédiée au comptage de modèles. En imi-
tant la normalisation des systèmes d’équations boo-
léennes, on normalise la formulation des x-clauses
grâce à la relation (7). Précisément, on ordonne ar-
bitrairement les variables et on applique la relation
(7) de manière à ce que la première variable n’ap-
paraisse pas dans les équations booléennes suivantes,
que la deuxième variable n’apparaisse plus à partir
de la troisième équation, etc. Ensuite, comme pour
la normalisation des conjonctions d’équations, on ré-
écrit les équations de manière à ce qu’elles contiennent
des variables dont l’ordre est le plus éloigné possible.
Cette normalisation permet de diminuer au maximum
le nombre d’équations dans la disjonction.
Ex : a⊕ b ∨ a⊕ c ∨ b⊕ c =
a⊕ b ∨ b⊕ c ∨ b⊕ c =
a⊕ b ∨ b⊕ c ∨ c⊕ c =
a⊕ b ∨ b⊕ c

Elle permet aussi de détecter les tautologies.
Ex : a⊕ b ∨ a⊕ c ∨ b⊕ c⊕ 1 =
a⊕ b ∨ b⊕ c ∨ b⊕ c⊕ 1 =
a⊕ b ∨ b⊕ c ∨ c⊕ c⊕ 1 = 1

Une formule XCNF (appelée E-CNF dans [6]) est
une conjonction de x-clauses. Toute formule CNF peut
se réécrire comme une formule XCNF dans la mesure
où il suffit de remplacer chaque littéral négatif x par
1⊕x. Une instance XCNF dont toutes les clauses sont
unaires (ie, ne contiennent qu’une équation) équivaut à
une instance XORSAT (et l’ensemble de ces instances
constitue donc une classe polynômiale du problème
XCNF).

3 La XOR-résolution

Etant données deux x-clauses, on définit deux règles
qui permettent d’en inférer une troisième pour l’ajou-
ter à l’ensemble des x-clauses de la formule. Ces deux



règles constituent le système de preuves que nous ap-
pelons XOR-résolution (XRes).

Q1 ∨ ... ∨Qn ∨ C1 Q1 ∨ ... ∨Qn ∨ C2
R1 :

Q1 ⊕Q2 ∨ ... ∨Q1 ⊕Qn ∨ C1 ∨ C2

où chaque Qi est une équation booléenne et Qi désigne
son opposée.

x⊕Q1 ∨ C1 x⊕Q2 ∨ C2
R2 :

1⊕Q1 ⊕Q2 ∨ C1 ∨ C2

où x est une variable, et Q1 et Q2 sont des équations
booléennes. R2 se justifient par la relation x ⊕ Q1 ∧
x ⊕ Q2 = 1 ⊕ Q1 ⊕ Q2 ∧ x ⊕ Q1. Cette règle permet
d’inférer une x-clause quand deux x-clauses ont cha-
cune une équation booléenne qui possède une variable
x commune.

R1 et R2 sont des généralisations de la règle de ré-
solution. R1 équivaut à la règle de résolution si n = 1,
R2 si Q1 = 0 et Q2 = 1.

La règle R2 permet d’obtenir une x-clause sans x
dans la mesure où il est toujours possible de normali-
ser une x-clause de telle manière que x n’apparaissent
qu’une seule fois dans chacune des deux x-clauses. Il
suffit que x soit considérée comme la première variable
de son ensemble. Cependant, on ne doit appliquer R2
que si elle ne produit pas une tautologie. Sinon, c’est
la règle R1 qu’il faut appliquer.

3.1 Puissance de la XOR-résolution

Définition 1 Soit X = {x1, x2, ..., xk}. On note
Eq(X) l’équation booléenne x1 ⊕ x2 ⊕ ...⊕ xk.
On note CNF (X) l’ensemble (insatisfiable) de toutes
les clauses CNF de longueur |X| que l’on peut faire
avec les variables de X.
On note CNF (X)⊕ l’ensemble de toutes les clauses
CNF dont la conjonction équivaut à Eq(X).
On note CNF (X)⊕1 le complémentaire de CNF (X)⊕

par rapport à CNF (X).

Ex : CNF ({a, b, c}) = {a∨b∨c, a∨b∨c, a∨b∨c, a∨b∨
c, a∨b∨c, a∨b∨c, a∨b∨c, a∨b∨c}. CNF ({a, b, c})⊕ =
{a∨b∨c, a∨b∨c, a∨b∨c, a∨b∨c}. CNF ({a, b, c})⊕1 =
{a∨b∨c, a∨b∨c, a∨b∨c, a∨b∨c}. La conjonction des
clauses de CNF ({a, b, c})⊕ équivaut à Eq({a, b, c}) =
a⊕ b⊕ c et celle de CNF ({a, b, c})⊕1 à Eq({a, b, c})⊕
1 = a⊕ b⊕ c⊕ 1.

Proposition 1 Soit X = {x1, x2, ..., xk}. À partir des
clauses de CNF (X)⊕, on obtient la x-clause Eq(X)
en appliquant 2k−1 − 1 fois la règle R1 de XRes.

On procède en faisant des résolutions avec la règle
R1 entre couples de clauses de la forme C∨xi∨xi+1⊕

... ⊕ xk et C ∨ xi ∨ xi+1 ⊕ ... ⊕ xk ⊕ 1, qui produit
C∨xi⊕xi+1⊕...⊕xk, et couples de clauses de la forme
C ∨ xi ∨ xi+1 ⊕ ...⊕ xk et C ∨ xi ∨ xi+1 ⊕ ...⊕ xk ⊕ 1,
qui produit C ∨ xi⊕ xi+1⊕ ...⊕ xk ⊕ 1. Au début, i =
n−1, on a les 2k−1 clauses de CNF (X)⊕ et on produit
2k−2 résolvantes. Puis, à partir de ces résolvantes, pour
i = k − 2, on produit 2k−3 résolvantes selon le même
schéma, et on continue pour toutes les valeurs de i
décroissante jusque i = 0, où on obtient la résolvante
x1⊕ x2⊕ ...⊕ xk. En tout, on a appliqué 2k−1− 1 fois
la règle R1. �

Proposition 2 La XOR-résolution est strictement
plus puissante que la Résolution standard.

Dans la mesure où les x-clauses sont des généralisa-
tions des clauses CNF et que les règles de XRes sont
des généralisations de la règle de résolution, XRes est
au moins aussi puissant que Res. Nous allons montrer
que les problèmes d’Urquhart, qui se réfutent en temps
nécessairement exponentiel avec Res [13], se réfutent
en temps polynomial avec XRes. Les problèmes d’Ur-
quhart ne contiennent que des clauses appartenant à
des ensembles CNF (Xi)

⊕ ou CNF (Xi)
⊕1, où les Xi

sont des sous-ensembles non disjoints de l’ensemble de
toutes les variables. Par ailleurs, chaque Xi contient
sept variables au maximum. À une équation booléenne
portant sur k variables correspond 2k−1 clauses CNF.
Un problème d’Urquhart qui serait formulé sous la
forme d’un ensemble d’équations booléennes se résou-
drait en temps polynômial grâce par exemple à la mé-
thode du pivot de Gauss, qui se simule par l’appli-
cation de la règle R2 (avec C1 = 0 et C2 = 0). Or,
en partant des clauses d’un ensemble CNF (Xi)

⊕ ou
CNF (Xi)

⊕1, on peut obtenir chacune de ces équations
grâce à 27−1 applications de la règle R2 au maximum
d’après la proposition 1. Donc toute instance du pro-
blème d’Urquhart se résout en temps polynômial. �

3.2 XOR-résolution et résolution étendue

La résolution étendue [12] consiste à ajouter à Res

la règle d’extension en plus de la règle de résolution.
Nous appellerons ER ce système de preuve. En toute gé-
néralité, la règle d’extension permet d’ajouter (à l’en-
semble des clauses) les clauses correspondant à la for-
mule x ⇔ F , où x est une nouvelle variable et F est
n’importe quelle formule portant sur des variables exis-
tant déjà. L’intérêt de rajouter la règle d’extension est
qu’elle rend le système plus puissant dans la mesure
où certains problèmes dont la preuve est de longueur
nécessairement exponentielle dans Res ont une preuve
polynômiale dans ER. C’est le cas du fameux problème
des pigeons [4, 2].

Chaque x-clause peut se réécrire comme la conjonc-
tion d’une clause CNF et d’équations booléennes :



Q1 ∨ ... ∨Qn =
(z1 ∨ ... ∨ zn) ∧ (z1 ⇔ Q1) ∧ ... ∧ (zn ⇔ Qn) =
(z1∨ ...∨zn)∧ (z1⊕Q1⊕1)∧ ...∧ (zn⊕Qn⊕1). Les zi
sont des variables introduites par la règle d’extension.
Ainsi, XRes peut être vu comme une façon restreinte
d’appliquer la résolution étendue. Ses deux règles se
simulent ainsi :

x1 ∨ ... ∨ xn ∨ C1 x1 ∨ ... ∨ xn ∨ C2
R1’ :

z1 ∨ ... ∨ zn−1 ∨ C1 ∨ C2, z1 ⇔ x1 ⊕ x2,

..., zn−1 ⇔ x1 ⊕ xn

z1 ∨ C1 z2 ∨ C2 z1 ⇔ x⊕ y1 z2 ⇔ x⊕ y2
R2’ :

z3 ∨ C1 ∨ C2, z3 ⇔ 1⊕ y1 ⊕ y2

Chaque formule de type a ⇔ b ⊕ c équivaut à la
conjonction des quatre clauses CNF a∨ b∨ c, a∨ b∨ c,
a∨ b∨ c, a∨ b∨ c. On peut donc réécrire les règles R1’
et R2’ uniquement avec des clauses CNF.

4 XDPLL : la recherche arborescente sur
une formule XCNF

Il parâıt peu probable que la définition d’un solveur
basé directement sur la résolution d’une instance CNF
grâce à l’application répétée des règles de la XOR-
résolution lui permette d’être compétitif avec les sol-
veurs SAT complets les plus récents, tous basés sur la
recherche arborescente. Il nous faut donc trouver com-
ment effectuer une recherche arborescente qui simule
la XOR-résolution, au moins partiellement. Dans cette
section, nous montrons comment simuler l’application
de la règle R2.

Pour résoudre une instance F , un solveur de type
DPLL ou CDCL utilise le fait que F = (F∧x)∨(F∧x),
où x est une variable apparaissant dans F . Il procède
par dichotomie en considérant F ∧ x et F ∧ x. F ∧ x
se déduit de F en retirant les clauses contenant x,
car la clause unitaire x les subsume, et en retirant le
littéral x des clauses qui le contenait, obtenant ainsi
les résolvantes entre les clauses contenant x et la clause
unitaire x (grâce à la propagation unitaire).

On peut généraliser le procédé en remarquant que
F = (F ∧ Q) ∨ (F ∧ (Q ⊕ 1)) où Q est une équation
booléenne contenant des variables de F (comme cela
a déjà été proposé dans [6], mais pour compiler de
la connaissance). Ainsi, on remplace le choix de va-
riable par le choix d’un sous-ensemble de variables, et
le choix de valeur par le choix d’une des deux équa-
tions booléennes sur ces variables. Cela étant, afin de
gérer correctement l’adjonction d’une équation boo-
léenne dans la formule correspondant à un sous-arbre
de recherche, nous allons devoir généraliser la notion
de propagation unitaire.

4.1 Propagation unitaire dans les XCNF

Dans le contexte d’une instance XCNF, une clause
unitaire est une clause uniquement constituée d’une
équation booléenne. La propagation unitaire va consis-
ter à choisir une équation booléenne Q et une variable
x de Q et d’appliquer jusqu’à saturation la règle R2
entre la clause unitaire Q = x ⊕ Q1 et des clauses
x⊕Q2∨C2. Précisément, on va remplacer toutes les oc-
curences de x par Q1⊕1 dans toutes les autres clauses
(ce qui correspond à la suppression de x dans la pro-
pagation unitaire classique). Si des clauses unitaires
sont produites, on recommence le processus avec une
clause unitaire produite en choisissant une nouvelle va-
riable de cette clause, qui disparâıtra à son tour de la
formule.

En fait, l’application de R2 entre une clause unitaire
Q et une clause C permet aussi de détecter si Q sub-
sume C et donc d’éliminer C de la formule, comme
l’indique la proposition suivante.

Proposition 3 Si l’application de R2 entre une x-
clause unitaire Q et une x-clause C produit une tauto-
logie alors Q subsume C.

Pour que R2 s’applique, il faut qu’il existe une va-
riable x telle que Q = x ⊕ Q1 et C = x ⊕ Q2 ∨ C1.
La résolvante est Q1 ⊕ Q2 ⊕ 1 ∨ C1. Pour que cette
résolvante soit tautologique, il faut que C1 soit vraie
quand Q1 6= Q2. Or, x ⊕ Q1 est vraie quand x 6= Q1

et alors :
— soit x 6= Q2 et alors x⊕Q2 ∨ C1 est vrai.
— soit x = Q2 donc Q2 6= Q1 donc C1 est vrai donc

x⊕Q2 ∨ C1 est vrai.
Donc, quand x⊕Q1 est vrai, C est vrai donc x⊕Q1

subsume C. �
Comme on l’a vu, la résolvante se détecte comme

étant une tautologie lorsque qu’elle est normalisée.
Nous pouvons maintenant définir XDPLL, une gé-

néralisation de DPLL :

XDPLL(F) :

% Entrée : F, une formule XCNF

% Sortie : vrai ssi F est satisfiable

Si F est vide

retourne vrai

Si F contient la clause vide

retourne faux

Si F contient une clause unitaire Q

x = choisit-variable(Q)

Q1 = Q[x|0]

retourne XDPLL(F[x|Q1+1])

Q = choisit-equation(F)

x = choisit-variable(Q)

Q1 = Q[x|0]

retourne XDPLL(F[x|Q1]) ou XDPLL(F[x|Q1+1])



Q[x|0] désigne l’équation où x est supprimé (en le
mettant à 0). F[x|Q] désigne la transformation de la
formule F où toutes les occurrences de x de F ont
été remplacées par Q puis chacune des x-clauses a été
renormalisée afin d’être simplifiée voire supprimée si
c’est une tautologie.

4.2 Puissance de XDPLL

Proposition 4 XDPLL est plus puissante que DPLL.

Nous montrons que les instances d’Urquhart peuvent
être aussi résolue en temps polynômial par XDPLL.
En effet, une instance d’Urquhart F représente un
ensemble d’équations booléennes sur des ensembles
de variables Xi, c’est-à-dire une union d’ensembles
CNF (Xi)

⊕ ou CNF (Xi)
⊕1. Lors de la recherche,

à chaque point de choix, il suffit de choisir un en-
semble Xi de variables de CNF (Xi)

⊕ et d’explorer
les deux branches de l’arbre de recherche F ∧ Eq(Xi)
et F∧Eq(Xi)⊕1. Supposons que F contient les clauses
CNF (Xi)

⊕ (le cas où ce serait CNF (Xi)
⊕1 est équi-

valent). Alors :
— Chacune des clauses de CNF (Xi)

⊕ est subsu-
mée par Eq(Xi). Cela est détecté par la propa-
gation unitaire. Donc dans le sous-arbre de re-
cherche qui explore l’alternative F ∧Eq(Xi), on
supprime toutes les clauses de CNF (Xi)

⊕.
— La sous-formule CNF (Xi)

⊕∧Eq(Xi)⊕1 est in-
satisfiable et ne contient que sept variables au
maximum. Donc le sous-arbre de recherche qui
explore l’alternative F ∧ Eq(Xi) ⊕ 1 mène à un
échec qui peut être détecté en temps constant
si on choisit systématiquement une (équation
constituée d’une seule) variable de Xi.

Globalement, l’arbre de recherche est déterminé par
une succession d’alternatives où on se demande si cha-
cune des équations booléennes induites par une ins-
tance du problème d’Urquhart est vraie ou fausse.
Quand on suppose qu’elle est fausse, cela est réfuté en
temps constant. On se retrouve donc à la fin à supposer
que chacune des équations est vraie et il ne reste plus
qu’à vérifier si le système d’équations est vrai, ce qui
se fait par propagation unitaire. Si une instance d’Ur-
quhart représente m équations booléennes, on a vérifié
m fois qu’aucune équation n’est fausse dans l’instance
puis on a résolu une fois le système d’équations. La
résolution du problème s’est donc effectuée en temps
polynômial. �

Nous avons montré que XDPLL pouvait être plus
efficace en théorie que la recherche arborescente tradi-
tionnelle DPLL avec choix d’une seule variable. Cepen-
dant, il faut admettre qu’elle est plus difficile à mettre
en œuvre que DPLL car il ne s’agit plus seulement de
choisir une variable à chaque point de choix mais un

sous-ensemble des variables. Cet aspect pratique est
traité dans [6] où le choix des sous-ensembles de va-
riables (qui constituent une équation) est basé sur le
score VSIDS de leur variable.

5 Travaux connexes

Nous présentons quelques travaux ayant été effec-
tués sur la prise en compte de relations d’équivalence
ou de ”ou exclusif” dans les instances SAT et les com-
parons avec notre approche.

Fondamentalement, ces travaux se résument à ex-
traire syntaxiquement ou sémantiquement d’une for-
mule CNF des équations booléennes puis à résoudre
l’instance en faisant cohabiter une formule CNF et un
ensemble d’équations booléennes. Les détections syn-
taxiques se font typiquement dans la phase de pré-
traitement de la formule, avant de lancer le solveur.
Les détections sémantiques se font en chaque point de
choix.

Le solveur eqSatz décrit dans [8] maintient un en-
semble de châınes d’équivalences de taille maximum
3 qu’il met à jour en chaque nœud de l’arbre de re-
cherche. Il utilise ces châınes pour faire de la propaga-
tion (par exemple par substitution quand une châıne
est de taille 2) et les détecte sémantiquement par pro-
pagation unitaire. On peut voir eqSatz comme une
forme limitée mais très pragmatique de recherche ar-
borescente à la XDPLL dans la mesure où il ne gère
que des châınes d’équivalence au plus ternaire (ce qui
correspondrait à des équations booléennes sur trois va-
riables).

Dans [7] est proposé un solveur qui gère séparément
deux ensembles de clauses : des clauses CNF et des
équations booléennes. Un solveur SAT s’occupe des
clauses CNF et communique avec un autre solveur qui
gère un système d’équations booléennes. Les deux sol-
veurs communiquent afin que le filtrage dans l’un ait
des répercussions dans l’autre. Les travaux dans [5]
utilisent aussi cette technique des deux solveurs mais
en permettant une détection sémantique plus pous-
sée d’équations (non limitée en taille) et en indiquant
comment obtenir des équations booléennes syntaxi-
quement pendant le pré-traitement de la formule (fon-
damentalement : en repérant les ensembles de clauses
CNF qui équivalent à une équation booléennes). Dans
[9], une approche syntaxique permet non seulement de
détecter des châınes d’équivalences mais aussi d’autres
types de fonctions entre variables booléennes.

Si on considère la réécriture R1’ et R2’ des clauses
R1 et R2 dans le cadre de la résolution étendue (cf
section 3.2), il suffit de remarquer que a ⇔ b ⊕ c =
a⊕b⊕c⊕1, pour que R1’ et R2’ puissent être considérée
comme mettant en jeu uniquement des clauses CNF et



des équations booléennes :

x1 ∨ ... ∨ xn ∨ C1 x1 ∨ ... ∨ xn ∨ C2

z1 ∨ ... ∨ zn−1 ∨ C1 ∨ C2, 1⊕ z1 ⊕ x1 ⊕ x2,

..., 1⊕ zn−1 ⊕ x1 ⊕ xn

z1 ∨ C1 z2 ∨ C2 1⊕ z1 ⊕ x⊕ y1 1⊕ z2 ⊕ x⊕ y2

z3 ∨ C1 ∨ C2, z3 ⊕ y1 ⊕ y2

Les travaux de [7] peuvent donc aussi être inter-
prétés comme une façon de faire partiellement de la
XOR-résolution. La différence majeure est que l’en-
semble des équations booléennes est donné et ils ne
peuvent en produire d’autres qu’en les combinant entre
elles après avoir affecté certaines variables pendant la
recherche. Les points de choix de la recherche arbores-
cente sont celui d’un choix de variable et pas un choix
d’équations comme nous le faisons. En conséquence,
cela revient à ne simuler l’application de la règle R2
que dans le cas où C1 = C2 = 0, celle qui correspond
à de la propagation unitaire d’équations.

À note connaissance, les seules techniques d’infé-
rences (syntaxiques) qui ont été proposées se limitent
à la découverte d’équations booléennes à partir de
clauses CNF et n’atteignent jamais le cas plus géné-
ral que nous avons présenté où il s’agit d’obtenir une
disjonction d’équations booléennes à partir d’autres
disjonctions d’équations booléennes.

Dans cet article, nous n’avons pas abordé l’aspect
pratique d’un solveur basé sur la XOR-résolution et
les difficultés que cela engendre. Ces difficultés ont été
abordés dans d’autres articles à travers la gestion des
équations booléennes : comment choisir une équation
booléenne à chaque point de choix [6], comment gérer
efficacement des équations booléennes plutôt que des
littéraux [7, 11, 5], etc.

6 Conclusion et perspectives

En définissant la XOR-résolution, nous avons défini
un cadre théorique général pour la prise en compte
d’équations booléennes (ou de châınes d’équivalences)
sous-jacentes à une formule que son expression CNF
empêche de traiter efficacement. En définissant les x-
clauses, nous intégrons le ou-exclusif dans les formules
à traiter au lieu de maintenir d’un côté un ensemble de
clauses CNF et d’un autre côté un ensemble d’équa-
tions booléennes, de raisonner sur les deux ensembles
séparément et de les faire communiquer. Les deux
règles de la XOR-résolution unifient tous les traite-
ments possibles et permettent d’inférer plus de clauses
que ce que font les solveurs dédiés jusqu’à présent.

Une fois posé ce cadre, nous avons indiqué comment
la recherche arborescente pouvait simuler l’application
de la règle R2 de la XOR-résolution, qui généralise

la règle de résolution standard et permet donc d’être
plus efficace en théorie. Il nous reste à voir comment
on pourrait aussi simuler l’application de la règle R1.
Une façon d’y parvenir serait d’abord de définir une
variante de DP60 [3], un algorithme complet qui ap-
plique la règle de résolution jusqu’à trouver la clause
vide (problème insatisfiable) ou jusqu’à obtenir la for-
mule vide (problème satisfiable) en éliminant une par
une les variables de la formule. Nous pourrions nous
en inspirer pour définir une méthode complète per-
mettant d’appliquer R1 et R2 pour décider de la sa-
tisfiabilité d’une formule CNF. Cependant, il n’est pas
évident de procéder par éliminations successives de va-
riable de la formule. En effet, seule la règle R2 permet
de se ”débarasser” d’une variable x mais elle n’est pas
toujours applicable et c’est alors R1 qu’il faut appli-
quer, mais toutes les variables subsistent dans la résol-
vante.

La prochaine étape de nos travaux pourrait donc
être de trouver une variante de DP60 pour la XOR-
résolution afin d’en déduire une méthode de re-
cherche arborescente qui simule complètement la
XOR-résolution, à la façon dont DPLL avait été dé-
fini à partir de DP60.
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