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Résumé

Nous calculons les quatriemes coefficients d’amas du gaz unitaire homogene de fermions de spin 1/2 en fonction
du rapport de masse entre les deux états de spin T et |, sur des intervalles limités par les seuils de 1’effet Efimov
a trois ou a quatre corps. Nous utilisons pour cela notre conjecture de 2016 (validée dans le cas de masses égales
par le calcul direct de Hou et Drut de 2020) dans une formulation numériquement tres efficace a base d’accélération
de convergence de la somme sur le moment cinétique, un atout précieux a grand rapport de masse. Le coeflicient
d’amas moyen, défini pour des potentiels chimiques égaux, n’est pas de signe constant et s’accroit rapidement pres
des seuils. Nous déterminons aussi les quatriemes coefficients du viriel, souvent évoqués mais jamais calculés, et que
nous trouvons étre de trés mauvais indicateurs des corrélations a quatre corps induites par les interactions. En passant,
nous calculons analytiquement pour tout n les coeflicients d’amas d’ordre n + 1 dans la limite ou la masse du fermion
seul dans son état de spin tend vers I’infini, et trouvons pour n = 3 qu’il y a accord avec la conjecture. Enfin, dans un
potentiel harmonique, nous prédisons un comportement inattendu, non monotone, du coefficient d’amas d’ordre 3 + 1
avec la raideur du piege, pres des rapports de masse annulant ce coefficient dans le cas homogene.

Mots-clés : gaz de fermions ; limite unitaire ; invariance d’échelle ; développement du viriel ; développement en amas

1. Présentation du probléme et principaux résultats

Le systeme. Notre objet d’étude est un gaz tridimensionnel de fermions neutres non relativistes a deux états de spin
T et | dans le régime d’interaction maximale permise en phase gazeuse c’est-a-dire dans la limite dite unitaire [1, 2] :
il n’y a pas d’interaction entre fermions dans le méme état de spin mais une interaction binaire de portée nulle,
exclusivement dans 1’onde s et de longueur de diffusion infinie entre fermions d’états de spin différents 7 et |.! Nous
considérons le cas général ou les masses mq et m; d’un fermion peuvent étre différentes dans les deux états de spin,
ce qui fait I’originalité de notre travail. Ce systeme, loin d’étre une vue de I’esprit, est réalisable en laboratoire avec
des gaz d’atomes froids piégés. Ses principales propriétés a I’équilibre ont été déterminées expérimentalement pour
des masses égales my = m|, en particulier sa superfluidité a basse température dans le cas non polarisé (a nombres
de fermions égaux dans T et |) [3, 4] et son équation d’état a température et polarisation quelconques [5, 6, 7]. Le
cas my # my reste a explorer; une fagon naturelle de 1’obtenir est d’utiliser un mélange de deux especes atomiques
fermioniques completement polarisées, comme il a été fait dans les références [8, 9, 10].

Développements en amas et du viriel. Compte tenu de la force des interactions, qui ne fournit aucun petit parametre
évident, il y a peu d’outils théoriques permettant des prédictions quantitativement fiables sur le gaz unitaire qu’on
puisse comparer aux mesures. L’'un d’entre eux est la simulation de Monte-Carlo diagrammatique du probleme a N

1. Cette situation correspond au remplacement du potentiel d’interaction par les conditions de contact de Wigner-Bethe-Peierls sur la fonction
d’onde ¢ du systéme dans chaque configuration de spin | T ... T, ... [y = | T)®"1| |)®" : lorsque la distance r;j entre la particule i dans I’état de
spin T et la particule j dans I’état de spin | tend vers z€ro a position fixée R;; de leur centre de masse, les positions ry des autres particules étant
fixées a des valeurs différentes de R;j, il existe une constante A;; (fonction de R;; et des ry) telle que y(ry, .. ., r"T*”i) = A,-j(a’l - rl.’jl) + O(rij) ou
a est la longueur de diffusion, et ceci pour tout i et pour tout j. Ici, nous sommes dans la limite unitaire 1/a = 0.
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corps sur ordinateur [11, 12]. Un autre est le développement en amas ou du viriel [13], ¢’est-a-dire le développement
de la pression P du gaz infini spatialement homogene en puissances des fugacités z, = exp(Bu,) ou des densités
dans I’espace des phases p, 4> dans le régime fortement non dégénéré o elles tendent vers zéro, avec p, la densité
de la composante o =T, | dans I’espace réel, u, son potentiel chimique, 4, = Q@ri? /mykgT)V/? sa longueur d’onde
thermique de de Broglie a la température T et 8 = 1/kgT [14] :

P
= 2 beadd s ) b)) M)

kT ~
B (. )EN (. )EN

Pour adimensionner la pression, il a fallu introduire une longueur d’onde thermique de de Broglie de référence
A = (2nh? /mkT)'/? dépendant d’une masse moyenne /. A préciser (voir I’équation (12)). On peut alors tenter d’extra-
poler au régime non trivial z, = 1 avec des recettes heuristiques comme 1’approximant de Padé [15] ou des méthodes
de resommation optimisées [16] qui tiennent compte du comportement des coefficients aux grands ordres. Le déve-
loppement en amas ou du viriel a notre préférence ici sur la simulation Monte-Carlo car il est plus proche du calcul
analytique, les coeflicients d’ordre n se déduisant de la solution d’un probleme a au plus # fermions en interaction, a
petit nombre de corps donc : pour obtenir by, ,,, il suffit de déterminer les fonctions de partition canoniques de tous
les systemes ayant un nombre de fermions inférieur ou égal a n, dans chaque état de spin o =T, |.

Simplicité de la limite unitaire. L’invariance d’échelle du gaz unitaire simplifie considérablement le calcul des coef-
ficients d’amas pour n > 2 (I’ordre deux, donné en toute généralité par la formule de Beth-Uhlenbeck [17, 18, 19], ne
fait pas débat). Ainsi, les coefficients d’ordre trois sont connus analytiquement, méme s’il y a brisure de 1’invariance
d’échelle au niveau du trois corps par I’effet Efimov [20, 21], en net contraste avec le modele d’une interaction de
sphere dure de rayon a ou les coeflicients ne sont connus analytiquement (pour des bosons) que dans les cas limites
Ala < 1[22, 23,24, 25] ou > 1 [26, 27, 28, 29]. La méthode du régulateur harmonique [30, 31, 32, 33], consistant
A piéger chaque composante du gaz dans un potentiel harmonique isotrope fictif, U,(r) = my,w?r*/2, dont on fait
tendre vers zéro la pulsation de piégeage w (commune aux deux états de spin) a la fin des calculs, permet de tirer
parti au mieux de I’invariance d’échelle puisque le spectre a n corps dans le piege se déduit de I’ensemble discret des
exposants d’échelle s; des états propres d’énergie nulle dans I’espace libre [1, 34]. Plus précisément, on généralise le
développement en amas au cas piégé, en remplacant la pression par le grand potentiel Q et en la ramenant a la fonction
de partition Z; = 1/[2 sh(@/2)]? d’un fermion seul, 2 si bien que

o) R
- L)
ksTZy Z Buyn (@) 27 2, 2
(n7,n)eN?*
Les coefficients du cas piégé, repérés par une lettre majuscule pour éviter toute confusion, dépendent seulement du
rapport sans dimension @ = fw/kpT par invariance d’échelle du gaz unitaire. On les relie a ceux du cas homogene au
moyen de I’approximation d’homogénéité locale, exacte dans la limite w — 0 [32, 33], pour obtenir [21]

(mmy +nym))>"?
b, = By (07) 3)

Cette méthode conduit a une expression analytique intégrale des coefficients d’ordre trois car la fonction transcendante
d’Efimov A(s), dont les exposants d’échelle s; sont les racines, est connue explicitement [35, 36, 37, 38] ce qui permet
d’exprimer les coefficients sous forme d’une intégrale de contour autour de R* au moyen du théoréme des résidus puis
de rabattre le contour sur 1’axe imaginaire pur par analyticité sur C \ R [20]. En revanche, pour les coefficients d’ordre
quatre non triviaux, ® la fonction d’Efimov est le déterminant d’opérateurs M3 (s) [39] ou M,,(s) [40] dépendant
paramétriquement de s, que 1’on sait calculer numériquement seulement sur 1’axe imaginaire pur s = iS et dont
les propriétés analytiques dans le plan complexe, imparfaitement connues, ne permettent pas une utilisation stire du
théoreme des résidus. Aussi la référence [41] n’a-t-elle pu produire qu’une conjecture, que nous rappelons bri¢vement.

2. En effet, le numérateur au premier membre de 1’équation (1) peut étre vu, dans une boite de quantification de volume V arbitrairement grand,
comme le rapport entre I’opposé PV du grand potentiel du gaz et la fonction de partition V/1? d’une particule seule fictive de masse 7.

3. Sil’undes n, estnul, les fermions du probleme a n corps sont sans interaction et le coefficient B correspondant se réduit a celui du gaz parfait.
On trouve ainsi B, 0(0%) = By,(0") = (=1)"*!/n* et, au moyen de la relation (3), b, = (my [y (=1 /2 et by, = (my Jm 2 (=1 nd2,
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Notre conjecture de 2016 sur les quatriémes coefficients d’amas. Comme dans la référence [40], on introduit 1’ex-
pression intégrale calquée sur celle des coeflicients d’ordre trois (on y remplace A(s) par un déterminant d’opérateur) :

(@ =Y, Y ey [ 2O ndequls i) @
=0 ¢ -

£ o 2m shw dS o

ou la somme porte sur le moment cinétique ¢ interne (c’est-a-dire apres séparation du centre de masse) des états
propres a quatre corps et sur leur parité interne £ = +1 (limitée a € = 1 pour £ = 0), et ou I'opérateur M, , (iS)
est restreint au sous-espace (£, £) correspondant. Alors I, , (@) donne exactement B, , (@) (comme c’est le cas a
I’ordre trois) lorsque les objets asymptotiques découplés (des paquets indépendants non monoatomiques de fermions
fortement corrélés par les interactions, en termes desquels s’expriment les états propres tres excités) sont discernables ;
sinon, il manque I’effet de statistique quantique li€ a I’indiscernabilité de ces objets, qui contribue au coefficient d’amas
méme s’ils n’interagissent pas entre eux, pour la méme raison que les coefficients d’amas du gaz parfait quantique
different de ceux du gaz parfait classique. Dans la configuration (n7, 1)) = (3, 1), dite désormais 3 + 1 pour abréger, les
objets asymptotiques possibles sont un triplon 77} ou un pairon T de fermions fortement corrélés; il ne peut y en avoir
qu’un a la fois, ce qui exclut tout effet de statistique quantique. En revanche, dans la configuration 2 + 2, les fermions
peuvent également se découpler en deux pairons T| de fermions corrélés, qui sont des bosons indiscernables ; comme
ces bosons n’interagissent pas, on calcule facilement leur fonction de partition [41]. La conjecture de la référence [41]
s’écrit en définitive :

_ ~ U D ! !
B3 (@) = 31(0) 5 Bop(@) = ha(w) + ﬁm ©

le cas 1 + 3 se déduisant du cas 3 + 1 par échange des deux états de spin donc changement du rapport de masse
a = my/my en son inverse 1/a. Pour @ = 1, la conjecture (5) est en accord avec le calcul de Monte-Carlo quantique
de la référence [42] jusqu’a la valeur minimale de @ accessible, @ = 1; elle est en accord avec un calcul numérique
récent plus performant jusqu’a des valeurs de @ < 1 [43, 44]. Apres utilisation de la relation (3), elle est aussi en
accord avec le mé€me calcul numérique performant effectué directement dans le cas spatialement homogene d’une
boite de quantification [45]. La conjecture (5) est donc confirmée pour des masses égales.

Contenu de I’étude. 1’idée du présent travail est de croire a la validité de la conjecture (5) pour un rapport de masse
quelconque a et d’accéder aux quatriemes coefficients d’amas et du viriel correspondants, en calculant numériquement
le déterminant des opérateurs M,(,i",’;)L (iS), puis en intégrant sur S et en sommant sur £ et & dans I’expression (4).
En réalité, il nous faut quand méme mettre des bornes sur le rapport de masse, car la méthode de résolution du
probléme a quatre corps dans un piege harmonique, a la base de I’expression (5), suppose la séparabilité de 1’équation
de Schrodinger interne en coordonnées hypersphériques; ceci n’est vrai que s’il n’y a pas de brisure d’invariance
d’échelle par effet Efimov au niveau du trois corps, ce qui nous contraint aux intervalles

1
pour By : @ < @, ~13,60697 ; pourB;:a > oo 0,0734917 ; pour By, : oo <@ < @O
a, a,
3 corps (6)
ol @, ™, encore noté a*', est le seuil d’apparition de I’effet Efimov a trois corps dans le systeme TT|, qui se produit

dans la voie de moment cinétique interne a trois corps L = 1 [35, 46]. Sous la forme (5), la conjecture suppose aussi
qu’il n’y a pas d’effet Efimov a quatre corps;* un tel effet ne se produit que dans la configuration 3 + 1 ou 1 + 3

[39, 40], au rapport de masse e, ™" = ! ou a son inverse, d’ol les conditions supplémentaires
pour Bs; < @ ~ 13,3842 ; pourBiz:a> srrrie 0,074715 )

c

4. De plus, notre hypotheése d’une interaction strictement invariante d’échelle devient difficile a satisfaire expérimentalement si a, bien que du
cdté non efimovien, est trop proche du seuil d’apparition des tétrameres. Pour s’affranchir de ces limitations, on pourrait compléter la condition
de contact a 3 + 1 corps de I’habituel modele d’interaction de portée nulle de la note 1 au moyen d’une longueur appelée « parametre a 3 + 1
corps » dans la voie (£, &) = (1, +1) [39] ot se produit I’effet Efimov a 3 + 1 corps. Dans ce cas, B3 1(0%) et b3; seraient des fonctions lisses de a

ena = a/f. O La référence [21] met en ceuvre ce programme pour By 1 (0%) ¢’est-a-dire dans le probléme 2 2 + 1 corps.
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Une fois le développement en amas connu, les coefficients du viriel c,, ,, s’en déduisent aisément, sous la forme de
fonctions rationnelles des coeflicients d’amas bn/T | d’ordre total n’T + ni inférieur ou égal a ny + ny : 3

ab3 20b3,  18b3bayg

C1,0 = bl,O ;o G0 = _bz,() ;o= —— — 21)3’0 ;o €40 = —31?4,0 -3 . — ;o CL = _bl,l (8)
by, bl,O bio
c = —2by 1 + 4'bl,]bZ,O n b%,l . c - _3p b?,l 6b%,1b2,0 24’b1,1b§,0 + 3b|’]b2,1 + 12b2,0b2,1 + 9b1’]b3’0
21 = —2by +——=+—" ; c31=-3b31——5— -
bio  boy bg,  bioboa b, bo,1 bio bio
3 9
by bor by bip  2bopbyg  br1\ 6boobyi  6b12brg
2= =3byy — ——— =9 || 5=+ o= |+ 6by g | = -+ = =22 (10)
. " hoabig b bS,l b%,o "\boy  boabro | big bo, b

plus les équations obtenues en échangeant les deux états de spin T et |. Nos expressions des ¢, ¢ sont en accord avec
I’équation (10.33) de la référence [13], si ce n’est qu’elles I’étendent a un rapport my/m différent de un au travers du
coefficient b, g = pE //l%.

Avant de présenter nos résultats, nous devons choisir la masse de référence /. Pour ce faire, nous nous appuyons
sur la forme particuliere du développement en amas communément utilisée dans la littérature pour des fugacités
égales, qui met en facteur de la série le nombre d’états de spin des fermions,

s Z”:zzib " b lzn:b (11)
T = n avec n = 5 nt,n—n
kT 4 2 Ly 7

n= =

voir en particulier les références [3, 7] ou1 b4 est mesuré pour des masses égales. ® Avoir sorti un tel facteur n’a d’intérét
que si le coefficient b prend la valeur tres simple égale a un. De la note 3 en bas de page, nous tirons donc le choix

naturel ’
b= 1 -3/2_1 3/2 3/2 AN i_li i
1= = m —2(mT +ml) d’ou /13_2/1$+/li (12)
Ce choix rend également tres simple le développement du viriel dans le cas de densités dans 1’espace des phases
égales dans les deux états de spin : on dispose alors de la belle expression p,A>. = pA*/2 pour la valeur commune, olt
p = pr + py estla densité totale, et I’on pose comme dans 1’équation (11) :

P/l3 Paﬂ?,=p/l3/2 +00 3 ) 1 n
e z;cnw /2" avee ¢y =3 ) G (3)

l’lT:O

5. Pour les obtenir, on remplace dans le développement de la pression au troisieme membre de 1’équation (1) les densités par leur développement
du viriel pl,/lz’ = Z("T-" )eN2 nu.b,”,n . Z:T z’lll tiré de la relation thermodynamique p, = dP/du., et1’on ajuste les Cnyny ordre par ordre pour retrouver
le développement au second membre de 1’équation (1). Il est plus simple, dans un premier temps, d’écrire le développement du viriel sous la forme
PA3 kpT = Z(nT,nl)eNz* Qg g (pT/l3)”T (pl/l3)"l puis, une fois les coefficients antn, calculés, d’utiliser la relation Cnpny = a,lT,,li/(t'TlT tlll) oul’on a
posé t, = (n'1/m(,)3/2. On notera que by oty = bo 1ty = 1, et que ajp = ag,; = 1 quelle que soit la masse de référence /m en vertu de la loi du gaz
parfait P = (o1 +p|)kpT . En remplagant les b, ¢ et by, par leurs expressions données dans la note 3, il vient finalement c3 1 = (=3/4+1/ \E)bl,l -
3/ V22,1 =3b3,1+3b1,1(b2,1 +b11 / VB b3 17, 20 = =3lbao+(b12+b2,1)/ VB+b11/81+OV2/8)bT | (11 +1))+6b11 (b2, 18+ 21)=3b3 1y
(les coeflicients du gaz parfait c4 et cg4 sont donnés sous forme explicite plus loin dans le texte principal). On tire facilement by ; de I’équation
(3) sachant que By ;(0%) = 1/2. En revanche, by et b; » sont calculés numériquement a partir des expressions intégrales explicites de la référence
[21].

6. Les valeurs de by mesurées a I’ENS et au MIT sont en accord entre elles mais a un facteur ~ 2 et respectivement a ~ 20" et a =~ 3,50 de la
valeur désormais acceptée [45], ol o est I’incertitude expérimentale. Dans le cas de I’ENS, I’écart est dii au fait que toutes les données utilisables
sur la pression sont de fugacité z > 1 et que leur extrapolation naive a z = 0 échoue. En effet, la série (11) converge lentement et ne peut étre
tronquée avec une bonne approximation a n = 4 méme pour une valeur aussi petite que z = 0,22, voir la version augmentée [47] de la publication
[41] qui tire cette conclusion de I’équation d’état a haute précision obtenue par Monte-Carlo diagrammatique [16, 11].

7. Dans le contexte de la note 2, ce choix revient a prendre comme fonction de partition a un corps de référence Z; la moyenne arithmétique de
Zy1 et Zy. 11 se réduit bien a m = m dans le cas de masses égales my = m) = m. Il assure que le facteur faisant passer du cas piégé au cas homogene
dans 1’équation (3) est une fonction uniformément bornée des masses (majorée par 2(11% +ni)l/ 2 d’aprés I’inégalité de Holder de parametres p = 3/2
et ¢ = 3). Ces conditions ne sont pas satisfaites si 1’on prend pour 7/ 1a masse réduite de deux fermions T et | comme dans la référence [21].
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Les résultats. Nous représentons les quatriemes coefficients d’amas du gaz unitaire non triviaux (différents de ceux
du gaz parfait) en fonction du rapport de masse a sur la figure la (les valeurs bsg = —(m; Jim)*2 /32 et bys =
—(my /m)3? /32 tirées de la note 3 ne sont donc pas représentées mais contribuent bien entendu a by). L’échelle lo-
garithmique utilisée sur I’axe des abscisses met en évidence la symétrie @ < 1/a. Pour un rapport de masse o = 1,
nous retrouvons la valeur by = 0,030(1) conjecturée par la référence [41] et confirmée numériquement par la réfé-
rence [45]. Lorsqu’on s’éloigne de ce point, le comportement de b4 est d’abord dicté par b, qui le fait changer de
signe (la courbe noire et la courbe verte sont presque parallelles), avant que b3 ou b; 3 ne I’emporte aux rapports de
masse €levés @ ou 1/« et ne fasse remonter by 2 des valeurs grandes et positives. Aux seuils @ ™ ou 1/a: ™ de
I’effet Efimov a 3 + 1 ou 1 + 3 corps, repérés par des lignes verticales pointillées, b, admet une limite finie mais une
dérivée infinie comme b3 ou b 3, voir la section 2 ci-dessous et la note 4 en bas de page. En revanche, b, reste
une fonction lisse, et ne présenterait une dérivée infinie qu’aux seuils de I’effet Efimov a trois corps, voir la section
3. Sur la figure 1b, on constate que les quatrieémes coefficients du viriel non triviaux (autres que cso = A4(my /)32
et coq = Ag(my/m)*?, avec Ay = (18 + 15V2 = 16 V6)/192 ~ 1,11 x 10~*) ont une structure similaire méme s’ils
sont de signe constant. On remarque aussi que le coefficient ¢4 dépend peu ou trés peu des corrélations a quatre corps
induites par les interactions : une approximation de ¢4 négligeant les contributions des coefficients d’amas b3, by»
et b) 3, représentée en tireté sur la figure 1b, est partout proche ou tres proche de cs. Méme si la possibilité assez
récente de préparer des gaz d’atomes froids spatialement homogenes dans une boite de potentiel a fond plat [48, 49]
rend la mesure des coefficients du viriel ¢, trés naturelle, puisque les densités p, y sont directement accessibles, cette
derniere prédiction la rend moins motivante que la mesure des coefficients d’amas b, dans un gaz inhomogene selon la
technique spécifique au cas harmoniquement piégé de la référence [5], dans laquelle ce sont les potentiels chimiques
U qui s’imposent comme variables pertinentes. ® A toutes fins utiles, nous donnons aussi les quatriémes coefficients
d’amas et du viriel sous forme numérique dans la table 1.

Plan du reste de I’article. Dans la suite, nous expliquons comment nous avons pu obtenir des résultats précis en
un temps de calcul raisonnable, en particulier au moyen d’une accélération de convergence de la somme sur £ dans
I’expression (4) s’appuyant sur un développement asymptotique du sommande et jouant un rdle essentiel pres des
seuils efimoviens. Il nous a fallu pour cela généraliser la méthode analytique de la référence [40], mise en ceuvre pour
3 + 1 corps, au cas beaucoup plus difficile de 2 + 2 corps. Dans le cas a 3 + 1 corps, nous mettons aussi en évidence
une dépendance non monotone inattendue de B3 ;(®) en @, avec changement de signe, pour des rapports de masse &
proches de 3,5 ou 6,6. La section 2 traite du cas a 3 + 1 corps et la section 3 du cas a 2 + 2 corps dans un potentiel
harmonique.

2. Coefficient d’amas a 3 + 1 fermions dans un piege

Nous expliquons dans cette section comment calculer numériquement, mais de maniere efficace, la quantité I3 ; ()
définie par 1’équation (4), pour une valeur quelconque (nulle ou strictement positive) de la pulsation de piégeage
réduite @ = hw/kpT. Le coefficient d’amas B3 j (@) cherché en découle directement d’apres la conjecture (5).

Formulation du probléme. Rappelons d’abord I’expression de 1’opérateur Mgg’s)

I (iS) intervenant dans 1’équation (4),
telle qu’elle apparait dans la référence [39]. Nous avons affaire a la somme d’une partie diagonale ;3 et d’un
opérateur a noyau K3, agissant sur les fonctions f,, (x,u) de deux variables continues, le logarithme du rapport des
normes de deux vecteurs d’onde x € R* et le cosinus de 1’angle entre eux u = cosf € [—1,1], et d’une variable
discrete, le nombre quantique magnétique m, selon I’axe de quantification Oz, variant par pas de deux entre —¢ et {
pour la parité & = (—=1)¢, et entre =€ + 1 et £ — 1 pour la parité £ = (=1)""' et £ # 0. Il vient dans une notation mixte

de Dirac et de Schrodinger :

+00 1
o, ML GSNF) = D 13, fr 6, 1) + fo a f Y Km0 | (1)

ml, | (—l)mé =&

8. Dans un potentiel de piégeage U(r) commun aux deux états de spin et tres allongé selon I’axe propre Oz, les gaz d’atomes froids sont bien
décrits par I’approximation d’homogénéité locale, et ont donc des potentiels chimiques locaux sur I’axe bien définis ,ul;’c (z) = ue—U(0,0,z), ce qui
rend treés directe la mesure de 1’équation d’état grand-canonique, donc des coefficients d’amas, en suivant la proposition astucieuse de la référence

[50], qui est utilisable cependant seulement dans le cas ou U(r) est harmonique.
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FIGURE 1: Pour un gaz unitaire spatialement homogene de fermions a deux états de spin T et |, quatriemes coefficients d’amas (a) et du viriel (b)
définis par les équations (1,11,13) et prédits par la conjecture (5) de la référence [41], en fonction du rapport de masse a = mq/m,. L’interaction T|
de portée nulle est supposée étre invariante d’échelle dans le probleme a quatre corps, ce qui oblige a se limiter aux rapports de masse compris entre
les valeurs critiques de I’effet Efimov a 3+ 1 et a 1 + 3 corps, indiquées par les pointillés verticaux. En (a), les traits verticaux fins repérent les points
ou by s’annule (toujours avec changement de signe), a savoir @ =~ 1,535 et @ = 10,355 du coté @ > 1, et la vignette est un agrandissement (les points
calculés y sont représentés par des disques sur des lignes d’interpolation). En (b), la courbe tiretée néglige dans ¢4 la composante véritablement a

.sans corr corr

quatre corps issue des interactions, celle ¢;®" = =3(b1,3 + b2 2 + b3,1)/2 qui dépend de b3 1, b2 ou by 3, pour représenter ¢y =c4— ¢

La partie diagonale est indépendante du moment cinétique et de I’exposant d’échelle iS, et le noyau %K s’ obtient par
symétrisation d’un noyau primitif K3 car on a tiré parti de la symétrie d’échange fermionique du vecteur d’état pour
se restreindre 2 x > 0 :°

(1 + 2 + au/ chx)!/?
l+a

Ds(x,u) = s IO me ) m)y = G K e s ) ml) (15)

n.n' =+l

Les éléments de matrice du noyau primitif dépendent de iS et contiennent une intégrale sur un angle de rotation ¢
autour de I’axe Ox, L, étant I’opérateur moment cinétique selon cette direction :

(/1/1;)3/2 f27r d¢ (1 +/lZ)iS/2e—imZH/2<l,mz|ei¢Lx/h|l’ m;>eim£6”/2(1 +/l/2)—iS/2
0

[(1 + A2)(1 + A72))1/4 212 1+ 2+ 2%+ ﬁr—aa[/lu + AW + AV (uw’ + v’ cos @)]
(16)

(0) N
K3 (e u,mz; X' u',m;) =

o, comme dans la référence [39], nous avons posé pour abréger :
A=¢e", AV =¢e", O=arccosuc[0,n], & =arccosu’ €[0,x], v=sinh, V =sind a7n

Pour évaluer /5 1 (@) sur ordinateur, il faut d’abord remplacer I’opérateur par une matrice de taille finie, en tronquant
la variable x a xp,x et en la discrétisant suivant la méthode d’intégration du point milieu, puis en discrétisant la variable
6 (que nous préférons a la variable u car elle conduit a un intégrande lisse) suivant la méthode d’intégration de Gauss-
Legendre. On calcule ensuite le déterminant de la matrice en la mettant sous la forme de Cholesky, pour tirer parti du
fait que 1’opérateur Mg’f) (iS) est défini positif en I’absence d’effet Efimov a 3 + 1 corps. Enfin, on calcule I’intégrale
sur S dans l'intervalle [0, S n.x] par la méthode du point milieu (il faut connaitre le logarithme du déterminant aux
multiples entiers du pas d’intégration dS pour obtenir sa dérivée aux multiples demi-entiers) et on tient compte de la
contribution de I’intervalle omis [S max, +o0[ au moyen d’une approximation exponentielle A exp(—BS) de la dérivée
logarithmique du déterminant, justifiée par la référence [40] et dont les coefficients A et B sont estimés par ajustement
sur un voisinage de S nax, ici I'intervalle [S max — 5/2, S max]-

9. En notation de Dirac, ’Kgll) =1+U )Kgq(l + U) avec I'involution hermitienne U = —P, e/ I’opérateur de parité P, changeant |x) en

| — x) et I’opérateur de rotation d’axe Ox d’angle « tel que exp(inLy/h)|€, m;) = (— DYe, —m;) [40].
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[« ] 1 [ 15 1 2 T 25 [ 3 1 35 | 4 [ 45 [ 5 1 55 ]

by [ 0.1837 0,1604 0,1247 [ 0,08238 [ 0,03726 [ —0,007203 [ —0,04762 [ —0,07982 [ —0,09941 [ —0,1016
biz | 0,18374 | 0,18672 | 0,18199 | 0,17641 | 0,17133 | 0,16696 | 0,16325 | 0,16010 | 0,15740 | 0,15508
byy | —0,2445 | —02781 | -03469 | -04321 | -0,5283 | -0,6328 | —0,7448 | -0,8637 | —09890 | —1,1209
by | 003026 | 0,003256 | —0,05135 | -0,1179 | -0,19110 | -02678 | -0,3458 | —04229 | -0.4968 | —0,5649
€31 | -22558 | -44056 | -7.3318 | -11,100 | -15773 | -21.407 | -28,050 | -35,737 | -44,495 | -54,332
c3 | -22558 | -12265 | -0,8296 | —0,6292 | 05114 | -04350 | -0,3820 | -0,3433 | -0,3139 | —0,2910
cp | -7913 | -7.3897 | -7,7991 | -8,3081 | -8,8748 | -9.4800 | -10,111 | -10,758 | -11,415 | -12,078
c4 | -58513 | 65108 | -7,9801 | 10,018 | —12,580 | 15661 | —19,271 | -23,419 | -28,112 | —33,350
[« ] 6 [T 65 [ 7 [ 75 [ 8 [ 8 [ 9 ] 95 | 10 ] 105 |
b3y | —0,07925 [ —0,02715 [ 0,06412 [ 02022 [ 0,4010 0,6724 1,0339 1,5059 2,1195 [ 2,9095
biz | 015305 | 0,15128 | 0,14972 | 0,14833 | 0,14708 | 0,14597 | 0,14496 | 0,14404 | 0,14321 | 0,14244
byy | —-12590 | -14034 | -15542 | -1,7113 | -1,8749 | -2,0452 | -22223 | -24077 | -2,6003 | -2,8015
by | -06239 | -0,6709 | -0,7014 | -0,7116 | -0,6947 | -0,6447 | -05530 | -04101 | -0,2001 | 0,09397
31 | —65248 | 77214 | 90,190 | —104,10 | -11885 | —13428 | —150,20 | -166,33 | -182,32 | —197,64
a3 | -02725 | -02574 | -02449 | -02343 | -02252 | -02174 | -0,2105 | -0,2045 | -0,1991 | —0,1944
cap | -12740 | -13397 | -14,044 | -14676 | 15288 | -15873 | -16423 | -16926 | -17,374 | -17,747
ca | —39.130 | —45434 | -52,239 | -59,505 | -67,180 | 75,184 | -83417 | -91,733 | -99,948 | -107.79
[o [ 11 ] 115 [ 12 [ 125 [ 1275 ] 13 [ 131 [ 132 [ 133 [ 133842 |
by [ 39362 5,2839 7,0993 | 9,7004 11,522 14,042 15,402 17,152 19,728 | 26,101
biz | 014174 | 0,14109 | 0,14049 | 0,13993 | 0,13967 | 0,13941 0,13932 | 0,13922 | 0,13912 | 0,13904
byp | -3,0120 | -3,2360 | -34725 | -3,7278 | -3,8654 | -4,0133 | 40767 | -4,1430 | -42140 | —4,2784
by | 05017 1,0632 1,8524 | 3,0250 | 3,8667 5,0528 5,7008 6,5428 77951 10,950
c31 | 21158 | -22304 | -23030 | -230,37 | -22599 | -217,03 | -211,71 | -20524 | -198,00 | -200,77
c3 | -0,1901 | -0,1863 | -0,1828 | —0,1796 | —0,1781 | -0,1766 | —0,1761 | —0,1756 | —0,1750 | —0,1746
c2 | -18,025 | -18,163 | -18,114 | -17,767 | 17414 | -16864 | —16561 | —16,189 | —15720 | —15213
cy | —11490 | -120,69 | -12430 | —124,16 | -121,79 | -117,04 | -11422 | -11080 | -106,95 | —108,08

TasLE 1: Valeurs numériques des quatrieémes coefficients d’amas b, 4, et du viriel ¢, 4—, du gaz unitaire spatialement homogene de fermions a
deux états de spin T et |, tabulées en fonction du rapport de masse a = mq/m_, pour le choix (12) de la masse de référence /m. Comme on passe de
bpa-n abs_y, etdecpay & cayp en changeant @ en 1/, nous nous sommes limités a @ > 1. Nous ne donnons pas les coefficients associés aux
entiers n = 0 et n = 4 car ils sont identiques a ceux du gaz parfait, mais nous donnons les coefficients moyens by et ¢4 utiles dans le cas de fugacités
ou de densités dans 1’espace des phases égales dans les deux états de spin, voir les équations (11) et (13). Les incertitudes sur b3 1, b1 3 et by 2, non
précisées, sont inférieures au pour cent. Les valeurs données sont représentées graphiquement sur la figure 1.

Approximant asymptotique et applications. 1l reste a tenir compte de la troncature sur le moment cinétique £ a un
certain {y,x, inévitable dans un calcul numérique. En pratique, il n’est pas raisonnable d’aller au-dela de £j,,x = 15,
les valeurs élevées de £ conduisant & une complexité O(£3) et étant trés coliteuses en temps. Malheureusement, cette
coupure ne suffit pas pour de grands rapports de masse @ > 1 si I’on vise une précision sur Bz ;(0") meilleure que
le pour cent. L’idée salvatrice est de déterminer un approximant asymptotique J; ¢ ‘p)(w) de la contribution I ¢« ‘p) (@) de
moment cinétique ¢ et de parité € a la quantité cherchée /5 ;(@). Alors, au lieu de négliger complétement les termes
Igf)(d)) pour £ > {iax, on les remplace par J;‘j’f) (&) comme suit,

13,1(6))2§i21§ﬁ6)(@)+ i > @ )—ZZ |15 @) - 1P @) + ZZJW (18)
=0 ¢ (=lpax+1 & & &

ce qui constitue une méthode d’accélération de convergence de la série, I’erreur commise tendant vers zéro plus
rapidement avec {,x. On obtient un approximant asymptotique exact a ’ordre sous-dominant en £ en généralisant a
@ # 0 I’application de la méthode de la référence [40], qui prend le noyau 7(3(€f) comme petit parametre formel et

développe le logarithme du déterminant de Mgfig) au second ordre :

Indet MY = Indet’[ D3 +K; )] = In det®[Ds 1 ]+In det’[1+ D3} K} )] = cte+Tr” | D3 K — —1)3 VDK +
19)

ol le symbole £ en exposant de la trace ou du déterminant signifie qu’on se limite au sous-espace des valeurs de m,
compatibles avec la parité €. Le calcul, un peu long, est effectué dans 1I’Annexe A, et I’expression correspondante
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Ficure 2: Contraste entre la contribution I;[’f) de la voie de moment cinétique ¢ et de parité € a /3] et son approximant asymptotique Jg‘f) donné

par I’équation (47), en fonction du rapport de masse @ = my/m; et de £, dans la limite @ = 0*. On entend ici par contraste entre deux quantités
réelles a et b le rapport |a — b|/(la] + |b]). (a) Cas & = (DY (b) Cas & = (-D)D (ce qui impose £ > 0). Les parametres de troncature et de
discrétisation numériques sont ceux de la figure 3. Le contraste sature & un (comme ceci se produit pour £ = 0 et £ = 5 sur (a), pour £ = 3 sur (b))
lorsque les deux quantités comparées sont de signes opposés.

de J;‘j’f)(&)) est donnée dans 1’équation (47) sous forme d’intégrales multiples. Pour ce choix déja tres élaboré, les
premieres valeurs de 1I’approximant (0 < ¢ < €nax) restent faciles a calculer numériquement avec la méme troncature
et discrétisation que pour le déterminant complet, mais il serait pénible d’aller au-dela, ce qu’exige pourtant la seconde
somme au deuxieme membre de 1’équation (18); heureusement, la série infinie au troisieme membre de 1’équation
(18) admet une expression intégrale simple, voir 1’équation (59), que 1’on peut méme exprimer analytiquement pour
@ = 0" en termes de fonctions connues comme la fonction dilogarithme, voir I’équation (60). Le lecteur pourra juger
de la qualité de notre approximant asymptotique sur la figure 2, ou il est comparé au résultat numérique. La figure
montre, en fonction du rapport de masse a, dans quelles voies de moment cinétique ¢ 1’approximant dévie de plus
d’un pour cent de la valeur exacte (c’est la précision cible sur le coefficient d’amas); ces voies doivent absolument
étre incluses dans la somme numérique de 0 a £p,x.

Une retombée intéressante de notre méthode d’accélération de convergence est 1I’obtention d’un équivalent asymp-
totique de la contribution de moment cinétique ¢ et de parité & au coefficient d’amas B;(0%); il suffit de garder la
contribution linéaire en ‘K%([]) dans I’équation (19) et de déterminer son comportement dominant a grand ¢ avec le
théoréme intégral de Cauchy, comme il est fait dans I’ Annexe A. On trouve :

1 (+a? ¢ \'"* 2 (1 +a)? ¢\ -z
1590%) ~ = I o+ R ¢ 20
s O 2 | Va(1+30) M6y Tz 0|2 7|\ 2ncy \J1—cosé& E ¢

_ (1 —cos&)(5/4 + cos &) 1+3a7!]
 (1/2+ cos &0)(zo — 1/20) 4

avec le raccourci de notation cos &, = (z, + 1/z,)/2, n = 0 ou 1, le nombre complexe zo donné par I’équation (66) et
le nombre complexe z; = —z;. C’est la généralisation a 3 + 1 fermions d’un résultat obtenu pour trois bosons dans
la référence [20], voir 1’équation (42) de cette référence. Ainsi, a un facteur en loi de puissance pres, Igis)(O*) tend
exponentiellement vers zéro avec ¢, avec des oscillations irrégulieres dues au fait que I’argument de zy n’est en général
pas commensurable a 7.

Co

et C;=4(z; — 1/z)(cos &, — 1/2)|(1 + @ Hcos & + 1)

Régime de Born-Oppenheimer. Dans la limite @ — 0, on remarque que zo tend vers zéro dans I’équation (66),
20 ~ i Va/3, donc on s’attend a ce que la suppression exponentielle du sommande dans (4) devienne trés rapide pour
3 + 1 fermions. Cette attente est confirmée numériquement et, pour @ = 0, seule la voie £ = 0 contribue. Dans ce
cas, 'unique fermion | est infiniment massif et se comporte pour les fermions T comme un diffuseur ponctuel fixe,
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de longueur de diffusion infinie dans ’onde s et placé au centre du piege. L’ approximation de Born-Oppenheimer
devient exacte et donne 1’équation de Schrodinger indépendante du temps sur la fonction d’onde P(r,) de la particule

lourde : 1° ,

I 1

Epo¥(r)) = [—2—% + Emlwzrf + W(0)|P(r)) (m) — +00) (22)
my

Dans le probleme piégé a ny + 1 fermions, W(0) est I’énergie d’un état propre de ny fermions T sans interaction en

présence du centre diffuseur. Un fermion 7T de nombres quantiques orbitaux (n, £, m;) ne voit le centre diffuseur que si

¢ = 0, auquel cas son spectre est abaissé de hw, donc admet les niveaux d’énergie

(neN,—€<m, <0 (23)

[ @n++3/Dhw si >0
Entim, = (2]’1 + 1/2)hw si £=0

Comme I’énergie propre de Born-Oppenheimer Epg est somme de W(0) et d’un niveau d’énergie vibrationnel d’une
particule | dans le piege, nous concluons que

lim Z, | = Z,Z3" 24
a—0*t ’ T

ol Zgiﬁ est la fonction de partition canonique d’un gaz parfait de ny fermions de spectre (23), en présence donc du
diffuseur fixe, Z; est comme dans 1’équation (2) la fonction de partition d’un fermion seul et Z,, ; est celle du gaz
unitaire de ny + 1 fermions pi€gés. Il est commode de calculer son €cart AZ,, | a celle du gaz parfait de ny + 1 fermions
piégés, puisque (23) diftfere du spectre ordinaire seulement dans la voie de moment cinétique nul. En tenant compte de
la statistique de Fermi via le principe d’exclusion de Pauli, et des équations (80) a (83) de la référence [41] qui relient
les coefficients d’amas du systéme piégé aux fonctions de partition a petit nombre de corps, nous trouvons que

1

~\ _ ol —
B (@) = Z; AZy, 0=0"  §chX@/2)ch®

By1(®) = Z;'AZy) - Z1By (25)

= I
a—0* 2ch(@/2)
1
N
a=0" 16 Ch3(a)/2)(ch w)2chw-1)

B31(@) = Z;' AZs ~ Zp0B11 — Z1Ba, (26)
La valeur (26) de la limite est en accord parfait avec notre calcul numérique de 1’expression (4), non seulement pour
@ = 0%, 00 B3;(0") - 1/16 = 0,0625, comme on le voit sur la figure 3a, mais, comme nous I’avons vérifié, pour tout
@, ce qui constitue un test supplémentaire de la conjecture (5) dans le cas 4 3 + 1 corps. '' Signalons en passant qu’il
est possible d’aller aux ordres suivants en utilisant la version grand-canonique de 1’équation (24),
E = Er+ 202,29 1+ 022 27

z;—0 puis a—0* T e 1 (Zl) ( )

ol =p (E‘Tﬁff) est la grande fonction de partition du gaz parfait de fermions T de fugacité z; en absence (en présence) du

centre diffuseur et E est celle du gaz unitaire a deux composantes. En développant le grand potentiel Q = —kgT InE
comme dans 1’équation (2), nous obtenons '?

=diff 4o 1 +ZTe_(2n+1/2)@

+00

noqs _ =1

z,' lim B, (@) = = ———— =—eXx
nZ:;) p im By, (&) ; n|:0| 1 + zye-Cn3/00 p[
;

e ] o8

N 2sch(sw/2)

[1]

§=

10. Les particules sont a température fixée T donc, dans la limite m| — +oo, le fermion | occupe une région autour du centre du pieége de rayon
R = O((kgT/m lwz)l/ 2). En revanche, le potentiel de Born-Oppenheimer W(r|) a une échelle d’énergie kgT et varie avec une échelle de longueur
A1, la longueur d’onde thermique de de Broglie des fermions légers, si kg7 > fw, et est de I’ordre de hw et varie avec une échelle de longueur
(h/mTw)l/ 2, 1a taille de I’état vibrationnel fondamental d’un fermion léger, sinon. La variation de W(r)) devient négligeable dans tous les cas et
on peut le remplacer par W(0). Pour la méme raison, le potentiel dit scalaire ou topologique, qui s’ajoute au potentiel W dans 1’approximation
adiabatique compléte [51], peut étre omis.

11. Dans le cas a2+ 1 corps, en partant de I’expression analytique intégrale de B (@) de la référence [21] en termes de la fonction transcendante
d’Efimov A(Z[)l sur I’axe imaginaire pur, et en montrant dans la limite « — 0% que A(Zl)l (iS) tend vers 1 pour ¢ > 0 et tend vers 1 + 1/ ch(nS /2) pour
¢ = 0 (par exemple au moyen de 1’équation (46) de la référence [38]), on retrouve le second résultat dans 1’équation (25).

12. On a fait apparaitre une somme sur un entier s dans le quatrieme membre en prenant le logarithme du produit infini dans le troisieme membre,
en développant autour de 1 la fonction In en série entiere d’indice s puis en sommant sur # les séries géométriques qui en résultent.
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Figure 3: (a) Quatrieme coefficient d’amas B3 ;(0") du gaz unitaire de fermions dans un piége harmonique de raideur infinitésimale, en fonction
du rapport de masse & = my/m,. Disques (reliés par un trait fin) : notre calcul numérique de I’expression (4) pour (ny,n)) = (3, 1) et application
de la conjecture (5), avec les parametres de troncature Xmax = 5, Smax = 25, fmax = 15 et de discrétisation dx = 1/10, dS = 1/8, ng = 37
(c’est le nombre de valeurs de 6 dans la méthode d’intégration de Gauss-Legendre); pour @ > 10 et 0 < £ < 5, nous prenons plutot xm,x = 20 et
ng = 25 pour maintenir I’erreur inférieure au pour cent. On utilise la méthode d’accélération de convergence (18) et on extrapole & S max = +o0
comme expliqué dans le texte. Tireté bleu : ajustement cubique en la variable X = (a? P _ 9)!/2 sur lintervalle 10 < a < 13,3, a savoir
B3 (0%) = 2,4401 — 2,1627X + 0,64137X> — 0,069596X>, olt ot ™™ ~ 13,3842 est le seuil efimovien 2 3 + 1 corps (trait plein vertical). Tireté
rouge : idem sur U'intervalle 12,5 < @ < 13, 3, a savoir B3 1(0%) = 2,4637-2,2834X +0, 82318X2 -0, 15269X3. La vignette est un agrandissement
montrant mieux les annulations avec changement de signe de B3 1(0%) en a1 = 3,412 et a; ~ 6,678 (pointillés noirs verticaux). (b) Idem pour la
demi-dérivée seconde (1/ 2)33,, 1(0%) du coefficient d’amas par rapport a la pulsation de piégeage réduite @ = iw/kpT, aux différences prés que (i)
nous ne donnons pas d’ajustement en la variable X, (ii) nous mettons des barres d’erreur car I’incertitude relative peut maintenant dépasser le pour
cent, (iii) nous incluons un agrandissement dans 1’agrandissement pour bien faire voir que le second point d’annulation (avec changement de signe)
de (1/ 2)33{ 1 (0%) est tres proche mais distinct de celui de B3 1(0) (toujours indiqué par un pointillé vertical).

Dans le cas particulier @ = 0%, I’exponentielle au quatrieme membre de (28) se réduit a /1 + z, facile & développer
en puissances de z;, d’ol le résultat a tous les ordres en termes de la fonction I' d’Euler :

(=D"T(n - 1/2)

Vny €N
n T(—1/2) e

Tim B,,1(0) = (29)

Les résultats. Nos résultats numériques pour I3 (0%), donc pour le coefficient d’amas B; ;1 (0*) d’aprés 1’équation (5),
sont donnés explicitement dans la table 2 et sont représentés en fonction du rapport de masse sur la figure 3a, sans
barres d’erreur mais avec une incertitude inférieure au pour cent. Nous trouvons que B3 ;(0%) est positif, sauf sur un
intervalle [a], @;], comme on le voit mieux sur 1’agrandissement inclus dans la figure. Aux grandes valeurs de a,
B;1(0%) présente une croissance marquée que nous attribuons a I’effet Efimov a trois corps, mais admet une limite
finie au seuil de I’effet Efimov a 3 + 1 corps ou doit s’arréter notre calcul, atteinte avec une pente infinie et que nous
déterminons par extrapolation, voir les courbes en tireté sur la figure 3a et les explications qui suivent,

B3 (0") — 2,47+0,03

(Y—>((¥? corps )’

(30)

Pres du seuil efimovien a 3+1 corps. La limite @ — (@ ™)~ dans I’équation (30) est difficile 2 atteindre numérique-
ment avec précision pour plusieurs raisons. Premierement, si @ — +o0, le taux de décroissance exponentielle In(1/|zo|)
dans I’équation (20) tend vers zéro comme @~ '? donc la convergence de la série 5 ;(0") devient de plus en plus lente
avec ¢; heureusement, comme le rapport de masse a reste inférieur au seuil efimovien a quatre corps, In(1/|zg|) ne
devient pas si petit que ¢a (il reste supérieur a 0,267) et le probleme est résolu par 1’accélération de convergence (18)
si ’on se contente d’une erreur sur B;1(0*) inférieure au pour cent (voir la figure 2). Deuxi¢mement, I’effet Efimov
a 3 + 1 corps sur le point d’apparaitre dans la voie £ = 1,& = +1 oblige a augmenter xp,x aux valeurs considérées
dans la référence [39], du moins dans les voies de moment cinétique £ < 5, ce qui augmente beaucoup le temps de
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« 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5 5,5
B3 0,02297 0,01764 0,01289 | 0,008233 | 0,003651 | -0,000697 | —-0,004571 | -0,007623 | —-0,00946 | -0,00964
B3 0,02297 0,02775 0,03116 0,03387 0,03611 0,03802 0,03967 0,04110 0,04236 0,04349

a 6 6,5 7 75 8 8,5 9 9,5 10 10,5
B3 | —0,00751 | —0,00257 | 0,006065 | 0,01912 0,0379 0,06354 0,09769 0,1423 0,2003 0,275
B3 0,04449 0,04539 0,04621 0,04695 0,04763 0,04825 0,04882 0,04935 0,04983 0,05029

a 11 11,5 12 12,5 12,75 13 13,1 13,2 13,3 20
B3 0,3721 0,4996 0,6714 0,9176 1,090 1,329 1,457 1,623 1,867

B3 0,05071 0,05110 0,05147 0,05182 0,05198 0,05214 0,05220 0,05227 0,05233 0,05523

TaBLE 2: Valeurs numériques des quatriemes coefficients d’amas B3 1 (0%) et By 3(0*) du gaz unitaire de fermions dans un piege de raideur infinité-
simale, tabulées en fonction du rapport de masse @ = mq/m|. Comme on passe d’un coefficient a I’autre en changeant « en 1/a, nous nous sommes
limités a @ > 1. Les incertitudes, non précisées, sont inférieures au pour cent. Ces valeurs sont représentées graphiquement sur la figure 3a.

calcul et conduit 2 une singularité de type (o “™™ — @)'/? dont il faut tenir compte dans I’extrapolation de Bs(0*)

aa@ = ar™, voir les tiretés sur la figure 3a et la 1égende de la figure. 1* Troisiémement, le seuil de I’effet Efimov a
trois corps o> ~ 13,60697 est proche et affecte toutes les voies de moment cinétique ¢ du probleme a quatre corps
[40], méme s’il se produit dans la voie de moment cinétique L = 1 du probleme a 2 + 1 fermions. En effet, le spectre
continu de I’opérateur M;f)’f)(iS ) est la réunion de continuums correspondant a 2 + 1 fermions fortement corrélés par
les interactions et un fermion T découplé, donc paramétrés par un moment cinétique L a trois corps [39]. La contri-
bution du continuum de moment cinétique L au coefficient d’amas 3 + 1 dans la voie (¢, &) s’écrit a un facteur pres

[40] :
d
1520%)eo o f ds f dkSaseL(k,S)aclnA(ZLl)(ik) 31)
: R . ,

Les modes propres du continuum ont asymptotiquement une structure d’onde plane dans I’espace de la variable
x, c’est-a-dire qu’ils sont superposition, lorsque x — +co, d’une onde incidente exp(—ikx) et d’une onde réfléchie
—explif.(k, S)] exp(ikx) ou le déphasage 6, (k, S') est fonction du nombre d’onde k > 0 (fictif car x n’est pas une vraie
position), de I’exposant d’échelle imaginaire pur iS et du moment cinétique a trois corps L. On voit apparaitre dans
I’expression (31) la fonction transcendante d’Efimov A;Lf dont les exposants d’échelle du probleme unitaire a 2 + 1
corps de moment cinétique L sont les racines. Ceci est dii au fait que les modes du continuum de nombre d’onde
k sont associés a la valeur propre A(Zﬁ)(ik) de Mg’f) (iS) [39].* Le point clé est maintenant que le bord inférieur du
continuum de L = 1, a savoir le minimum de Aéjl(ik) par rapport a la variable k, tend vers zéro lorsque @ — a*'a
cause de I’effet Efimov a 2 + 1 corps. Ceci a deux conséquences. D’abord, une conséquence pratique dans le calcul
de I3 sur ordinateur : comme le continuum est rendu discret par la troncature de x a xp,x, son bord inférieur s’écarte
du vrai bord d’environ 1/x2, ;!> cet artefact numérique oblige & augmenter significativement X, heureusement
seulement pour les voies de moment cinétique a quatre corps £ < 5 tant que @ < 13, 3. Ensuite, une conséquence
physique : une seconde singularité apparait dans /5 ;(0%), de la forme (@' — @)'72, donc elle aussi en racine carrée
mais centrée sur le seuil efimovien a trois corps. '® Cette singularité a trois corps se produit en un point trés proche de
la singularité a quatre corps, ce qui jette un doute sur la précision de 1’extrapolation faite dans la figure 3a qui n’en

13. Cette singularité est présente dans I’un des exposants d’échelle s; du probleme unitaire a 3 + 1 corps, celui s dont le carré s’annule en
changeant de signe au seuil efimovien, dans la voie o = 1 [39]. Or B3 ;(0*) dépend linéairement des exposants d’échelle. On le voit bien sur la
composante universelle du troisieme coefficient d’amas du gaz unitaire de bosons dans I’équation (36) de la référence [20] en faisant tendre @ (noté
x dans cette référence) vers zéro; on le voit aussi pour 2 + 1 fermions dans la référence [21]. Plus précisément, B3 1 (0%) = —({o + 1/2)s0 + ... ol

I’ellipse est une fonction lisse de @ au voisinage de afl Comme s% ~ co([tg’l — @) avec ¢ = 2,2 pres du seuil [39], on trouve que dB3 1(07)/dX =

—(to + 1/2)0(1)/2 ~-22enX = ((yg’l — a)!/? = 0. Cette contrainte est assez bien satisfaite par les ajustements de la figure 3a.

14. En I’absence de coupure dans I’espace des x (xmax = +c0), on tombe sur un paradoxe : k décrit I’ensemble continu R* indépendamment de
la variable S et la dérivée de la valeur propre A;Ll) (ik) par rapport a S est nulle, donc le continuum ne devrait pas contribuer a /3; dans 1’équation
(4). La bonne fagon de raisonner est de mettre une coupure xmax que 1’on fait tendre vers I'infini a la fin, avec la condition que les modes propres
s’annulent en x = Xmax. L'équation 01.(k,S) = —2kxmax [27] qui en résulte quantifie k, c’est-a-dire le restreint a un ensemble discret, et le fait
dépendre de S si le déphasage 61(k,S) en dépend [40].

15. En effet, le nombre d’onde k varie par pas de 1’ordre de 1/xmax, comme le montre la note 14, et Aﬁ' (ik) varie quadratiquement pres de son
minimum.

16. A gauche de ce seuil, on écrit a la Weierstrass In A(2L1: ])(ik) = In[(k% + 0—(2)) J(K2+ 1] +...o0n0 I’ellipse est une fonction réguliere de @ méme au
seuil et og > 0 est I’exposant d’échelle du probleme a 2 + 1 corps dont le carré s’annule en changeant de signe au seuil. Tout pres du seuil, og < 1
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tenait pas compte. Nous y remédions par des fonctions d’ajustement incluant les deux singularités, polynomiales en
les quantités X = (&' — )2 et Y = (o' —a)'/?:

L1(0%) = Ag+ A1 X + Ay(Y = Yo) + AsX? et I31(0%) = Ag+ A1 X + Ay(Y = Yo) + AsX? + As X’ + As(Y - ¥3) (32)

ou Yy = (Y2 - X?)1/2 = (a/f’1 - 03’1)1/2 est aussi la valeur de Y en X = 0. Sur I'intervalle 10 < a < 13, 3, ceci conduit
aAy=2,495 et Ag = 2,447 d’ou le résultat final (30), qui conforte celui plus naif de la figure 3a.

Cas @ # 0. Pour terminer cette section, étudions brievement la dépendance du coefficient d’amas B3 ; (@) en la raideur
du piege. Une fagcon d’en rendre compte qui soit utile aux expériences sur les gaz d’atomes froids est de calculer le
premier écart a la limite de raideur nulle, de degré pair en @ puisque I’intégrande de 1’équation (4) est une fonction
paire de @ :

1
By (@) = Bs1(0")+ 38,00 + 0@ (33)

Ceci permet en effet de quantifier I’erreur due a 1I’approximation d’homogénéité locale, systématiquement utilisée dans
I’expérience, et qui revient a garder seulement le premier terme du développement de Taylor (33). Il est d’ailleurs facile
de voir que le petit parametre contrdlant cette approximation ne peut étre que @ a la limite unitaire : I’approximation
n’a de sens que si la longueur de corrélation a 1’équilibre du gaz homogene dans chaque état de spin o, ici nécessai-
rement la longueur thermique de de Broglie A, par invariance d’échelle dans le cas non dégénéré, est beaucoup plus
petite que le rayon spatial du gaz piégé R, = (kzT/m,w?)'/?; on a bien A, /R, « hw/kgT = @& < 1. Pour obtenir
une expression intégrale de la dérivée seconde By ,(0) et mettre en ceuvre une accélération de convergence, il suffit
de dériver deux fois par rapport a @ I’équation (4) sous le signe intégral, I’équation (18) sous le signe somme et les
expressions (47,59) puis de faire tendre @ vers zéro.

Le résultat est représenté en fonction du rapport de masse sur la figure 3b.!'7 Cherchons 2 1’interpréter dans un
scénario trés simple : comme dans le cas des masses égales my = m étudié dans la référence [41], B3, (@) serait
une fonction monotone de @, bien entendu de limite nulle a I’infini. La dérivée seconde en 1’origine serait alors
toujours de signe opposé a la valeur en @ = 0. Ceci explique la figure 3b si on la regarde a grande échelle : Bg’ ,(0%)
semble effectivement s’annuler en changeant de signe aux mémes rapports de masse @ = a; et @ = a, que B3 1(07).
On voit cependant sur un premier agrandissement, en vignette dans la figure 3b, que ce scénario est pris en défaut
en a (il semble toujours tenir la route en ;). En effet, comme le montre la figure 4a, lorsque « se rapproche de
a; = 3,412 par valeurs inférieures (courbes de haut en bas), la fonction @ — B3 (@) cesse d’étre monotone, devient
convexe prés de 1’origine et atteint un maximum absolu (positif) en un point &g > 0 parti de zéro avant que B3 1(0*) ne
devienne < 0. Ce maximum absolu se maintient quand @ continue de croitre au-dela de |, mais sa position se déplace
vers +oo et sort de la figure 4a. Un second agrandissement, dans la vignette de la figure 3b, montre que le scénario
simple échoue également (mais de peu) au second point d’annulation a, =~ 6,678 : lorsque « se rapproche de a, par
valeurs supérieures (courbes de haut en bas sur la figure 4b %), un minimum absolu (négatif) venu du coté @ = +oo
se rapproche de 1’origine et devient plus prononcé, avant que B ;(0%) ne devienne a son tour < 0. Par commodité,
nous donnons les valeurs de B; (@) et de sa demi-dérivée seconde en @ = 0* sous forme numérique dans la table 3,
pour les rapports de masse de la figure 4. Soulignons pour terminer que le scénario simple de départ était en réalité
hautement improbable car il impliquait que le coefficient d’amas a 3+ 1 corps dans le piege était nul pour toute raideur,
B3 (@) = 0, aux rapports de masse ot Bz ;1(0%) = 0.

et, en admettant comme dans la référence [40] que 671 (k, S) ~ b(S )k lorsque k — 0, ot le rayon de diffusion b(S) est une fonction inconnue de S,
on trouve que 7{7*"*)(0*) contient une singularité oc [[* dk[k2/(k? + o2) — k2 /(K% + 1)] o« 1 = 0rg ol 7 ~ yo(ag”' — @)!/2 et yo = 0,438. Nous
avons confirmé cette prédiction par un calcul numérique spécifique de I31(0") dans la voie £ = 0 tout prés du seuil, allant jusqu’a @ = 13,59 ; une
belle loi linéaire en ¥ est observée et un ajustement donne 13, ”(0*) = 0,026 + 0,040Y ot la variable ¥ est celle de I"équation (32).

17. Pour les valeurs de @ proches de a2, nous améliorons la méthode d’accélération de convergence en approximant [I;{;’f)]”(o’f) - [Jgf)]"(o“')
pour £ > {max par ALY Re(eiv’zé) plutot que par 0 comme dans I’équation (18); les parametres réels A, ¢ et y sont obtenus par ajustement sur
I’intervalle 6 < € < {max, et le nombre complexe zg est celui de la loi asymptotique (20).

18. En faisant varier tous les parametres de troncature et de discrétisation dans le calcul numérique, nous estimons 2 2 x 107 I’incertitude sur
les courbes de la figure 4b les plus proches de 1’axe horizontal (par exemple pour @ = 6,6875); les dépendances en @ représentées sont donc
significatives.

12



0,01 . — T 5 T
— (b) . 0=6,5
P — =325 | 0,004 R P
—_— =6,
0=6,65625
0=6,6875 | A
0=6,71875
0=6,75
0=6,8125 |
0=6,875
0=69375 |

0,005

B3, (@)

_0’005 - S ]

-0,01

Ficure 4: Quatrieme coefficient d’amas B3 j(®) du gaz unitaire de fermions piégé en fonction de la raideur réduite @* = (hw/kgT)? des potentiels
harmoniques, pour différents rapports de masse @ = my/m proches des points d’annulation @ = 3,412 (a) et ap = 6,678 (b) de B3 ;1(0%), ce qui
est utile a la compréhension des agrandissements sur la figure 3b, c’est-a-dire du rapport entre les signes de la valeur et de la courbure de B3 1 (®)
en I’origine. Dans (b), les pentes des tangentes a 1’origine (en pointillé) sont tirées de la figure 3b.

a 2,5 3 3,25 3,375 35 4 4,5 5 5,5
Bs 0,00823 0,00365 0,00143 0,00035 —-0,00070 | -0,00457 | —-0,00763 | —0,00947 | —0,00963
%Bg’ . | —0.00660 | 0,00055 0,00420 0,00596 0,00766 0,0140 0,0190 0,0217 0,0212

a 6,5 6,5625 6,625 6,65625 6,6875 6,71875 6,75 6,8125 6,875 6,9375
B3 -0,00260 | -0,00174 | -0,00083 | -0,00035 0,00015 0,00066 0,00119 0,00229 0,00346 0,00469
%B;’ . 0,0047 0,0027 0,0007 —-0,0003 -0,0013 -0,0026 -0,0037 —-0,0063 -0,0088 | -0,0115

TasLE 3: Valeurs numériques du quatrieme coefficient d’amas B3 1(0") et de sa demi-dérivée seconde (1/ 2)B’3/ 1(0*) par rapport a @, données avec
leurs chiffres significatifs, pour les rapports de masse de la figure 4. Les demi-dérivées sont représentées graphiquement (pour certaines avec une
barre d’erreur) sur la figure 3b.

3. Coefficient d’amas a 2 + 2 fermions dans un piege

Nous expliquons dans cette section comment effectuer un calcul numérique efficace de la quantité I, (@) définie
par I’équation (4), en nous limitant pour simplifier au cas @ = 0%, c’est-a-dire a un pieége de raideur infinitésimale.
Le coefficient d’amas B;»(0%) du gaz unitaire s’en déduit par la conjecture (5). Comme les deux états de spin T et
| jouent ici des rdles parfaitement symétriques, B,,(0") est invariant par changement du rapport de masse « en son
inverse 1/a et I’on peut limiter les calculs numériques au cas @ > 1. Au contraire de la section 2 précédente, on peut
aller jusqu’au seuil efimovien a trois corps, @ < a!, puisqu’il n’existe pas d’effet Efimov a 2 + 2 corps [40].

Formulation du probléme. Rappelons 1’expression de I’ opérateur hermitien M, (te)

55 (i8) donnée dans la référence [40]
pour le moment cinétique £, la parité £ = + (limitée a + si £ = 0) et I’exposant d’échelle imaginaire pur iS, avec la
méme notation de Schrédinger-Dirac que dans I’équation (14) mais la différence que la variable x varie sur la droite

réelle tout entiere :

—+00 1
(e ul(l m MY A1) = Do, ) f, (x, 1) + f dx’ f du’ Z KOG me x o ml) fo (X ') | (34)
—00 -1

m, | (=" =e

avec une partie diagonale indépendante de iS', du moment cinétique et du nombre quantique magnétique m, :

Dyo(x,u) = 35)

a u e +ae* |7
—(1 +—)+—
1+ a)? chx/ 2(a+1)chx
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et un noyau intégral matriciel décomposé en trois contributions K>, = K; + K, + K3 écrites ligne par ligne dans cet
ordre :

K%anxunﬂ_twmym( et nyhd¢ e OL, m eI, ml e 2

© e¥ chx 4chxchx o (2m?ch(x—x) + 1+a[(u +e M) +e¥) +w cos¢]
echx \$2( ey \V* d¢ 01200, m |0, ! ye il 2
e ¥ chx 4chxchx’ o (@m)?ch(x—x)+ % T [ + X)W +e¥) + vV cos @]

(-D*! ((u' + chx’)ch )IS/2 AL m |, my = )L m, = Ol mye ")

4nf(u + chx)@ +chx’)chxchx']V/4\ (u+chx)chx (evlﬂ)(u+0hx)+( X+(1/ex)(u T chx)

(36)

avec 1’angle y(x, u) = arctan{th(x/2)[(1 — u)/(1 + u)]'/?}, angle 6 € [0, 7] tel que u = cos @ et la notation v = sin 6.
La troisieme contribution K3 est non nulle seulement dans le secteur de parité € = (=1)¢ (dans I’autre secteur, on
a (¢,m, = 0|¢,m;) = 0). Contrairement aux deux premieres, c’est une fonction singuliere des coordonnées (x, u) et
(x',u"), divergente au point (x = 0,u = —1), ou si ’on préfere (x = 0,6 = ). Dans le calcul numérique, limité au
rectangle (x, ) € [—Xmax, Xmax] X [0, 7], on isole la singularité par un demi-disque de rayon R et de centre (0, 7r), dans
lequel on utilise une grille logarithmico-polaire comme dans la référence [40]'°, et au-dehors duquel on utilise le
méme type de grille que dans la section 2.

Approximant asymptotique. 1l reste a mettre en ceuvre la méme technique d’accélération de convergence que dans
I’équation (18) dans le cas particulier @ = 0%,

L, 5(01) ~ Z Z [1(/ 5)(0+ J(lf £) (O+ Z Z J(t” 5)(0+ (37)

=0 ¢

ol, comme dans la section 2, I, (¢ 8)(0+) est la contribution de la voie de moment cinétique ¢ et de parité € a la quantité
cherchée 1,,(0%), et J, ¢ 8)(0+) en est un approximant asymptotique, valable a grand moment cinétique. La référence
[40] donne un tel approx1mant seulement dans le secteur de parité gentil £ = (—=1)'~! (I’opposé de la parité naturelle)
ou K3 = 0, en traitant perturbativement K, et K, au second ordre dans le logarithme du déterminant de M(( 8)(1S ). Le
calcul ressemble beaucoup  1’équation (19), avec la simplification que les termes linéaires et les termes carrés sont
indépendants de S et peuvent étre absorbés dans la constante, si bien qu’il ne reste que les termes rectangles [40] :

e=(=1)"!
Indet{MY(1$)] = cte - Tr* [ D;LK DK | + ... (38)

Dans le secteur de parité méchant € = (=1)! (celui de la parité naturelle), une difficulté surgit : a cause de son caractere
divergent, on ne peut pas traiter K3 perturbativement. On effectue d’abord un changement de jauge sur les K; éliminant
la dépendance en §' de K3 sans changer le déterminant, ce que 1’on signale par un tilde,

e—im;y(x,u) eim;y(x’ ')

K, me 4
[+ chxych ] 72 O s oy ch T T2

Ki(x,u,m; X' u',ml) = (39)

puis on isole une partie purement « externe » de K3, agissant sur I’espace « orbital » des (x, «) mais pas sur celui
des |€, m,), donc telle que K3 = Kg"‘ ® |6, m, = 0)(¢,m, = 0|. Enfin, on effectue un développement du logarithme du

19. On pose (x,m — 6) = Re'(cos ¥, sinyy), ol tmin <t < 0et 0 < ¢ < . On a choisi R = 2/5. L’intégration sur ¢ est faite par la méthode de
Gauss-Legendre a 15 points (série 0 < £ < 4) ou 25 points (série 0 < ¢ < 6), celle sur ¢ avec la méthode du point milieu et un pas dt = 0,1 ou
dr = 0,2. On extrapole quadratiquement a #j, = —co a partir des trois choix tpin = —10, fmin = —20 et tyin = —40.
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déterminant en puissances de K; et K, sans hypothese sur I~{§"t :

1

Doy + R @1, m, = 0)C,m, = 0]

ote = Try, [ DTSR DTN, my = 0Ky + Ky)lt, m, = 0)] - Te* [ D35 K1 D35 Ko |
+ Try. [ DIARS D4 (E,my = OI(K: + K D3 (K + Ko)lt,m, = 0)

—(—1)¢ ~ ~
Indet[ MY (i5)] =" cte + Indet {11 + (K1 + &)

1 —1 irext qy— 7 7 —1 frext gy— 7% 7
= 5Tt [1)2}2]1{3 D35t m, = 0|(Ky + Ky)le, my = YD, SR D356, m, = 0\(Ky + Ko)le,my = 0>] +... (40)
Dans cette expression apparait une forme resommée de la partie externe :
K5 = Dn[Dy; — (D + K3 100 = KT = KD + KT 7K 4n

Une écriture optimale de Kg’“ est obtenue par reparamétrage de 1’ansatz de Faddeev du probleme & 2 + 2 corps : on
considere que les fonctions sur lesquelles agit I’opérateur M, dépendent désormais des vecteurs d’onde relatif et du
centre de masse des particules 2 et 4 comme dans la référence [52] au lieu des vecteurs d’onde individuels k; et ky
comme dans les références [39, 40], ce qui permet d’éviter le demi-disque autour de la singularité et nous conduit
a inverser numériquement un opérateur agissant sur une seule variable réelle au lieu des deux variables (x, u). Ceci
amene un gain de temps de calcul et une simplification considérables. Le lecteur est renvoyé a I’ Annexe C pour plus
de détails. On trouve numériquement que le second terme au troisiéme membre de 1’équation (40), formellement du
premier ordre, est en réalité du méme ordre de grandeur que le troisie¢me terme (leurs contributions a Jgf)(OJ“) tendent
vers zéro exponentiellement en £ avec le méme taux, voir la figure 5a). Le noyau resommé Kg’“ est donc, comme K
et K,, un infiniment petit du premier ordre; par conséquent, nous négligeons les quatriéme et cinquieme termes de
I’équation (40) pour garder

e=(-1)! ~ ~ ~ ~ ~
Indet{ M9(i8)] =" cte — Tr, [DIARSD; b, m, = 0Ky + Kol m, = 0)] = Tr* [Dy 4R D3 Ko + .| (42)

Si I’on veut, on peut défaire le changement de jauge (39) dans le troisieme terme sans changer la trace, pour retrouver
la contribution (38). Dans I’Annexe B, nous donnons une expression plus explicite de 1’approximant asymptotique
Jg’;)(O*) déduit des développements (38) et (42), voir les équations (71,72,78,80), ainsi que de sa somme sur £ et sur
&, voir les équations (81,86).

Application et résultats. La somme sur ¢ dans I;,(0") présente le méme phénomeéne de convergence lente que dans
I;,(0%) aux grandes valeurs du rapport de masse @. Nous trouvons a nouveau que I’approximant asymptotique, ici
J;f’;)(O*), tend vers zéro exponentiellement en £, avec un taux ¢ que nous calculons numériquement par commodité

dans le secteur de parité gentil & = (—=1)~! et pour un rapport de masse @ > 3 : 2
(€.&) oy E=(=D!
K0 T2 sexpl-ct + 0n o) 43)

Le taux c est représenté en fonction du rapport de masse sur la figure 5b. On y observe, comme dans la section 2, une
loi ¢ o« @~!/? aux grands rapports de masse. Dans ce régime, la méthode d’accélération de convergence est un allié
indispensable du calcul numérique, comme le montre la figure Sc. Elle nous permet d’obtenir le quatriéme coefficient
d’amas B;(0%) du systeme piégé, donné sous forme numérique dans la table 4 et représenté en fonction du rapport
de masse sur la figure 6, avec une incertitude inférieure au pour cent en un temps de calcul raisonnable. A cause de
I’effet Efimov a 2 + 1 corps, ce coeflicient présente une singularité en (@' —a)'? pres du seuil, pour la méme raison
que celle exposée autour de 1’équation (31) dans la section 2. Nous en tenons compte dans les ajustements en tireté
sur la figure 6, pour obtenir I’extrapolation

By2(0Y) —  -0,737 0,007 (44)

(@Y
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FiGure 5: Quelques résultats numériques sur 1’approximant asymptotique J;l’zg) (0%) de la contribution Ig;)

€ ala quantité I »(0*) de I’équation (4). (a) Pour un rapport de masse @ = 5 et le secteur de parité méchant & = (=1)¢ (celui de la parité naturelle),

valeur absolue des trois termes de J§"§>(0+) dans I’expression (71) (symboles o, + et X dans cet ordre) en fonction du moment cinétique £. (b)

Taux ¢ de décroissance exponentielle en ¢ de 1(2[’25)(0“') comme dans 1’équation (43), en fonction de la racine carrée du rapport de masse inverse.

Les barres d’erreur donnent 1’écart entre les valeurs de c tirées de diverses fonctions d’ajustement (pour € = (=D In IJg’;)(O*)\ est pris comme

(0*) de moment cinétique ¢ et de parité

fonction affine de ¢ plus un terme en 1/£, ou plus un terme en In £, ou plus les deux). La droite tiretée est une extrapolation affine a /2 = 0. (c)

Pour @ = 13,3 et & = (—1)¢, valeur exacte 126‘2‘9)(0*) obtenue numériquement (carrés) et approximant asymptotique ]g’;)(O*) (étoiles) en fonction
de €.
Figure 6: Quatrieme coefficient d’amas B »(0") du gaz unitaire de fer-
mions dans un piége harmonique de raideur infinitésimale, en fonc- Oy ]
tion du rapport de masse & = my/m| restreint a @ > 1 par symétrie 0.1 N
a < 1/a. Disques (reliés par un trait fin) : notre calcul numérique de J
I’expression (4) pour (n4,n)) = (2,2) et application de la conjecture -0,2 -
(5), avec les parametres Xmax = —Xmin = 20 et ng = 15 dans la série — f
0 <€ <4 Xmax = —Xmin = Setng =25 dans lasérie0 < £ <6 *Ho -0.3 INE
(le recouvrement des deux séries sert de vérification), et dans tous les 11 S|
cas dx = 1/15, Smax = 12, dS = 12/100 (voir la note 19 pour le |8 04 2
traitement de la singularité du noyau intégral en (x,6) = (0,7)). On g‘ me
- . e A 0,5+ =
utilise la méthode d’accélération de convergence (37) et la méme extra- aa) L i |
polation a Smax = +oo que dans la section 2. Trait vertical fin : seuil _0.6- _
efimovien a trois corps @ = a%’l. Tireté bleu : ajustement cubique en L ]
la variable Y = (0{%‘1 - a)”z sur I'intervalle 10 < a < 13,5, a savoir -0,7+ -
By2(0%) = —0,73742 + 0,061673Y +0,074061Y? — 0,0084386Y>. Ti- 3 1
reté rouge : idem sur I'intervalle 12,5 < @ < 13,5, a savoir B22(0%) = '0,81 ; i ; é ; 4‘1 ; % ; ‘6 ; ‘7 ; é ; ‘9 ; 1‘0‘ 1‘1 ; 1‘2‘ 1‘3‘ 14
—0,73761 + 0,062206Y + 0,073901Y2 — 0,0086514Y3. o

Remerciements : Ce travail a bénéficié du soutien financier japonais « Grants-in-Aid for Scientific Research » KA-
KENHI sous les numéros 21H00116 et 22K03492.

Annexe A. Approximant asymptotique de I;(’ls)(d)), sa somme sur ¢ et £, son comportement dominant

L’approximant asymptotique. Pour obtenir une approximation Jf’ls)(&)) a grand ¢ de la contribution I;gf)(a)) de mo-
ment cinétique £ et de parité £ a la quantité I3 ; (@) de I’équation (4), nous utilisons les notations de la section 2 et
partons du développement (19). Un calcul astucieux de la trace sur x > 0 permet de regrouper des contributions faisant
apparaitre x et —x et de se ramener a des intégrales sur la droite réelle tout entiere, dans lesquelles il ne reste a prendre

20. Les comportements dominants dans les deux secteurs de parité different seulement par leurs lois de puissance en ¢. Quand le rapport de

(1) . . . - o
masse est trop proche de 1, Jgf’( D )(O“') tend vers zéro en oscillant ce qui rend 1’extraction numérique du taux plus difficile.
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a 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5 5,5

By, | —0,03056 | —0,03529 | -0,04518 | -0,05777 | —-0,07233 | -0,08845 | -0,1060 | —0,1248 | -0,1449 | -0,1662

a 6 6,5 7 7,5 8 8,5 9 9,5 10 10,5
By, —-0,1886 -0,2122 -0,2370 -0,2629 -0,2900 -0,3183 | -0,3478 | —-0,3788 | —-0,4110 | —0,4448
a 11 11,5 12 12,5 12,75 13 13,1 13,2 13,3 13,4 13,5

B, —-0,4801 -0,5177 —-0,5575 -0,6004 —-0,6235 -0,6484 | -0,6590 | -0,6701 | —-0,6819 | —0,6948 | —0,7097

TasLE 4: Valeurs numériques du quatrieme coefficient d’amas B, 2(0*) du gaz unitaire de fermions dans un piege de raideur infinitésimale, tabulées
en fonction du rapport de masse a = mq/m|. Comme le coefficient est invariant par changement de a en 1/a, nous nous sommes limités a @ > 1.
Les incertitudes, non précisées, sont inférieures au pour cent. Ces valeurs sont représentées graphiquement sur la figure 6.

que les traces sur les variables u et m, :

Indet M} = cte - f dxe Tet, (xRS |—x)e™/ ]+ f dxd' €T, GRS K Ry e
R R

1 . , _ , _ )
-3 f dxdw’ eS0T (RO e ™/ xR~ xyel ™ 4L (45)
ol I’opérateur de rotation d’axe Ox d’angle 7 provient de la note 9 en bas de page et nous avons introduit le noyau pri-
mitif (16) divisé a gauche par la partie diagonale (15) et pris a exposant d’échelle nul, c’est-a-dire Kgq = Z) 1K (f)( S =
0). Les contributions gardées au second membre de 1’équation (45) constituent une fonction —¢&2)(S) de S paire, ré-
guliere, a valeurs réelles et a décroissance rapide. Aussi peut-on intégrer par parties sur S dans I’équation (4) et faire

apparaitre la composante de Fourier de ¢“*)(S) 4 la pulsation @ :

(C+1/2)a f+°° ds

J([’S) =) —
, @) = sh® oo 27r

e @ g"(S) (46)

facile a obtenir a partir de (45) au moyen de ’identité au sens des distributions fR exp(ikS)dS = 2n6(k). Un calcul
long mais sans difficulté, traitant les contributions 2 ¢“®)(S) dans I’ordre ot elles apparaissent, donne finalement :

19 @) = (t+1/)0 f ' du fz” deb TE Q. ¢ + 1)
_7rsh¢DV2c:hc‘u D3 1(w,u) Jo 27T1+20h(2w)+ 2 Quch® + u? + 12 cos §)
€+1/2)w 1 27 d¢d¢/ (/1/2+1/2/ "201’1)(’) [D?, (@, M)Dg (X u )]—IT(Z,S)(9;¢ + ¢/ + 1)
_—fdx’fdud ’f
n2sh@wV2ch® (27T)2 [l+/13—)+/l'2 (u/l FUW A+ A5 (i +vv' cos ¢)1[(Ag, ¢) — (/1[51’¢/)]
L 120 f dx f dudu f " dgdgf [2 Veh X ChX—Da,l(X+,u)Da,mX_,u')]_ 70,06, 4')

212 sh@ 22 (1422 +22 + 22 (Au+ A’ + LA (u’ +vv' cos p)[(Ae, ¢) — (A7, ¢)]
47)

1+ur

avec les notations X;. = X +@/2, 1z = exp(®), 1. = exp(X.) (ces deux dernieres calquées sur 4 = exp(x)) complétant
celles de I’équation (17) et les fonctions angulaires >!

7—([,5)(9; $) = Tr;: (e—iGLZ/rLei(ﬁLx/rL) et 7-([,5)(0’ 0/;¢’ ¢,) _ Tr;z (e—iHL,_/heiaSLx/heiH'Lz/heiWLx/ﬁ) (48)

Les sommes sur la parité £ des quantités définies dans (48) ont des expressions simples en termes d’angles & € [0, rr],

voir la référence [40], 2

T7O0; ¢) = % avec 1 +2cosé =u(l +cosg)+ cos¢ 49)

21. Un lecteur attentif objectera que la définition de 72 (6, 6'; ¢, ¢’) devrait en principe comporter un projecteur orthogonal sur le sous-espace
de parité (—1)l</" = £ a coté de I’ opérateur el L/l La parité en ¢ et en ¢’ du dénominateur dans la troisiéme contribution a (47) permet cependant
d’en faire I’économie. Par exemple, seule la partie paire de e!?Zx/" contribue apres intégration sur ¢ ; or, elle préserve la parité de L, /.

22. En passant aux arcs moitiés, on peut remarquer qu’on a plus simplement cos(¢/2) = cos(6/2)| cos(¢/2)| dans I’équation (49).
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sin[(€ + 1/2)¢]

790, ¢) = W avec 1+2cosé = uu'(1+cos ¢ cos ¢")—(u+u’) sin ¢ sin ¢’ +vv’(cos ¢p+cos ¢’)+cos ¢ cos ¢’
sin
(50)
qui montre aussi comment revenir a parité fixée, par exemple
1 d
T, 9) = 5 ) T OO +nm; 9) (51)
2 n=0

Nous préférons cependant réserver les équations (49,50,51) a des études analytiques ; pour le calcul numérique, nous
évaluons les traces de (48) dans la base propre de L, (sous la contrainte (—1)" = &) apres insertion de relations de
fermeture dans la base propre de L, (obtenue par diagonalisation numérique de sa matrice tridiagonale dans la base
des |£, m.)) a 1’endroit des opérateurs de rotation d’angle ¢ ou ¢’, puis utilisons la valeur de I’intégrale >

[l

2
d ing 1 -b
f d¢ _ L Vn e Z, Vby > 0, Vb, €] — bo, bol (52)
0

21 by + by cos ¢ ’b(z)—b% bo + /bg—b%

Sa somme sur € et &. La somme de J; & 5) (@) sur la parité € est tout de suite faite, voir les équations (49,50). La somme

sur ¢ € N fait apparaitre, au sens des dlstrlbutlons, la série de Fourier d’un peigne de Dirac ** donc se calcule grice a
I’identité : .
S in[(£+1/2 0
e S 128] __no® 3
— sin(§/2) sin?(¢/2)

Il faut donc trouver les cas d’annulation de 1’angle £, sachant que les angles polaires 6, 6’ (désormais pris comme
variables d’intégration de préférence a u,u’) décrivent [0, ] et que les angles azimutaux ¢, ¢’ peuvent étre pris com-
modément dans [—r, r]. Dans 1’équation (49), on trouve comme seul point d’annulation (6, ¢) = (0, 0); au voisinage
de ce point, &2 ~ 6> + ¢ si bien que I’action de 5(¢) s’évalue facilement en coordonnées polaires (p,y) dans le plan
(6, ¢), pour une fonction réguliere f quelconque :

A d () f e f iz 5(p)
dé sin 6 = £(0,0 d d —— =2£(0,0 54
fo sin L S-S ¢) ) = f(0,0) , der " YPeOSY 1(0,0) (54)

Dans I’équation (50), on trouve trois lignes d’annulation %
1:0=0=0,0+¢'"=0 ; L:0=0=m¢—-¢'=0;, L:0=0,6=¢" =0 (55)

Dans I'intégrale a laquelle nous sommes confrontés, qui fait intervenir une fonction réguliere g des quatre angles,

n . L d¢ d¢ n6(€)
= do sin 6 do 0 56
g [} sin fo sin f 0,9 ) 2E2) (56)

23. Pour optimiser, on peut (i) remplacer exp[i(—m.0 + m}60')] par sa partie réelle cos(m.6) cos(m}’) + sin(m.6) sin(m.¢") et tabuler les sinus
et cosinus correspondants, (ii) se ramener a une boucle sur un seul indice m, = m’, et utiliser la symétrie par changement de m, en —my,, (iii)
utiliser la symétrie par changement de (i, m’) en (—=m;, —m’) (on se limite a (71)’”5 = g, voir la note 21), (iv) tabuler les puissances de degré |m,|
apparaissant dans (52).

24. On pourra simplement penser a écrire sin[(€ + 1/2)&] = {cos(€€) — cos[(£ + 1)&]}/[2 sin(&/2)] pour faire apparaitre la somme partiellement
télescopique Y sen(€ + 1/2){cos(£€) — cos[(£ + 1)é]} = (—1/2) + Y ey cOS(£E).

25. 81 ¢ =0, ‘T(D(H, 0';¢,¢') = 3; or, c’est la trace d’'une matrice de rotation dans R3 qui doit donc se réduire a I’identité : on a
R(OR(—P)R, (-0 )R (—¢") =1 ot R,(6) est la rotation d’angle 6 d’axe Ox, etc. En prenant I’élément de matrice zx de cette relation, on aboutit
a la condition sin &’ sin¢ = 0. De méme, en changeant 1’ordre des opérateurs par permutation circulaire sous la trace, on aboutit a sin 6 sin ¢’ = 0.
Les lignes d’annulation /; et [, dans (55) correspondent a sind = sin = 0 c’est-a-dire § = ¢’ = O[x], lescas § = 0,6’ = retd = n,6' = 0 ne
convenant trivialement pas. La ligne /3 correspond a sin¢ = sin¢’ = 0 c¢’est-a-dire ¢ = ¢’ = O[x], qui se réduit en pratique a ¢ = ¢’ = 0; en effet,
les cas ¢ = 0,¢" = met ¢ = m, ¢’ = 0 ne conviennent visiblement pas, et le cas ¢ = ¢’ = w impose cos(d + §') = 1 donc 6 = ¢ = 0 ou x, ce qui
correspond a des points d’annulation, de contribution nulle a I’intégrale sur 6, ¢’, ¢, ¢". Les cas restants sinf = sin¢ = 0 ou sin¢’ = sin¢’ = 0 ne
conduisent qu’a des points d’annulation et ne contribuent pas non plus.
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les lignes /; et I, ont une contribution nulle & cause des jacobiens sin6 et sin#’. Au voisinage de la ligne /3, on
quadratise la quantité £ en les variables ¢, ¢" et 8’ — 6; 'intégrale a 6 fixé

oo o e S(NG? + ¢ +2¢¢ cosO+ (0 —0)>)  2x
Im a9 Im a Im 4 -0 P2+ ¢ +2¢¢ cosO+ (0 — 02 sinf 7

se calcule bien dans la base propre de la forme quadratique apparaissant au dénominateur et sous la racine carrée (elle
est de valeurs propres 1 et 1 + cos 8). Il reste simplement

g = 2f dfsin 6 g(6,0,0,0) (58)
0
d’ol I’expression de la somme désirée (en respectant I’ordre des contributions dans 1’équation (47)) : 26
sz(m( ) = ) [D3,1(@,u= D]
teN & rshoV2cha 1+2ch(2w)+ =1 +2ch@)
f aw [ a2 [Ds.1(@,u = NDs 1 ()]
X
C2sha \/ch Y Ve 1 + 2+ 2+ Qg + WA+ )]s — A5

Veh X, ch X_ X X_ 1
N o fdxf du [Veh X, chX_Ds 1 (X,, u)Ds 1 (X_, u)]” (59)
47?2 sh@ [

+ A2+ 2%+ 22 (A + Du+ 2,40 > A1

En pratique, le cas le plus important correspond a @ = 0F, car c’est celui qui donne acces au coefficient d’amas bs
du gaz homogene. Nous donnons I’expression explicite de (59) correspondante, toujours en respectant 1’ordre des
contributions, en termes de fonctions trigonométriques et du dilogarithme ou fonction de Bose g2(z) = 3,50 2" /1>

V1+3a
Z Z J(m(_ =0") = I _(+oy - (1+ay arctan —e—— — cargth Al+2e)
teN 7 3rV2 (1 +3a)? \2r2a(1 + 2a)(1 + 32)3/2 Vi+2a (a+1D)V2(1+3a)

(1+a)?
2n2a(1 + 3a)?

}

(60)

-1 1 2 -2 2 2
i e () w2 (22 (2

ol £ = a +iV2(1 +30)/(1 + a).

Son comportement dominant. Pour obtenir un équivalent de J; & 5) (@) ou, ce qui revient au méme, de I, ¢, a)(w) a grand
moment cinétique, il suffit de se limiter a la premiére contrlbutlon au second membre de 1’équation (47) qui provient
du terme d’ordre un en le noyau ‘](3(? dans le développement (19). On I’écrit alors sous forme d’une intégrale sur
I’angle £ en insérant un delta de Dirac §(¢ — &£(u, ¢)) reliant £ a u et ¢ comme dans 1’équation (49), puis en calculant
explicitement I’intégrale sur ¢ puis sur «. >’ Pour simplifier, nous nous limitons 2 @ = 0" et trouvons :

(o)t sin[(£ +1/2)¢] . _ n*/2)
LY - mfdf 2 sinE/2) (o) +£p1(£)] o pn(f)—(2£’+1)An W (co g)F(fn(COS@) (61)

26. La ol apparait ¢ + 7 en argument de 79, on effectue le changement de variable ¢ — ¢ — 7.

27. Apres s’étre ramené a une intégrale sur ¢ € [0, 7] par périodicité et parité de I’intégrande, on utilise la relation §(2 cos & + 1 — u(1 + cos ¢) —
cos ) = 8(¢ — ¢o)/[(1 + u)sin ¢pg] avec sin o = 2(u — cos &)'/2(1 + cos &)'/2/(1 + u) ol la racine ¢ est dans [0, 7] si et seulement si 0 < 6 < &
compte tenu de la note 22. On utilise aussi la relation (51).

19



avec la notation 8 = 1/e, les préfacteurs et les fonctions auxiliaires 28

V2(1 + @)? 5 arctan VZ (1-2)5+4Z)
Ap = —2 Y @) =3B+ (14227 . Fyzy=ZVE L gy = LD T (6
0 eI wo(Z) =38+ (1 +22) 0(Z) N fo(2) o) (62)
5/2
A = \5(12;2“) L wi(Z) =81+ B)Z2— (5B+TZ+BBB+1) FI(Z):Z(’—r—arctanz) (63)
Tra 2
7z
fi(2) = w2) (64)

441+B8V1 —Z{[% + (1 +PB)Z]J[3B + (1 —22)*]}1/?

Pour se ramener a des intégrales de contour sur le cercle unité C, de la forme

e
In=f$(z—1>z’-’w (65)
c Iz

(4

on procede en trois étapes : (i) on élimine les facteurs sin(¢/2) dans I'intégrande de (61), d’abord par simplification
du sinus au dénominateur devant les crochets avec un sinus au numérateur de p,(£€), puis en faisant apparaitre cos[(£ +
1)€] — cos(£€) avec le sinus restant, comme dans la note 24 ; (ii) on étend 1’intégrale sur & a [—m, ] par parité de
I’intégrande; (iii) on prend comme nouvelle variable d’intégration z = exp(i¢), qui décrit le cercle unité, si bien que
cosé = (z + 1/z)/2, et ’on peut écrire cos[(€ + 1)&] — cos(€€) = Re(z™! — z%) et sortir la fonction Re de I’intégrale
puisque le reste de I’intégrande est réel sur C. Pour les déterminations habituelles du logarithme et de la racine carrée
dans le plan complexe (ligne de coupure sur R™), on trouve que I’intégrande de 7 admet comme singularité dans le
disque unité une ligne de coupure en forme de trident, réunion d’un segment OO’ et d’un arc AA’, voir la figure 7a, et
celui de T une ligne de coupure en forme de fleur, réunion de trois arcs OB, OB’ et BB’, voir la figure 7b.?° Le point
O est ici I’origine des coordonnées, A et A’ sont les points d’affixes zg et zz‘), B et B’ les points d’affixes z; = —z(*) etzj,

et 7o est 'unique solution de I’équation z + z~! + 1 +i4/38 = 0 dans le disque unité (si bien que WQ(%) =0):

i\/l—i@\/3+i@—(1+i@) (66)

1
Z0=§

A I’aide du théoréme intégral de Cauchy, nous resserrons le contour d’intégration jusqu’a ce qu’il épouse les lignes
de coupure, sans que cela change la valeur de 7,,. Dans la limite £ — +oo, & cause du facteur z, I’intégrale est alors
dominée par le voisinage des points de singularité les plus éloignés de O, a savoir A et A" pour 1, B et B’ pour 7,
ceci valant pour tout rapport de masse . < Pour le calcul de 7 au voisinage de zy, on pose z = zo(1 +7u), ol u est un
nombre complexe et 7 > 0 est un infiniment petit, et on approxime la corne du trident par sa demi-tangente a droite au
sommet A ; on dispose alors des équivalents fy((z+ 1/2)/2) ~ Co/(nu) et 7~ zf; exp({nu), et la demi-tangente devient
la demi-droite d’origine O de direction —Cj dans 1’espace des u (compte tenu de la note 28) donc la demi-droite R~
dans I’espace des v = nu/Cy, si bien que

s l+1
o . @by f %ef””Fo(@)= _ o f ¥ e (1 vy 67)
O tor 2 \BBB(zo — 1/20) Je, ¥ me)  2:3B(1 +z0) Je. V

28. Quand nous passerons dans le plan complexe, il faudra comprendre que arctanZ = In[(1 + iZ)/(1 —iZ)]/(2i). Du coup, la ligne de coupure
de la fonction Fy(Z) est ] — oo, —1] et celle de Fj(Z) est i] — oo, —1] U i[1, +oo[. On notera que, malgré les apparences, Fo(Z) est analytique dans
le disque unité, comme le montre son développement en série en Z = 0. Remarquons aussi qu’avec cette définition de la fonction arctan, on a
/2 — arctan(ix) = —iargth(1/x) Yx € R\ [-1, 1], ce qui sert déja dans I’intégrale sur I’axe réel (61) car la quantité sous la derniere racine carrée
au dénominateur de (64) peut devenir négative ; on a fait ici les choix In(-1) = ix et V=1=i

29. Dans ce second cas, on s’attend a avoir trois lignes de coupure, celle L; venant de la fonction F(Z), celles L3 et L, venantde V1 —Z et de
I’autre racine carrée au dénominateur de la fonction f(Z). En réalité, Lz est incluse dans L;. De plus, les intersections L; N L et Ly N L3 ne sont
pas des lignes de coupure de I'intégrande, pour la raison que z > z'/2(/2 — arctan z'/?) admet seulement [—1, 0] comme ligne de coupure (pour
z €] — 00, —1], le changement de signe de 7r/2 — arctan compense celui de la racine carrée). Les arcs OB et OB’ sont constitués des points se trouvant
seulement sur Ly, ’arc BB’ regroupe les points appartenant seulement a L.
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Imz

Figure 7: Lignes de coupure de I’intégrande
de I’équation (65) dans le disque unité (trait
rouge épais) danslecas (a)n = Oet(b)n =1,
L obtenues numériquement pour un rapport de
Re z ' Re z masse @ = 1 pris comme exemple.

ou les lacets C, et C, entourent les demi-tangentes en question dans le sens trigonométrique dans 1’espace des u ou
des v. L’expression de Cy est donnée dans I’équation (21). L’intégrale au dernier membre de (67) se calcule aisément :

v e fo dx ;. 1 1 fo dX rco, o in3/?
— e Fy(1pv) = | —el*C|F -F = | =efCo(— ~ = 68
fc ceernam = [ el )Rl )= [ Seemd s s T 6

v

La corne A" d’affixe z; donne une contribution complexe conjuguée de la corne A. Nous retrouvons la premiere partie
de I’équation (20). < Pour le calcul de 7 au voisinage de z;, on procéde de méme, en posant z = z;(1 + nu), n — 0*.
Cette fois le comportement local fi((z + 1/2)/2) ~ A/(Bnu)'/?> admet lui-méme une ligne de coupure i cause de la
racine carrée et est caractérisé par deux amplitudes complexes A et B, d’ou la structure a deux lignes de coupure,
celle provenant de f; et celle provenant de arctan f; dans F(f;),° approximée par deux demi-tangentes représentées
dans I’espace des v = nBu/A* simplement par A~2R~ et, compte tenu de la note 28, par R~. Cette fois

¢ a2
o . M dv emszi T _ arctan
1 f—+00 iBwl(ll+21/Zl ) ) Vﬂz 2 Vﬂz

) (69)

ot le lacet C, entoure (dans le troisiéme quadrant) la demi-droite AR~ dans le sens trigonométrique puis rejoint
verticalement la demi-droite R~ par en dessous pour I’entourer elle aussi dans le sens trigonométrique. Le calcul

conduit 43!
0
w1
—c0 V(x —i0+) A2

0
f dv el VB, ( A ) _ d_xe{’x/B
C
—Fl[ A H d_xe[x/z; in N fo dx oL7Cx/B (=im) in3/? [@ 1 ) B 2in’2B (70)

)l
= =g Rl hy =
: VA2 Je A X —i0" X+ 10"
Jariona )| oo AT Vex o V=x Ve \ A J@8) AVB
ce qui redonne la seconde partie de 1’équation (20), le coefficient B étant appelé C; et donné par I’équation (21).

Annexe B. Approximant asymptotique de I;[’;)(OJ'), sa somme sur £ et &

L’approximant asymptotique. 11 s’agit ici d’écrire le plus explicitement possible une approximation Jéf’;)(O*) a grand

¢ de 1a contribution 14?

2 (0™) de moment cinétique ¢ et de parité  a la quantité I;,(0") de 1’équation (4). Nous prenons

30. Dans le cas précédent n = 0, ceci ne se produit pas : dans la fonction Fy(z), de part et d’autre de la ligne de coupure R~ de la racine carrée,
on hésite certes entre deux valeurs opposées pour 4/z mais arctan est une fonction impaire. Aussi la ligne de coupure de Fy(z) est-elle dictée par la
fonction arctan et vaut | — oo, —1], en accord avec la note 28.

31. On vérifie en effet que /A2/B = —A/ VB pour tout rapport de masse a.
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comme point de départ les développements (38,42) selon la valeur de €. Leur report dans I'intégrande de (4) conduit,
apres intégration sur S, a la structure

(t’ £) ) ) ()
SO = TR+ Secr [T+ Tio (71)
ou I’indice indique qu’il s’agit d’une contnbutlon croisée des noyaux intégraux K; et K;. Le cas (i, j) = (1,2) a été

traité dans la référence [40] pour & = (—1)"!, en utilisant les formes (36) des noyaux ; nous nous contentons ici de
I’étendre au cas & = (—1)’, ce qui n’est qu’un jeu d’écriture, et de recopier le résultat :

g f dx f dudid fz" dedg’ [(2¢ + 1)/@m)][ch x Do (x, u) Do (x, u)] ' TE0(6, 6" ¢, ¢')

Ixix, (2”)2 l+— [(u+e™>) (W +e ) +vv cos ¢]}{1+ L [(u+eX)W +e*)+vv' cos ¢’]}
(72)

avec les notations (17) et (48). Le cas (i, j) = (1, 3) est beaucoup plus simple a traiter (en particulier numériquement)

en utilisant les formes (96) des noyaux, repérées par un accent tcheque. Un seul facteur dépend de 1’exposant d’échelle
i8S, sur lequel il faut intégrer dans (4). Dans les notations de (96) il vient apres une intégration par parties :

ds ’ i ’ ’ ’ ’ / !
f E(Izll/lml)s = 26(In |21 ” = Inlzi*) = 202111231 6(z1 1 — 121F7) = 201l [2}] 6™ — e — V2ae'u + V2ae¥u') (73)
R

Nous décidons d’intégrer la distribution de Dirac sur #” a u, x, x’ fixés, ce qui lie la valeur de «’ a ces autres variables :
2x 2x
v et —e
uW=e"u+ —— (74)

V2ae*

Comme u’ doit étre compris entre —1 et 1, I’intervalle d’intégration sur u est contraint et se réduit a [t4yin, Umax] avec

e2x _ er' , e2x _ er' , ,
Uppin = Max (—1, —— ", Upax = min|l, —— +¢€* A) D Umin < Umax © €7 — e < V2a
V2ae* V2ae*
(75)

Pour calculer le noyau resommé (41), nous reconnaissons dans la partie externe de K3 (derniere contribution de (96))
une forme factorisée en un opérateur sur 1’espace des x et un projecteur orthogonal de rang un sur 1’espace des u, ce
qui réduit le probléme 4 1’inversion d’un opérateur sur ’espace des x seulement : 3>

K =kolrl et (=1=K=[-U+hb"T1® k)l (76)
avec . )
1 (=D 2e*+x 1
= — et & 77
<MIX> \/E € < | | > er + 62)(’ +1 (1 + e—2x)1/4(1 + e—2x’)1/4 ( )
Nous obtenons finalement
o _ (1+a)p? RO X = (1 + k)~ x)
jKI K3 T 871'0'2 d (1+ e—2x)1/4(1 + e—2x’)l/4 (78)
ol nous avons introduit la fonction symétrique de x et x’ tenant compte de (75) par une fonction de Heaviside Y :
Uimax I~ 21 _ it L, /h ipL,/h =17/ L. /h _
, d 2¢ + 1){I,m, = 0le""*= < my, =0
R(x, ¥') = Y(V2a — |e* —eY)) 4, [ 48 GO+ D{lm, = Ot TeT T Tl ma = 0) | g,
. lzil Jo 27|22 + 252 + (1 + a~1)(cos 71 cos 7] + sin Ty sin 7] cos §)

Les nombres complexes z; et z; et leurs arguments 7; et 7; sont définis apres 1’équation (94) en fonction des angles 6
et § dans l'intervalle [0, 7] tels que u = cosf et u’ = cos€@’, ’angle & étant reli€ a 6 par 1’équation (74); I’écriture

du dénominateur de I’intégrande dans (79) tient compte de 1’égalité¢ des modules |zj| = |z1]. 33 Enfin, la derniere
contribution dans (71) se déduit de la seconde contribution en changeant partout @ en son inverse 1/« :
(0) (6)
T @ =T (/) (80)

32. 1l n’y a pas ici de changement de jauge de type (39) a effectuer car K3 est directement indépendant de I’exposant d’échelle. On remarque
aussi sur 1’équation (95) que Dy = 1.

33. En pratique, I’intégrale angulaire dans (79) est faite numériquement sur 1’angle 6 (plutot que sur «) avec la méthode de Gauss-Legendre a
41 points; si x est assez proche mais distinct du point de singularité xsipg = In Va/2 ou le premier dénominateur |z1| peut s’ annuler, c’est-a-dire
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Sa somme sur € et . 1l reste a calculer la somme sur toutes les voies (¢, €) de 1’approximant asymptotique (71). La
contribution de type K; K, se traite exactement comme dans I’ Annexe A :

« 1 (872 Chxl)% (X, w)]™!
ZZ‘TK&I)( = fdxf du ; -
e R o1 [T+ —=0+e 2+ 2ue™][1 + 2 (1 + e2¥ + 2ue*)]

teN ¢ l+a I+a

_(1+a)2 27 arcsin @ l/Z—Re 2 ) 2z + 2 ) 2
T 8 (1 +2a)(@ +2) o) P B ey R (e £ g

1 -1 27 —27 2 2 1 -1
e (g)-20 (|- rele (7)o (Z5) el 2] o) 2o () 2 (F) @

avecz = Va+ivl+a,7 = Vo' +iVI+a et &> la fonction dilogarithme. Dans la contribution de type K; K3,
sommons dans un premier temps sur les moments cinétiques ¢ de parité donc de (=1)¢ = 5 fixés, afin que I’opérateur
k dans (78) prenne la valeur fixe lAc,]. Transformons la moyenne quantique dans 1’état |£,m, = 0) au numérateur de
I’intégrande de (79) en injectant une relation de fermeture sur les états propres de L, et en utilisant 1’expression des
éléments de matrice correspondants déduite des équations (7.2-9) page 101, (7.3-15) page 105 et (7.4-7) page 109
de la référence [53] :

‘ _ 4 1/2
&, my = 0le™=/Pe, m, eV = (25: 1) Y;"(r,y) Vrel[0,n],Yy eR (82)
ou Y;' est I’habituelle harmonique sphérique, ce qui conduit a 3435
(25 + 1)([5 my, = OlelrlL;/helaﬁLx/he—lT'] Lz/hll’ my = 0) = 4 Z Y?"(Tl,(ﬁ)[Y;’u(T’l,O)]* (83)
my=—C

0 < |x = Xsing| < 6 avec 6. = 0, 15 par exemple, une structure étroite en 6 apparait et I’intégration sur [6min, 0] est effectuée avec le changement
de variable 6 = |x — Xsing| sh#, avec la méthode du point milieu sur la variable ¢ discrétisée en 100 points équidistants. En revanche, le second
dénominateur dans (79) reste toujours supérieur 1 +min(a, a~") sur le domaine d’intégration et ne peut s’annuler. L’ intégration sur x et x’ est faite
avec la méthode du point milieu sur un intervalle de troncature [Xmin, Xmax ], € 8’arrangeant pour que Xsing soit le bord de 1'un des sous-intervalles de
largeur dx; on fait le choix fixe xpi, = —5 car R(x, x’) = O(min(exp(x), exp(x)) lorsque x, x’ — —oo, mais on extrapole a xpx = +00 cubiquement
en 1/xmax a partir des quatre valeurs xg,?;x =17, xErlu),x = 30, xgix =52et xﬁ,?},x = 75. Pour tirer parti du fait que R(x, x') = O(exp(—2x)) sur un
support de plus en plus étroit x — X’ = O(exp(—x)) lorsque x — +co, on sépare la matrice A, version discrétisée de 1’opérateur Il + k, en blocs A; i
entre les intervalles numéro un [xmin,xﬁg;x] et numéro deux [xﬁx,xg;x], on néglige les blocs 12, 21 et 22 de son inverse A~ et on calcule son
bloc 11 par I’expression A Y11 = [A1 - An(An) 1Ay ]! qui inclut ’effet du couplage non diagonal sous forme d’un hamiltonien effectif du
second ordre (il serait incorrect de le négliger completement car (xIIAclx’) ne tend pas vers zéro lorsque x, x’ — +o0o a x—x’ fixé). Comme la fonction
R(x, x") présente pres de x = x’ = xing a gauche des oscillations de plus en plus rapides lorsque £ augmente, on ne peut pas prendre une valeur
fixe du pas dx mais on doit utiliser une méthode itérative de type Romberg : a partir du choix initial dx = 1/20, on réduit le pas dx d’un facteur 2
et on extrapole 2 pas nul linéairement en (dx)? jusqu’a ce que la valeur extrapolée soit stable au pour cent prés (ou que dx descende en dessous de
la valeur trés faible 2 x 1073). L’élément de matrice dans |£, m, = 0) est calculé comme avant I’équation (52) avec les mémes astuces de symétrie
que dans la note 23 et I’intégrale sur ¢ est déduite de 1’équation (52).

34. On utilise la relation (82) deux fois, sous sa forme directe avec (7,4) = (71,¢) et sous sa forme conjuguée avec (7,¢) = (71,0). Si 71 se
trouve dans [—, 0], la relation ne s’applique pas, mais il suffit alors de changer 71 en —71, ce qui revient a changer la variable d’intégration ¢ en
¢ + m dans (79) (en effet, exp(—itiL;/h) = exp(irL,/h)exp(it;L;/h) exp(irL,/h) ) mais ne modifie pas la valeur de I’intégrale. On procede de
méme si 7} € [~x,0]. Dans la suite, nous pouvons donc supposer que 7; et 7 sont dans I’intervalle [0, 7].

35. En utilisant le théoréme d’addition des harmoniques sphériques, voir 1’équation (8.6-3) page 145 de la référence [53], on montre que le
second membre de (83) s’écrit aussi (2¢+ 1)P¢(cos ) ou Py est un polynome de Legendre et ¢ est I’angle entre les vecteurs unitaires de coordonnées

polaires (71, @) et (‘r'l ,0); son cosinus cos § = cos 7| COS ‘r'l + sin Ty sin T’l cos ¢ apparait justement au dénominateur de 1’intégrande de (79).
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Il reste a invoquer la relation de fermeture (8.6—10) page 146 de la référence [53] sur les harmoniques sphériques et la

propriété de parit€ spatiale Y;'(r — 6, ¢ +m) = (-1 )¢ Y7'(6, ¢) pour obtenir la relation de fermeture a parité de £ fixée : 36
> Z Y™ (r1, Y™ (1}, 0)]" = [6(cos 71 = cos 7))8(¢) + 7 8(cos Ty + cos T})S(¢ — 1)]
€20 | (=1)(=p m=—
_ kil | V2a e 6(x — x') 8(8) + ne "6~ up) 66 ~m)]| ob ug = date - o
=— - = Uo - 0= ————F———
4 2V2ae*

ol nous avons remplacé dans le troisieme membre cos 7| + cos 7| par sa valeur en nous souvenant que |z1| = |Z}] et
en utilisant (74). L’intégration sur ¢ est immédiate compte tenu de la note 36. Pour intégrer sur u, il faut savoir si la
racine ug se trouve dans I'intervalle [umin, Umax]- A cette fin, on partage le support de la fonction de Heaviside dans
(79) en quatre zones distinctes : (i) exp(x) < exp(x’) < exp(x) + V2a et exp(x) + exp(x’) > V2a, (i) exp(x’) <
exp(x) < exp(x’) + V2a et exp(x) + exp(x’) > V2a, (iii) exp(x) < exp(x’) < V2a - exp(x), (iv) exp(x’) < exp(x) <
V2a - exp(x’). En appelant umm et upb les express10ns dépendant de x dans les définitions (75), on trouve qu’on a
systématiquement Upmin = —1 < Uy < Upax = upb dans la zone (i), Umin = UL < Uy < Umax = 1 dans la zone (ii),

min

Umin = —1 < tmax = 1 < ug dans la zone (iii), Umin = U, < Umax = Umax < o dans la zone (iv). Autrement dit,

I’intégrale de 6(u — up) sur u vaut toujours un dans les deux premieres zones et zéro dans les deux dernieres. Nous en
déduisons la somme de la quantité R(x, x") sur tous les ¢ de parité fixée :

1[1 X+ V2/aet+al+1/2 Y(V2a - le* — 'Y (e* +e° — V2
Sy(rx) = = [—ae—ZXln ¢ fae v F120 pyepfVZaTle e |)2 (e +e DI (gs)
2(2 e — V2/ae* +a ! +1/2 e +er +1
Il reste a sommer sur 7 = +1 pour arriver au résultat cherché :
+00 3 ’ ’ 2 \=1
o (I +a) f LS (0 )X = (I + k)™ x)
= dxdx 86
;jKl,KB 8,mz Z R (1+ e—2x)1/4(] + e—2x’)l/4 (86)

Répétons-le, I’ opérateur IAc,7 se déduit de 1’équation (77) en remplagant au second membre (—1)**! par (-5) ; I’inversion
numérique des opérateurs 1 + IAc,] et 'intégration sur x et x” sont faites avec les mémes techniques et astuces que dans
la note 33 (en revanche, il n’y a plus d’intégration a faire sur #). Enfin, comme le montre 1’équation (80), X /en T ;fz) e
se déduit de I’expression (86) en changeant partout @ en 1/a (y compris dans S ,(x, x')).

Annexe C. L’opérateur Mff)(iS) dans la formulation de la référence [52]

Pour obtenir 1’opérateur M(“)(lS) a la base de la conjecture (4,5) sur le coefficient d’amas B, (@) du systeme
piégé, il faut d’abord écrire un ansatz de Faddeev pour un état propre du probleme unitaire a 2+2 corps 1T}/ d’énergie
nulle et de quantité de mouvement nulle dans I’espace libre. Cet ansatz s’exprime en termes d’une fonction inconnue
D de deux vecteurs d’onde. La prise en compte des conditions de contact de Wigner-Bethe-Peierls a deux corps T]
(comme dans la note 1) conduit a une équation intégrale sur cette fonction. Ensuite, on utilise I’'invariance par rotation
pour projeter 1’équation sur le sous-espace de moment cinétique ¢ et de parité £ comme la référence [54] I’explique
en détail. Enfin, on utilise 1’invariance d’échelle du probléme unitaire (en 1’absence d’effet Efimov a trois corps)
pour choisir une fonction D d’exposant d’échelle s bien défini. L’équation intégrale se résume alors & la condition
det M(f ?(s) = 0 o M( #)(s) est un opérateur a noyau, qu’il reste a prolonger sur I’axe imaginaire pur s = iS pour
evaluer I’expression (4)

L’expression (34,35,36) de Mgf)(iS) correspond au choix de fonction inconnue D(k;,k4) ol k; et k4 sont les
vecteurs d’onde de deux fermions de spins opposés, comme dans la référence [40] (les vecteurs d’onde k; et k3

36. Dans les distributions de Dirac 6(¢ — ¢p), ¢ a un sens modulo 27; on peut donc remplacer I’intervalle d’intégration arbitraire [0, 27] de
I’équation (79) par I’intervalle de longueur 27 centré sur ¢y.
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disparaissent dans la prise de limite traduisant la condition de contact). L’équation intégrale de départ est donnée par
I’équation (13) de la référence [40]. Un autre choix est fait dans la référence [52], correspondant au changement de
fonction

mlkz - mTk4)

D(kz, k4) = F(ll = —(k2 + k4),V = (87)

my +my
et ayant I’avantage de fournir une expression beaucoup plus simple du noyau intégral singulier K3, c’est-a-dire de la
troisiéme contribution dans (36) (mais pas des noyaux K, et K5, ce qui justifie en définitive de garder (36) dans le
calcul numérique de (4)). Au signe pres, les nouvelles variables sont simplement le vecteur d’onde du centre de masse
et du mouvement relatif des particules 2 et 4. Dans la suite, nous utilisons la notation & = m4/m, pour abréger.
Déroulons les étapes précédemment énoncées. L’ équation intégrale s’écrit dans le paramétrage (87) [52]

K P [F',v F',v &3V F(~u, -V
X vy + (W', viy)  F',vy) | ( ) _ 88)
4n Q)3 | k2 + 0'%4 K2+ 0'%% 2n)} K2+
avec les notations tirées de la référence [52], >’
2, 2au? \'? +1—a o o' N a |,
k=|Vv+— ;O =V u+u ; vy=v- u u
(1+a)? 14 1 +a 14 l+a  1+a
l-«a u u
O3 =V+ u-u ; vy =v+ - 89
3 l+a » l+4a l1+a (89)

en corrigeant ce qui nous semble étre une erreur de signe dans le coefficient du vecteur k (ici appelé u’) dans la
définition de v3 (troisieéme ligne et premiere colonne de la table III de cette référence) et dans 1’expression de E.qy
(notation non introduite ici) juste avant 1’équation (141) de cette référence. Comme dans la référence [40], pour
rendre plus simples les transformations a venir, nous adoptons une formulation variationnelle de 1’équation (88),
0E/0F*(u, v) = 0 avec la fonctionnelle de F et F* qui suit :

d3 d3 d3 /d3 ’ SV — oV — Stu—-u
&= f dPud’v-—F*(u, v)F(u,v) + f Pud v wdV ey yyp, vy |2 Y9 OV V) ol — )
47 (2m)3

2 2 2 2 2 72
Ko+ 0o, K°+ 053 K+ V
(90)

ou la parité £ = +1 de la solution a été introduite pour faire disparaitre le signe — devant u et v’ dans F(—u, —Vv’).
Tenons maintenant compte de I’invariance par rotation, en nous restreignant au sous-espace de moment cinétique total
¢ € N, avec une composante de moment cinétique nulle selon 1’axe de quantification Oz. La solution F(u, v) s’exprime
alors en termes de 2¢ + 1 fonctions f,%)(u, v,w) (=€ < m, < {) de trois variables réelles seulement, les modules u et

v des deux vecteurs et 1’angle non orienté 8 = (11,/7) € [0, ] entre eux ou, ce qui revient au méme, son cosinus
w = cosd; fixer la parité a € revient a imposer (—1)" = ¢ donc a découpler le probleme en £ et en £ + 1 fonctions
inconnues, ce que nous indiquons par un exposant € sur le signe somme ci-dessous. Notre ansatz pour F' est celui de
I’équation (14) de la référence [40]. Nous I’insérons dans la fonctionnelle (90) et intégrons sur les variables autres
que les arguments des fonctions f,ff? de la méme facon que dans cette référence. Par exemple, appliquons 1’équation
(45) de [40] a la derniere contribution de la fonctionnelle &, celle comportant & en facteur, qui donne naissance au
noyau singulier K3. On choisit d’abord un triedre direct de référence 7~ d’axe polaire u et un autre 7 d’axe polaire
u’. L’intégration sur v (ou sur V') est effectuée dans les coordonnées sphériques associées a 7~ (ou a 7), le cosinus
de I’angle polaire correspondant étant justement w (ou w’). Intégrer sur les autres variables revient alors a prendre
la moyenne sur les orientations de 7~ et 7 ce qui peut se faire en fixant la direction du vecteur u selon la direction
commode Ox et en remplacant 1’intégration sur la direction de u’ par une intégration dans le groupe SO(3) sur la
rotation R faisant passer de 72 7 avec une mesure invariante, explicite dR = da(sin b)dbdc/87> dans le paramétrage
d’Euler R = Rz(a)Ry(b)Rz(c), ou les angles a et ¢ décrivent un intervalle de longueur 27, I’angle b décrit [0, 7] et le

37. La référence [52] range les fermions dans ’ordre T/7]. Nous renumérotons les particules en conséquence.
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repere cartésien direct OXYZ est d’orientation quelconque par rapport a celui de référence Oxyz (voir la section 8.2
de la référence [53]); il en résulte que

d3 d3 d3 /d3 ’
f %F*(u,v)F(u’ (“ - Z f du®dvv*dud’udv'v? f dwdw f(l)*(u,v,w)f,i,l/z)(u',v',w’)

(S(I/te,C u'Re,) o1

x f dR((E, mRIC, nt. >)
SO@3)

ou I’opérateur R représente la rotation R dans 1’espace des états d’une particule quantique. Le choix des axes OZ = Oz
et OY = Ox conduit a (sin b)5(ue, — u'Re,) = (sinb)o(uR,(—a)e, — u'R(b)R (c)eyx) = d(ucosa —u’ cosc)d(—usina —
u’ sin ¢ cos b)d(—u' sinc) = [6(u—u")/(uu')][6(a)d(c)+d(a—mn)d(c—m)] ol nous avons successivement utilisé 1’invariance
par rotation de la distribution de Dirac tridimensionnelle et décomposé son action en distributions de Dirac selon Ox,
Oy et Oz. L’intégration dans SO(3) se réduit simplement a la ligne R = R(b) sia = ¢ = O et a la ligne R = R,(-D) si
a = ¢ = m, ce dont on tient compte par une intégration sur b étendue a [, ], ce qui fait apparaitre un projecteur sur
I’état de moment cinétique nul selon Ox, f_’; Be, m e PLIRe, L) = (€,m |6, my = 0)¢,my = O, m.). Finalement

1
E= Z f du>dw? fdwf(l)*(u, Vv, w)f,ffz(u, v, w)z (v2 + T a/)z) Z f du>dw*du’ > dv'v'?

m;

1 21
7 (D ()
Xj:ldwdw S, v, W) f, (u 4 w)f )7

N 8(Za| = 1Z5DZaNZ3 )" €72 (1, e/ M|l m ye71Tom L 88 —u) (&, me|l,my = OXC,m, = O, m7)

2 712 4 2auw’ ’ : : ’ ’ 2 2 2au?
|Z1 1> + 1211 + S (cos Ta cos T + sin T sin T cos ¢) uu V242 4+ (1%)2

6(Zi| - 1Z\NZi 121 1) e‘T'”’:(l, me)e b ) e i

|2 + 125> + %’f; (cos Ty cos T} +sin T sin T cos ¢)

92)

ol nous avons introduit les nombres complexes Z; = au/(1 + @) — vexp(if) = |Zi|exp(Ty), Z» = u/(l + @) +
vexp(if) = |Z;| exp(iT>) et leurs homologues pour les variables primées, Z| = au’/(1 + @) —V" exp(i6’) = |Z{| exp(iT|),
Z) =u'[/(1 + @) +V'exp(id') = |Z}| exp(iT,). Enfin, tirons parti de Iinvariance d’échelle au moyen de I’ansatz

" (Chx)3+3/2(1 + e—2X) 3/2@(1)(x W) . ~ . ~ m
I (u v, w (2 1 2] 2T ol v=g¢e'u et ¢=

93

1+« ©3)

choisi astucieusement pour que la partie diagonale de la fonctionnelle (premiere contribution dans (92)) devienne

scalaire (indépendante de toute variable) et pour que la partie singuliere (derniere contribution) ne dépende pas du

rapport de masse ni méme de 1’exposant d’échelle s. L’intégration sur u fait sortir comme dans la référence [40] un
. e . +00 . , .,

facteur constant infini, ici (¢*/16) fo du/u, pour donner la fonctionnelle régularisée

x+x (D,(,ll)*(x W)q)(l) (.X' W') o d¢

Z f dx f dw D (x, WD) (x, w)+—z f dxdx’ f dwdw! s /4(1:;2)«)1 7

ﬂl m 0 (27T)2
WMMD&MMY“WW@mﬁ“”M%W”” o (B3l/1z2D el gD~ 2™l el M e
|2) Plzal? +|z1 P15 P+ (1+B)(Re zy Re 2} +Im z; Im 2 cos ¢)  [25[%1z1 [ +[z2 1z [> + (1 +@)(Re 22 Re 25 +1Im 25 Im 2, cos ¢9)

(& m e, m, = 0)(t,m, = O¢, m.)

3
*(e)s e +e2¥ +1

} (94)

ot I'on aposé B = l/a, z1 = (@/2)"? — exp(x+i6) = |z1]exp(it)), z2 = (B/2)"/% + exp(x+i6) = |z2] exp(ity) et les
relations équivalentes pour les variables primées, z; = (a/ )2 exp(x'+0) = |z}l exp(it)), 25 = (B/2) 2 +exp(x'+0') =
|25 exp(it7) et ot I’on rappelle que § = arccosw et @ = arccos w’. Une simple dérivation fonctionnelle de (94) par
rapport a (Dﬁfz)*(x, w), la prise d’un exposant d’échelle imaginaire pur et le retour a la notation # = cos 8 du corps de
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I’article donnent la nouvelle forme de I’ opérateur M;g’;) (iS), repérée par un accent tcheque pour éviter toute confusion

avec (34,35,36) :

+00 1
el Cm LGN = foxo+ [ av [a Y RO gy 09
—co -

m, | (=1)"=¢

avec un noyau intégral séparé en trois contributions K = K| + K, + K3 écrites ligne par ligne :

- (0) L, 2673 (Il 15D 7V2 (7 dg 1 7S e (L, mJePE ML, ml ye I 2] S
Ko (s uymys X', my) = o 1/4 2nNi/4 222 2712 ; )
’ T W eI+ 21y @ I PlaP + i PIyP+(1+B)(Re 2y Re 2 +1m, Im cos 6)
zg—36x+x’(|zz| |Z,2|)—1/2 2 d¢ |Z2|—iS eiT2m3<l, mzlei‘“‘x/hﬂ, m;>e—i‘r’2m; |Z/2|iS

(1 +e2)V41 + e 24 Jy  2m)? 2P |z1 * +1z2P1Z) P+ (1+a)(Re 2 Re 2, +Im 2, Im 25 cos @)
(-Df! ertv (€, m )€, m, = OXL,m, = 0|¢, m})
+
7 e¥+e+1  (1+e )41 +e2)l/4

(96)

ol I’on s’est souvenu que (£, m,|{,m, =0) =0sie # (=1¢. Pour vérifier que I’équation (96) est écrite dans le méme
ordre que 1’équation (36), c’est-a-dire que le noyau K; est précisément le noyau K; écrit dans la formulation de la
référence [52], nous montrons numériquement que fR ds Tr [Z)gglzK 1GS )2)5’121(3 is)] = j;% dS Tr[K; as )IV(3].
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