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Orbites Hétérocliniques au Voisinage d’une Bifurcation
de Poincaré Dégénérée pour les Champs de Vecteurs de R?

Par

René-Louis Clerc, Christian Hartmann et Boniface Razafimandimby,
Toulouse

(Regu le 14 Mars 1988; en forme revisé 16 Décembre 1988)

Abstract. Heteroclinic Orbits Near a Degenerate Poincaré-Bifurcation for R’
Vector Fields. We consider a R>-ordinary differential equation, where the fixed point
(0,0) presents a degenerate Poincaré-bifurcation of resonance k (= 2 k') and domi-
nance d(= k — 1). We prove the existence of a 2-dimensional linear manifold ¥ in
the parameter space A, on which the perturbed dominant differential system (SD)
possesses heteroclinic orbits between fixed points. The numerical continuation of the
local stable or unstable manifolds of the saddle fixed points shows that for any
neighborhood, in 4, of a point of V corresponding to a saddle heteroclinic orbit,
there exists only one stable (resp. unstable) periodic orbit close to the stable — in the

Andronov sense [1] — (resp. unstable) heteroclinic orbit. Applications are given for
k=4and k = 6.

1. Proprietes analytiques de SD

L’analyse d’une bifurcation de Poincaré de résonance k (= 2k’) et
de dominance d(= k — 1) conduit, pour le probléme perturbé, a
I’étude du systéme différentiel (SD) (cf. par exemple [2] chap. 5):

k-1
K=Y a,(KRYK + R, KeC, (1.1
p=0
On appelle 4, I’espace des paramétres {a,,, fo} (4 ~ R**?). On note:
K=K +iK";
%, =y, + ia,, p=0,1,..,k'—1;
Bo= B+ if';

=exp(inr/k), k = 4, r < k (r et k premiers entre eux).
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1.1 Propriétés de SD
PI: Si K est une solution de SD, s K est aussi solution.

P2: SD est invariant sous les transformations dans C x A:

2
U.zp—’(x.z*p= azp/h p,
kipk—=2
o= B = Poo"/h""".

Théoreme. I/ existe dans A une sous-variété linéaire V de dimension
2 sur laquelle SD posséde des connexions entre points fixes. Cette
sous-variété est définie par les équations":

K— K*=hoK, he R* o =exp(ig), peR,
g {

k'—1
Y a5, C=(— 1Y 8, CH_ j=0,...K -1, (1.2
p=j

k'—1 ) ) )
> o5, C= (= 1Y CHM, (1.3)
pP=J

dont la solution est:

k'—1
ay, = (=18 Y G Ch p=0,..,k'—1, (1.4)
I=p
k'—1
oy, = (= 185 Y CHH\ CT. (1.5)
I=p
P3: Sur V, si B, # 0, B/, €tant noté y, '’ensemble de tous les
points fixes de SD, de cardinal (k — 1)?, est classé en deux familles:

1) k(K" — 1) + 1 points fixes de coordonnées indépendantes de y:
Py=(0,0),

Pl(q) = (cl+2q/cl’ 51+2q/CD;
I=1,..,k'=1 ¢=0,..,k—1
ou
¢; = cos (In/k), s, = sin (In/k).

Ces points P{? sont situés sur des cercles de centre P, de rayons
Rl =1 / C.

p!

AR
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2) k(k" — 1) points fixes de coordonnées dépendantes de y:
MP = (c3p— ¥ S200 820+ 7020, 4=0,...,k— 1,
situés sur un cercle de centre P, de rayon (1 + y?)'?,
M? = (R¥cos0?, R¥sin0®) I=1,..,k'—2 et g=0,....k—1,

(ou 6 = gy/k’ + 2q + 1) n/k, g, = Arctgy).
Ces points M sont situés sur des cercles de centre P,, de rayons
R} fixes tels que:

R¥= (I +tg?(In2(K' — 1)))'%, R<Rf<R,,,.

1.2. Bifurcations de SD sur V.
Pour g, < 0, on a « > 0 et F, est un foyer instable.

L’ensemble des bifurcations sur ¥ de tous les points fixes de SD est
décrit par le diagramme suivant quand y€[0, + oo[:

* *
Y2j1 725 72 ¥ 2j
T
I
|
|

M(()Q) [c] pla) [c]

2j-1

P [c)

(q) (q)
M) [c] M [C)

(q) (q) (q)
P [NI] Mo [NI] ><12 i [NI]

!
|
I
I

(q) (q)
sz_1[NS]->M2j_1[FS]

Notations: C = col; NS = nceud stable; NI = nceud instable, FS = foyer stable

Les bifurcations de M{? avec P\? (resp. M?) se produisent sur des
demi-droités I7,(resp. IT¥) issues de I'origine de pentes y, (resp. y}):

vi=tglnlk), l=1,.. k' — 1,
yi=tg('n/(k-2),I'=1,.. .,k = 2.
Ce diagramme montre que les seules bifurcations des points fixes sont

des bifurcations de type échange de stabilité.

1.3. Ensembles invariants de SD sur V. Les variétés invariantes
1ssues de points fixes P sont:
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{CZqK1+quK”—1=O} Ct {C2(j+q)K'+S2(i+q)K”—1=0}
j=1,..,kk—=1;,9q=0,..,k— 1.
Des réunions de tels arcs invariants issues des P peuvent définir des
boucles hétérocliniques.

Pour tout k (= 4) SD posséde sur V un polygone régulier convexe
invariant, dont la frontieére C est la boucle hétéroclinique:

C=CIPP— PP —...— PF=0— P

Par ailleurs SD posséde sur V un ensemble de polygones convexes
invariants D}, dont les frontiéres C/, constituées par des connexions
hétérocliniques entre points fixes, sont des boucles hétérocliniques
deéfinies par:

Ci= C[P%") _ P§q+l) _ Pl(q) _ Pz(q)]’

Cf = CIPQ — PV — PE1Y — P — P2,
j=2,..,k'=2; ¢=0,..,k— 1.

Les triangles (isoceles) C{ existent pour tout k > 6 et les quadrilatéres
(de type rhomboide ou cerf-volant) C/ existent pour tout k > 8.

L’analyse de SD sur ¥ en terme du paramétre y € [0, + oo[ conduit
aux remarques suivantes:

— Si y = 0, SD est associ¢ a un champ de vecteurs irrotationnel
(c.a.d. SD est un champ de gradient)

y=0=>K =0,D, K' =04 D,
k=1 _ _
® =3[y oy, (KK (p+1) + Bo(K* + KY/K],
p=0

ou o), est deéfini par (1.4).
— Siye[0,y},alors MPe D{;\' et M est col.

— Siy = y} alors M{? appartient a I'arc invariant joignant P{? et
9,
— Siy >y}, alors MPe Df.

— Si y > yp_,, alors les frontiéres C/ sont des boucles col
hétérocliniques et les D/ contiennent un unique point fixe Al}"’ de type
foyer (stable pour j impair et instable pour j pair).
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— Siy = + 00, SD est associé¢ a un champ de vecteurs conservatif
(c.a.d. a divergence nulle):

y=40=>K =0,¥ K'= -0, ¥,
k=1
V= —4[Y «5, (KR (p+ 1) + (K + KN/A,
p=0
ou «’;, est defini par (1.5).

1.4. Propriété de non errance pour k = 4
Pour k = 4, le systeme SD sur V s’écrit (K = x + iy)
X=—4@ox+ o1~ x?)

y = 4Fsx = Fup) (1 - ) ¢
La fonction
o=»1-x)1-y) (1.7)
vérifie (r? = x* + y?)
I1=8p,11r (1.8)

ce qui entraine (8, étant négatif):.

P4: L’adhérence de la trajectoire, quand ¢— + oo, de toute
condition initiale (x,, y,) dans R? — {/1 = 0} U {IT = 1} est contenue
dans 17 = 0.

En particulier pour |y| > 1, la connexion col est stable au sens
d’Andronov ([1]) et il n’existe dans R* — {I7 = 0} U {II = 1} aucun
ensemble non-errant.

2. Applications

Nous envisageons, dans A, des perturbations, suivant des chemins
transverses a la sous-variété linéaire V, pour étudier I’évolution des
portraits de phase de SD, au voisinage d’un point de V. Les portraits
de phase des systémes perturbés sont obtenus par prolongement
numérique des germes de variétés invariantes issues des cols.

Notons 4 un point de 4 et u le paramétre de perturbation
O<p<1).
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2.1 Cas d’une résonance 4 de dominance 3.
K= aoK+ (lszK_"" ﬂokS
A€ V avec 04y = fyii + B0,

ii = (—4,0,3,0,1,0); 5 = (0,4,0, — 1,0, 1).

(0)
I ] Mo
|
l =
(1) |
M PL 1 S I —
0 ) P1(0)
1 1 ' &l L {\p: ! 1 ! 1
Po 1
(2)
Py ‘ o
U T & @] 0
Py A
1 |
(2) i
My .

- —
Fig.2. 0A= 04y, y > 1; k=4

2.1)
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0
[ E MB)

(0)
m Py

3) oM
(2) \ P1 0
Py

. Méz) e \ :

-  —
Fig.3. 04 = 04y — uw, u= 02, y =2 k=4

(0)
M0

(0)
F’1

-M(OZ) I 1
—’
Fig.4. 04 = 0k + pu, p=02, y=2 k=4

Les figures 1 et 2 montrent les schémas des portraits de phase sur V.
Le cas qui nous intéresse est la destruction (4 la traversée de V) d’une
connexion hétéroclinique entre cols (y > 1). Soit w = (0,-25,0,1,0,0)
un vecteur orthogonal a V. Si on fait des perturbations suivant — W,
on obtient, dans I’espace des phases, un cycle limite stable issu de la
destruction de CPp® — PO — PP — PR — P] (fig. 3); le domaine

9  Monatshefte fiir Mathematik, Bd. 108/2—3
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d’influence de chaque nceud stable M{? est délimité par la variété
stable issue de P{. Si on fait des perturbations suivant w, le plan de
phase est subdivisé en 4 régions (fig.4) délimitées par les variétés
stables issues de P, dont une branche tend vers P, et I'autre vers
I'infini; chaque région est le domaine d’influence du neeud stable M
qui s’y trouve.

Remarque. Par une transformation g, on peut ramener (2.1) a la
forme d’Arnold (cf. [2], p. 290):

K=¢K+ AK|K*+ K
avec
,=h’lcosdg —isindgl; « =& o =h4
d’ou
e= —4h*’[cosdqp + isindg); A=3cos4q+ isindg.

Les résultats analytiques précédents [0<y<1 ou y>1]
confirment les remarques d’Arnold sur les portraits de phase (cf.
fig.1,2) pour les cas |[RedA|>1, |[Red|<1 et |[A]|>1 (cf. [2]
p.293).

2.2. Cas d’une résonance 6 de dominance 5

g =o K+ a2K2K+ a4K3K'2+ﬂ0K'5 2.2)
2 = 4
A, €V avec Ui, = pou+p o
i#=(-16,0,20,0,—5,0,1,0); v = (0,16,0, — 12,0,1,0, 1).

Pour y > ﬁ, SD présente des orbites hétérocliniques entre cols
(fig.5). Soient 4 €V, correspondant a y(> ﬁ), et w=
= (0,0,.25,0,1,0,0,0) un vecteur orthogonal a V. Si on fait des per-
turbations suivant — w, on obtient dans I’espace des phases 6 cycles
limites instables (issus de la destruction de C[P¥ — PU*" — P@ — P,
q=0,...,k— 1) et un cycle limite stable (issu de la destruction
de C [Pf"’ - Pf‘) - Pl(z) - Pl(” - Pl(“) — PI‘S’ - Pl“”]) (fig. 6). Si on fait
des perturbations suivant w on obtient une connexion entre Pl“’) (cols)
et M@ (foyers stables) pour ¢ =0,....k — 1:

C[P(O) - MO _ p_ M(k—l) _ P(O)]
1 1 1 1 1
et un cycle limite instable issu de la destruction de:
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C[P® — PO — p_ pO PO _ PO_ PO (fig 7).

0
Mo

- —

Fig.6. 0A= 04y — uw, p=.05,y=3; k=6

123
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. —’ et
Fig.7. 0A= 04y + u#, p= 05, y=3; k=6

3. Appendice

Démonstration du Théoréme. K' = 1 solution invariante est équiva-
lent a

k-1 k-1

2 [Z oy, G+ (— 1Y B, C3_ | K% —

k=1 k'—1

= Z [Z 1)1 §i+—11 K'Y+ — 0,

ce qui conduit aux expressions (1.2)—(1.3) qui constituent deux
systémes d’équations triangulaires supérieurs dont les €léments sur la
diagonale principale sont égaux a4 un. On a ainsi deux systémes de
Cramer et les formules (1.4)—(1.5) expriment leur solution qui s’éta-
blit par récurrence sur p.

Démonstration de P3. Quand un SD invariant par rotation d’angle
2 n/k est tronqué en ne gardant que les monOomes résonnants de degré
inférieur ou égal a (k — 1), et quand de plus un tel systéme posseéde
une droite invariante d, (ne passant pas par I’origine), il en résulte que
’on peut calculer analytiquement les coordonnées de tous ses points
d’équilibre.
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En effet, on voit trivialement que le systéme posséde 1 + k (k' — 1)
points fixes: (0,0) et les points d’intersections mutuelles des droites
d,,d,, p,qe(l,...,k) définies par rotation d’angle 2z p/k (resp.
2 n q/k) a partir de d,. Les autres k (k" — 1) points d’équilibre dépen-
dent de I'unique paramétre y = £’/ et peuvent étre obtenus par le
raisonnement suivant. Le systéme SD |, traduisant la restriction de
SD a d, est un systéme différentiel dans R dont le second membre est
un polynome de degré (k — 1) dont on connait déja (k — 2) racines
indépendantes de y, ce qui permet de trouver sa forme complétement
factorisée. On démontre ainsi que les k points M{?, ¢ =0,...,k — 1,
sont points d’équilibre. On montre enfin, en coordonnées polaires,
que les 2k’ (k' — 1) points fixes restant sont situés sur (k' — 1) cercles
de rayons indépendants de y. On construit ainsi (k — 1)? points fixes
solutions d’un systéme de deux équations polynomiales, de degré
(k — 1), a deux variables réelles. Ces deux polynomes étant indécom-
posables, cet ensemble de (k — 1)? points fixes constitue I'ensemble de
tous les points fixes de SD sur V.

1) Les points fixes de coordonnées indépendantes de y sont
Py = (0,0) et les points P d’intersection des droites invariantes par
SD. Celles-ci sont obtenues a partir de K’ = 1 en utilisant P1:

PO={(K -1=0}n{cK +syK'—1=0},I=1,.. .,k — 1.
Avec
P© = (R,cos (0/”), R;sin6{”), R, = 1/cos (6[”),

on obtient
09 = In/k, I=1,... .,k —1
d’ou
PP = (cre2q4/Cts S1+24/€)-

2) La restriction de SD a K’ = 1 s’écrit:

o k’_l . . .
K'=py(y— K" Y (- 1Y G K.

j=0

On en déduit le point fixe M® = (1,y) ainsi que les M,
=1,...,k — 1. En utilisant les identités suivantes:
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k'=2
Y (=Y Gl g (a2 (kK - 1)) = 0,

=
- O

z (— 1Y CH tg¥ (U2 (k' — 1)) =

C A+ g2 K = 1)'Y (= 1Y g U2 (K — 1),
j=0

on peut vérifier que, quel que soit k', les R®, /= 1,...,k’ — 2 sont
racines de ’équation algébrique

y2[(k'z_; by, X7 — (X*-1)7 + [(kz’; 4y, X0 — (X*~)7 = 0,
p= p=

%, =Bo(ay, +ivb,,),p=0,.. ., k'—1; fo= Fo(1 + iy), qui donne le
carré du module du rayon vecteur d’un point fixe de SD.

On détermine 6 par la relation:
k-1
a1+ iy)R,*“'exp(Z ik'ﬂl(q)) = Z (az,,+ iyb2p) er(p+ )
p=0

et on obtient:
02 = gk’ + 2q + Dn/k, @;= Arctgy,
d’ou

M{® = (R¥cos6{, Rfsin6"), g=1,...,k"—2.

Démonstration de P4: pour tout (x,, yo) € R? — {IT = 0} U {IT = 1}
tel que x; + yo=rg>0ona
O] 2
0<—=<exp[88,r5(t— tyl;
o) p[8Burs( 0]
comme g < 0, il vient lim,_, , ,, 77(?) = 0. Pour g > 0, on a un théo-
réme analogue pour f— — o0, la connexion est alors instable et
contient I'unique point fixe foyer stable a 1’origine.
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