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Bevezetés

A populdciédinamika az a tudomdnyteriilet, amely egyszerli mechanisz-
tikus médon prébalja megmagyarazni a biolégiai populaciok — példaul az
emberek, allatok, novények vagy mikroorganizmusok populdciéinak — mére-
tének és osszetételének idSbeli valtozasait. Rokon, de mégis teljesen kiilon-
bozik a populdcids statisztika lefrébb teriiletétdl. Egyik ko6zos pontjuk, hogy
széleskortien haszndljdk a matematikai nyelvet.

A populdciédinamika tobb tudoményteriilet — a matematika, a tarsada-
lomtudomdanyok (demogréfia), a bioldgia (populacidégenetika és okoldgia) és
az orvostudomany (epidemioldgia) — metszéspontjaban 4ll. Ennek eredmé-
nyeképpen ritkdn mutatjak be egészében, annak ellenére, hogy a kiilonb6z6
alkalmazasokban felmeriild problémdk hasonlésdgot mutatnak. Figyelemre
mélté kivétel francia nyelven Alain Hillion Matematikai népességelméletelﬂ
cimi konyve. Ez azonban a matematikus szemszogébdl mutatja be a témat,
megkiilonboztetve a modellek kiillonbozd tipusait: diszkrét idejii modellek
(t=0,1,2,...) és folytonos idejli modellek (¢ valés szdm), determinisztikus
modellek (a jovébeli dllapotok pontosan ismertek, ha a jelenlegi allapot pon-
tosan ismert) és sztochasztikus modellek (ahol a valészintiségek jatszanak
szerepet). A konyv ezutan logikailag diszkrét determinisztikus modelleket,
folytonos determinisztikus modelleket, diszkrét sztochasztikus modelleket és
folytonos sztochasztikus modelleket vizsgal.

Ebben a konyvben ugyanezt a témat prébaltam targyalni, de torténelmi
szempontbdl. A kutatdst a maga Osszefiiggéseiben magyardzom. A tudésok
rovid életrajzai is szerepelnek. Ez megkonnyiti a konyv olvasasat a matema-
tikdban kevésbé jaratosak szdmdra, és dltaldban segithet a vizsgélt problé-
mak eredetének megértésében. Ez a konyv azonban nem csak a torténelem-
1ol sz6l. Bevezetésként is szolgdlhat a matematikai modellezésbe. Fontosnak
gondoltam, hogy a konyv a legtobb szamitas részleteit is tartalmazza, hogy az
olvasé valéban lathassa a modellek korlatait. A technikai részek sziirke do-
bozokban vannak kiemelve, és els olvasdsra dtugorhatdk. Az utolsé fejezet
a populdcidédinamika szdmos olyan kortars problémadjara 9sszpontosit, ame-
lyeket megprébdlhatunk matematikai szempontbodl vizsgalni. Azok szdmaéra,
akik tobbet szeretnének megtudni, az egyes fejezetek végén taldlhat6 hivat-
kozasi listdk olyan weboldalakat is tartalmaznak, amelyekrdl eredeti cikkek
letolthetSk.

L Presses Universitaires de France, Parizs, 1986.
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Egy ilyen terjedelmi konyvben nem lehetett teljes képet adni az Osszes
eddig kidolgozott munkar6l, és nem lehetett beszélni az 6sszes tuddsrol, aki
hozzdjarult a t€émahoz. Az elvégzett valogatas sziikségszerlien tartalmaz on-
kényes elemet, kiilondsen a legutébbi évtizedek esetében. Mindazondltal re-
mélem, hogy a kivdlasztott minta elég reprezentativ, és hogy a teriileten tevé-
kenykeddk, akiknek a munkéssagar6l nem esik sz6, nem fognak felhaborodni.

A konyv idedlis célkozonsége a kovetkezd:

» Kozépiskolasok és egyetemi hallgatdk, akik arra kivancsiak, milyen
Osszefiiggések lehetnek az altaluk latogatandé matematikaérdk és az
Oket koriilvevo vilag kozott, vagy olyan didkok, akik a populdciédina-
mikdaval kapcsolatos téman dolgoznak.
Matematikatandrok, akik megprébéljdk vonzébba tenni a kurzusukat.
A négy elemi miivelet ismerete elegends az[l],[2] és[3] fejezetek nagy
részének megértéséhez. A [3] fejezet bevezetésként szolgdlhat a loga-
ritmusok alkalmazdsaiba. Ez a konyv a kovetkezdket is tartalmazza:
rekurziv egyenletek az [T}, 3], [§], [[1], [T4], 21}, 23], 24} fejezetekben;
differencidlegyenletek a kovetkez6 fejezetekben: [, [6], [12], [13], [16];
parcidlis differencidlegyenletek a[20], 23] fejezetekben; integrlegyen-
let a[I0] fejezetben; és a valészintiségelmélet alkalmazésai a2}, 7], [8],
Ol [151. 16, [I71. 18, [19. 22
* A demogréfiat, epidemioldgiat, genetikat vagy 6koldgiat mar ismerdk,
akik hajland6ak 6sszehasonlitani kedvenc teriiletiiket mas, esetleg ha-
sonl6é matematikai modelleket alkalmaz6 teriiletekkel.
* A tudomdnytorténet irdnt érdekl6d6 olvasok.

Ez a konyv lényegében a Cassini (Parizs) altal 2008-ban Histoires de ma-
thématiques et de populations cimmel kiadott francia kiadds forditdsa. Né-
hany fejezetet atszerkesztettiink vagy atirtunk. A konyv négy abraval egésziilt
ki. Néhany nyomdahibat kijavitottunk. Az egyes fejezetek végén taldlhat6 hi-
vatkozasi listdk boviiltek és frissiiltek. Ezek a listdk tartalmazzdk az eredeti
miiveket bemutaté weboldalakat. A hivatkozds, amelyet egy URL kovet, azt
jelenti, hogy az a vildghdlon val6 kereséssel konnyen megtaldlhato.

A konyv kiilonboz4 valtozataival kapcsolatban tobben is tettek észrevéte-
leket, hivatkozasokat és képeket adtak, illetve szerzdi jogi kérdéseket vitattak
meg. A magyar kiadasért nagyon halds vagyok Dénes Attilanak, aki kedvesen
lektordlta és javitotta a DeepL szoftver automatikus forditdsat.



1. fejezet

A Fibonacci-sorozat (1202)

1202-ben a pisai Leonardo, més néven Fibonacci, kiadott egy konyvet,
amely az arab matematikusok 4ltal is elfogadott indiai tizedes szdmrend-
szert népszer(sitette Eurépaban. A konyvben szerepld szdmos példa ko-
zil a nyulak populéciéjanak novekedésére vonatkoz6 modellt emlitjiik.
Ez a matematikai populdciédinamikai modellek egyik legkorabbi példa-
ja.

A pisai Leonardo, akit joval haldla utdn neveztek el Fibonaccinak, 1170
koriil sziiletett a Pisai Koztarsasdgban, amikor az kereskedelmi és katonai ere-
jének csucsan allt a mediterran vildgban. 1192 koriil Fibonacci apjat a koztar-
sasdg elkiildte a ma Algéridban taldlhaté Bejaia kikotSjébe, egy kereskedelmi
allomads élére. A fia nem sokkal kés6bb csatlakozott hozz4a, hogy kereskedd-
nek tanuljon. Leonardo itt ismerkedett meg a tizes szdmrendszerrel, amelyet
az arabok hoztak Indidbdl, és amely ma is szinte ugyanabban a formédban van
haszndlatban: 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8 és 9. Uzleti céllal a Foldkozi-tenger ko-
riil utazva dsszehasonlitotta a kiilonb6z6 szamrendszereket és arab matema-
tikat tanult. Visszatérve Pisdba, 1202-ben befejezte a Liber abaci (,,Szamitési
konyv”’) cimd, latin nyelvl konyvét, amelyben elmagyardzta az j szdmrend-
szert, és bemutatta, hogyan lehet haszndlni a szamvitelhez, a sily- és valuta-
atvaltasokhoz, a kamatldbakhoz és még sok egyéb alkalmazashoz. Az arabok
altal ismert algebrai és szdmtani eredmények nagy részét is 0sszegy(ijtotte.

Fibonacci egy olyan kérdést is vizsgélt konyvében, amelyet ma populd-
ciédinamikai problémanak neveznénk. Ez a probléma azonban csak szamita-
si gyakorlatként jelent meg mds, egymadssal nem Osszefiiggd témak kozott: a
konyv el6z6 szakasza a tokéletes szamokrdl sz6l, amelyek tényezdik dsszege-
iként dllnak el, példdul 28 = 14+ 7+ 44241, a kdvetkezd szakasz pedig a
pénz négy ember kozotti elosztdsaval kapcsolatos probléma, amely megegye-
zik egy négy egyenletbdl 4116 linedris egyenletrendszerrel. fme a populéiédi-
namikai probléma eredeti latin nyelvii szovegének forditasa:

,Egy bizonyos embernek egy par nyula volt egyiitt egy bizonyos
zart helyen. Szeretnénk tudni, hdny nydl szdrmazik a partdl egy
év alatt, ha az a tulajdonsaguk, hogy egyetlen hénap alatt egy



masik part hoznak 1étre, a masodik hénapban pedig az Gjonnan
sziiletettek is is ellenek.”

Ha egy ujsziilott nyilpar van az elsd honap elején, akkor ez a par egy hénap
utdn még nem lesz termékeny, és a masodik hénap elején még mindig csak
egy par nyul lesz. Ez a nyidlpar a harmadik hénap elején egy masik parnak
ad életet, tehat osszesen két par lesz. A kezdeti nyudlpar a negyedik hénap
elején ismét egy masik parnak ad életet. De a masodik nyulpar még nem lesz
termékeny. Csak harom par nyul lesz.

Modern jeloléseket hasznédlva legyen P, a nyulpédrok szdma az n-edik ho-
nap elején. P4 a nyudlparok szdma az n + l-edik hénapban, ez az n-edik
hénapban meglévd parok P, szdmdnak és az n + 1-edik honap jsziilott par-
jainak Osszege. De csak azoknak a nyulparoknak sziiletik dj nydlpar utédja
az n+ l-edik hénapban, amelyek legaldbb két hénaposak. Ezek azok a parok,
amelyek mdr jelen voltak az n — 1-edik hénapban, és szamuk P,_;. Igy

Pir1 =F+ P

Ez egy rekurziv Osszefiiggés: az n + 1-edik hénap népességét adja meg az
el6z6 honapok népességének fiiggvényében. Ezek alapjan Fibonacci konnyen

elkészithette a kovetkez6 tablazatot, ahol 1+1=2,14+2=3,2+3 =15,
3+5=28sth.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

P, 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233

Valéjaban Fibonacci kezdeti feltételként az n = 2. hénap helyzetét tekin-
tette. Mivel P4 = 144 4233 = 377, tizenkét hénappal a kiindulépont utdn
végiil 377 par nyulat nyert. Eszrevette, hogy ez a szdmsorozat a végtelensé-
gig folytathaté.

1202 utén Fibonacci szdmos mas konyvet irt, példdul 1220-ban a Practi-
ca geometriae-t és 1225-ben a Liber quadratorum-ot (,,Négyzetek konyve”).
Hirnevenek koszonhetden taldlkozott II. Frigyes csdszarral, aki nagyra érté-
kelte a tudoményt. 1240-ben a Pisai Koztarsasdg éves nyugdijat itélt meg
Fibonaccinak. Hal4dldnak éve nem ismert.

A kovetkez6 évszdazadok soran Fibonacci nyulakkal kapcsolatos problé-
maja feledésbe meriilt, és nem befolydsolta a matematikai populaciédinami-
kai modellek fejlédését. Szamos tudds taldlkozott ugyanazon szamsorozattal
kutatdsai sordn, de nem hivatkoztak Fibonaccira, illetve valamilyen popula-
ciddinamikai hattérre sem. Kepler szimos konyve tartalmazza azt a megjegy-
zést, hogy a P, | /P, arany konvergal a ¢ = (1 ++/5)/2 aranyszdmhoz, ha n



1. fejezet 3

tart a végtelenbe. Ez a legtobb populdciédinamikai modellben jellemz6 tulaj-
donsdg sajdtos esete: a geometriai ndvekedés tendencidja (1dsd a[3] és[21] fe-
jezeteket). 1728-ban Daniel Bernoulli ltalanos rekurziv sorozatok tanulma-
nyozdsa kozben megkapta a pontos képletet:

L1+\/§nii 17\/5”
NP NP

Fibonacci 6sszes miiveit a XIX. szdzadban adtik ki. Ett6l kezdve a (B,)
sorozattal Fibonacci-sorozat néven taldlkozhatunk szérakoztaté matematikai
konyvekben.

Nyilvanval6, hogy a nyudlpopuldcié modellezése érdekében a Fibonacci-
sorozathoz vezetd feltevések korantsem realisztikusak: nincs haldlozds, a ne-
meket nem kiilonboztejiik meg stb. A sorozat azért keltett nagy érdeklodést
az elmdlt néhdny évtizedben a bioldgidban, mert kideriilt: tobb ndvény olyan
strukturdkat tartalmaz, amelyek a P, szamok némelyikét tartalmazzak, példa-
ul feny6tobozokban megjelenik a 8 és a 13, a napraforgéban a 34 és a 55. S6t,
a The Fibonacci Quarterly cimi tudomdnyos folydirat kizdrélag a Fibonacci-
sorozat tulajdonsagaival és alkalmazasaival foglalkozik!

P =

Tovabbi olvasnivalok

1. Bernoulli, D.: Observationes de seriebus. .. Comment. Acad. Sci. Imp. Petro-
politanae 3, 85-100 (1728/1732) — Die Werke von Daniel Bernoulli, Band 2,
Birkhéuser, Basel, 1982, 49—64.

2. Sigler, L.E.: Fibonacci’s Liber Abaci. Springer (2002).

3. Vogel, K.: Leonardo Fibonacci. In: Gillespie, C.C. (ed.) Dictionary of Scientific
Biography, vol. 4, 604-613. Scribner, New York (1971)



2. fejezet

Halley haland6sagi tablazata (1693)

( 1693-ban a hires angol csillagdsz, Edmond Halley Boroszld (ma\

Wroctaw) véros sziiletési és haldlozasi adatait tanulmanyozta, amelye-
ket Caspar Neumann juttatot el a Kirdlyi Tarsasaghoz. Halanddsagi tab-
lazatot készitett, amely megmutatta, hogy az azonos évben sziiletett ko-
horszb6l hdnyan élik meg valamely életkort. Tabldzatit az életjaradé-
kok drdnak kiszdmitdsdra is felhaszndlta. Ez a fejezet ezt a munkét idézi
fel, és Halley életének, valamint a ,,politikai aritmetika” és a valészind-
ségelmélet korai fejlodésének osszefiiggésébe helyezi, amely olyan em-
bereket foglalkoztatott, mint Graunt, Petty, De Witt, Hudde, Huygens,
\_ Leibniz és de Moivre. )

Edmond Halley 1656-ban sziiletett London kozelében. Apja gazdag szap-
pankészit6 volt. Edmond mar fiatalon érdekl&dni kezdett a csillagdszat irdnt.
Az Oxfordi Egyetem Queen’s College-aban kezdett el tanulni. Amikor 1675-
ben felavattdk a greenwichi csillagvizsgdlét, Halley mar megldtogathatta
Flamsteedet, a Kirdlyi csillagdszt. Tanulmanyait 1676 és 1678 kozott meg-
szakitotta, hogy Szent [lona szigetére menjen, és Osszedllitsa a déli féltekérdl
lathat6 csillagok katalégusat. Anglidba valé visszatérésekor a Royal Society
osztondijasa lett. Kozzétette a Szent Ilona-szigeti Utja sordn a szelek keringé-
sérdl tett megfigyeléseit is. 1684-ben meglitogatta Newtont Cambridge-ben,
hogy megvitassdk a Kepler-féle bolygémozgasra vonatkozé torvények és a
Nap 4ltal gyakorolt vonzéers kozotti kapesolatot. O batoritotta Newtont a hi-
res A természetfilozofia matematikai alapelvei cimii konyv megirdsdra, ame-
lyet végiil sajat koltségén adott ki. Ekkor a Kirdlyi Tarsasig jegyzojeként
dolgozott. 1689-ben viz alatti buvarkodashoz tervezett egy harangot, amelyet
sajat maga ki is probalt.

Nagyjabol ugyanebben az id6ben Caspar Neumann, egy Boroszléban é16
teologus adatokat gy(jtott a sziiletések és haldlozdsok szdmardl varosaban.
Boroszl6 a Habsburg Birodalomhoz tartozott (ma Lengyelorszagban van, és
Wroctawnak hivjak). Az adatok kozott szerepelt az is, hogy az emberek mi-
lyen életkorban halnak meg. Igy az adatokbdl Gssze lehetett allitani egy ha-
land6sagi tablazatot, amely megmutatta, hogy milyen valészintiséggel élnek
meg egy adott életkort.
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2.1. abra.
Halley (1656-1742)

Az els6 halanddséagi tablazatot 1662-ben jelentették meg Londonban a
Természeti és politikai megfigyelések a haldlozdsi jegyzékekrdl cimii konyv-
ben. Ezt a konyvet dltaldban mind a statisztikdt, mind a demografidt megala-
pozo6 miinek tekintik, és van egy furcsa sajatossdga: még ma sem tudjuk, hogy
vajon John Graunt londoni kereskedd, a konyv boritdjan feltiintetett szerzd
irta-e, vagy bardtja, William Petty, a Kirdlyi Tarsasag egyik alapitoja.

A konyvben szereplé halanddsagi tablazat mindenesetre igyekezett ki-
haszndlni a londoni temetésekrdl és keresztelésekrol a XVII. szdzad eleje
6ta rendszeresen beszamol6 kozlemények elényeit. Ezek az értesit6k elsd-
sorban arra szolgéltak, hogy tdjékoztassak az embereket az ismétl6d6 pestis-
jarvanyokrol. Ez az oka annak, hogy a haldl okat tiintették fel, nem pedig azt
az életkort, amelyben az emberek meghaltak. Ahhoz, hogy a tilélés esélyét
az életkor fiiggvényében megadd halanddsagi tablazatot kapjanak, Grauntnak
vagy Pettynek kellett kitaldlnia, hogy a kiilonb6z6 haldlokok hogyan viszo-
nyulnak a korcsoportokhoz. Igy a halandésagi tablazatuk nagy hibdkat tartal-
mazhatott. A konyv ennek ellenére nagyon sikeres volt, 1662 és 1676 kozott
ot kiadast ért meg. Eurépdban tobb varos is elkezdett a londonihoz hasonlé
értesitdt kiadni.

Igy kozel harminc évvel az els6 halanddségi tablazat utdn Leibniz javas-
latdra Neumann elkiildte Henry Justelnek, a Kirdlyi Tarsasag titkaranak Bo-
roszl6 varosdnak 1687-1691. évi demogrifiai adatait. Justel nem sokkal ké-
s6bb meghalt, Halley pedig megszerezte az adatokat, elemezte 6ket, és 1693-
ban a Philosophical Transactions of the Royal Society cim{i foly6iratban koz-
zétette kovetkeztetéseit. Cikkének cime: Becslés az emberiség halandosdgi
fokozatairdl, BoroszIo vdarosdban a sziiletések és temetések kiilonos tdbldzata
alapjdn, kisérletet téve az életjdradékok drdnak megdllapitdsdra.

A vizsgalt 6t év alatt Halley azt tapasztalta, hogy a sziiletések szdima Bo-
roszléban nagyjabol megegyezik a haldlozdsok szdmaval, igy az 6ssznépes-
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ség szinte allandé. Az analizis egyszer(sitése érdekében feltételezte, hogy a
népesség egyensilyi helyzetben van: a sziiletések éves szama (nevezziik Pp-
nak), a teljes népesség, a k éves népesség (Py) €s a k éves korban bekovetkezd
halalozasok éves szama (Dy) az idé mulasaval mind allandé. Ez kiemeli a
boroszl6i adatok egy tovabbi érdekes tulajdonsdgat, mert egy ilyen egysze-
rGisités nem lett volna lehetséges egy olyan gyorsan novekvé varos esetében,
mint London, ahol a statisztikdkat a vidékrdl érkezd népességaramlas is tor-
zitotta.

2.1. tdblazat. Halley halandéségi tdblazata, amely a k éves P, népességet mutatja.

k P | k P kK P| k PB]| k P]| k P
11000 | 15 628 | 29 539 | 43 417 | 57 272 | 71 131
2 85|16 622 |30 531 |44 407 |58 262 | 72 120
3798 | 17 616 | 31 523 | 45 397 | 59 252 | 73 109
4 760 | 18 610 | 32 515 | 46 387 | 60 242 | 74 98
5 732019 604 | 33 507 | 47 377 |61 232 |75 88
6 710 | 20 598 | 34 499 | 48 367 | 62 222 |76 78
7692 |21 592 |35 490 | 49 357 | 63 212 |77 68
8 680 | 22 586 | 36 481 | 50 346 | 64 202 | 78 58
9 670 | 23 579 | 37 472 |51 335|65 192 |79 49
10 661 |24 573 |38 463 |52 324 | 66 182 |80 41
11 653 |25 567 |39 454 |53 313 |67 172 |81 34
12 646 | 26 560 | 40 445 | 54 302 | 68 162 | 82 28
13 640 | 27 553 | 41 436 | 55 292 | 69 152 | 83 23
14 634 | 28 546 | 42 427 | 56 282 | 70 142 | 84 20

A boroszl6i adatok dtlaga évi 1238 sziiletés volt: ezt az értéket valasz-
totta Halley a Py értékének. Elvileg az adatokbdl ki tudta szdmitani a k éves
haldlozdsok szdménak Dy, éves dtlagit is az 0sszes k > 0 kortd emberre vonat-
kozéan. A

Piv1 =P — Dy 2.1

képletet hasznédlva nyerte a[2.1] tédbldzatot, amely P-t adja meg. Ezzel szem-
ben a Dy = P, — Py+1 képletb6l meg lehet taldlni az ltala hasznalt Dy értéke-
ket: Do =238, D| = 145, D, =57, D3 = 38 és igy tovdbb. Valdjadban Halley
egy kicsit atrendezte az eredményeit, vagy azért, hogy kerek szamokat kapjon
(ez a D esete, amelyet kissé megvaltoztatott, hogy P; = 1000 legyen), vagy
azért, hogy kisimitson bizonyos szabalytalansdgokat, amelyek az id6s korban
bekovetkezett haldlozdsok kis szdmabdl adédnak egy 6téves vizsgdlatban. A
tabldzatban szerepld 0sszes P, szdm Osszegét véve Halley Boroszl6 teljes la-
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kossdganak kozel 34 000 fére becsiilt értékét kaptzﬂ Osszefoglalva, ennek a
mddszernek az volt a nagy elénye, hogy nem volt sziikség altaldnos népszam-
l14l4sra, hanem csak a néhany év alatt bekovetkezd sziiletések és haldlozdsok
szdmanak és az emberek haldloz4si kordnak ismeretére.

Halley haland6sagi tdbldzata a tizennyolcadik szdzadban szdmos munké-
hoz szolgilt referenciaként (ldsd a [d] fejezetet). Val6jdban, bér a Py értékei
Boroszl6 véroséra voltak jellemzGek, dgy tekinthetjiik, hogy a Pt/ Py ardny
a k+ 1 életkorig vald tilélés valdszintiségét jelenti, tudva, hogy valaki mar
elérte a k életkort. Ez a valdszinliség ésszerlien alkalmazhat6 més korabe-
li eurépai varosok lakossdgdra is. Példdul egy egyéves gyereknek 661/1000
esélye volt arra, hogy elérje a 10 éves kort, illetve 598/1000 esélye, hogy
elérje a 20 éves kort.

Halley arra is felhasznalta halandésagi tabldzatat, hogy kiszdmitsa az élet-
jaradékok drat. A tizenhatodik és tizenhetedik szdzadban, hogy pénzt szerez-
zenek, tobb véros és dllam adott el ilyen jaradékokat polgdrainak. A vevdk
haldlukig minden évben fix Osszeget kaptak, amely az eredetileg kifizetett
0sszeg bizonyos szazalékanak felelt meg, gyakran a korabeli kamatldb két-
szeresével, de a vevd életkoratdl fiiggetlenill. Természetesen az intézmény
cs6dot kockdztatott, ha til sok, nagyon hosszu életli ember vasarolta meg eze-
ket az életjaradékokat. A problémat megbizhaté halanddsagi tablazat nélkiil
nem lehetett megfelelen kezelni.

1671-ben Johan De Witt, Hollandia miniszterelnoke és Johannes Hudde,
Amszterdam varosanak egyik polgarmestere mar gondolkodott az életjaradé-
kok aranak kiszdmitdsdval kapcsolatos probléman. A francia csapatok invazi-
djatol tartva pénzt akartak gyfijteni a hadsereg megerdsitésére. Rendelkeztek
adatokkal azokrdl az emberekrdl, akik évtizedekkel korabban életjaradékot
vasaroltak, elsGsorban arrdl, hogy milyen életkorban vasaroltdk a jaradékot,
és milyen életkorban haltak meg. Sikeriilt tobbé-kevésbé helyesen kiszamita-
niuk a jaradékok 4rat, de médszeriik kés6bb feledésbe meriilt. A kovetkezd
évben Hollandiat megszalltdk, és De Wittet a tomeg meglincselte.

Halley 1693-ban a boroszl6i halandéségi tabldzattal és 6%-os kamatldbat
feltételezve Gjbol megvizsgalta a problémdt. A szdmitdsi médszer egyszerd.
Legyen i a kamatlab. Legyen Ry az az ar, amelyen egy k kord személy évente
mondjuk egy font jaradékot véasdrolhat. Ennek a személynek Py, / Py val6szi-
niisége van arra, hogy k+n életkorban még életben lesz. Azt a fontot, amelyet
az allam igér, ha az illetd eléri ezt az életkort, igy kaphatjuk meg, hogy a kez-
deti 6sszegbdl 1/(14i)" fontot i kamatldbbal kamatoztatunk. Ha tehat azt az
egyszersitd feltételezést tessziik, hogy az induld osszeget csak az évjaradé-

LA 84 évnél idésebbek esetében Halley csak megemlitette, hogy a szamuk 107.



kok kifizetésére forditjuk, akkor az arnak a kovetkez6nek kell lennie:

I (Pr1 | B2 Pt s
R, — o ). 22
k Pk<1+i+(l+i)2+(1+i)3+ 22)

Halley igy kapta meg a[2.2] tdbldzatot, amely megmutatja azt az Ry tényezdt,
amellyel a kivant jaradékot meg kell szorozni, hogy megkapjuk a sziiksé-
ges kezdeti 6sszeget. Egy 20 éves férfi tehdt minden évben a kezdeti 6sszeg
1/12,78 ~ 7,8%-4t kapnd. Egy 50 éves férfi viszont 1/9,21 ~ 10,9%-ot kap-
na, mivel kevesebb éve lenne hatra. Vegyiik észre, hogy a kamatldb kétszerese
az eredeti 0sszeg 12%-anak megfeleld jaradéknak, vagy ennek megfelelden a
jaradék 8,33-szorosdnak megfelel$ drnak felel meg.

2.2. tablazat. Az életjaradékok drat az életkor alapjan megadé szorzétényezd.

k kor Rk ar k Rk k Rk k Rk k Rk
1 1028 | 15 13,33 | 30 11,72 | 45 991 | 60 7,60

5 1340 | 20 12,78 | 35 11,12 | 50 921 | 65 6,54

10 1344 | 25 12,27 | 40 10,57 | 55 8,51 | 70 5,32

A szamitasok természetesen meglehetdsen hosszadalmasak. Halley mind-
azondltal logaritmustdbldzatokat haszndlhatott, hogy gyorsabban megkapja a
Piin/(141)" dltaldnos képletet. Mivel 84 évnél nagyobb értékeket nem adott
meg a Py értékekre, nem lehet pontosan ellendrizni a szdmitésait. Végiil Hal-
ley munkdjanak nem volt azonnali hatdsa: az életjaradékokat Anglidban és
masutt még évtizedekig a vevd életkoratdl fiiggetlen dron adtdk el, méghoz-
z4a joval alacsonyabb dron, mint amilyen lehetett volna, példaul a jaradék 7-
szereséért.

A halandésagi tablazatokbdl levezetett kérdések Halley idején szamos
tudést foglalkoztattak. A holland Christiaan Huygens, aki 1657-ben a valo-
szinliségelméletnek szentelt elsd fiizet szerzdje volt, 1669-ben levelezésében
testvérével, Graunttal folytatott levelezésében a halanddséagi tablazatot és a
varhato élettartam kiszamitasat térgyaltzﬂ

Néhany évvel azelott, hogy Neumann kapcsolatba keriilt volna a Royal
Society-vel, Leibniz is irt a varhat6 élettartam kiszamitasardl egy kiadatlanul
maradt esszéjében. 1709-ben Nikolaus I Bernoullira keriilt a sor. Abraham de
Moivre 1725-ben egy egész konyvet adott ki Ertekezés az életjdradékokrdl
cimmel. Egyik f6 észrevétele az volt, hogy az R, arat konnyen ki lehet szami-
tani id6s kordakra, mivel a (2.2) képlet csak néhdny tagot tartalmaz. Ezutdn

2 A k életkorban virhat6 élettartamot a képlet adja meg i = 0 mellett.
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hasznalhatjuk az

R — Prv1 1+ Reqq

k= T
P 141

visszafelé rekurziv képletet, amely (2.2)-b6l kiindulva konnyen bizonyithat6.
A Halley édltal a 70 éves kori drra megadott értéket haszndlva tehat ellendriz-
hetjiik a[2.2] tablazat tobbi értékéf’].

A demogréfidra 0sszpontositd sziinet utdan Halley visszatért f6 kutatdsi
témdihoz. 1698 és 1700 kozott korbehajézta az Atlanti-6cednt, hogy megraj-
zolja a Fold magneses terének térképét. 1704-ben az Oxfordi Egyetem pro-
fesszora lett. A kovetkez6 évben konyvet adott ki az iistokosokrdl, és megjo-
solta, hogy az 1682-es iistokos, amelyet Kepler 1607-ben megfigyelt, 1758-
ban visszatér: ez ,,Halley listokoseként” valt ismertté. Kiadta a pergai Apol-
I6niosz kipokrol sz616 konyvének forditdsat is. 1720-ban Flamsteedet véltot-
ta a kiralyi csillagdsz posztjan. Megprébalta megoldani a tengeri hossziisag
pontos meghatdrozasanak problémajat a Hold megfigyelése alapjan, ami a na-
vigéci6 szempontjabdl nagy gyakorlati jelentoséggel birt. Greenwichben halt
meg 1742-ben, 86 éves kordban.
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3. fejezet

Euler és a népesség geometriai novekedése
(1748-1761)

( Euler tobbszor irt a populdciddinamikardl. Az 1748-ban megjelent Beve-

zetés a végtelen analizisébe cim értekezésében az exponencidlis fiigg-
vénnyel foglalkoz6 fejezet négy példat tartalmazott a népesség expo-
nencidlis novekedésére. 1760-ban publikilt egy cikket, amelyben ezt
az exponencidlis novekedést a népesség korstruktirdjaval kombinalta.
Ez a munka a huszadik szdzadban kidolgozott, a demografidban fontos
szerepet jatszo stabil népességelmélet el6futdra. Euler 1761-ben Siiss-
milchnek is segitett a demografiardl szolo értekezésének masodik ki-
addsaban. Kidolgozott egy érdekes modellt, amely a Fibonacci-sorozat
L egyfajta valtozata, de részletes elemzését nem publikalta.

%

Leonhard Euler 1707-ben sziiletett a svdjci Bazelben. Apja protestdns lel-
kész volt. Euler 1720-ban kezdte meg egyetemi tanulmanyait. Magandrakat is
vett matematikabodl Johann Bernoullitdl, aki Leibniz és Newton utan nemze-
dékének egyik leghiresebb matematikusa volt. Osszebaritkozott Johann Ber-
noulli két fidval: Nikolaus II-vel és Daniellel. Euler 1727-ben csatlakozott
Danielhez az Gjonnan létrehozott szentpétervari Tudomanyos Akadémidn. A
matematika mellett a fizika és szdmos mds tudomdnyos és miiszaki téma is
érdekelte. 1741-ben II. Frigyes porosz kirdly meghivta 6t a berlini Tudoma-
nyos Akadémia matematikai szekcidjanak igazgat6java. Euler jelentSs szamu
cikket és konyvet publikdlt a mechanika (csillagdszat, rugalmassag, folya-
dékok, szilard testek) és a matematika (szdmelmélet, algebra, végtelen so-
rozatok, elemi fliggvények, komplex szdmok, differencidl- €s integralszami-
tas, differencial- és parcidlis differencidlegyenletek, optimalizalds, geomet-
ria) minden teriiletérdl, de a demografia t¢émakorében is. Kordnak legtermé-
kenyebb matematikusa volt.

1748-ban Euler latinul publikdlta a Bevezetés a végtelen analizisébe ci-
mi értekezését. Az exponencidlisokrdl és logaritmusokrol sz6l6 fejezetben
hat példat tekintett: egyet a zenei skilak matematikai elméletérdl, egyet egy
kolcson kamatos visszafizetésérdl, négyet pedig a populdciédinamikardl. Az
utébbiakban Euler feltételezte, hogy a P, népesség az n-edik évben kielégiti a

Bia=(1+x)F
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3.1. abra.
Euler (1707-1783)

Osszefiiggést minden n egész szdmra. Az x novekedési rita pozitiv valds
szdm. A Py kezdeti 4llapotbdl kiindulva az n-edik évi népesség a kovetke-
z8képpen adodik:

P, = (1 —l—x)"Po .

Ezt geometriai vagy exponencidlis novekedésnek nevezik. Az elsd példa azt
kérdezi:

»Ha egy adott régid lakossdga évente egy harmincaddval nd, és
egy id6ben 100 000 lakos volt, akkor szeretnénk tudni, hogy 100
év milva mennyi lesz a lakossag mérete.”

A vélasz Pygo = (141/30)'% x 100 000 = 2 654 874. Eulert ennél a példanal
az 1747-ben tartott berlini népszamlalas ihlette, amely 107 224 f&re becsiilte
a lakossdg létszamat. Szamitdsa azt mutatja, hogy egy népesség egy évsza-
zad alatt tobb mint tizszeresére n6het. Pontosan ezt figyelték meg akkoriban
London vérosara vonatkozdan.

Meg kell jegyezni, hogy az (1 + 1/30)'% kiszdmitdsa modern zsebszd-
molbégéppel nagyon egyszerii. Euler idejében azonban logaritmusokat kellett
hasznalni, hogy elkertiljiik a nagy szdmu kézi szorzast, és gyorsan megkap-
juk az eredményt. El6szor a Pygp tizes alapu logaritmuséat szdmoljuk ki. A
logaritmus log(ab) = loga + log b alapvet§ tulajdonsdga azt mutatja, hogy

log Pigp = 100 log(31/30) +10g(100000) = 100 (log31 —log30) +5 .

A logaritmus fogalmat 1614-ben a skét John Napier vezette be. Bardtja, Hen-
ry Briggs 1617-ben tette kozzé a tizes alapi logaritmusok elsd tdblazatat.
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1628-ban a holland Adriaan Vlacq kiegészitette Briggs munkajat, és kozzé-
tett egy tablazatot, amely az 1-t6l 100 000-ig terjedd egész szamok tiz szam-
jegy pontossdgu tizedes logaritmusait tartalmazta. Euler ezt a fajta tablazatot
haszndlta, hogy megkapja a log30 ~ 1,477121255, log31 ~ 1,491361694, és
végiil log P1gp ~ 6,4240439 értékeket. Mar csak azt a Pygp szdmot kell meg-
taldlni, amelynek logaritmusa ismert. Mivel az 1-t61 100 000-ig terjedd egész
szdmok tizedes logaritmusa 0 és 5 kozott mozog, ehelyett a Pjgp/100 loga-
ritmusat keressiik, ami 4,4240439. A logaritmustabldzatban ellendrizhetjiik,
hogy 10g26548 ~ 4,424031809 és 10g26549 ~ 4,424048168. A logaritmi-
kus fliggvényt egy egyenessel helyettesitve 26 548 és 26 549 kozott Euler azt
kapta, hogy
Pioo 4,4240439 — 4,424031809

T00 = 20 %+ 1102048168 —4.424031800 - 20 24874

Tehat Pygg =~ 2 654 874.
Euler konyvében a populdciédinamikara vonatkozé masodik példa a ko-
vetkezd:

»Mivel az 6zonviz utdn minden ember egy hatf6s népességbol
szarmazott, ha feltételezziik, hogy a népesség kétszaz évvel ké-
s6bb 1000000 f6 volt, szeretnénk megtudni az éves novekedési
itemet.”

Mivel
10° = (14x)** x 6,

zsebszamol6géppel x = (10°/6)1/290 — 1 ~ 0,061963. A logaritmustébldza-
tokkal a log(10®) = 200 log(1 + x) + log 6 értékeket kell végigjarnunk, hogy
megkapjuk a log(1+x) = (6 —1og6) /200 =~ 0,0261092 és 1 +x ~ 1,061963
értékeket. Euler tehat arra a kovetkeztetésre jutott, hogy a népesség évente
x = 1/16-kal fog novekedni. Ahhoz, hogy megértsiik ennek a példinak az
eredetét, emlékezniink kell arra, hogy a korabeli filozéfusok kezdték tagadni
abibliai torténetek igazsagét. A szd szerinti olvasat az 6zonviz idejét i. e. 2350
koriil hatdrozna meg a kovetkezd tilélokkel: Noé, harom fia és feleségeik. A
Teremtés konyvében ez all:

»Bzek harman N6é fiai, és ezek népesitették be az egész foldet.”

Az 6z6nviz utdni évi 1/16-os (vagy 6,25%-0s) népességndvekedés nem tiint
tilsdgosan irredlisnak Euler szdmadra. Egy protestans lelkész fiaként, aki egész
életében valldsos maradt, arra a kdvetkeztetésre jutott:
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,-Bzért elég nevetséges, ha a hitetlenek azt kifogdsoljak, hogy
ilyen rovid id6 alatt az egész foldet nem lehetett egyetlen em-
berrel kezdve benépesfteni’ﬂ

Euler azt is észrevette, hogy ha a novekedés ugyanilyen iitemben folytatddott
volna az 6zonviz utdn 400 évig, akkor a népesség (1+x)% x 6 = (10°/6)% x
6 ~ 166 milliard lett volna:

,»Az egész Fold azonban soha nem lenne képes fenntartani ezt a
népességet.”

Ezt a gondolatot Malthus fél évszazaddal késébb nagymértékben tovabbfe;j-
lesztette (lasd a[5] fejezetet).
Euler harmadik példaja azt kérdezi:

»Ha minden évszdzadban megdupldzédik az emberi népesség,
mekkora az éves novekedési titem?”

Mivel (14 x)'% = 2, zsebszdmolégéppel x = 2!/1%0 — 1 ~ 0,00695. Loga-
ritmustdbldzatokkal 100 log(1 +x) = log2. Tehdt log(1 +x) ~ 0,0030103 és
14+ x =~ 1,00695. A népesség tehat minden évben x ~ 1/144-del nS. A negye-
dik és egyben utolsé példa ugyanigy kérdez:

,Ha az emberi népesség évente 1/100-dal nd, akkor szeretnénk
tudni, hogy mennyi id6be telik, amig a népesség tizszeresére nd.”

(141/100)" = 10 esetén nlog(101/100) = 1. Tehdt n = 1/(log 101 —2) =~
231 év. Ez minden, amit az 1748-as Bevezetés a végtelen analizisébe cimii
miiben a populdciédinamikdra vonatkozdan taldlunk. Euler néhany évvel ké-
s6bb még alaposabban foglalkozott ezzel a témaval.

1760-ban a berlini Tudomanyos Akadémia folydiratdban publikdlta ,,Az
emberi faj halandésdganak és szaporoddsanak altalanos vizsgalata” cimd mun-
k4jat. Ez a munka egyfajta szintézis volt a populdciék geometriai novekedé-
sérél sz616 korabbi elemzése és az élettablakkal kapcsolatos kordbbi tanul-
ményai kozott (1dsd a2] fejezetet). Euler példdul a kovetkezd problémét vizs-
galta:

' A Graunt 4ltal 1662-ben kiadott kényvben (lisd a fejezetet) hasonlé megjegyzést taldlunk:

,Egy pir, azaz Adam és Eva, 64 évenként megdupldzva magat az 5160 év alatt, ami
a vildg kora a Szentirds szerint, sokkal tobb embert fog teremteni, mint amennyi
most benne van. Ezért a vildg nem tobb mint 100 ezer éves, ahogyan azt egyesek
hidba képzelik, és nem is tobb, mint amennyire a Szentiras teszi.”
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Az egy év alatt bekovetkezo sziiletések és temetések szimanak
ismerete, az 0sszes €16k szdimdnak és éves novekedésének meg-
allapitasa egy adott haland6sdgi hipotézis mellett.”

Euler itt feltételezte, hogy a kovetkezd szamok ismertek:
e B,: asziiletések szama az n-edik évben;
¢ D,: a halalozdsok szama az n-edik évben,;
* g;: azon Ujsziilottek ardnya, akik elérik a k > 1 életkort.
Legyen P, az n-edik évi népesség. Euler két tovabbi implicit feltételezést tett:
* anépesség geometrikusan novekszik: P, | =rP,, r=1+x;
* a sziiletések és a népesség ardnya dllandé: B, /P, = m.

Ez a két feltételezés azt jelenti, hogy a sziiletések szdma geometrikusan és
azonos iitemben novekszik: B, | = r B,,. Euler ezutdn megvizsgélta a népes-
ség allapotat szdz évenként, mondjuk n = 0 és n = 100 kozott, feltételezve,
hogy senki sem él szdz évnél tovabb. A szemléletesség kedvéért nevezziik P ,,
(k > 1) az n-edik év elején €16 népességet, amely az n — k-adik évben sziile-
tett. Jeldljiik By, = B,-nel az n-edik év sordn sziiletettek szimat. A gy tilélési
egyiitthato definici6jabdl adédik, hogy Py ,, = gx Po.n—k = gx Bu—k. Tehdt

%Py = Pioo = Po,100 + Pi100 + - + P100,100
= B1oo +q1Bog + - - - +q100 Bo
= (VIOO+7996]1 +- "+61100) By.

Ha ezt az egyenletet elosztjuk 7'% Py-val, akkor a kovetkezdt kapjuk

@3.1)

1:m@+€Lﬁ%+m+mw)
r r

1100

Ezt az egyenletet a demografidban néha ,,Euler-egyenletnek” nevezik. Ha a
sziiletéseket és a haldlozdsokat kiilon szamoljuk, a kovetkezét kapjuk:

rPy=FP1 =P —Dy+Byi1 =P, —Dy+rB,. (G2
Tehat a haldlozdsok szdma is geometrikusan novekszik: D, = rD,,. S6t,

1 _B _Du/Bu—r (3.3)
m B, 1—r
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Ha ezt behelyettesitjiik a (3.1 egyenletbe, akkor végiil a kovetkezs egyenlet-
hez jutunk:

Dy/By—1 qi @ 100

1—r 1’—’_r2—|_.“—~_r1007 (34)
ahol mér csak egy ismeretlen maradt: r. Ezt az egyenletet implicit egyenletnek
szoktdk nevezni, mivel az r-t nem tudjuk a tobbi paraméter fiiggvényében
kifejezni. De kiszdmithatjuk a egyenlet bal €s jobb oldalat r egy rogzitett
értékére, és r-et addig valtoztathatjuk, amig a két oldal egyenlé nem lesz.
Az igy kapott r érték adja a népesség x = r — 1 novekedési iitemét. Vegyiik
észre, hogy a (3.1)) és (3.3)) egyenletekbdl a népesség P, szdméra a kovetkezd
kifejezést kapjuk:

Po=B (1+ L+ Ly T
r T

/100

Ha a népesség staciondrius (r = 1), ez a kifejezés megegyezik azzal, amelyet
Halley hasznélt Boroszl6 vdros népességének becslésére (ldsd a2 fejezetet).
Euler a kovetkezd kérdéssel is foglalkozott:

»Ha a halandésag és a termékenység hipotézisei adottak, €s is-
merjiik az osszes €l6lény szamadt, talaljuk meg, hanyan lesznek
az egyes életkorokban.”

Mivel a g; tilélési egyiitthatok és az m termékenységi egyiitthaté ismert, az r
novekedési rdta kiszdmithaté a egyenletbSl. Az n-edik évben az n — k-
adik évben sziiletettek szdma g B, = qx B/ * (go = 1 mellett). Tehét a
teljes k éves kortd népesség ardnya

ai /™
L+q1/r+q/r? 4+ qio0/r'"

Ez az ardny dlland6. Lotka terminolégidjdt haszndlva (1dsd a[I0] fejezetet), a
népesség ,,stabilnak” mondhaté: a korfa az idék folyaman ugyanazt az alakot
tartja.

Euler ezutdn djra megvizsgdlta az élettartam-tablazat Osszedllitdsdnak
probléméjat, amikor a népesség nem staciondrius, hanem geometrikusan no-
vekszik:

,Ha ismerjiik az 0sszes €16 szamat, hasonléképpen Osszevethet-
jik a sziiletések szamdt az egy év alatti haldlozasok szdmdval
minden életkorban, hogy megtaléljuk a halanddségi torvényt.”
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A halandésagi torvény alatt Euler a g tulélési egyiitthatok halmazat értette.
A teljes népességet most feltételezziik, hogy népszamlalds révén ismerjiik,
ami Halley esetében nem igy volt (Iisd a[2] fejezetet). A (3.2) egyenlet azt
mutatja, hogy a novekedési rata

_Pn_Dn

r= .
P,—B,

Legyen Dy, azoknak az embereknek a szdma, akik az n-edik évben k éves
korukban halnak meg: ezek az emberek az n — k-adik évben sziilettek. Tehat
Din = (9 — qik+1)Ba—k-De By = B,/r*. A g tilélési egyiitthatok tehét a

rk Dk,n
B,

qk+1 =gk —

rekurziv képlettel szamithat6ak ki minden k > 0 esetén, gg = 1 értékkel. Ez a
képlet megszorozva B,-vel visszakapjuk a Halley altal hasznalt képletet
az r = | staciondrius esetre. Euler mindazondltal ragaszkodott ahhoz, hogy a
tulélési egyiitthatok gy kiszamitdsanak mddszere feltételezi a népesség rend-
szeres novekedését, kizdrva az olyan baleseteket, mint a pestisjarvanyok, ha-
boruk, éhinségek stb. Ha Euler kordban a népszamlalasok rogzitették volna az
emberek életkorat (mint Svédorszdgban), akkor ez a feltételezés sziikségtelen
lett volna, és a g egyiitthatokat konnyebben ki lehetett volna szdmitani.

A g talélési egyiitthatok ismeretében Euler azt is megmutatta, hogyan
lehet kiszdmitani az életjaradékok arat az életek utdn. Nem emlitette Halley
vagy de Moivre e témdban rt munkadit. Euler 5%-os kamatldbat és a holland
Willem Kersseboom 4ltal 1742-ben kozzétett élettablat hasznilta.

Nem Euler volt az egyetlen tudds a berlini akadémidn, akit a demogréfia
érdekelt. Kollégdja, Johann Peter Stissmilch 1741-ben németiil publikélta Az
emberi nem vdltozdsainak isteni rendje az emberi nemzedékben, a sziiletések,
a haldlozdsok és a szaporodds dltal cim{ értekezését, amelyet ma az elso,
teljes egészében a demografidnak szentelt értekezésnek tartanak. Siissmilch
1752-ben egy konyvet is irt Berlin vdrosdnak gyors novekedésérdl cimmel.

1761-ben Siissmilch megjelentette értekezésének masodik kiadasat. ,,A
népesség novekedési litemérdl és megduplazodasi idejérdl” cimi fejezetben
szerepelt egy érdekes matematikai modell, amelyet Euler dolgozott ki sza-
mdra. A modell hasonlé volt Fibonacci modelljéhez (1dsd az[I] fejezetet), de
emberi populédciéra vonatkozott. Egy parbol (egy férfi és egy nd) kiindulva,
akik mindketten 20 évesek a 0. évben, Euler feltételezte, hogy az emberek 40
éves korukban meghalnak, és 20 éves korukban hdzasodnak, mikézben min-
den parnak hat gyermeke sziiletik: két gyermek (egy fid és egy lany) 22 éves
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3.2. é4bra.
Siissmilch (1707-1767)

kordban, tovabbi kettd 24 éves kordban, az utolso kettd pedig 26 éves kora-
ban. Az éveket kettesével szamolva ugy, hogy B; a sziiletések szama a 2i-edik
évben, Euler arra a kovetkeztetésre jutott, hogy

Bi=Bi_11+Bi—12+Bi_13 (3.5)

minden i > 1 esetén. A kezdeti feltételek a kovetkezSknek felelnek meg:
B_12=0,B_11=0,B_10=2¢s B; =0 —9 <i < 0esetén. Euler igy ki tudta
szdmitani a sziiletések szamdt, amint az a [3.1] tdblazat mésodik oszlopdban
lathat6. A a 2i-edik évben torténd haldlozasok szama, D;, ekkor megegyezik
a 2i — 40-edik évben torténd sziiletések szamaval: D; = B;_»g i > 10 esetén,
mig i < 9 esetén D; = 0. Ami a 2i-edik évben életben 1év6k P; szamat illeti,
az megegyezik a 2i — 2-edik évben €16k szdmaval, plusz a 2i-edik évben tor-
ténd sziletések szamaval, minusz a 2i-edik évben bekovetkez6 haldlozasok
szamaval: P, = P,_; + B; — D;.

Siissmilch konyvének ez a fejezete egy olyan megjegyzéssel zarul, ame-
lyet mar a Fibonacci-sorozatrdl is meg lehetett volna tenni:

,»Az a nagy rendetlenség, amely Euler tdbldzataban uralkodni lat-
szik, nem akadélyozza meg, hogy a sziiletések szdma ne koves-
sen egyfajta progressziot, amelyet rekurziv sorozatnak neveziink
[...] Barmilyen rendezetlenek is legyenek kezdetben ezek a prog-
ressziok, geometriai progressziéva alakulnak, ha nem szakad-
nak meg, és a kezdet rendetlenségei apranként elhalvanyulnak
és szinte teljesen eltlinnek.”

A konyv nem mond tobbet ennek a populdcids modellnek a matematikdja-
r6l. Euler azonban sokkal messzebbre jutott a modell tanuldnyozdsdban egy
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3.1. tablazat. Euler tablazata.

= — f=1 = = =

0 0 0 2 40 20 0 206 80 86 180 5584

1 2 0 4 41 8 0 214 81 226 252 5558

2 2 0 6 42 2 0 216 82 532 282 5808

3 2 0 8 43 0 2 214 83 1008 252 6564

4 0 0 8 44 0 6 208 84 1568 180 7952

5 0 0 8 45 2 12 198 85 2032 100 9884

6 0 0 8 46 10 14 194 86 2214 42 12056

7 0 0 8 47 30 12 212 87 2032 14 14074

8 0 0 8 48 60 6 266 88 1568 16 15626

9 0 0 8 49 90 2 354 89 1010 56 16580
10 0 2 6 50 102 0 456 90 550 154 16976
11 0 0 6 51 90 0 546 91 314 322 16968
12 2 0 8 52 60 0 606 92 384 532 16820
13 4 0 12 53 30 0 636 93 844 714 16950
14 6 0 18 54 10 2 644 94 1766 786 17930
15 4 0 22 55 2 8 638 95 3108 714 20324
16 2 0 24 56 2 20 620 96 4608 532 24400
17 0 0 24 57 12 32 600 97 5814 322 29892
18 0 0 24 58 42 38 604 98 6278 156 36014
19 0 0 24 59 100 32 672 99 5814 72 41756
20 0 0 24 60 180 20 832 100 4610 86 46280
21 0 2 22 61 252 8 1076 101 3128 226 49182
22 0 2 20 62 282 2 1356 102 1874 532 50524
23 2 2 20 63 252 0 1608 103 1248 1008 50764
24 6 0 26 64 180 0 1788 104 1542 1v568 50738
25 12 0 38 65 100 2 1886 105 2994 2032 51700
26 14 0 52 66 42 10 1918 106 5718 2214 55204
27 12 0 64 67 14 30 1902 107 9482 2032 62 654
28 6 0 70 68 16 60 1858 108 13530 1568 74616
29 2 0 72 69 56 90 1824 109 16700 1010 90306
30 0 0 72 70 154 102 1876 110 17906 550 107 662
31 0 0 72 71 322 90 2108 111 16702 314 124 050
32 0 2 70 72 532 60 2580 112 13552 384 137218
33 0 4 66 73 714 30 3264 113 9612 844 145986
34 2 6 62 74 786 10 4040 114 6250 1766 150470
35 8 4 66 75 714 2 4752 115 4664 3108 152026
36 20 2 84 76 532 2 5282 116 5784 4608 153202
37 32 0 116 77 322 12 5592 117 10254 5814 157 642
38 38 0 154 78 156 42 5706 118 18 194 6278 169558
39 32 0 186 79 72 100 5678 119 28730 5814 192474
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kéziratban, amelynek cime Az emberi faj szaporoddsdrol, és amely életében
kiadatlan maradt. A B; = cr' alakd, azaz geometriai ndvekedést mutaté
egyenlet megolddsat keresve, egyszer(isités utan egy 13. fokd polinomegyen-
letet kapott:

P =rtr+l. (3.6)

Egy r = 1 kozeli megoldast keresett, és a r'> kiszdmitdsdhoz egy logaritmus-
tablazatot hasznalva észrevette, hogy

0,212 r=1,09
1+ + 27 13% s 9 ) 9
A -0,142, r=1,10.

Tehit a (3.6) egyenlet gycke 1,09 és 1,10 kozott van. Euler az 147472 —r'3
fliggvényt ezen az intervallumon egy vonalszakasszal kozelitve kapta, hogy
0,142 1,0940,212 x 1,10

~ ~ 1,0960 .
d 0.142+0212 09

Mivel az éveket kettesével szdmoljuk, a sziiletések szdmit minden évben
megszorozzuk +/r-rel. Ez a szdm n évente megduplazédik, ha (\/r)" = 2, az-
az minden n = 2 log2/logr ~ 15 évben. Mivel aszimptotikusan B; ~ cr', és
mivel D;, a haldlozdsok szdma a 2i-edik évben B;_»-szal egyenld, azt kapjuk,
hogy D; =~ B;/r?", r*° a2 6,25 értékkel. A sziiletések szama koriilbeliil hatszo-
rosa a haldlozdsok szdmanak. Mivel a 2i-edik évben €16k szdma, P;, egyenld
B;+B;_1+---+ B;j_19-vel, azt is megkapjuk, hogy

B 1 1 -2
P~ B; 1+;+"'+r@ =Bim~9,593i-

A teljes népesség koriilbeliil tizszerese a sziiletések szamanak.

Bonyolultabb annak bizonyitdsa, hogy a tdbldzatban ldthat6 (B;)
sorozat valéban 7’-hez hasonléan novekszik aszimptotikusan. Abraham
de Moivre rekurziv sorozatokkal foglalkoz6 munkdja 6ta ismert, hogy
az

g .
f(x) = ZBixl )
i=0

generdtorfiiggvény bevezetésével az f(x)-et raciondlis fiiggvényként fe-
jezhetjik ki. Euler 1748-ban a Bevezetés a végtelen analizisébe cimii
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miivében magyardzta el a médszert: a (3.3) rekurziv relcié a

flx)= ZBixl + Z (Bi—11 +Bi—12+Bi_13)x'
i=0 =13

=2x 422+ 2 +2x2 4 fx) (2 412 4x13)
egyenldséget adja. Tehat

2x42x2 +2x3 +2x12
T 12,13

f(x)

Euler tudta, hogy egy ilyen raciondlis fiiggvényt fel lehet bontani az

ai a3
fW=1—xt it
X1 X13
formdban, ahol az xi, ..., x13 szdmok az 1 —x'! —x!12 —x13 = 0 egyenlet

valds vagy komplex gyokei. Tehat

X i X i
f(X):z;)al (M) +-tan (m) :

Mivel B; az x' egyiitthatéja f(x)-ben, Euler azt kapta, hogy

ai ais Ak

~
~

S AR TS T e

amint { — +oo, ahol x; a legkisebb modulusu gyok. Més széval, B; ten-
dencidja geometrikusan novekszik, mint (1/x;)". Meg kell még jegyez-
niink, hogy x; akkor és csak akkor az 1 —x!'! —x!2 — x!3 = 0 egyenlet
gyoke,har=1/x; a egyenlet gyoke. A bizonyitas egyes részleteit
végiil Gumbel 1916-ban tisztazta.

B =

Siissmilch 1765-ben adta ki értekezésének harmadik kiadasat, és 1767-
ben Berlinben halt meg. A porosz kirdllyal rossz viszonyban 1év6 Euler 1766-
ban visszatért Szentpétervarra. Annak ellenére, hogy elvesztette latasat, fiai és
munkatdrsai segitségével tovdbbra is szdmos miivet publikdlt, kiillondsen az
algebra, az integralszamitas, az optika és a hajéépités témakorében. Az 1760
és 1762 kozott Berlinben irt Levelek a természetfilozdfia kiilonbozd témdirol
egy német hercegnéhoz cimezve cimi irdsa 1768 és 1772 kozott jelent meg,
és Eurdpa-szerte bestsellerré valt. Euler 1783-ban halt meg Szentpétervaron.
A matematikai demografidhoz valé hozzdjaruldsat, kiilondsen az exponencia-
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lisan novekvé népességben a stabil korfardl sz6l6 elemzését csak a huszadik
szdzadban fedezték fel djra (1dsd a[I0] és[21] fejezeteket).
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4. fejezet

Daniel Bernoulli, d’Alembert és a himl6 elleni ino-
kulacio (1760)

( 1760-ban Daniel Bernoulli irt egy cikket a himl6 modellezésérdl. Abban R

az id6ben sok vita volt az oltds koriil, amelynek alkalmazdsa megvéd-
hette az embereket, de haldlos is lehetett. Halley élettdblazatat és néhany
himl6re vonatkozé adatot hasznalt fel, hogy kimutassa, hogy az oltés ak-
kor elényos, ha a haldlozas kockdzata kisebb, mint 11%. Az oltds akar
hérom évvel is novelheti a sziiletéskor varhaté élettartamot. D’ Alembert
biralta Bernoulli munkdjat, amely az elsé matematikai modell volt a jar-
vanytanban.

%

Daniel Bernoulli 1700-ban sziiletett a hollandiai Groningenben. Csaladja-
ban mar két hires matematikus volt: édesapja, Johann Bernoulli és nagybaty-
ja, Jakob Bernoulli. Johann 1705-ben a svdjci Bazelbe koltozott, ahol elfog-
lalta a Jakob haldldval megiiresedett professzori allast. Johann nem akarta,
hogy fia matematikdt tanuljon. Daniel ezért az orvostudomdny felé fordult,
és 1721-ben a 1é€gzésrdl irt dolgozatdval megszerezte a doktori cimet. Ve-
lencébe koltozott, és a matematikaval kezdett foglalkozni, 1724-ben pedig
konyvet adott ki. Miutdn még ugyanabban az évben elnyerte a Parizsi Tu-
domanyos Akadémia dijat A homokora tokéletességérdl a tengeren lévd ha-
Jjon cim esszéjéért, professzori dlldst kapott az Gj Szentpétervari Akadémidn.
Ezekben az években kiilonosen a rekurziv sorozatokkal, illetve a valoszin{i-
ségelméletben a ,,szentpétervari paradoxonnal” foglalkozott. 1733-ban Dani-
el Bernoulli visszatért a bazeli egyetemre, ahol egymads utdn botanikat, fizio-
16giat és fizikat tanitott. 1738-ban publikdlta a folyadékdinamikarol sz6l6, a
fizikatorténetben hiressé valt konyvét. 1753 koriil Eulerrel és d’ Alembert-rel
egy id6ben kezdett el érdekldni a rezgd hiirok probléméja irant, ami jelentds
matematikai vitat valtott ki.

1760-ban benytjtotta a parizsi Tudomédnyos Akadémidnak a Kisérlet a
himld okozta haldlozds és a megeldzésre szolgdlo inokuldcio eldnyeinek iij
elemzésére ciml munk4jat. A kérdés az volt, hogy az inokulaciét (a kevésbé
virulens himl6 kis mennyiségének onkéntes bejuttatdsa a szervezetbe a késéb-
bi fertézések elleni védelem érdekében) 6sztondzni kell-e, még akkor is, ha
ez a miivelet néha haldlos. Ez a technika Azsidban mar régéta ismert volt, és
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4.1. ébra.
Daniel Bernoulli
(1700-1782)

1718-ban Anglidban is bevezette Lady Montagu, az Oszman Birodalomba de-
legdlt brit nagykovet felesége. Franciaorszdgban, annak ellenére, hogy XIV.
Lajos legid6sebb fia 1711-ben himl6ben meghalt, vonakodva fontolgattik az
inokuldciét. Voltaire, aki 1723-ban tilélte a himl&t, és aki tobb évig élt szam-
izetésben Anglidban, megfigyelve a legijabb djitdsokat, 1734-ben megjelent
Filozofiai levelek cimi frdsdban az inokuldcié mellett érvelt. La Condamine
francia tudés, aki szintén tdlélte a himl6t, 1754-ben a périzsi Tudomanyos
Akadémian az inokuldcié mellett érvelt.

Miel6tt 1759-ben Bazelben elhunyt, Maupertuis arra 0sztonozte Daniel
Bernoullit, hogy matematikai szempontbdl tanulményozza az inokulacié kér-
dését. Pontosabban, a feladat az volt, hogy megtaldlja a médjat annak, hogy
az inokulécié hosszu tavi hasznat hogyan lehet 6sszehasonlitani az azonnali
haldlozasi kockdazattal. Bernoulli e célbdl a kovetkezd egyszersits feltevése-
ket tette:

P

* a himldvel elszor megfert6z6dott emberek p valdszintséggel halnak
meg (életkortdl fiiggetleniil) és 1 — p valdszinliséggel maradnak élet-
ben;

¢ mindenki g valdszintiséggel fert6zddik meg egy adott évben; pontosab-
ban, annak valdszintisége, hogy egy egyén x életkor €s x + dx életkor
kozott megfertézddik, g dx, ahol dx egy végteleniil kicsi id6tartam;

* a himl6t tdléls emberek életiik végéig védettek az ujabb fertézésekkel
szemben (immunizdlva vannak).

P

Legyen m(x) az x életkorban a himl&tdl eltérd okok miatt bekovetkez6 hald-
lozas: annak valdésziniisége, hogy egy egyén az x életkor és az x + dx életkor
kozotti végteleniil kicsi dx id§ alatt meghal, m(x) dx. Tekintsiik azonos év-
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ben sziiletett emberek egy Py 1étszamu csoportjat, alkalmazzuk a kovetkezd
jeloléseket:

* S(x) azon ,,fogékony” emberek szdma, akik x életkorban még életben
vannak anélkiil, hogy valaha is megfertéz6dtek volna himlével;

* R(x) azoknak az embereknek a szdma, akik x életkorban élnek, és akik
tulélték a himlét;

* P(x) = S(x) + R(x) az x életkorban €16 emberek teljes szdma.

A sziiletés az x = 0 életkornak felel meg. Tehdt S(0) = P(0) = Py és R(0) = 0.
A XVII. szazad végén Newton, Leibniz és kés6bb apja altal kifejlesztett sza-
mitdsi médszereket alkalmazva Daniel Bernoulli észrevette, hogy x és x + dx
életkor kozott (ahol dx végteleniil kicsi) minden fogékony egyénnek gdx va-
16szindisége van arra, hogy himlgvel fert6z6dik, és m(x) dx valdsziniisége van
arra, hogy mas okbdl hal meg. Tehat a fogékony emberek szamanak valtozasa
dS = —Sqdx— Sm(x)dx, ami a kovetkez6 differencidlegyenlethez vezet

ds

= qgS—m(x)S. 4.1)
Ebben az egyenletben dS/dx az S(x) fiiggvény derivéltja. Ugyanezen kis id6-
intervallum alatt a himl&ben elhunytak szdma pSqgdx, és a himl6t tilélék
szdma (1 — p) Sqdx. Tovdbbd vannak olyan emberek is, akik nem himlében
halnak meg Rm(x)dx. Ez egy masik differencidlegyenlethez vezet:

dR
= =q(l—p)S—m(x)R. 4.2)
A két egyenletet 6sszeadva kapjuk, hogy
dpP
— =—pgS— P. 4.3
2 = PasS—ml(x) (4.3)

A @.1) és {@.3) egyenletekbdl Bernoulli ki tudta mutatni, hogy az x életkorban
még fogékony emberek ardnya
S(x) 1

Po)  (I_pertp “4)

A @.4) képletet tgy kapta Bernoulli, hogy a (4.1)) és (@.3) egyenletekbdl
kifejezte az m(x) értéket:



4. fejezet 25

Atrendezés utan

P P~ dptPilp

1ds S dP S S\?
Pdx P?dx P

adédik. Eszrevehetjiik, hogy a bal oldalon szerepld kifejezés az f (x) =
S(x)/P(x) fiiggvény deriviltja, ahol f(x) a fogékony emberek ardnya az
x kortd népességben. Tehat

fl—f =—q/+pqf’. 4.5)
X

Az ilyen tipusi egyenletek megolddsa mar tobb évtizede ismert volt,
koszonhetéen Jakob Bernoulli, Daniel nagybétyja munkdssaganak. Ha
az egyenletet elosztjuk f2-tel, bevezetjiik a g(x) = 1/f(x) jelolést, akkor
azt 1atjuk, hogy dg/dx=qg— pg éshogy g(0) = 1/f(0) = 1. Bevezetve
a h(x) = g(x) — p jelolést, dh/dx = qh adédik. Igy h(x) = h(0)e?* =
(I—p)et*. Végiil g(x) = (1 —p) et +pés f(x) = 1/g(x).

Elméletének alkalmazasdhoz Bernoulli Halley élettablajat hasznalta (1asd
a[l] fejezetet). Ez a tabldzat az x-edik év elején még életben 1évS emberek szé-
mat adja meg (x = 1,2,...) a 0. évben sziiletett 1238-0s kohorszbdl. Modell-
jében azonban Bernoullinak azon emberek P(x) szdmdra volt sziiksége, akik
ténylegesen elérik az x életkort, ami némileg mas. Mivel Bernoulli — mint kor-
tarsai tobbsége — nem ismerte fel a kiillonbséget (Halley cikke valéban nem
tdl egyértelmii), megtartotta a Halley tablazatdban szerepld szamokat, kivéve
az els6 szamot, az 1238-at, amelyet 1300-ra cserélt, hogy realisztikus halan-
désagot kapjon az els6 életévben. Ezek a szdmok a tdblazat masodik
oszlopédban szerepelnek.

Bernoulli a himl6ben valé elhaldlozds valészinliségét p = 1/8 =
12,5%-nak valasztotta, ami 6sszhangban van a korabeli megfigyelésekkel. A
himl6ben valé megbetegdés éves valdszintiségét (¢) nem lehetett kozvetleniil
megbecsiilni. Ezért Bernoulli valészintileg tobbféle értéket probalt ki g-ra, és
végiil azt vélasztotta ki, amelynél a himl6 okozta haldlesetek szdma az 6sszes
alabbi szamitds utdn az 6sszes haldlesetnek koriilbeliil 1/13-a. Ezt az ardnyt
akkoriban tobb eurdpai varosban is megfigyelték. A g = 1/8/év vilasztasrdl
kideriilt, hogy jol illeszkedik, amint azt most latni fogju

A képlet és a tabldzat méasodik oszlopdban szerepls P(x) értékek se-
gitségével kiszamithatjuk az x kord fogékony emberek szamat, S(x)-et: ez a
tdblazat harmadik oszlopa a legkozelebbi egész szdmra kerekitve. A negye-

Az, hogy p és g egyenld, csak véletlen egybeesés.
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4.1. tablazat. Halley élettablaja és Bernoulli szdmitésai.

Eletkor El6k Fogékonyak Immunisak Himldhaldlozds Himld nélkiil
x  Px) S(x) R(x) P*(x)
0 1300 1300 0 17,2 1300
1 1000 896 104 12,3 1015
2 855 685 170 9,8 879
3 798 571 227 8,2 830
4 760 485 275 7,0 799
5 732 416 316 6,1 777
6 710 359 351 5,2 760
7 692 311 381 4,6 746
8 680 272 408 4,0 738
9 670 238 432 3,5 732

10 661 208 453 3,0 726
11 653 182 471 2,7 720
12 646 160 486 2,3 715
13 640 140 500 2,1 711
14 634 123 511 1,8 707
15 628 108 520 1,6 702
16 622 94 528 1,4 697
17 616 83 533 1,2 692
18 610 72 538 1,1 687
19 604 63 541 0,9 681
20 598 55 543 0,8 676
21 592 49 543 0,7 670
22 586 42 544 0,6 664
23 579 37 542 0,5 656
24 572 32 540 649
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dik oszlop a himl6t tiléls x évesek szamdt, R(x) = P(x) — S(x)-et mutatja.
Az 6todik oszlop az x életkornak megfeleld sorban a himlé okozta haldlese-
tek szdmdt mutatja az x és x + 1 életkor kozott. Elméletileg ezt a szdmot a
pq f;“ S(r)dt, integrallal kapjuk meg, de a pg[S(x) +S(x+1)]/2 képlet j6
kozelitést ad, ahogyan a[4.2] dbran l4thaté: a trapéz teriilete kozel van a gérbe

alatti teriilethez, azaz a fiiggvény integraljdhoz.

4.2. dbra. A szaggatott tra-
péz teriilete az S fliggvény
integraljat kozeliti x és x +
1 kozott.

Bernoulli észrevette, hogy az 6todik oszlopban szerepld szamok Osszege
98 himl6 okozta haldlesetet ad 24 éves kor el6tt. Ha folytatndnk a tdbldzatot
az 1d&sebb korosztalyokra, akkor a 24 éves korban még fogékony 32 ember
kozott csak harom tovabbi himld okozta halalesetet talalnank. Osszefoglalva,
1300 sziiletésbdl kiindulva 101 ember sorsa az, hogy himlében hal meg. Ez
majdnem pontosan a vart 1/13-as ardnynak felel meg.

Bernoulli ekkor azt a helyzetet vizsgalta, amikor sziiletéskor mindenkit
inokulalnak himld ellen, és az nem okoz halalesetet. A himl6t eradikalnak, és
a kérdés az, hogy megbecsiiljiik a varhat6 élettartam ndvekedését. Ugyanab-
bél a Py sziiletésszambol kiindulva nevezziik P*(x)-nek az x évesek szdmadt a
himl® elttinésének idépontjaban. Ekkor

dP*
= —m(x) P*. (4.6)
Bernoulli meg tudta mutatni, hogy
P
P = @.7)
l—p+peir

ahol P(x) a fentiek szerint az x kort népesség, amikor a himlé még jelen van.
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ValGban, a korabbiakhoz hasonléan a (4.6) és egyenletekbdl m(x)
kifejezésével Bernoulli az atrendezés utan a kovetkezSket kapta:

tar_pPar__ SP

Bevezette a h(x) = P(x)/P*(x) fiiggvényt. A (4.4) képletet haszndlva
megszorozta a szamlalot és a nevezdt e~ 9*-szel, és az

1 dh e 1*
hdx pql—p—i—pe—q"’
eredményt kapta, ami ekvivalens a % logh= % log(1—p+pe~9%) egyen-

16séggel, ahol log a természetes alapu logaritmust és nem a tizes alapu
logaritmust jelenti. Azonban #(0) = 1. Tehét h(x) =1 — p+ pe 9%,

Figyeljiik meg, hogy a P(x)/P*(x) ardny 1 — p-hez tart, ha az x életkor
elég nagy. A tabldzat hatodik oszlopa a P*(x) értéket mutatja. A P(x)
és a P*(x) osszehasonlitdsdnak egyik médja a sziiletéskor varhaté élettartam
becslése, amelynek elméleti kifejezése himlGvel egyiitt a kovetkezd:

1 =

— P(x)dx .

Py Jo
Hasonl6 kifejezés a P(x) helyett P*(x)-szel a himl6 nélkiil is érvényes. Ber-
noulli az [1P(0) + P(1) + P(2) + - --] /Py kozelits képletet haszndlta, amely a
trapézmodszer segitségével adédik (4.2] dbra). Folytatva a tdblazatot 24 éven
til egészen 84 évig (lasd [2.1] tabldzat), végiil a himl§ jelenlétében vérhato
élettartam E értékét [1 x 13004 1000+ - - - +20] /1300 ~ 26,57 évnek, azaz
26 évnek és 7 hénapnak kapta. Himl6 nélkiil a varhat6 élettartam E* értéke
[5x 130041015+ --+23]/1300 a2 29,65 év, azaz 29 év és 8 hénap. A szii-
letéskori inokulécié tobb mint hdrom évvel ndvelné a varhaté élettartamot.

Megallapithatjuk, hogy a Bernoulli altal hasznaltnal 1étezik egy egy-
szerlibb és gyorsabb médszer, hogy megkapjuk ezeket a képleteket. Az
S(x)-re vonatkoz6 differencidlegyenletbl kiindulva el8szor is azt
latjuk, hogy

S(x) = Pye " exp (— /0 ") dy> .

Ezt a kifejezést az R(x)-re vonatkozé (4.2) egyenletben haszndlva azt
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taldljuk, hogy
X
RO =1 p) (1= #exp (= [miar)
A P*(x)-re vonatkoz6 (4.6) egyenlet szerint

P*(x) = Pyexp ( [ mo dy) . “8)

A (4.4) és (.7) képletek azonnal kovetkeznek!

Természetesen a himlé kevésbé virulens torzsével val6 inokuldcié nem
teljesen biztonsdgos. Ha p’ annak a valGsziniisége, hogy valaki kdzvetleniil
az inokuldcié utdn meghal himlében (p’ < p), akkor a vdrhat6 élettartam
(1 — p')E* lenne, ha mindenki sziiletéskor 4tesne az inokuldcién. Ez a vér-
haté élettartam magasabb marad, mint a természetes varhat6 élettartam E, ha
p' < 1—E/E* vagy kériilbeliil 11%. A p’-re vonatkozé adatokat akkoriban
nehéz volt megszerezni. Bernoulli azonban tgy becsiilte, hogy a p’ kocka-
zat kisebb, mint 1%. Szdmdra nem volt kétséges: az inokul4cidt az dllamnak
tdmogatnia kell. Kovetkeztetése szerint:

»~Bgyszerlen csak azt kivanom, hogy egy olyan kérdésben, amely
ilyen szorosan érinti az emberi faj jOlétét, ne sziilessen dontés
mindazon tudds nélkiil, amelyet egy kis analizis és szdmitas nyujt-
hat.”

Bernoulli munk4jat 1760 4prilisdban mutatta be a périzsi Tudoményos
Akadémidn. Novemberben d’ Alembert bemutatta A valdsziniiségelméletnek
a himlé elleni inokuldciora valo alkalmazdsdrol cimt kommentarjat. A kom-
mentdr nem sokkal késobb megjelent az Opuscules mathématiques masodik
kotetében, részletesebb szamitdsokkal és egy masik, Az inokuldcio matema-
tikai elmélete cimli munkdjaval egyiitt. D’ Alembert birdlta Bernoulli felté-
telezéseit, miszerint a fert6zés valdszintisége és a himlében val6 elhaldlozas
valoszintisége fiiggetlen az életkort6l. Mds megoldast javasolt, amely nem
igényli ezeket a feltevéseket. Jelolje v(x) a himl§ okozta haldlozdst x élet-
korban, m(x) az egyéb okok miatti haldlozdst és P(x) a még életben 1évSk
szamat, igy

dP
—= v(x)P—m(x)P. 4.9)

Osszehasonlitva a (4.3) egyenlettel lathatjuk, hogy v(x) = pgS(x)/P(x). Igy
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azt kapjuk, hogy
P*(x) = P(x) exp < /O V() dy> , (4.10)

ahol P*(x) az x életkord emberek szamat jeloli, amikor a himl§ elttint a popu-
laciébol.

4.3. ébra.
D’Alembert (1717-1783)

Val6ban, vagy behelyettesithetjiik az m(x) fiiggvényt az és (4.9)
egyenletekbe, vagy alkalmazzuk a képletet P*(x)-re, és észreve-
hetjiik, hogy megoldésa a kovetkezSképpen adddik:

P =roexp (- [ D0)+moay).

A d’Alembert dltal megadott (#.10) képlet nem mond ellent Bernoulli
-es képletének, csak mds tipust informdciét hasznal v(x)-re, amely akko-
riban nem allt rendelkezésre, mivel a halotti anyakonyvek a haldl okat tartal-
maztdk, de az dldozat életkordt nem. D’ Alembert Ggy vélte, hogy val6éjaban
nem lehet kovetkeztetni arra, hogy az inokulacié hasznos-e, amig ilyen tipusi
adatok nem allnak rendelkezésre.

D’ Alembert kritizélta a varhaté élettartam mint dontési kritérium hasz-
nossagét is, mivel az minden évnek ugyanolyan sulyt ad, akér a kozeli, akar
a tavoli jovében van. Megjegyezte, hogy az egyén vagy az dllam szempont-
jabdl nem minden évnek van ugyanolyan ,,hasznossaga”, a fiatal és az id6s
életkor kevésbé értékes, mint az atlagos életkor. Mindezen kritikak ellenére
d’ Alembert az inokuldcié mellett foglalt allast.

A publikicié késedelme miatt Bernoulli munkdja csak 1766-ban jelent
meg, mig d’Alembert-nek sikeriilt nagyon gyorsan kiadnia sajat munk4jat.
Bernoulli Eulernek irt levelében fejezte ki kesertiségét:
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,,Mit sz6l a nagy d’ Alembert hatalmas kozhelyeihez a valészind-
ségekrol: mivel til gyakran érzem magam igazsagtalanul kezelve
a publikdcidiban, mar egy ideje elhatdroztam, hogy nem olvasok
tobbé semmit, ami az 6 tolldbdl szdrmazik. Ezt a dontést egy
inokuldcidrol sz616 kézirat kapcsan hoztam, amelyet nyolc évvel
ezel6tt kiildtem el a parizsi Akadémidnak, és amelyet az elemzés
Ujszerlisége miatt nagyra értékeltek. Merem éllitani, hogy olyan
volt, mintha egy j tartomdnyt épitettek volna be a matematika
testébe. Ugy tiinik, hogy ennek az tij analizisnek a sikere szivfaj-
dalmat okozott neki. Ezerféleképpen kritizélta azt, mind egyfor-
man nevetséges, és miutan jol megkritizaltik, Ggy tesz, mintha &
lenne az elsé szerzdje egy olyan elméletnek, amelyrdl éppen csak
hallott. O azonban tudta, hogy kéziratom csak mintegy hét-nyolc
év miilva jelenhet meg. Csak az Akadémia tagjaként lehetett tu-
domadsa réla. Ebbdl a szempontbdl a kéziratomnak szentnek kel-
lett volna maradnia, amig nyilvdnossdgra nem hozzdk. Dolus an
virtus quis in hoste requirat?’ﬂ

Bernoulli és d’Alembert munkai ellenére az inokuldciét nem végezték
széles korben Franciaorszagban. XV. Lajos kirdly 1774-ben himl6ben halt
meg. Az udvari orvosok nem sokkal késébb beoltottdk a kirdlyi csalad tob-
bi tagjat. A probléma akkor vesztette el jelentségét, amikor Edward Jenner
felfedezte, hogy a tehénhimld elleni inokuldcié (,,vakcindzas”) véd a him-
16 ellen, és biztonsdgos. A Variola vaccina okainak és hatdsainak vizsgdlata
cim@i munk4jit 1798-ban adtdk ki. A védGoltds gyorsan elterjedt egész Eu-
ropdban. Mindazondltal a varhat6 élettartam egy haldlok megsz(inése miatti
novekedésének kiszamitisara kidolgozott médszereket ma is hasznaljak.

A kovetkezo évtizedekben elérhetévé valtak a himl6ben meghaltak élet-
koréara vonatkoz6 adatok. A problémat midenekel6tt a kovetkezSk vizsgaltak
a késdbbiekben:

¢ Johann Heinrich Lambert, a berlini akadémia matematikusa 1772-ben;

« Emmanuel-Etienne Duvillard, aki akkoriban a périzsi beliigyminisz-
tériumban a népességstatisztikaért felelt, az Elemzés és tdbldzatok a
himldnek az egyes életkorokban bekovetkezd haldlozdsra gyakorolt ha-
tdsdrol ciml munkdjaban (1806);

* Pierre-Simon Laplace A valdsziniiség analitikus elmélete ciml mivé-
ben (1812).

2 Csel vagy férfierd, ellenségnél ki keresné?” Vergilius: Aeneis, II. ének, Lakatos Istvan for-
ditasa.
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Duvillard és Laplace példaul megmutatta, hogyan lehet médositani a (4.7))
képletet, ha a p és g paraméterek az életkortdl fiiggenek:

i P(x)
Pix) = 1— (* ~a@dz gy
Jor(a(y)e y

Itt p(x) annak a val6szintisége, hogy x életkorban megfert§zGdve himlGben
halunk meg, ¢(x) pedig annak a valdszintisége, hogy x életkorban himlGvel
fert6z6diink.

A himlével kapcsolatos munkdja utdn Daniel Bernoulli nem foglalkozott
mads populdciddinamikai problémaval. Bazelben halt meg 1782-ben. D’ Alem-

s 2z

bert egy évvel késébb halt meg Périzsban.
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5. fejezet

Malthus és a mértani novekedés akadalyai (1798)

( Malthus 1798-ban adta ki Tanulmdny a népesedés torvényérdl cimd ira- R
sat, amelyben azt allitotta, hogy az élelmiszerellatds nem tudja hosszu
ideig kovetni az emberi népesség természetes tendencidjat, az exponen-
cidlis novekedést. Ha a népesség viszonylag dllandé maradt, az azért
volt, mert az emberiség nagy része élelmiszerhidnyban szenvedett. Mal-
thus a ,,népesedési elvet” Godwin és Condorcet irdsaival szembeni érv-
nek tekintette, amelyek az emberi tdrsadalmak fejlédését hangsilyoz-
tdk. Malthus esszéje befolydsolta Darwin és Wallace evolicidelméletét,
Marx pedig kritizalta, de a kinai egykepolitikdval a gyakorlatban is meg-

\_ valGsult. P,

Thomas Robert Malthus 1766-ban sziiletett London kozelében, hét gyer-
mek koziil hatodikként. Els6 tandra apja volt, Jean-Jacques Rousseau ba-
ritja és csodéléja. A fiatal Malthus 1784-ben kezdett matematikdt tanulni
a Cambridge-i Egyetemen. Diplomajat 1791-ben szerezte meg, 1793-ban a
Jesus College 6sztondijasa, 1797-ben pedig anglikan pap lett.

5.1. é4bra.
Malthus (1766-1834)

1798-ban Malthus névteleniil publikalt egy konyvet Tanulmdny a népese-
dés torvényérdl, ahogyan az hatdst gyakorol a tdrsadalom jovendd tokélete-
sedésére, megjegyzések Godwin, M. Condorcet és mds szerzok spekuldcioirol
cimmel. A mli Godwin Vizsgdlat a politikai igazsdgossdgrol (1793) és Con-
dorcet Az emberi szellem fejlddésének vdzlatos torténete (1794) cimli miive
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ellenében sziiletett. A francia forradalom &ltal a haladas nevében elkovetett
borzalmak ellenére a két szerz§ azt allitotta, hogy a tarsadalom fejlédése elke-
riilhetetlen. Malthus nem osztotta ezt az optimizmust. O is azzal érvelt, hogy
az angol szegénytorvények, amelyek a szegény, sokgyermekes csalddokat se-
gitették, a népesség novekedésének kedveztek anélkiil, hogy az élelmiszer-
termelés hasonlé mértékii novekedését osztonozték volna. Ugy tiint szamara,
hogy ezek a torvények nem igazan segitették a szegényeket, éppen ellenkez6-
leg. Altaldnosabban sz6lva, mivel a népesség jellemzden mindig gyorsabban
ndtt, mint az élelmiszer-termelés, Ggy tlint, hogy a tdrsadalom egy része nyo-
morra, éhezésre és jarvanyokra van itélve: ezek azok a csapdsok, amelyek
lassitjdk a népesség novekedését, €s amelyek Malthus véleménye szerint a
tarsadalom fejlédésének legfébb akadalyai. A fejlédést igérd elméletek mind
csak utdpidk. Ezek a gondolatok vezették Malthust arra, hogy 1798-ban kiad-
ja konyvét. Téziseit igy foglalta 6ssze:

[...] ,,a népesség ereje végteleniil nagyobb, mint a foldben 1é-
v6 erd, amely képes megélhetést biztositani az ember szdmadra.
A népesség, ha nem fékezziik, mértani ardnyban novekszik. A
megélhetés csak szdmtani ardnyban novekszik. A szamok isme-
rete megmutatja, hogy az elsé hatalom milyen hatalmas a ma-
sodikhoz képest. Természetiink azon torvénye alapjan, amely az
ember életéhez a tapldlékot teszi sziikségessé, e két egyenlStlen
erd hatdsat egyenlGen kell tartani. Ez a népességnek a megélhe-
tés nehézségeibdl fakadé erds €s dllandéan miikodd fékét jelenti.
Ennek a nehézségnek valahol kell jelentkeznie; és sziikségszert-
en az emberiség nagy része silyosan meg kell, hogy érezze.”

Malthus konyve nagyon sikeres volt. Kevés adatot tartalmazott. Malthus pél-
ddul észrevette, hogy az USA népessége a tizennyolcadik szdzadban huszontt
évenként megdupldzddott. Nem igazdn probalta meg téziseit matematikai mo-
dellekbe éatiiltetni, de kikdvezte az utat Adolphe Quetelet és Pierre-Francois
Verhulst késébbi munkadi elétt, amelyekrdl a kdvetkezd fejezetben lesz sz6.
Konyve megjelenése utdn Malthus bardtaival el6szor Németorszdgba,
Skandindvidba és Oroszorszagba, majd Franciaorsziagba és Svéjcba utazott.
Az utazdsai sordn Osszegy(jtott informéciokat 6sszegytjtve 1803-ban sajit
neve alatt egy igencsak kibgvitett masodik kiadast jelentetett meg, mas alcim-
mel: Tanulmdny a népesedés torvényérdl, vagy annak az emberi boldogsdgra
gyakorolt miiltbeli és jelenlegi hatdsainak dttekintése, valamint a népesség dl-
tal eldidézett bajok jovébeni megsziintetésére vagy enyhitésére vonatkozo ki-
ldtdsaink vizsgdlata. Ez az Gj kiadas részletesen targyalta a kiillonb6z6 orsza-

2 2zt

gokban a népességndvekedés akaddlyait: a késdi hazassagkotést, az abortuszt,
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a gyermekgyilkossdgot, az éhinséget, a habortt, a jarvanyokat, a gazdasagi
tényezdket. .. Malthus ugy vélte, a késbi hazassagkotés a legjobb lehetdség
a népesség stabilizdlasara. A konyv négy tovabbi kiadasa jelent meg 1806-
ban, 1807-ben, 1817-ben és 1826-ban. 1805-ben Malthus a torténelem és a
politikai gazdasdgtan professzora lett egy uj iskoldban, amelyet a Nyugat-
indiai Tarsasdg hozott 1étre alkalmazottai szdmara. Megjelentette A bérleti
dij természetének és fejlédésének vizsgdlata (1815) és A politikai gazdasdg-
tan alapelvei (1820) ciml munkait is. Malthust 1819-ben a Kirdlyi Tarsasag
tagjava valasztottdk. 1834-ben a Statisztikai Tarsasag egyik alapité tagja volt.
Ugyanebben az évben halt meg Bath kozelében.

Malthus munkdssdga nagy hatdssal volt az evoliciéelmélet kialakuldséra.
Charles Darwin a Beagle fedélzetén tett dtjar6l visszatérve 1838-ban elolvas-
ta Malthus népességrol szol6 konyvét. Az aldbbiakat irta az 1859-ben meg-
jelent A fajok eredete a természetes kivdlasztds utjdn cimi hires konyvének
bevezetdjében:

A kovetkezo fejezet a 1étért folyo kiizdelmet vizsgélja, amely a
vilag minden él61ényét érinti, és kikeriilhetetlen kovetkezménye
annak, hogy mértani haladvany szerint szaporodnak. Ez Malthus
tanitdsa, alkalmazva az egész dllati és novényi vildgra.”

Alfred Russel Wallace, aki Darwinnal egy id6ben dolgozta ki az evolicié
elméletét, szintén azt mondta, hogy az § 6tletei Malthus konyvének elolvasdsa
utén sziilettek.

Ezzel szemben all Karl Marx alldspontja Malthus konyvének sikerérdl,
amint az a Téke egyik ldbjegyzetében olvashato:

,Ha az olvas6 Malthusra emlékeztetne, akinek »Essay on Popu-
lation«-ja 1798-ban jelent meg, akkor én arra emlékeztetem, hogy
ez az irés elsd formdjdban nem mads, mint iskoldsan feliiletes és
paposan fellengés plagium Defoe, Sir James Steuart, Townsend,
Franklin, Wallace stb. miiveibdl, és egyetlenegy 6nallé tételt sem
tartalmaz. Az a nagy feltlinés, amelyet e ropirat keltett, csupan
partérdekekbdl fakadt. A francia forradalom a brit kirdlysdgban
szenvedélyes védelmezdkre taldlt; a »népesedési elvet«, amelyet
a XVIII. szdzadban fokrdl fokra dolgoztak ki, majd egy nagy
tarsadalmi valsdg kozepette sippaldobbal Condorcet és masok
tanainak biztos ellenmérgévé nyilvanitottak, az angol oligarchia
ujjongva koszontotte, mint az emberi tovabbfejlédésre iranyuld
vagyak nagy kioltéjat. Malthus, aki nagyon csoddlkozott sike-
rén, ezutdn hozzdlatott, hogy a régi sémat megtomje feliiletesen
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Osszeszedett anyaggal, és 4j, de nem Malthus altal felfedezett,
hanem 4ltala csak birtokba vett dolgokat tegyen hozza.”

Malthus tézisei természetesen nem voltak teljesen Gjak. Példaul azt a gondo-
latot, hogy a népesség mértani novekedésre hajlamos{ﬂ gyakran neki tulajdo-
nitjak, noha a[3] fejezetben lttuk, hogy ezt a gondolatot mar fél évszazaddal
kordbban Euler is ismerte. Malthus azonban azzal adott neki nyilvdnossa-
got, hogy polemikus médon valédi jogalkotasi problémékhoz kototte. Ironi-
kus médon Malthusnak a sziiletések korlatozasara vonatkozé javaslata éppen
a kommunista Kindban taldlta meg a legldtvanyosabb alkalmazasat (14sd a
5] fejezetet).
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6. fejezet

Verhulst és a logisztikus egyenlet (1838)

Verhulst belga matematikus 1838-ban vezette be a logisztikus egyenle-
tet, amely az exponencidlis ndvekedés egyenletének egyfajta dltaldno-
sitdsa, de a népesség maximalis értékével. Az ismeretlen paraméterek
becsléséhez tobb orszag, elsésorban Belgium adatait hasznélta fel. Ver-
hulst munk4jat csak az 1920-as években fedezték fel djra.

Pierre-Francois Verhulst 1804-ben sziiletett Briisszelben. A genti egye-
temen szerzett matematikabol doktoratust 1825-ben. A politika is érdekelte.
Miko6zben Olaszorszagban tartézkodott, hogy megfékezze tuberkuldzisat, si-
kerteleniil érvelt a Pépai Allam alkotménya mellett. Az 1830-as forradalom
és Belgium fiiggetlenségének kivivasa utdn torténelmi esszét publikalt egy
XVIII. sz4zadi hazafirdl. 1835-ben az Gjonnan létrehozott briisszeli Szabad-
egyetem matematikaprofesszora lett.

6.1. abra.
Verhulst (1804-1849)

Ugyanebben az évben, 1835-ben honfitarsa, Adolphe Quetelet statisztikus
és a briisszeli csillagvizsgalé igazgatéja megjelentette Ertekezés az emberrdl
és képességeinek fejlodésérol ciml miivét. Quetelet azt allitotta, hogy a né-
pesség hosszi id6n keresztiil nem novekedhet geometrikusan, mert a Malthus
altal emlitett akadalyok egyfajta ellendllast képeznek, amely szerinte (a me-
chanika analdgidjara) ardnyos a népességnovekedés sebességének négyzeté-
vel. Ennek az anal6gidnak nem volt valds alapja, de Verhulstét megihlette.
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Verhulst 1838-ban valéban kiadott egy mtivet Jegyzet a népességnoveke-
dés tirvényérél cimmel. Tme néhény részlet:

»Tudjuk, hogy a hires Malthus kimutatta azt az elvet, hogy az
emberi népesség geometrikusan novekszik, és egy bizonyos idé
utdn, példaul huszonot évenként megdupldzodik. Ez a tétel vitat-
hatatlan, ha eltekintiink att6l, hogy egyre nehezebb élelmet talal-
ni. [...] A népesség virtudlis novekedését tehdt az orszdg mérete
és termékenysége korlatozza. Ennek eredményeként a népesség
egyre kozelebb keriil egy egyensiilyi allapothoz.”

Verhulst valészindleg rajott, hogy Quetelet mechanikai analégidja nem éssze-
r, és helyette a kovetkez6 (még mindig kissé onkényes) differencidlegyenle-
tet javasolta a P(r) populdcidra a r idGpontban:

@ _p (1—P). 6.1)

Ha a P(¢) populéci6 kicsi a K paraméterhez képest, akkor a ‘fl—f ~ r P kozelitd
egyenletet kapjuk, amelynek megoldédsa P(r) ~ P(0)e"’, azaz exponencidlis
n'c)vekedésﬂ A novekedési iitem csokken, ahogy P(r) kozeledik K-hoz. Még
negativva is vdlna, ha P(r) meghaladnd a K értéket. A egyenlet megol-
désanak pontos kifejezéséhez tigy jarhatunk el, mint Daniel Bernoulli a (#.5))
egyenlet esetében.

Haa egyenletet elosztjuk P>-tel és bevezetjiik a p = 1/P jelolést,
akkor azt kapjuk, hogy dp/dt = —rp+r/K. Ha ¢ = p — 1/K, akkor
dgq/dt = —rq és q(t) = q(0)e " = (1/P(0) — 1/K) e "". Tehat meg-
kaphatjuk a p(¢) és P(t) értékeket.

Végiil atrendezés utan a

P(0)e"

PO =3 +P(0)(e" —1)/K

(6.2)

képletet kapjuk. A teljes populacié fokozatosan novekszik a r = 0 idGpontban
felvett P(0) értéktdl a K hatdrértékig, amelyet csak akkor ériink el, ha t — +o0
dbra). Anélkiil, hogy megadta volna az ismeretlen r és K paraméterek
értékeit, Verhulst 6sszehasonlitotta eredményét Franciaorszag 1817 és 1831

A diszkrét idejii modellekben 4ltaldban geometriai novekedésrdl, a folytonos idejti model-
lekben pedig exponencialis novekedésrdl beszéliink, de ez 1ényegében ugyanaz.
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6.2. dbra. Belgium lakos-

sdga (millié) és a logisz- 37

tikus gorbe. Az adatpon- 2

tok az 1815-6s, 1830-as és 14

1845-6s éveknek felelnek o . . . . . :
meg. A paraméterek értékei 1700 1750 1800 1850 1900 1950 2000

az 1845-0s cikk értékei.

kozotti, Belgium 1815 és 1833 kozotti, az angliai Essex megye 1811 és 1831
kozotti, valamint Oroszorszag 1796 és 1827 kozotti népességére vonatkozé
adatokkal. Az illeszkedés elég jonak bizonyult.

1840-ben Verhulst a briisszeli Kirdlyi Katonai Iskola professzora lett. A
kovetkezd évben publikdlta Elemi értekezés az elliptikus fiiggvényekrdl cim(
munkdjét, és a Belga Kirdlyi Akadémia tagjavd valasztottak. 1845-ben foly-
tatta népesedési tanulmanyait egy Matematikai vizsgdloddsok a népességno-
vekedés torvényérdl cimi cikkel. El6szor Malthus megjegyzésére tért vissza,
amely szerint az USA népessége 25 évente megdupldzédott (6.1] tabldzat).

6.1. tdbldzat. Az USA lakossdgédnak hi-

év népesség év népesség
vatalos népszamléldsa.

1790 3929827 1820 9638131
1800 5305925 1830 12866020
1810 7239814 1840 17062566

Ha kiszamitjuk az n + 10-edik év népessége és az n-edik év népessége
kozotti ardnyt, akkor az 1,350, 1,364, 1,331, 1,335 és 1,326 értékeket ka-
punk, ami kozel dllandé. A népesség tehat atlagosan 10 évente 1,34-szeresére,
25 évente pedig 1,34%5/10 ~ 2 08-szorosdra nétt. Tehdt Malthus esszéje Ota,
vagyis majdnem fél évszazad alatt, 25 évente folyamatosan megdupldzddott.
Verhulst azonban megjegyezte:

»Nem ragaszkodunk a geometriai fejlédés hipotéziséhez, mivel
az csak nagyon kiilonleges koriilmények kozott érvényesiilhet;
példaul amikor egy szinte korlatlan méretdi, termékeny teriile-
tet torténetesen fejlett civilizacidval rendelkezd emberek laknak,
mint az els6 amerikai gyarmatok esetében.”
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Verhulst cikkében szintén visszatért a (6.I) egyenlethez, amelyet
wlogisztikus”-nak nevezett el. Megfigyelte, hogy a P(r) gorbe pozitiv gorbii-
lettel novekszik (konvex), amig P(7) < K/2, majd tovdbb novekszik K felé,
de negativ gorbiilettel (konkév), amint P(z) > K/2. A gorbe alakja tehdt egy
torzitott S betll abra).

Val6jaban
d*p dP
—=r(1-2P/K)—.
dr? r /K) dt

Tehdt ©2 > 0,ha P < K/2és £F < 0,ha P> K/2.

Verhulst azt is elmagyardzta, hogy az r és K paraméterek hogyan becsiil-
het8k meg a P(¢) populdciénak hdrom kiilonb6z3 évben tekintett nagysagabdl
abban az esetben, ha a kozéps6 év egyenld tavolsagra van az elsé és az utol-
s évtol. Ha Py a t = 0 id6pontban, Py at = T id6pontban és P, at =2T
idépontban 1évE populécid, akkor a (6.2)) egyenletbdl kiindulva hosszadalmas
szamitassal

PoPL+PPh—2PP _ 1 [l/P()—l/K]

= s y= —
P2 pp T C|1/P—1/K

adodik. Az 1815-0s, 1830-as és 1845-0s belga népességre vonatkozé becslé-
seket
(3,627, 4,247 és 4,801 milli6) felhaszndlva a kdvetkezd eredményeket kapta:
K = 6,584 milli6 és r = 2,62% évente. Ezutdn a (6.2)) egyenlet segitségével
meg tudta josolni, hogy Belgium lakossdga 1851 elején 4,998 milli6, 1900
elején pedig 6,064 millié lesz (6.2} dbra). Verhulst hasonl6 tanulményt készi-
tett Franciaorszagra vonatkozoan. Ebben az esetben a kovetkez6 eredménye-
ket kapta: K = 39,685 milli6 és r = 3,2% évente. Mivel Belgium és Francia-
orszag népessége id6kozben nagymértékben meghaladta ezeket a K értéke-
ket, lathatjuk, hogy a logisztikus egyenlet csak néhany évtizedes idészakokra
lehet realisztikus modell, mint Verhulst 1838-as cikkében, de hosszabb id3-
szakokra nem.

1847-ben jelent meg a Mdsodik vizsgdlat a népességnovekedés torvényé-
rél, amelyben Verhulst feladta a logisztikus egyenletet, és helyette a

dP
—-=r(1=P/K)

alakban felirhat6 differencidlegyenletet vélasztotta. Ugy gondolta, hogy ez
az egyenlet akkor érvényes, ha a P(t) népesség egy bizonyos kiiszobérték
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felett van. Az egyenlet megolddsa P(t) = K + (P(0) — K)e~""/K. Verhulst
ugyanazokat a demografiai adatokat felhasznalva Belgiumra vonatkozdan 4j-
bdl megbecsiilte az r és K paramétereket. Ezittal K = 9,4 milliénak talédlta
a maximalis népességszdmot. Latjuk, hogy az eredmény mennyire fiigghet a
modell megvélasztasatol!

Verhulst 1848-ban a Belga Kirdlyi Akadémia elnoke lett, a kovetkezd év-
ben azonban Briisszelben meghalt, val6szintileg tuberkulézisban. Annak elle-
nére, hogy Verhulst hezitalt a modellegyenletek kozott, a logisztikus egyenle-
tet tobb évtizeddel kés6bb egymastdl fiiggetleniil kiillonboz6 személyek djra
bevezették. Robertson 1908-ban az dllatok, novények, emberek és testi szer-
vek egyedi novekedésének modellezésére haszndlta. McKendrick és Kesava
Pai 1911-ben a mikroorganizmusok populaciéinak novekedésére hasznilta.
Pearl és Reed 1920-ban az USA népességének lassulni kezdd novekedésére
alkalmazta. Pearl végiil 1922-ben figyelt fel Verhulst munkdjara. Ett6l kezdve
a logisztikus egyenlet szamos munkat inspirdlt (14sd a[I3], 20] és 24] fejeze-
teket). A K maximélis populdcié végiil ,.eltartoképesség’néven valt ismertté.
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7. fejezet

Bienaymé, Cournot és a csaladnevek kihalasa
(1845-1847)

( Bienaymé francia statisztikus 1845-ben rdjott, hogyan lehet kiszamita- R
ni egy csalddnév kihaldsanak val6szintiségét, ha minden egyes férfinak
adott valészintiségi eloszlast kovetd szamii fia van. Ha a fidk atlagos sza-
ma kisebb vagy egyenld, mint egy, akkor a csaladnév kihal. Ha az étlag
nagyobb, mint egy, akkor a kihaldsi valésziniiség szigorian kisebb, mint
egy. Eredményének bizonyitasa két évvel késdbb jelent meg egy konyv-
ben, amelyet bardtja, Cournot irt. Ezeket a miiveket csak a kozelmultban
fedezték fel wjra.

- J

Irénée Jules Bienaymé 1796-ban sziiletett Périzsban. Az Ecole Polytech-
nique-en tanult, majd a Pénziigyminisztériumban futott be karriert, és ma-
gas beosztasba keriilt, mint f6feliigyel6. A Laplace altal irt A valdsziniiség
analitikus elmélete cimi konyv hatdsdra Bienaymé arra is taldlt id6t, hogy
cikkeket publikdljon a valdszinliségelmélet szdmos alkalmazdsardl, példaul
a demografiai és orvosi statisztikakrél (csecsembhalanddsag, sziiletések sza-
ma, varhat6 élettartam), az igazsdgszolgéltatds hibdinak valdszintiségérdl, a

-----

7.1. abra.
Bienaymé (1796-1878)
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1845-ben Bienaymé irt egy rovid jegyzetet A szaporodds torvényérdl és a
csalddok idétartamdrol cimmel, amely a parizsi Société Philomatique bulle-
tinjében jelent meg. A témaro6l kordbban mar tobb szerz6 is irt. Az Egy esszé
a népesség elvérdl (1803) masodik kiaddsdba Malthus felvett egy fejezetet
Svéjc népességérdl, és megjegyezte, hogy

,Bern varosdban 1583-t61 1654-ig az uralkod6 tanics 487 csalé-
dot vett fel a polgarsdgba, amelybdl két évszazad alatt 379 csalad
kihalt, és 1783-ban mar csak 108 maradt meg belSlik.”

Thomas Doubleday 1842-ben altaldnosabban azt allitotta, hogy a nemesi vagy
polgéri felsébb osztilybeli csalddok nagyobb mértékben hajlamosak eltlin-
ni, mint az alsébb osztalybeli csalddok. Hasonlé gondolatokat fogalmazott
meg Franciaorszdgban Emile Littré 1844-ben Auguste Comte pozitivista fi-
lozéfidjahoz irt bevezetd szovegében, valamint Benoiston de Chateauneuf —
Bienaymé baratja —, aki 1845-ben A nemesi csalddok fennmaraddsdnak ido-
tartamdrol Franciaorszdgban cimi esszét publikalta.

Bienaymé ebben az 6sszefiiggésben probalta megmagyardzni, hogyan le-
hetséges, hogy egy orszdg népessége geometrikusan novekszik, mikoézben
szdmos csaldd eltlinik. A probléma megolddsdhoz azt az egyszeriisitett esetet
vizsgélta, amikor minden férfinak azonos valdszintiséggel 0,1,2,3,... fel-
néttkoriva vald fia sziiletik. Pontosabban azt a kérdést tette fel maganak,
hogy mekkora a valdszinfisége annak, hogy egy embernek lesz a nevét vi-
sel6 utédja n generdcid utan. Ha a fitik atlagos szdma kisebb, mint egy, akkor
vildgos, hogy ennek a valdszinfiségnek nulldhoz kell tartania, amint n tart
a végtelenbe. Bienaymé észrevette, hogy ugyanez a kovetkeztetés akkor is
igaz mara ha a fiuk atlagos szdma pontosan egy, példaul ha 1/2 a val6-
szinlisége annak, hogy nincs fid, és 1/2 annak, hogy két fid van. Ebben az
esetben azonban annak a valdszinlisége, hogy valakinek van utédja az n-edik
generdcidban, lassabban tart a nulldhoz: a példdban 35 generdcid utdn, azaz
tizenegy vagy tizenkét évszdzad utdn, ha szdzadonként harom generacié van,
még mindig 5% lenn Bienaymé végiil észrevette, hogy ha a fiigyermekek
atlagos szdma nagyobb, mint egy, a csalddvonal kihaldsa nem biztos: ennek
valdszinfisége kiszamithaté néhany algebrai egyenlet megolddsaval.

Bienaymé cikke nem tartalmazott tobb magyardzatot. Baratja, Antoine-
Augustin Cournot matematikus és kdzgazdasz 1847-ben Az algebra és a geo-
metria kozotti megfelelés eredetérdl és korldtairol ciml konyvében kozolt
néhany részletet. A problémat egy szerencsejaték formajdban mutatta be, de

IKivéve, ha minden férfinak pontosan egy fia van
2Amint aldbb latni fogjuk, ez a valészintiség egyenls 1 —x3s-tel, ha x,1 = 1 + 1 x,2 és
x0 =0.
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elismerte, hogy az azonos Bienaymé tanulmanyéval a csalddnevek kihaldsa-
r6l. Ha megtartjuk a csalddnevek szerinti értelmezést, Cournot elészor azt
a specidlis esetet vizsgalta, amikor a férfiaknak legfeljebb két fiuk van, po,
p1 és py pedig a 0, 1 vagy 2 fiu sziiletésének valdszintisége. Természetesen
po—+ p1+ p2 = 1. Egy 6sbdl kiindulva a kihalas valdszintisége egyetlen gene-
racié utdn, nevezziik x;-nek, nyilvanvaléan egyenld po-val. A két generacion
beliili kihalds valészintisége xo = po + p1x1 + p2 x2: vagy a csaldd mar az
els6 generdcidban kihalt (valésziniisége pg), vagy az elsé generdcidéban csak
egy fid volt, akinek nem volt férfi utéda (valésziniisége p;xp), vagy az elsd
generdcidban két fit volt, és egyiknek sem volt férfi utédja (valdszintisége
p2x12). Altaldnosabban, az n generécién beliili kihalds valészintisége

Xy = Po+ P1Xn—1+pa (xa_1)*.

Val6ban, ha példaul az elsd generdciéban két fid van (ennek valdsziniisége
P2), akkor a csaldd n — 1 generdcidval késdbb (azaz az n-edik generdcidéban)
(x,_1)? valészintiséggel fog kihalni. Cournot észrevette, hogy x, egy novek-
v6 sorozat, amelyre x, < 1 minden n esetén. Tehét x,-nek van egy x. < 1
hatarértéke, amely az

X=po+pix+prx’

egyenlet megolddsa. Ha p; = 1 — pg — p»-t haszndljuk, akkor ez az egyenlet
ekvivalens a 0 = pp(x — 1)(x — po/p2) egyenlettel. Tehat két gyok van: x = 1
és
x = po/p2.

Harom esetet kiilonboztethetiink meg a p; +2p, atlagos fiiszamtdl fiiggden,
amely szintén egyenld 1 — po + p2-vel, és amelyet Zp-nak fogunk nevezni.
Ha % < 1, akkor po/pa > 1. Tehét x = 1 az x.. hatrérték egyetlen lehetséges
értéke. A csaladnév biztosan kihal. Ha % = 1, akkor mindkét gyok egyenld
1-gyel, és a kovetkeztetés is ugyanaz. Ha %y > 1, akkor Cournot azt allitotta,
hogy x.-nek egyenl6nek kell lennie a mésodik gydkkel, po/p2-vel, mivel a
kihalasi val6szintiségnek nyilvanvaléan 0-nak kell lennie abban a specidlis
esetben, amikor py = 0.

Cournot réviden megemlitette azt az dltaldnosabb esetet, amikor a férfi-
aknak legfeljebb m fia lehet pg, p1,..., pm valoszinliséggel. A kovetkeztetés
ugyanugy attdl fiigg, hogy a fidk atlagos szdma,

Ko =p1+2p2+---+mpp,
1-nél kisebb vagy nagyobb. Az x..-re vonatkoz6 egyenletnek, vagyis az

xX=po+pix+---+pux",
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egyenletnek x = 1 mindig gyoke. Csak egy masik pozitiv gyoke van, ez adja
meg az X.. kihaldsi valészintiséget, ha Zy > 1.

Sajnos Bienaymé cikke, illetve a néhany oldal Cournot konyvében akko-
riban teljesen észrevétlen maradt. A cikkre csak az 1970-es években figyeltek
fel, a konyv lapjaira pedig tovabbi hisz évvel késébb! Id6kdzben a problémat
és annak megolddsat masok is djra felfedezték, és a téma jelentGsen fejlodott.
Erre még visszatériink a[9],[T7] és[I8] fejezetekben.

Bienaymé az 1848-as forradalom utan kénytelen volt felmondani a Pénz-
igyminisztériumban betoltott alldsat. A pdrizsi egyetem valdszintiségelmé-
leti tanszékét, amelyre minden bizonnyal 6 volt a legjobb jelolt, szintén va-
laki méas kapta meg. Ennek ellenére Bienaymé 1850 utdn ismét dolgozha-
tott a Pénzligyminisztériumban, de 1852-ben lemondott. Még ugyanebben az
évben bevilasztottdk a Tudomanyos Akadémidba, ahol a statisztika szakte-
riilletének szakértGje volt. 1853-ban bebizonyitotta azt, amit egyes modern
tankonyvek Bienaymé-Csebisev-egyenlStlenségnek neveznek. 1875-ben az
Ujonnan létrehozott Société Mathématique de France elndke lett. Parizsban
halt meg 1878-ban.
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8. fejezet

Mendel és az oroklodés (1865)

1865-ben Mendel kozzétette a borsé hibridizacidjaval kapcsolatos titto-
16 kisérleteinek eredményeit. Elemzésében a valdszintiségelmélet elemi
szempontjait haszndlta fel. Az dnmegtermékenyité novények populaci-
6janak dinamikus modelljét is figyelembe vette. Munkdja, amelyet csak
1900-ban fedeztek fel djra, mérfoldkd a genetika torténetében.

Johann Mendel 1822-ben sziiletett Morvaorszagban, amely akkor az Oszt-
rak Birodalomhoz tartozott, ma pedig Csehorszag része. Apja paraszt volt. J6
kozépiskolai eredményei €s gyenge egészsége miatt Mendel inkdbb tovabb-
tanult, minthogy a csalddi gazdasagban dolgozzon. De nem engedhette meg
magénak, hogy egyetemre jarjon. Igy 1843-ban belépett a briinni (ma Br-
no) Szent Tamds apatsdgba, ahol felvette a Gregor nevet. Teoldgidt tanult, de
mez6gazdasagi kurzusokat is latogatott. 1847-ben szentelték pappa. Néhany
évig egy gimnaziumban tanitott, de a rendes tandrrd valashoz sziikséges vizs-
gdn megbukott. 1851 és 1853 kozott az egyhdz tdmogatasanak koszonhetden
mégis folytatni tudta tanulmdnyait a bécsi egyetemen, ahol fizika, matematika
és természettudomanyi kurzusokat hallgatott. Ezt kvet6en visszatért Briinn-
be, és egy miiszaki iskoldban fizikat tanitott.

8.1. dbra.
Mendel (1822-1884)

1856 és 1863 kozott Mendel szaimos novényen végzett kisérletsorozatot
apatsagi kertjében. Eredményeit 1865-ben a Briinni Természettudomanyi Tar-
sulat két iilésén mutatta be, amelynek tagja volt. Munkdja (Kisérletek novény-



8. fejezet 47

hibridekkel) a kovetkezd évben németiil jelent meg a Tarsasag folyoirataban.
Mendel elmagyardzta, hogyan jutott el a borsé kiilonboz6 valtozatainak ta-
nulmdnyozdsahoz, azaz egy olyan névényhez, amelyek természetes titon, 6n-
termékenyitéssel szaporodik, és amelynek magjai kiillonb6z6, konnyen azo-
nosithaté formdkat 6lthetnek: kerek vagy rdncos, sirga vagy zold stb. format.
Egy kerek magvii és egy rdncos magvu novényt keresztezve azt vette észre,
hogy mindig olyan hibrideket kapott, amelyek kerek magvakat adtak. A ,ke-
rek mag” karaktert domindnsnak, a ,,rdncos mag” karaktert pedig recessziv-
nek nevezte. Ugyanigy kimutatta, hogy a ,,sdrga mag” karakter domindns, a
,,20ld mag” karakter pedig recessziv.

Mendel ekkor vette észre, hogy a hibrid magokbdl termesztett novények
onmegtermékenyitése az elsé generdcidban olyan 1j magokat ad, amelyek lat-
szolag véletlenszerd ardnyban vagy domindns, vagy recessziv tulajdonsagu-
ak. Sét, azt is észrevette, hogy a kisérlet sokszori megismétlésével dtlagosan
koriilbeliil hdromszor annyi magot kapott, amelyekben a domindns tulajdon-
sag volt jelen, mint amelyekben a recessziv tulajdonsag. Péld4ul elsé kisérle-
te sordn Osszesen 5474 kerek magot és 1850 rdncos magot kapott, ami 2,96:1
aranynak felel meg. Masodik kisérletében 0sszesen 6022 sarga és 2001 zold
magot kapott, ami 3,01:1 ardnynak felel meﬂ

Mendel azt is észrevette, hogy az elsé generdcié domindns tulajdonsagi
magjaibol termesztett novények kozott azok, amelyek ontermékenyitéssel ad-
tak magokat akdr a domindns, akdr a recessziv tulajdonsdgti magokbdl, koriil-
beliil kétszer annyian voltak, mint azok, amelyek csak a domindns tulajdon-
sagi magokat adtak. Példaul az elsd generacié kerek magokbdl termesztett
565 novény koziil 372 adott kerek és rancos magokat is, mig 193 csak kerek
magokat; az ardny 1,93. Hasonl6képpen, az elsé generdcids sarga magokbol
termesztett 519 novény koziil 353 sarga és zold magot is adott, mig 166 csak
sdrga magot; az ardny 2,13.

Ezen eredmények magyardzatira Mendelnek az a zsenidlis otlete tdmadt,
hogy egy mag szemmel l4that6 tulajdonsagét két rejtett faktor tarsuldsa ered-
ményének tekintse, amelyek mindegyike vagy domindns (jelolje A) vagy re-
cessziv (jelolje a). Tehat hdrom lehetséges kombindcié létezik: AA, Aa és aa.
Az AA vagy Aa faktorral rendelkez6 magok ugyanolyan A domindns tulaj-
donsaguak. Az aa faktorral rendelkezé magok recessziv a tulajdonsdguak.
Mendel feltételezte tovabbd, hogy a megtermékenyités soran a pollenszemek

! Ahogy R. A. Fisher (l4sd a fejezetet) késSbb észrevette, elég kicsi a valdszintisége annak,
hogy az elméleti értékhez ennyire kozeli kisérleti eredményekhez jussunk. Mendel valdszintleg
,kiigazitotta” az adatait. Példdul az n = 6022 + 2001 = 8023 magra vonatkozé masodik kisérlet-
ben annak a valészintisége, hogy az ardny kevesebb mint 0,01-dal tér el a 3-t6l, csak koriilbeliil
10%.
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és a petesejtek (az ivarsejtek) a két faktor koziil csak az egyiket adjak at,
mindkettSt 1/2 valdszintiséggel.

Ezért az AA és aa tiszta leszdrmazottak keresztezése olyan hibrideket
eredményez, amelyek mindegyike rendelkezik az Aa faktorokkal és A do-
mindns tulajdonsagd. A Aa hibrid ivarsejtjei 1/2 valészintiséggel adjak at az
A faktort és 1/2 valdszintiséggel az a faktort. Az Aa hibrid magbdl termesz-
tett novény onmegtermékenyitése tehdt 1/4 valészintiséggel AA, 1/2 valbszi-
niiséggel Aa és 1/4 val6szinliséggel aa faktort ad, amint azt a téblazat
mutatja.

8.1. tdbldzat. Az Aa hibrid 6nmegtermékenyitésének lehetséges eredményei és azok
val6szintiségei a himivarsejtek (sorokban) és a ndi ivarsejtek (oszlopokban) altal koz-
vetitett tényezdk fliggvényében.

Faktor (Valészintiség) | A (1/2) a(1/2)
A (1/2) AA (1/4) | Aa (1/4)
a(1/2) Aa (1/4) | aa (1/4)

Mendel észrevette, hogy az AA : Aa : aa ardanyok, amelyek értéke 1:2: 1,
az (A+a)? = AA +2Aa+ aa formilis szdmitdssal is megkaphatok. Mivel az
AA és Aa magok A szemmel lathat6 tulajdonsaguak, mig csak az aa magok
rendelkeznek az a szemmel lathat6 tulajdonsdggal, valéban hdromszor tobb
A tulajdonsagi mag van, mint a tulajdonsdgi. S6t, atlagosan kétszer annyi
Aa mag van, mint AA. Az el6bbiekbdl termesztett novények ontermékenyi-
tése vagy a domindns (AA vagy Aa), vagy a recessziv (aa) tulajdonsdggal
rendelkez6 magokat ad. Ami az AA magokbdl termesztett novények Onter-
mékenyitését illeti, az mindig a domindns tulajdonsdgi AA magokat adja. fgy
minden megfigyelés magyardzatot nyer.

Mendel a kovetkezd generacidkat is megvizsgalta. N darab Aa hibrid
magbdl kiindulva, és az egyszer(iség kedvéért feltételezve, hogy minden no-
vény ontermékenyitéssel csak négy dj magot ad, kiszdmitotta az (AA),, (Aa),
és (aa), értékeket, a magok atlagos szamadt az n-edik generdciéban amelye-
ket a[8.2] tdbldzat ad meg, ahol az éttekinthetGség kedvéért az eredményeket
N-nel osztottuk.

8.2. tdbldzat. Az egymdst kovetd

generaciok. n 01 2 3 ! °
(AA), 0 1 6 28 120 496

(Aa), 1 2 4 8 16 32

(aa), 0 1 6 28 120 496

Osszesen 1 4 16 64 256 1024
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Ezeket a szamokat egyszertien az

(AA)nJrl = (Aa)n +4(AA)n ; (81)
(Aa)p+1 =2(Aa), , (8.2)
(aa)pt1 = (Aa), +4(aa), (8.3)

képletekbdl kapjuk meg, amelyek azt mondjidk, hogy AA ontermékenyités
utdn négy magot ad AA, hogy aa négy magot ad aa, és hogy Aa éatlagosan
egy magot ad AA, két magot Aa és egy magot aa. Mendel ezenfeliil észrevet-
te, hogy

(AA), = (aa), =2""1(2"-1),  (Aa),=2".

A egyenletbdl és az (Aa)p = 1 kezdeti feltételbdl kovetkezik, hogy
(Aa), = 2". Bzt a egyenletbe behelyettesitve azt kapjuk, hogy
(AA),+1 = 4(AA), +2". Konnyen rdjoviink, hogy (AA), = c2" egy kii-
l6nleges megoldds, ha ¢ = —1/2. Az (AA),+1 = 4(AA), egyenlet él-
taldnos megolddsa (AA), = C4". Végiil e két megoldds Osszeaddsdval
lithatjuk, hogy (AA), = C4" —2"~! kielégiti a (AA)y = 0 kezdeti felté-
telt, ha C = 1/2. Ami az (aa), sorozatot illeti, az ugyanazt a rekurzids
Osszefliggést és ugyanazt a kezdeti feltételt teljesiti, mint az (AA),. Te-
hét (aa), = (AA),.

Kovetkezésképpen a hibridek Aa ardnya a teljes populdciéban, amely
2" /4" = 1/2", minden generdciGban onmegtermékenyitéssel kettGvel oszté-
dik.

Mendel munkassaga teljesen észrevétlen maradt élete soran. Néhany év-
vel kés6bb Mendel més novényfajokkal is prébalkozott hasonl6 kisérletekkel,
publikalt néhany cikket a meteorol6giardl és vizsgalta a méhek 6roklddését.
Miutan 1868-ban apat lett, ideje nagy részét adminisztrativ problémak keze-
1ésével toltotte. 1884-ben halt meg.

Mendel munkdssagat végiil csak 1900-ban fedezte fel djra egymadstol fiig-
getleniil s szinte egyidejlileg Hugo De Vries Amszterdamban, Carl Correns
Tiibingenben és Erich von Tschermak Bécsben. Ezzel 1j korszak kezd6dott
abban, amit ma genetikdnak neveziink.
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9. fejezet

Galton, Watson és a kihalas problémaja (1873-1875)

1873-ban Galton brit statisztikus €s honfitarsa, a matematikus Watson
a csalddnevek kihaldsanak problémadjaval foglalkozott anélkiil, hogy is-
merte volna Bienaymé munkdassdgat. Watson észrevette, hogy az egyes
generdcidkban a férfiak szdmdnak valdszintiségi eloszlasdhoz tartozd
generdl6 fiiggvény rekurziv médon kiszamithat6. A kihalds valdszint-
ségét azonban helyteleniil elemezte.

Francis Galton 1822-ben sziiletett, ugyanabban az évben, mint Mendel, az
angliai Birmingham kozelében. Hét gyermek koziil 6 volt a legfiatalabb. Apja
gazdag bankdr volt. Anyja révén Charles Darwin unokatestvére volt. Galton
1838-ban kezdett orvostudomanyt tanulni, elészor egy birminghami kérhaz-
ban, majd Londonban. 1840 nyaran tette meg elsé hosszi eurdpai utjat Isz-
tambulig. Ezt kovetSen négy évig a Cambridge-i Egyetem Trinity College-ban
tanult. Apja azonban 1844-ben meghalt, jelentSs vagyont hagyva rd. Galton
lemondott arrdl, hogy orvos legyen. Beutazta Egyiptomot, Szudant és Sziriit.
A kovetkez6 néhdny évben tovabb folytatta lezser életmddjat, idejét vadaszat-
tal, 1éghajokon és hajékon val6 utazéssal vagy az elektromos taviré fejleszté-
sével toltotte. 1850-ben felfedezd expedicidt inditott Délnyugat-Afrikaba (a
mai Namibidba). Anglidba val6 visszatérésekor, 1852-ben a Kirdlyi Foldrajzi
Tarsasdg tagjdva vélasztottdk. Ott kdvethette nyomon a Nilus forrdsit kere-
s0 kelet-afrikai expedicidk hireit. Londonban telepedett le, és ttikonyvet irt
az utazék szdmdra, amely bestseller lett. 1856-ban a Royal Society tagjava
vélasztottdk. Ekkoriban a meteoroldgia irdnt érdekl6dott, és megalkotta az
manticiklon” szét. Miutdn unokatestvére, Darwin 1859-ben megjelentette A
fajok eredete ciml miivét, Galton az 6rokl6dés tanulmanyozésa felé fordult.
1869-ben publikélta az Oréklott langelme cim( mivét, amelyben azt dllitotta,
hogy az intellektudlis képességek 6roklédés titjan adédhatnak at.

1873-ban Alphonse de Candolle svéjci botanikus konyvet adott ki A fu-
domdny és a tudosok torténete az elmiilt két évszdzadban cimmel, amely egy
esszét is tartalmazott az 6roklédés, a valtozékonysag és a szelekcié egymas-
hoz viszonyitott hatdsardl az emberi faj fejlodésére és a faj valdszind jovojére
vonatkozéan. Ebben a kovetkezé megjegyzéseket tette:

,Benoiston de Chateauneuf dr, Galton és més statisztikusok pon-
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9.1. abra. Galton (balra) és Watson (jobbra).

tos informécidi €s nagyon jozan véleménye kozott nem lattam
azt a fontos megjegyzést, amelyet a csalddnevek elkeriilhetetlen
kihaldsardl kellett volna tenniiik. Természetesen minden névnek
ki kell halnia [...] Egy matematikus ki tudnd szdmitani, hogyan
fog torténni a nevek vagy cimek elttinése, ismerve a leany- és fiu-
gyermekek sziiletésének valdsziniiségét €s annak valdszintiségét,
hogy egy adott pdrnak nem lesz gyermeke.”

Ez ugyanaz a probléma, amelyet Bienaymé 1845-ben tanulmanyozott. Can-
dolle azonban, aki nem ismerte Bienaymé munkdjat, igy vélte, hogy minden
csaldd kihaldsra van itélve. Galton felfigyelt Candolle konyvének fenti bekez-
désére. Mivel 6 sem tudott Bienaymé munkdjardl, Galton nyitott probléma-
ként tette fel a kérdést a Educational Times olvaséi szamdra:

,4001. feladat: Egy nagy nép, amelybdl csak a felndtt férfiak-
kal foglalkozunk, akiknek szdma N, és akik mindannyian kiilon
vezetéknevet viselnek, gyarmatosit egy teriiletet. A népesedési
torvényiik olyan, hogy minden nemzedékben a felnétt férfiak ag
szazalékdnak nem sziiletik felndttkort elérd gyermeke; aj-nek
egy ilyen gyermeke van; a-nek ketts; és igy tovabb as-ig, akik-
nek ot.
Taldljuk meg, hogy (1) hany szdzalékuk csalddneve fog kihalni
r generdcio utdn; és (2) hany esetben viseli a csalddnevet m sze-
mély.”
Vegyiik észre, hogy a probléma mdsodik részével Bienaymé nem foglalko-
zott. Galton nem kapott kielégit6 valaszt a folydirat olvaséitdl, és nyilvan-
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valéan maga sem tudta megtaldlni a probléma megoldasat. Ezért megkérte
baratjat, Henry William Watson matematikust, hogy prébdlja meg megoldani
a problémat.

Watson 1827-ben sziiletett Londonban. Apja a brit haditengerészet tiszt-
je volt. El8szor a londoni King’s College-ban tanult, majd 1846-t6l 1850-ig,
néhdny évvel Galton utdn, a Cambridge-i Egyetem Trinity College-dban a ma-
tematika felé fordult. A Trinity College 6sztondijasa, a City of London School
segédtandra, a King’s College matematikaoktatdja, majd 1857 és 1865 ko-
z6tt a Harrow School matematikaprofesszora lett. Kedvelte az alpinizmust,
és részt vett egy expedicioban, amely 1855-ben feljutott a svdjci Monte Rosa
csucsara. 1856-ban diakénussa, két évvel kés6bb pedig anglikan pappa szen-
telték. 1865-t61 nyugdijazasdig a Coventry melletti Berkswell with Barton
plébanosa volt, ami elegendd id6t hagyott a kutatasra.

Galton és Watson kozosen irtak egy cikket A csalddok kihaldsdnak va-
l6sziniiségérdl cimmel, amelyet 1875-ben a Journal of the Royal Anthropo-
logical Institute cim( foly6iratban publikdltak. Galton bemutatta a problémat,
Watson pedig ismertette szamitésait és az altala levont kovetkeztetéseket. Fel-
tételezték, hogy a férfiaknak legfeljebb ¢ fiuk van, p; annak a valészintisége,
hogy valakinek & fia van (k=0,1,2,...,q). Més széval, p; = a;/100, ha Gal-
ton eredeti jeloléseit haszndljuk. Tehdt

potpit-+pg=1

Tekintsiik azt a helyzetet, amikor a 0. generacié egyetlen emberbdl all. Az
1. generacid p; valdszintiséggel s emberbdl all. Watson egy, az 6 idejében jol
ismert trilkkot alkalmazva, amelyet mar jéval kordbban Abraham de Moivre
bevezetett, a py,. ..,p, valoszinliségekhez tartozd

F(x) = po+prx+pax® 4+ pyxt ©.1)

generdtorfiiggvényt tekintette. Hasonl6képpen, legyen f,(x) az a polinom,
amelyben x* egyiitthat6ja annak a valészintisége, hogy a 0. generacioban egy
emberbdl kiindulva az n-edik generéacidban s férfi lesz. Ekkor fi(x) = f(x).
Watson észrevette, hogy

fn(x) :fnfl(f(x)% 9.2)

amely képlet lehet6vé teszi az f,(x) rekurziv kiszdmitdsét.

Valéban, legyen

Fa(X) = P+ Prax+ paax® 4+ pgrpx ).



9. fejezet 53

Vegyiik észre, hogy az n-edik generacidban legfeljebb ¢” férfi van. Ha az
n— 1-edik generacidban s férfi van 1-t6l s-ig szdmozva, jeloljiik ¢, . . . , #,-
sel a fiu utddaik szdmat. Ebben az esetben annak a valészintisége, hogy
az n-edik generécioban ¢ férfi lesz,

Z Py XX Py
4=t

Az s = ( esetben ez a valdszintiség 1, hat =0,és 0, hat > 1. Ezért

Pin =Y Psa-1X Y, Py X Xpy.
s=>0 4+ ttg=t

Ebbdl kovetkezik, h