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Résumé :

Nous présentons deux coefficients qui ont été proposés pour capter la dépendance
entre les composantes d'un vecteur aléatoire symétrique alpha-stable : le coefficient
ou parametre d’association généralisé proposé par Paulauskas et le coefficient de
covariation symétrique signé proposé par Kodia et Garel. Ces deux coefficients ne
coincident pas en général. Cependant, ils possedent les propriétés du coefficient de
corrélation habituel. Nous présentons un estimateur convergent pour chacun de ces
coefficients. Celui du coefficient d’association généralisé est basé sur l'estimation
d’une mesure spectrale discrete et celui du coefficient de covariation symétrique
signé utilise les moments fractionnaires d’ordre inférieur. Par une approche empi-
rique, nous étudions les lois asymptotiques de ces estimateurs.

Mots clés : dépendance ; covariation ; mesure spectrale ; parametre d’association.
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Abstract :

We present two coefficients which were proposed with the aim to understand the
dependence between the components of a symmetric alpha-stable random vector :
the generalized association coefficient or parameter proposed by Paulauskas and
the signed symmetric covariation coefficient proposed by Kodia et Garel. Both
these coefficients do not coincide in general. However, they possess the properties
of a usual correlation coefficient. We present a convergent estimator for each coeffi-
cient. The one of the generalized association coefficient is based on the estimation
of a discrete spectral measure and that of the of the signed symmetric covariation
coefficient uses the low order fractional moments. fractional moments of lower or-
der. By an empirical approach, we study the asymptotic laws of these estimators.

Keywords : dependence ; covariation ; spectral measure ; association parameter.

1 Introduction

Les lois alpha-stables constituent une classe tres riche de distributions de pro-
babilité qui prend en compte 'asymétrie et les queues lourdes. Elles ont été ca-
ractérisées par Paul Lévy en 1924 comme les seules lois limites de sommes nor-
malisées de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées. Parmi
elles figurent la loi normale, la loi de Cauchy et la loi de Lévy.

Depuis les travaux pionniers de Mandelbrot (1963), qui suggéra les lois stables
comme modeles possibles des revenus et prix spéculatifs, ces lois sont I'objet d'un
intérét grandissant pour des chercheurs travaillant dans des domaines comme
I’économie, la physique, les télécommunications, la météorologie, la biologie et
la génétique.

Bien que ces distributions présentent plusieurs propriétés attractives, certains
écueils ont pendant longtemps limité leur utilisation. Le tout premier, d'une grande
importance pour les praticiens, est qu’a ’exception des trois lois mentionnées
précédemment, on ne peut pas écrire leur densité de probabilité sous une forme
analytique simple. Ce dont nous disposons pour ces lois est leur fonction ca-
ractéristique. Le deuxieme écueil est que toutes les lois stables non-gaussiennes et
non dégénérées ont, soit une variance infinie, soit une variance non définie. Comme
conséquence, le concept de matrice de corrélation, qui permet de comprendre la
dépendance entre les coordonnées d’un vecteur aléatoire a variance finie, n’est plus
valide. Dans ce contexte, il est crucial de définir d’autres mesures de dépendance.



En 1976 Paulauskas a proposé le parametre d’association généralisé (g.a.p.)
applicable & tout vecteur aléatoire symétrique a-stable. Miller (1978) a proposé
une nouvelle mesure de dépendance, appelée covariation, dans le but de remplacer
la covariance lorsque 1 < o < 2. En se basant sur la covariation, Kodia et Garel [4]
ont proposé le coefficient de covariation symétrique signé (scov) et un estimateur
convergent de cette quantité en se basant sur les moments fractionnaires d’ordre
inférieur. Ils ont aussi proposé deux estimateurs convergents du parametre ou
coefficient d’association généralisé en estimant une mesure spectrale discrete. Dans
cet article, nous présentons les résultats d’'une étude empirique pour déterminer
les lois asymptotiques de ces deux coefficients.

Dans la section 2, nous donnons quelques rappels de base sur les variables et
vecteurs aléatoires a-stables. Nous présentons le coefficient d’association généralisé
et le coefficient de covariation symétrique ainsi que leurs estimateurs respectifs dans
la section 3. La section 4 est consacrée a une étude empirique des lois asymptotiques
de ces estimateurs.

2 Les variables et vecteurs aléatoires a-stables

Une variable aléatoire a-stable X est caractérisée par quatre parametres : 0 < a <
2,7v>0, -1 < p <1, et dun réel et est notée S,(v,,d). Le parametre a est
I'index de stabilité ou exposant caractéristique, [ est le parametre d’asymétrie, ~y
est un parametre d’échelle et d un parametre de position. Le théoreme suivant, qui
a valeur de définition, donne la fonction caractéristique d’une variable aléatoire
a-stable.

Théoreme 2.1. On dit qu’une variable aléatoire X a une distribution stable
Sa(7, B,d) si sa fonction caractéristique a la forme suivante :

ox(t) = Fexp(itX) = exp{—7*[t|*[1 + ifsign(t)w(t, )] + itd}, (1)

—tan ¥ if a#1
_ 2 )
w(t, ) { Zlnft] if a=1,

avec t un réel, sign(t) =1 sit > 0, sign(t) =0 sit =0 et sign(t) = —1 si t < 0.

Remarque 2.1. Le cas a = 2 correspond a la distribution normale, c’est la seule
qui a une variance finie. Quand § = d = 0, la distribution est symétrique (c’est-
a~dire que X and —X ont la méme loi) et on la note Sa.S(y) ou de fagon concise

Sals.



Théoréme 2.2. Soit 0 < a < 2. Le vecteur aléatoire X = (X1, X2) est a-stable
dans R? si et seulement si sa fonction caractéristique est de la forme

ex(t) =exp {— |(t, s)|*[1 + isign((t, s))w((t, s),a)|M(ds) + i(t, d}} . (2)

Sa

o M est une mesure finie sur le cercle unité S, = {s € R* : |[|s|| =1} et d est
un vecteur dans R2.

Ici (t, s) désigne le produit scalaire de R?. La mesure M est appelée mesure spec-
trale du vecteur aléatoire a-stable bivarié X et le couple (M, d) est unique. La
mesure spectrale porte I'information essentielle sur le vecteur, en particulier sur la
structure de dépendance entre ses composantes. Il s’ensuit que toutes les mesures
de dépendance s’expriment en fonction de cette derniere.

Le vecteur aléatoire X est symétrique si et seulement d = 0 et M est symétrique
sur Sy. Dans ce cas, sa fonction caractéristique est donnée par

ox(t) :exp{— ](t,sHO‘M(ds)} :exp{ —[X(t)}, (3)

Sa
ou
IX(t) = 77Z)oz(<t7 S>)M(d8)7 (4)
Sa
est la fonction exposant, avec 1,(u) = |u|* Pour tout w € R? la projection
(u, X) = S22_ up Xy a une distribution Sa.S univariée. La mesure spectrale

détermine la fonction du parametre de projection y(u) par :

() = [ [(u,s)|"M(ds).
Sa
3 Coefficient d’association généralisé et coeffi-
cient de covariation symétrique signé

3.1 Coefficient d’association généralisé

Le parametre ou coefficient d’association généralisé a été défini par Paulauskas
[6] de la maniére suivante.

Définition 3.1. Soit (X1, X3) un vecteur aléatoire SaS, 0 < a < 2, et M sa
mesure spectrale sur le cercle unité Sy. Soit (Uy,Us) un vecteur aléatoire sur So

de distribution de probabilité M = M/M(Ss). Puisque M est symétrique, on a
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EU, = EUy = 0. Le parametre ou coefficient d’association généralisé de X, et Xo

est défini par :
EUL U,

p(X1, Xo) = (BUZEUR) /2 (5)

Remarque 3.1. La coefficient d’association généralisé est un coefficient de corrélation
calculé sur un vecteur quelconque dont la loi de probabilité est la mesure spectrale
normalisée.

Le parametre d’association généralisé a toutes les propriétés du coefficient de
corrélation ordinaire d’un vecteur aléatoire gaussien bivarié, ce que montre la pro-
position ci-dessous.

Proposition 3.1. Soit (X, X3) un vecteur aléatoire SaS, 0 < a < 2. Alors
(1) on a toujours —1 < p(X;1,Xs) <1;
(ii) si X et Xo sont indépendantes, alors p(Xi, Xs) =0

(i1i) si |p(X1, Xo)| = 1, alors la distribution de (X1, Xs) est concentrée sur
une ligne;

(iv) pour a = 2, p coincide avec le coefficient de corrélation d’un vecteur
aléatoire gaussien ;

(v) p est indépendante de o et ne dépend que de la mesure spectrale.

3.2 Estimateur du coefficient d’association généralisé

Kodia et Garel [4] ont proposé un estimateur du coefficient d’association généralisé
en utilisant le résultat suivant, dit a Byczkowsky et al. [2].

Théoréme 3.1. Soit X un vecteur aléatoire a-stable de dimension d (d > 2,
0 < a < 2), de vecteur de position nul, de mesure spectrale M et de densité de
probabilité f(x). Soit € > 0. Alors il existe une mesure discréte M" de densité
stable correspondante f*(x) qui vérifie

sup |f(x) — f*(x)[ <e.

x € R4

La mesure discrete est définie de la facon suivante : on donne une partition finie
Ay, ..., A, de Sy, les points sq,..., s,, € Sy et on définit M* en concentrant la
masse M(A;) au point s;, c’est-a-dire,

M(-) =) M(4))ds;()- (6)



Il s’agit 1a de la convergence uniforme de f* vers f. Ainsi, M* converge en variation
totale vers M. Il découle de ce théoreme qu’une mesure spectrale inconnue M peut
étre approchée par une mesure spectrale discrete.

Pour X = (X7, X3) de mesure spectrale M, le g.a.p. est défini en utilisant un
vecteur U = (Uy, Us) sur Sy, de distribution de probabilité M() = M(-)/M(Ss).
Quand M est discrete et concentrée sur un nombre fini de points de S, on peut
écrire M(+) par la relation (6), avec les o; des poids et les ds; sont des mesures de
Dirac aux points s; = (cosf;,sinf;) € Sy, j = 1,...,m. La quantité

Z ojcosf;sing;
p(X1, Xo) = = (7)

m ) m ) 1/27
( E O'j COS 9]‘ . E O'j S1n 93)
j=1 j=1

est un estimateur du coefficient d’association généralisé applicable a tout vecteur
aléatoire SaS, méme si la mesure spectrale M n’est pas discrete.

3.3 Coefficient de covariation symétrique signé

Kodia et Garel [4] ont proposé le coefficient de covariation symétrique signé en
se basant sur la covariation qui est définie par Miller (1978) de la fagon suivante
[7].

Définition 3.2. Soit (X1, Xs) un vecteur aléatoire SaS avec o > 1 et soit M sa
mesure spectrale. La covariation de X, sur Xs est la quantité

X1, Xola = / 51597V M{(ds), (8)
Sa

otl, pour les réels s et a : sia # 0, s = |s|%ign(s) et si a =0, s' = sign(s).

Soit S, espace linéaire de variables aléatoires conjointement Sa.S. Quand o > 1,
la covariation induit une norme sur S,,.

Définition 3.3. La norme de covariation de X; € S,, o > 1, est
X0l = ([ X1, XaJa) e (9)

Définition 3.4. Soit (X1, X2) un vecteur aléatoire SaS avec o > 1. Le coefficient

de covariation symétrique signé de X et Xy est la quantité :

[Xla XZ]a[X27 Xl]a 1/2
[ Xallal X lE ’

SCOV(XhXQ) = R(X1,X2) (10)
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Kix x :{ sign([ X1, Xa])a si sign([Xi, Xaoa) = sign([ X2, Xi]a), (11)
(X1,X2) ~1 si sign([X1, Xsla) = —sign([Xs, X1]a).

Le coefficient de covariation symétrique signé (scov) est, de par sa construction,
analogue au coefficient de corrélation de Pearson. La proposition ci-dessous donne
ses propriétés.

Proposition 3.2. Soit (X1, Xs) un vecteur aléatoire Sa.S, avec 1 < o < 2, alors :
(i) on a toujours —1 < scov(Xi, X3) <1;
(i) si X et Xo sont indépendantes, scov(Xq, Xo) =0;
(117) |scov(Xy, Xo)| = 1 si et seulement si la distribution de (X7, Xs) est
concentrée sur une ligne ;

(iv) quand o = 2, scov se réduit au coefficient de corrélation du vecteur
aléatoire gaussien.

3.4 Estimateur du Coefficient de covariation symétrique
signé

Soient les couples (Xi1, X21), ..., (X1n, Xon), des réalisations indépendantes et
identiquement distribuées de (X1, X3). Pour 1 < p < a, Kodia et Garel [4] ont
établi que la quantité

() (Do i )|
j=1 P
(S ) (v

5oV (X1, X2) = R(x) x0) 1

j=1 j=1
ou
n n
sign( Y0 X, X577) st sign (Y XX
j=1 j=1
R(X1.X5) = i:
1,X2 — Sign< ijijP*1>>7
=1
L -1 sinon.

est un estimateur convergent du coefficient de covariation symétrique signé entre
X et X5. Quand p = 1, la relation précédente devient
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1/2

( > X 1jSign(X2j)) ( D i1 Xojsign(X 1j))

[( 21 |X1j|) (Z}Ll |X2j|)} 12

S/C-O\VF<X17 XQ) = /"%(X17X2) ) (13)

ou
4 n n
sign(Zlesign(ng)> si sign(Zlesign(ng)>
j=1 Jj=1
K = n
(X1, X2) = Sign(Zngsign(Xm)),
j=1
L —1 sinon.

4 Etude empirique des lois asymptotiques des
estimateurs

Compte tenu de la complexité des lois a-stables, nous ne disposons pas de
résultats analytiques pour les lois asymptotiques des estimateurs proposés. Nous
avons procédé a une étude empirique de ces lois asymptotiques en procédant de la
facon suivante :

1. Simulation de données qui sont des réalisations de nos estimateurs;
2. Analyse préliminaire des données simulées ;

3. Ajustement d’une loi aux données simulées.

Etape 1 : Simulation des données

Sous ’hypothese d’indépendance de X; et X5, le g.a.p. de X; et X5 est nul.
Dans ce cas, nous pouvons obtenir r réalisations de son estimateur de la facon
suivante :

1. Nous générons de fagon aléatoire n realisations de deux variables aléatoires
SaS'iid, pour différents valeurs d’index de stabilité a et de parametre d’échelle.

2. Nous fixons le nombre de points m de discrétisation de la mesure spectrale
et déterminons les poids associés a ces points.

3. Nous calculons une estimation du g.a.p. en utilisant I’expression de 1’estima-
teur.

4. Nous itérons r fois les étapes 1 a 3.
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Etape 2 : Analyse préliminaire des données

La premiere question a laquelle nous souhaitons avoir une réponse est celle de
savoir si les données simulées sont a queue lourde, Adler et al. [1]. Pour y arriver,
nous pouvons utiliser :

—_

. Le graphe de la série;

]

. ’histogramme ;

3. Le test de la “variance convergente” ;

W

. Le graphe de I'estimateur de Hill.
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FIGURE 1 — Données stables simulées, avec (a) o = 2.0, (b) o = 1.6, (¢) v = 1.2
et (d) «=0.8
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FIGURE 4 — Ajustement des réalisations du Gap calculées a partir de variables
SaS avec a = 1.6, v = 50, n = 10000

L’analyse des graphes précédents nous permet de formuler le résultat ci-dessous :

Resultat 4.1. Soit (X7, X3) un vecteur aléatoire symétrique a-stable ayant des
composantes X; et X, indépendantes et identiquement distribuées suivant une loi
Sa(7,0,0), avec 0 < o < 2. On considere les paires (X1, Xo21),..., (X1n, Xon), des

o~

copies indépendantes et identiques de (X7, X5). L’estimateur p est asymptotique-
ment gaussien.

En procédant de facon similaire pour les réalisations de I'estimateur du coeffi-
cient de covariation symétrique signé, nous avons le résultat suivant.

Resultat 4.2. Soit (X, X3) un vecteur aléatoire symétrique a-stable ayant des
composantes X; et X, indépendantes et identiquement distribuées suivant une loi
Sa(7,0,0), avec 0 < a < 2. On considere les paires (X171, Xo1),..., (X1, Xon), des
copies indépendantes et identiques de (X1, X3). L’estimateur scovy est asymptoti-
quement distribué suivant une variable aléatoire symétrique alpha-stable, d’index
de stabilité a.
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