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ANALOGUES ELLIPTIQUES DES NOMBRES MULTIZETAS
BENJAMIN ENRIQUEZ

RESUME. Nous étudions des fonctions du paramétre elliptique définies commes intégrales itérées de
fonctions elliptiques. Nous établissons leur lien avec les “associateurs elliptiques” de notre précédent
travail au moyen de réalisations fonctionnelles d’algebres de Lie apparaissant dans cette théorie.

INTRODUCTION

La théorie des nombres multizétas a débuté dans [Za] avec la construction de familles de relations
entre ces nombres, reposant en partie sur le lien observé par Kontsevich entre multizétas et intégrales
itérées sur les espaces de modules de courbes rationnelles avec points marqués. Parallelement,
Drinfeld a établi des relations d’origine géométrique satisfaites par une série non-commutative,
lassociateur KZ ([Dr]) ; Le et Murakami ont identifié 'associateur KZ & une série génératrice
des multizétas ([LM]), ce qui a permis de considérer les relations de l'associateur KZ comme un
deuxieme systeme de relations entre multizétas. Le lien entre les deux systemes de relations a été
étudié par Furusho ([Eul).

Un analogue elliptique de la théorie des associateurs a été construit dans [En2| & partir d’un
analogue elliptique de la connection de Knizhnik-Zamolodchikov ([CEE], voir aussi [LR]). Le role
de l'associateur KZ y est tenu par un couple de fonctions (A(7), B(7)) d’un parametre 7 dans
le demi-plan de Poincaré, a valeurs dans un groupe de séries non-commutatives a deux variables
exp(f2). Les résultats principaux de [En2] sur le couple (A(7), B(7)) sont : le comportement
de ce couple sous les transformations modulaires ; une famille de relations algébriques (d’origine
géométrique) satisfaites par (A(7), B(7)) ; une équation différentielle satisfaite par le méme objet ;
son comportement en 7 — ioco. Un corollaire de cette étude est une famille de relations algébriques
entre intégrales itérées de séries d’Eisenstein et multizétas. Un role important est joué dans cette
théorie, et également dans la théorie reliée des motifs elliptiques universels ([HM [PX]), par une
algebre de Lie (d2,,n > —1) C Der(f2). Nous rappelons ces résultats en section 1.

Le but principal de cet article est I’étude des coefficients des séries A(7), B(7). 1l s’agit de
fonctions

Iy(r), Ja(7), d=(du,...,dn) € {-1,0,1,...}"

du parametre elliptique, qui sont des analogues elliptiques des nombres multizétas.

La section 2 est consacrée a la détermination d’expressions intégrales pour ces fonctions. Nous
utilisons pour cela le calcul de I'holonomie régularisée des équations différentielles sur |0, 1] & valeurs
dans une algebre libre, avec singularités aux extrémités. Ce calcul a été effectué dans [Enl] a partir
d’idées contenues dans [LM]. Le résultat de [Enl] est formulé en sections 2.1 et 2.2, et appliqué en
sections 2.3 et 2.4 au calcul d’expressions intégrales pour les I;(7), Jq(7) (relations (I8]), (I9), 20,
(210)). En section 2.5, nous traduisons en termes des I;(7), Jq(7) certaines identités satisfaites par
(A(7), B(7)).

La section 3 est consacrée aux systemes différentiels satisfaits par les I4(7), Jq(7). En section
3.1, on construit des systemes différentiels satisfaits par des intégrales itérées générales du type de
celles introduites en section 2.2. En section 3.2, on applique ce résultat aux fonctions I4(7), Jq(7)

et on obtient ainsi un systéme différentiel satisfait par ces fonctions (théoreme B.10).
1


http://arxiv.org/abs/1301.3042v2

FEn section 4, on montre I’équivalence entre ce systeme différentiel et le systeme différentiel satis-
fait par (A(7), B(7)) explicité dans [En2]. Ceci est réalisé au moyen d’une réalisation fonctionnelle
de l'algebre de Lie (do,,,n > —1) (section [4)).

Enfin, en section B, on applique le systéme différentiel du théoreme B.I0]au développement asymp-
totique des I4(7), Ja(7) en 7 — ioco ; on montre que ce développement asymptotique s’exprime a
I’aide de nombres multizétas.

Signalons enfin les liens possibles entre le présent travail et [BL] : les auteurs de cet article
construisent une théorie des polylogarithmes elliptiques multiples, qui sont certaines fonctions mul-
tivaluées sur la variété EI', on E. := C/(Z + 7Z). 1ls projettent d’en déduire, par spécialisation,
des fonctions de 7 qu’ils appellent “fonctions multizétas elliptiques”. On peut s’attendre a ce que
ces fonctions présentent des liens étroits avec les fonctions I4(7), J4(7) du présent article.

1. PRELIMINAIRES : ASSOCIATEURS ELLIPTIQUES

Dans cette section, nous rappelons la construction et les propriétés de la fonction 7 — (A(7), B(T))
([En2]).

1.1. Définition de (A(7), B(7)). Soit pour n > 2, t; , 'algebre de Lie présentée par les générateurs
xi, i, 1 € {1,...,n} et les relations Y . x; = >, v = 0, (24, ;] = [ys,y;] = 0, |2, yj] zi[xj,yi] =:t;;
sii# J, Xk, tij] = [yk, tij]) = 0 si 4,7,k sont distincts. En particulier, ’algebre de Lie t; 5 s’identifie
a algebre de Lie fo librement engendrée par les deux générateurs x := x1 et y := y;.

Soit 9 := {7 € C|S(7) > 0} le demi-plan de Poincaré. On note (z,7) — 0.(z) la fonction sur
C x $ donnée pa

eTiz _ o—miz (1 _ e27ri(z+n'r))(1 _ e27ri(—z+n7'))

3 _ p2mi 2
27i et (1 — e2minT)

Onaf,(z+1) = —0.(2) = 0,(—2), 0. (247) = —e~ 1" 27120_(2), %97—(2)|Z:0 =1,et (0.(—))"1(0) =
Z + 7Z. La fonction 6.(—) est reliée a la fonction théta de Jacobi donnée par
Dz r) == 3 ey
nEZ-l—%

par I'identité 191('277_) = 27”7(7_)307(2)7 ol 77(7—) = q% Hn>0(1 - qn) et q= 627Ti7—.
On définit A(7), B(7) comme les holonomies régularisées de ’équation différentielle

0:(z+adx)adx

X'(2) =~ gy W) X (2) (1)

a valeurs dans le groupe exp(il,g) le long les chemins [0,1] et [0,7] ('algebre de Lie est complétée

pour le degré en z, ). Dans cette équation, on donne a I’expression f(z,adz)(y) la valeur ), -, gn(2)(adz)™(y),
ou gn(z) = %(%)” f(z, )=, et f(2,t) est une fonction analytique en deux variables, réguliere en
t =0 (ici f(z,t) = —Gggz(j)t) #(t), qui vaut —1 en t = 0). Cette équation admet une solution X (z)

définie sur {a + br|(a,b) €]0,1[*} telle que X (2) ~ (—2wiz)~[®¥ en z — 0. Alors
A(T) = X)X (2 4+1), B(1):=X(2)"te®™ "X (24 1).

Ce sont des éléments du groupe exp(il,g).

1.2. Propriétés de A(7), B(7).

1On note i := v-1.



1.2.1. Propriétés modulaires. On a d’apres [En2], Proposition 66
-1 —1,_ _ -1 —1,_1 _
A=) =Ad(—) "oar(B() ™), B(—)=Ad(—) " 0 (BAB!(7)), (2)

T T T

ol a; € Aut(exp(fa)) est donné par z +— —7z, y — —2wiz — 71y,

t3::—{$,y
et (—771)7t = exp(—log(—7"Ht), la détermination du logarithme étant de partie imaginaire
comprise entre 0 et 7.
Les identités (—12)(A(7)) = A(7)%1, (=1)(B(7)) = B(7)*!, dans lesquelles (—1I3) est ’automorphisme
de exp(f2) induit par x — —x, y — —y, et les identités (B (voir section [[.2.2]) impliquent
(CE)(AR) = AT, (—R)(B(r) = ¢ B(r) el ™

Compte tenu des ces identités et de (@), les deux parties de (2]) sont équivalentes apres application
de 7 — —771 & T'une d’elles.

1.2.2. Relations algébriques. Soit ®(a,b) 'associateur KZ, défini par ®(a,b) = Yl_lYo, ol Y; sont les
solutions de Y'(2) = (a/z+b/(z—1))Y (2) sur |0, 1] telles que Yp(2) =~ 2% en z — 0, Y1(z) ~ (1 —2)°
en z — 1, et ou a, b sont des variables formelles non-commutatives.

On pose
oy 1= ei7T(t12+t13)A(7’)1’23q)(t12, t23), a_ = 6_i7T(t12+t13)B(7’)1’23(I)(7f12, t23),

oll a — a?3 est le morphisme d’algebres de Lie {172 — {173 tel que x1 — x1, 2 — To+ 23, Y1 — Y1,
Y2 = Y2 + Y3.

La premiére famille de relations satisfaites par (A(7), B(7)) est

3,1,2 2,31 2
ay a7 ayr =1 (dans exp(t;3)), (3)

ol a — a3 est 'automorphisme de {173 tel que ; — %;11 mod 3, ¥i F> Yi+1 mod 3, €6 @ — a2 est

le carré de cet automorphisme.
Le couple (A(7), B(7)) satisfait d’autre part la relation

(®(t1g,ta3) "L % B(1)V, (€7 1™12d(tgy, t13)) * (A(T)?13) 1) = 271112 (dans exp(il,g)), (4)

ot (z,y) := xyz~ly™, zxy = zyx™!, t1o == [x1,90] et a — a>13

donné par 1 > T2, T3 > T1 + T3, Y1 > Y2, Y2 > Y1 + V3.
Les relations (B]) impliquent alors

ei”tA(T)ei”A(T)2’1 = e_i”tB(T)e_i’”tB(T)Q’1 =1 (dans exp(il,g)), (5)

ol a — a*! est I'automorphisme involutif de {172 donné par z1 <> x2, y1 <> Yo, et la relation (@)
implique

est le morphisme t; 9 — ;3

(A(7),B()) = e 2™t (dans exp(ilvg)). (6)

1.2.3. Equations différentielles. Pour chaque n > —1, il existe une unique dérivation de fa, ho-
mogene pour le bidegré en (z,y) et telle que b, (z) = ad(z)?"+2(y) =: [2*"2y] et do,([z,y]) = 0.
Les fonctions A(7), B(7) satisfont alors les équations différentielles

2mi0-A(T) = —( ) (2n+1)Ganga(7)020)(A(7)), 2mi0-B(r) = —( > (2n+1)Gansa(r)d2n)(B(7)).

n>—1 n>—1
(7)

(cf. [En2], Proposition 67), ou les séries d’Eisenstein sont définies par

1 1
Gr(r) = Z —  sikestpair >4, Ga(r) = 2(2/72)7 Go(7) == —1,
ae(z+r2)—{0y oo S (ntmr)
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et ' signifie >, ., sim # 0 et > nez—foy St m=0.
1.2.4. Comportement a linfini. On a
A(r) = (5, 1)e”™ I P(g,1) "t + O(e*™'T), (8)

B(T) _ eiﬂtq)(—ﬂ —t, t)e27rixe27rigrq>(g’ 75)—1 + O(e2ni(1—e)r) (9)
pour tout € > 0, lorsque 7 — ioo ([CEE], démonstration de Proposition 4.7 puis Lemma 4.14), ou

o ad x
U=~ artads —{ W)

et on rappelle que t = —[x,y] et ®(a,b) est 'associateur KZ défini en section [[2.2]

2. LES ANALOGUES ELLIPTIQUES DES NOMBRES MULTIZETAS

Dans cette section, nous calculons ’holonomie régularisée de certaines équations différentielles
(section 2.1)). Nous exprimons cette holonomie en termes d’intégrales itérées régularisées (section
2:2). Nous utilisons ces régularisations en section 2.3] pour définir les fonctions du parametre
elliptique, analogues des nombres multizétas. Nous montrons que les fonctions A(7), B(7) peuvent
s’interpréter comme des séries génératrices pour ces fonctions (section 2.4]). Les propriétés de
A(1), B(7) peuvent donc se traduire en termes fonctionnels : c’est ce qui est fait explicitement en
section pour certaines de ces propriétés.

2.1. Holonomies régularisées. Soit I un ensemble fini contenant les éléments 0,1. Soit Q! :=
01(]0, 1[, C) I'espace des formes différentielles sur 0, 1[ et soit ¢ +— w; une application I — Q! telle
que wy = dlog(z), w; = dlog(1l — z), et pour 7 # 0,1, la forme w; est réguliere en 0 et 1.

Soit V' := ®;c1Ca; I'espace vectoriel engendré par I. On pose

W= Zgi -a; € Q10,1 V).
el

On note T'(V') lalgebre tensorielle de V', munie du produit de concaténation, et T (V') sa complétion
pour le degré pour lequel V est de degré 1. L’équation différentielle df = wf d’inconnue une fonction
f:0,1[— T(V) admet deux solutions fy et f1, telles que fy(z) ~ 2% pour z — 0 et fi(z) ~ (1—2)*
pour z — 1. On définit alors I’holonomie régularisée de cette équation différentielle comme

Hol([0,1],w) = f; ' fo € T(V). (10)
D’apres [Enl], appendice, on a
Hol([0, 1], w)

=1+ Z Z </[0,1] “nt .gi”) Z (=a1)?l(as, -~ ai) a,5(~ao)?,

n>1 (i, in)€I™, Ac{alia=0},
i1740,in#1 BC{blip=1}

ou (a;, ---ai;)a,p est le produit des a;,, dans lequel k parcourt de facon décroissante I’ensemble
[1,n] — (AU B), et ou on pose f[o,l] @@y, = fAn a1 Q- ® ay, ou A, est le simplexe
{(t1,...,ty)) ERM0<t; <...<t, <1} pour aq,...,a, € QL.

Soit Hol,([0,1],w) la partie de degré n de cette somme. Alors

Hol([0,1],w) = > Holy([0,1],w).
n>0

Soit & + z°P I'involution de T'(V) donnée par (v1 @ -+ ® v)? = v ® - -- @ v1. Soit m : Clag] ®
T(V) ® Cla1] — T(V) Tapplication composée Clag] ® T(V) ® Clay] — T(V)®3 — T(V), ou
4



la premiere application est un produit tensoriel d’injections canoniques et de 'identité, et ou la
deuxiéme application est la multiplication de T'(V'). Soit Op ’endomorphisme de T'(V') donné par

Op = (T(V) ™ Clag] @ T(V) @ Cla1] = T(V)), (11)
ou mor est le morphisme d’algebres induit par ag — a(()z) — a((]l), a — a§2) — a§3), a; > agz)’ 1#0

(on note aél) =a®1®1, a§2) =1®a;®1, a&g) =1®1®a).
Posons wp 1= wy ® agp, wi := w; ® ay ; ce sont des éléments de Q'@ V. Alors

Holo([0,1],0) =1, Holy ([0,1],w) = (/[0 e ),

et sin > 2,
Hol,([0,1],w)?? = (/ ®0p)((w — wp) 0w 2 0 (w — wi))
Ap
ou o est le produit de ’algebre tensorielle T(Q1 ®V).

Notons w +— w?, w2 w" les applications naturelles de Q' ® Cag, Q' @V, Q' ® Cay vers T(QH) ®
Clap] ® T(V) ® Claq]. Alors (1) implique que pour n > 2,

0l (0. 110) = ([ om)(((w—w0)" — )0 (o — uf! — )™ 20 (0 —w)? o), (12
An
oil le terme entre crochets est un élément de T'(2!) ® Clag] ® T(V) ® Claq].

On montre facilement 1’énoncé suivant :

Lemme 2.1. Soit 0,V des espaces vectoriels, soit A une algébre commutative. On note w — w'?,

a = a3 les applications naturelles de Q@ V et Q® A vers T(Q)@T(V)® A. On note m le produit

de battage de T(Q2), donné par (r1 @ - @ Tp)(Th11 @ -+ @ Tpyy) = Y Tp1) @ -+ @ Tp(p41), OU la

somme parcourt les permutations de [1,k +1] telles que si f(i) < f(j) <k oul+ 1< f(i) < f(j),

alors i < j. On note également m : (T(Q) T (V)) @ (T(N) @A) - T(Q) T (V)® A le produit

tensoriel du produit m : T(Q)®? — T(Q) avec les endomorphismes identité de T(V) et de A.
SiweQRV, ace QR A, alors

n
(w12 _|_a13)on — § :won—kmaok’
k=0

ot les puissances sont calculées dans les produits tensoriels T(Q) @ T(V) @ A, T(Q) @ T(V) et
T(Q)® A, ou T(Q) est muni du produit de battage et T(V) du produit de concaténation.

En appliquant cette égalité au membre de droite de (I2)), on trouve

Hol((0.1,)7 = 3~ (a0 ([ (- w0) o (il 2 o (w - o)) ()

k,1>0
k+l<n—2

#(aof ([ wro (et matlme™ 4 o - ) (-an)

n

+ (a1 ([ (=) o (et mss 2 o)) (<)

n

+ (_ao)k—i-l(/ w; o (ggkmgilmwon—2—k—l) og0)> (_al)l-i-l (13)
pour k > 2, expression dans lequelle o est le produit de concaténation dans T(Q') ou T(Q')@T(V),
I'espace T(2') est considéré comme un sous-espace de T'(2') ® T'(V) par tensorisation avec 1,

le symbole m désigne le produit sur T(Q') ® T(V), produit tensoriel du produit de battage et
5



du produit de concaténation, et [ A, o T QY @ T(V) — T(V) désigne le produit tensoriel de
Ja, T(Q') — C avec l'identité de T(V).

En utilisant I'identité (ao A)m(bo B) = ao(Am(bo B))+bo(Bm(aoA)) dans T(Q'), ou a,b € Q)
A, B € T(Q), on simplifie ainsi cette expression

Hol,,([0,1],w)” = /A 3 (—ao) (@i mef mem ) (—ay ) (14)

k,1>0
k+l<n—2

dans laquelle les signes somme et intégrale ne peuvent étre inversés, les termes individuels de la
somme n’étant pas intégrables.

Remarque 2.2. On peut réduire la dimension du simplexe d’intégration dans les formules (I3]),
(I4) en utilisant l'identité

e (b o b
[ ast@rmagrmsyon= >y [ EEE e Lo

n CLI7CL”|CLI+CL”:G b/7b//‘b/+b//:b n—a—b a

dans laquelle «, 3,7 sont dans T(Q') et f, g sont des fonctions sur [0, 1].

2.2. Intégrales itérées régularisées. Soit A une algebre, limite projective d’algebres de dimen-
sion finie. Soit ag, a; des éléments de A, et posons

Qaga, = {w € QY(]0,1[, A)|w = agdlog(z) + O(1) si z = 0, w = ajdlog(1 — z) + O(1) si z — 1}.
(15)
Pour w € Q4 a,, on pose

IK% (w) = /[ ](w — apdlog(z) — aydlog(1 — 2)).
0,1

Pour n > 2 et wy,...,w, € 44,a,, ON pose
reg — ate yen b+m
I[OJ}(wl,...,wn) = E ag -Ia,b'a1 ,
asbrem|
a,b>0,a+b<n—2,
e,ne{0,1}

le produit étant calculé dans A° (P’algebre opposée a A), ou

Ic?,%:/ (wa-i-l_aodlog(z))o<(_dlog('z))Oam(_dlog(l_z))Obm(wa+2o"'Own—b—l))o(wn—b_aldlog(l_z))a

An

Ic?,lb:/ (—dlog(l—z))o((—dlog(z))oam(—dlog(1—2’))Obm(‘*’a+1o"‘Own—b—2))O(Wn—b—l—a1d10g(1—2))a

n

185 = [ (@asa = audiog(z)) o ((~dlog(2))m(~dlog(1 — 2)) a0+ -0 ) o (~dlog(2),

n

Il = /A (~dlog(1 - 2)) o ((~dlog(2))**m(~dlog(1 — 2))Pm(wqy2 0+ 0 wn_y1) ) o (—~dlog(2)),

oil : o est le produit dans T'(Q') ® A, les formes dlog(z), dlog(l — z) de Q! sont identifiées & des
éléments de T'(Q')®.A% par tensorisation avec 1, on note I'application | A, ®id: (QH)®k@ AP — AP
simplement | Ay

On a alors :



Proposition 2.3. Soit A une algébre, limite projective d’algébres de dimension finie. Soit ag, ay des
éléments de A et soit w un élément de Qag.a,. L holonomie régularisée Hol(]0,1],w) de l’équation
différentielle df = wf, définie par {I0), est donnée par

Hol([0,1],w) =1+ ZIK%

n>1

w,...,w). 16
( ) (16)
Soit M une variété lisse, U C M un ouvert, et v : [0,1] — M un chemin tel que ¥(]0,1[) C U.
Pour A, ag,a; comme ci-dessus, on pose
Qag,a,(7) 1= {w € AU, A) 7" (w) € Qa1 }; (17)
pour wi,...,wy € Qaga, (7), on pose I (w1,...,wy,) = I[Toe%(y*(wl), ..., (wy)). Enfin, pour
w € Qay.a,(7), on pose Hol(y,w) := Hol([0,1],7*(w)). On a alors
Hol(v,w) =1+ ) I'w,...,w).
Example 2.4. For n = 2,
Iy §) (w1, wa) = /A (w1 — agdlog(2)) o (wz — ardlog(1 — 2)) + (~dlog(1 — 2)) o (ws — ardlog(2)) - &y
2
+ ag - (w1 — apdlog(z)) o (—dlog(z)) + ag - (—dlog(1 — 2)) o (—dlog(z)) - a.

2.3. Les analogues elliptiques des nombres multizétas. Fixons 7 € §). Pour = € C, on pose

sy br(z4x)
or(z) = 0.0 @)

Considérant x comme une variable formelle proche de 0, on voit o7, comme un élément de 2~ Mer (C)][z]],
ot Mer(C) = {fonctions méromorphes définies sur C}. Plus précisément :

Proposition 2.5. ¢ admet le développement
T 1 T
Um(z) = E + an(z)xna
n>0
avec kl(z) = (0/0;)(2) et kI finie en 0 et 1 sin > 0.

Démonstration. Le parametre 7 étant fixé, on considere 6,(—) comme une fonction de la variable
z. On a 207 (2)jz—0 = 1. De plus,
1 1.60:(z42) z o’
T _ — e =t 1 _n = T .
(Ux(z) :L,)\x—(] ZE( 97—(2) 97—(217) )|:E—0 07_ (Z)

Enfin, le développement de ¢7(z) en z = 0 est, compte tenu de I'imparité de 6,

O (x+2) 1 o’ g, 1 1 6
T = - pr— 1 —T —_ p— —T .
710 = T g = (2@ + O +0() = S + 57 (@) +0(2)
Ponc 1 [ 1 1 0
7@~ (5 + () = (F @) = )+ — 7)) +0()
qui est fini en z = 0. Il s’ensuit que les k], sont finis en 0. Par symétrie, ils sont également finis en
1. O
Posons A := C, ag = a; := 1. Alors pour z € C, la forme o](z)dz appartient a 'espace €2 ;

défini par (I5)).

De méme, la forme e?™1 % ¢7(2)dz appartient & I'espace 0y 1([0,7]) défini par (IT), ot [0, 7] est
le chemin linéaire [0, 1] — [0, 7] tracé sur C.

On pose alors :




Définition 2.6. On note [0,1] et [0,7] les chemins linéaires [0,1] — [0,1] et [0,1] — [0, 7] tracés
sur C. Pour T € $), on pose

Loy (T) = I@(agldz, 0y d2) (18)
re w12 mifnz
oty (T) 1= I@(e2 T axl(z)dz,...,eQ oy (2)dz); (19)
ce sont des séries dans (x1---2,) 'C[[x1,. .., 2,]].

En utilisant (I3), on trouve pour n > 0

Iml,...,xn('r) = Z (20)

k,l|k,1>0,
k+l<n—2

[ (0, — doge)) o ((~dlog(2)*ma(~dlog(1 ~ 2)*u(aF, o007, ) o (0T, , - diog(L )
Ap
)

o (or —dlog(1 — 2))

Tn—1—-1

+ /A (—dlog(l —2)) o ((—dlog(z))oam(—dlog(l — z))"bm(ag;c+1 0.0 O’;nili2)
+ /A (07, — d10g(2)) © ((~dlog(2))™m(~dlog(1 ~ 2))"m(7, , 0+ 007 ) o (~dlog(2))

+ /A (dlog(1 = 2)) o ((~diog(2))™m(~dlog(1 — 2))*m(7, , 0007, ) o (~dlog(2))

ce qui donne

Lo (7) = /A S (—dlog(2))*Fm(~dlog(1 — 2) o (0T, 0+ 00T, ) (21)

"k, 1|k,1>0,
k+l<n—2

(en notant ¢, a la place de oZ(2)dz). En particulier, on a

I (1) = /A (o7 — dlog(z)) o ( , — dlog(1 — 2)) — dlog(1 — z) o (o, — dlog(1 — 2))
— (o, — dlog(2)) o dlog(z) + dlog(1 — z) o dlog(z)
On a aussi

I(r) = / (07 (2)dz — dlog(z) — dlog(1 — z))
[0,1]

La fonction Jy, . .. (7) est donnée par les formules analogues, obtenues au moyen des substitutions
[0,1] — [0, 7], log(z) — log(z/7), log(1 — z) — log(1 — £), 07 (2)dz — 1T 07 (2)dz.

Pour d := (dy,...,d,) € Z%_;, on note I4(7), Ja4(7) les nombres complexes définis par
IQ(T) = Z IQ(T)E% J&(T) = Z JQ(T)giv
dezs_, dezs_,
ot z := (21,...,x,) et ¢ = :Eclll "-x‘fl". On a en particulier I_; (1) = 1/n!, J_1 . _1(7) =
S—— S——

n n

" /nl.

On appelle les fonctions I4(7), Ju(7) les analogues elliptiques des nombres multizétas ; les
It 20 (T), Joi,..2.(7) en sont des séries génératrices. Cette terminologie est justifiée par les
résultats de la section suivante.
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2.4. Lien avec le développement de A(7), B(7). Soit

F:=@n>0F, = EB(azl cexn) M, - - )
n>0

munie du produit f*g := h, avec h(x1,...,Tn+m) := f(T1,-- -, Tn)g(Tnt1,. -, Tnem) pour f € F,
g € F,,, c’est une algebre graduée.

L’algebre de Lie fo est librement engendrée par les éléments x,y et est bigraduée par le degré en
ces générateurs. Par élimination de Lazard, la somme directe fo © Cx de ses composantes de degré
> 0 en z est lalgebre de Lie librement engendrée par les [z"y] := (adx)"(y), n > 0. Son algebre
enveloppante est donc l’algebre associative libre sur ces générateurs. On note A la complétion de
cette algebre enveloppante pour le degré total en z,y.

On en déduit :

Lemme 2.7. On a un isomorphisme entre A et la complétion F = ano F, de F via

[zfy] - [z¥y] & 2Pl e B

n

On considere l'algebre enveloppante de fo © Cxz comme graduée par le degré total en x,y ; son
algebre enveloppante est donc graduée avec composantes homogenes de dimension finie, et A est
donc une limite projective d’algébres de dimension finie.

Posons ag = a; :=t = —[x,y] et

0:(z+ad(z)) ad(zx)

0, (z) 0-(ad(z)) (y)dz € Q1(]0,1[, A).

w(z)dz == —

Alors w(z)dz € Qay,a,. On lui associe
I(1) := Hol([0,1],w) € A.

On pose @(2)dz := 2™ 7w(z)dz. Cette forme admet comme pole t en 0 et 7, donc @ € Qg a, ([0, 7)),
ou [0, 7] est le chemin linéaire [0,1] — [0, 7]. On pose alors

- J(7) :== Hol([0,7],w) € A.

Sous l'isomorphisme du lemme 2.7 on a

Ad>w <+ —ol(2)dz € Fy,

d’ou
A>T w,...,w) + (—1)"1[75’:?](0;”, vy 0g) = (1) Iy, 2y (T) € Fy,
d’ou
A3 1(0) & ()L, (1) _ EF (22)
On montre de méme la correspondance
A3 (1) & ((F1)" oy () € F. (23)

Les solutions fy, f1 de df = wf (voir section [2.1]) sont reliées & X (z) (voir section [[L1]) par X (z) =
fo(z) (=27 i), X (2 —1) = fi(2)(27i)!. On en déduit

Ad((2m)) (e 2t A(T)el 2t) = Hol([0,1],9). (24)
On a B(1) = Z(2) ' Z(2 + 7), out Z(2) est la solution dans D := {a + b7|(a,b) €]0,1[*} de
07 = (2 0s 4 & (2)d2) 2

T
9



telle que Z(z) ~ (—=2miz)! pour z — 0. Soit ey € Der(f2) la dérivation (z,y) — (0,z). En

appliquant I’automorphisme exp(@&r) a Pexpression reliant B(7) avec Z(z), on obtient :

exp(“ e ) (B(T)) = T() T +7),

ot T(z) est la solution dans D de dT = @(z)dz - T, telle que T(z) ~ (—2wiz)! en 2 — 0. Un
raisonnement analogue au précédent donne alors
o o o .
Ad((2m)")(e7 - exp(“ ey ) (B(r)) - e~ 15Y) = Hol([0,7],%) (25)
T

[22) et [23) d’une part, ([24) et ([28) d’autre part impliquent :

Proposition 2.8. Sous lisomorphisme du Lemme [2.7, on a
Ad(m)) (@A) o (L an(0))
iz 2mi iz n
Ad((2m)") (75 - exp(Fmes ) (B(T) -7 8) & (1) (7))

Remarque 2.9. Le formalisme développé par J. Ecalle utilise une variante de l'isomorphime

F < @,50Clr1,...,2,] du lemme 7, donné par [zhy] - [zdy] = f < may = x‘lh coxdn €

(C[l‘l, ce ,:En].

n>0

2.5. Propriétés algébriques et modulaires. Les multizétas elliptiques sont reliés par 'identité
modulaire )
Topron() = Ias e (5), (26)

.
qui repose sur l'identité JEI/T(z)dz = 2257 (72)d(72). L’identité (26) traduit I'identité (2))
reliant A(7) et B(7).

Le caractere “de type groupe” de A(7), B(7) se traduit par les identités

’[d17~~~7dn (T)’[d7l+17---7dn+m (T) = Z [d0(1)7~~~7da(n+m) (T)7 (27)

O'ESn,m

ou Sym = {0 € Spamlo(i) <o(j)sii <j<noun+1<i<j}, ainsi que les identités similaires
pour les Jy(7) (qui leur sont équivalentes compte tenu de (26])).
Les identités (B se traduisent par
n
Z(_l)d1+...+dkld1,---7dk (T)Idk+17---7dn (7_) =0 si n>1,d,...,d, >~—1
k=0
et les identités analogues en remplagant chaque I par Jg (qui leur sont également équivalentes).

3. SYSTEME DIFFERENTIEL POUR LES ANALOGUES ELLIPTIQUES DES NOMBRES MULTIZETAS

Dans cette section, on montre que les intégrales itérées régularisées définies dans la section
sont, sous certaines hypotheses, solutions de certains systémes différentiels (section B.I]). En section
B2l on applique ce résultat aux analogues elliptiques des nombres multizétas définis en section 23]

3.1. Systémes différentiels pour les intégrales itérées régularisées. Soit I un intervalle de
R contenant 0. On note F l’ensemble des 1-formes lisses sur Ix]0, 1[ de la forme w = w(t, z)dz, telles
que w — dlog(z) admet un prolongement lisse a I x [0, 1] et w — dlog(1 — z) admet un prolongement
lisse & Ix]0,1]. On note G I'ensemble des 1-formes lisses sur I x [0, 1] de la forme g = g(t, z)dt. On
suppose donnés :

o des éléments w; (i=1,...,n) et ¥; ;41 (1 =1,...,n—1) de F;

e des éléments g; (1 =1,...,n) de G, tels que:
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(a) pour i =1,...,n, la forme w;(t, z)dz + gi(t, z)dt est fermée, ce qui se traduit par I'identité

(t,7) = L (t,2)

i
ot
sur Ix]0,1[;
(b) pour : =1,...,n — 1, on a l'identité
9i(t, 2)wit1(t, 2) — gir1(t, 2)wi(t, 2) = (9i(t,0) — git1(t,0))iiv1(t, 2)
sur Ix]0,1[;
(¢) pour i =1,...,n, on a lidentité g;(¢,0) = g;(¢,1) sur I.
On se place dans le cadre de la section 2.2] avec A = C, ag = a; = 1, pour définir Q; ;. Pour

tout a € F et tout ¢ € I, la restriction o de o & {t}x]0, 1[ appartient & ;1. La définition de IEE)E%

reg} ( t

en section 2.2l permet alors de définir le nombre I[o hlag,. .. ,al) pour tous ag,...,a, € Fett el

Proposition 3.1. Sous les hypothéses du début de la section 31| sur (w;)i=1,..n, (Viit+1)i=1,..n—1s
et (9i)i=1,..n, on a lidentité suivante sur I

d re re re
Igh @i, wn) = = g1 (05 (w3, - wp) + gn (0) gy (wh, - wiy)

dt " 10.1] [0,1] n n\Y)L01] n—1
n—1
FS206H0) — s OV o b t). (29)
i=1

La fin de cette section est consacré a la démonstration de cette proposition.

Définition 3.2. On note Q2 l’espace des 1-formes sur |0, 1] a valeurs dans C, de la forme w(z)dz =
(24 o+ fo(2))dz, ot fo(z) est une fonction lisse sur [0,1] et ag,a1 € C. On note Qreg.o €t Qreg.1
les sous-espaces de ) définis par les conditions respectives ag = 0 et ap = 0.

On a une application linéaire 2 — C? donnée par w(2)dz — (ag,a1) ; Qreg.0 €t Qreg.1 sont alors
les préimages de 0 C et C @ 0.

Définition 3.3. Pour m > 1, on définit le sous-espace (Q€™)iy de Q™ ainsi:
o sim =1, alors Qint := Qreg.0 N Qreg1;
e sim > 2, alors (Q™)int = Qreg.0 @ V2 @ Qyeg 1

On identifie Q®™ & un sous-espace de 2™ (]0, 1[™, C). Alors 'image de chaque élément de (Q2%™);
est absolument intégrable sur le simplexe A,, CJ0,1[™. L’intégration sur A, donne alors une

application linéaire
/ (%) — C.
A,

Définition 3.4. Pour a > 0, on pose (Q2%")ing.0 := Qreg.o ® 0%~ 5 a >0, et (Q%)in0 := C si
a=0. Pourb>0, on pose (Q%)j,1 := Q®a~1 ® Qreg1 50 b >0, et (%) i1 := C si
pour a,b >0, on pose (2% @ Q)i = (2% ine.0 @ (2®)ing.1.

Soit g un élément de C*°([0,1],C). Alors dg € Q. Pour m entier > 1, on définit I'application

linéaire
ins(dg) : EB Q% @ Q% - Q&m
a+b=m—1

comme la somme des applications Q%% ® Q% — Q®™ 4 ® B~ a® dg ® [ d’insertion de dg dans
le produit tensoriel.

Pour ¢ > 0, on définit une application linéaire

C*([0,1],C) ® Q®° = Q%) fRw— f-w
11



par f-(y10---07.):=(fy1)o--0q.sic>0,et f-1:= f(1)1 pour ¢ =0 (fv est le produit de la
fonction f et de la 1-forme «). On définit de méme une application linéaire

0% 2 C*([0,1],C) = Q% wfrrw-f

par (ypo---0%) - fi=m0---0(fy)sic>0,et1-f:= f(0)1 pour c=0.
Pour g dans C*°([0, 1], C), on définit alors des applications linéaires

g)r(g): P e o
a+b=m—1

comme étant les sommes directes des applications Q%% ® Q% — Q®m~1 données par I(g)(a® B) :=
a®(g-pB), rg)la®p):=(a-g)®p.

Comme dg € Qreg.oMNreg.1 C £, il existe une application (P, y—,,_1 Q%@ Q%) — (QZ™)ins,
qui sera également notée ins(dg), telle que le diagramme suivant commute

o ins(dg) m
(Barpmm_1 2% @ Q) iny — (™ )ing

|

ins(dg) Qom

@a-}-b:m—l Q®a ® Q®b

Pour tout ¢ > 0, les applications C*°([0, 1], C) @ Q¢ — Q%¢| fow — f-wet Q¥ C>([0,1],C)
0% wR f — w- f, se restreignent et corestreignent en des applications C°°([0, 1], C) @ (Q%);y.
(Q%)ine.1 et (2%)ing.0®C>([0,1],C) — (2%)int.0. On en déduit existence d’applications I(g),r(g) :
(5> A Q% @ Q%) — (Q¥ )iy, telle que le diagramme

%
%

(@a—i-b:m—l Q@a ® Q®b)intlw)(g®m—1)int

I(g),r
®a+b:m_1 Q®a X Q®b M Q®m—1

commute. Enfin, le diagramme suivant commute

ins(dg)
(®a+b=m—1 Qe ® Q®b)iﬂt —g> (Q®m)int
7‘(9)—1(9)l lfAn
Q®m_1 in C
( Jint o

par le théoreme de Fubini. On rassemble ces résultats dans le diagramme suivant

B o 297 O ) Qom (29)
ins(d \
r(g)-1(g) (B aspmm1 2% @ Q2P)in elda). (%™ )ing
r(g)—z<g>l Jan
Q®m—l can )(Q@m—l)mt C

Ja

n—1

ou chacun des carrés commute, et oti can sont des inclusions canoniques.
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Posons T'(Q) := ©¢>002%%. Les sommes sur m > 0 des applications linéaires

g).r(9): P 9% -0
a,bla+b=m

sont des applications linéaires I(g),7(g) : T(Q)®? — T(Q).
Muni du produit de battage m et du coproduit de déconcaténation Ay donné par Ay (o o
o) = glar o oa) ® (a1 0 0 ay), Pespace T() est une bigebre. Le produit m
étant commutatif, les représentations régulieres a gauche et a droite de T'(€2) sont isomorphes ; ceci
donne un T'(Q)-module T(Q2). En utilisant le coproduit, on munit I'espace T'(22)®? d’une structure
de T'(©2)-module. On a alors :

Lemme 3.5. L’application linéaire r(g) — I(g) : T(Q)®? — T(Q) est un morphisme de T(Q)-
modules. En d’autres termes, on a

(r(9) = U9) ((eMmB) © (P my)) = am((r(g) — 1(9))(8 © 7)) (30)
(égalité dans T(Q)) pour tous o, 3,7 dans T(Q), dans laquelle on note Ay (a) = o) @ a2,

Démonstration. Notons a(g) := r(g) — l(g). Si f = v = 1, le membre de gauche est égal a
a(g)(aM @ a?) qui est égal, apres simplifications, & avo(g-1)—(1-g)oa = (g(1) — g(0))a. D’autre
part, le membre de droite est égal & am(a(g)(1 ® 1)) = am((g-1) — (1-g)) = (9(1) — g(0))e.
L’identité (30) est donc satisfaite si f =~ = 1.

Si B e Qety=1, alors le membre de gauche est égal & a(g)((aMVmB) @ a?), ce qui d’apres
I'identité

Va e T(Q),V8 €, amf= al o Boa®?, (31)

est égal a a(g)(( ofoa?)®al®). Apres simplification, ce dernier terme est égal a g(1)a(!) o

Boa® -l (gﬂ) o (. D’autre part, le membre de droite est égal & am(a(g)(8 ®1)). On a

a(g)(B ® 1) = g(1)8 — gf, donc compte tenu de (3I), le membre de droite est égal & oV o (g(1)3 —

gB) o o'?) Lidentité [30) est donc satisfaite si § € Q et v = 1. On montre de méme que lidentité
(30) est satisfaite si B =1 et vy € Q.

Si 8 et v appartiennent a €2, le membre de gauche est égal a a(g )(( JmpB) @ (af ’y)), ce qui
d’apres ([B1]) est égal a a(g)((a(l) oBoa®)® (a® oyo a(4))), terme qui compte tenu de 1’égalité
suivante (dans laquelle T(2) 1 = @,-002%%)

Vo, B € T(Q),Ya, B € T(Q)+, alg)((acad)® (8 0p)) =aoca(g)d ®p)op
est égal & oM oa(g)((Boa?) ® (a® 07)) o al). L'égalité suivante

VB,y € QVa e T(Q), a(g)((BoaM)® (a® o)) =pBoac(gy)—(gB)oaoy

implique alors que ce dernier terme est égal & a(Y) o (ﬂ oa? o (97) — (gpB) o a® o ’y) oa®. Ona
I'identité suivante

V8,7 € QVa € T(Q), am(Boy)=aVoBoa®oyoa®, (32)

qui permet d’exprimer le dernier terme comme o (80 (g7) — (953) ©7y), qui est donc ama(g)(8®7),
et donc égal au membre de droite. L’identité (30) est donc satisfaite si =1 et v € Q.
Les deux membres de I'identité (B0]) sont les valeurs en a ® 5 ® v de deux applications linéaires
gch,dt : T(Q) @ T(Q)®? — T(Q). La décomposition
TO)*? =T(Q)F* @ (T(Q)+ ®C) ® (CT();) & C¥?
induit par tensorisation avec 7'(£2) une décomposition de la source des applications gch,dt. On a
par ailleurs montré 1'égalité des restrictions des applications gch et dt aux produits tensoriels de

T(Q2) avec les sous-espaces Q%2 ¢ T(Q)F?, (Q® C) C (T(Q) @ C), (C®T(Q) C (Co T(V)),
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et C®2 C C¥2. L’égalité de ces applications linéaires sur les trois premiers espaces est alors une
conséquence des identités

vlé € T(Q)vvﬁo € T(Q)-H a g)((/é © 60) & 1) = /8 © a(g)(BO & 1)7
V3 eT(Q),¥0 e T+, al9)(1® (o) =alg)(l®@0)07,

V3,7 € T(2),Y8,7 € T+, alg)((Bo o) ® (o) =Boalg)(fo@)0F  (33)
et de I'identité
am(f o) = (oW mp) o (a@mry) (34)
pour a, 3,y € T(Q).
Montrons par exemple I'identité (B0 dans le cas du produit tensoriel de T'(2) avec T(Q)?. Par
linéarité, on suppose Qv € T(Q)%2 de la forme (3o o) ® (y0 0 7) ou 3,7 € T(Q) et By, o € Q.
Alors, si a € T(92),

al9)((amB) @ (o (a m(F o ) @ (a@m(ro07)))

= a(Q)((( 'mp) o (P mp) ) ® ((@®myp) o (a )mv))) (en utilisant (32))

= (aMmp) o a(g )((a<2 mBo) ® (a®myg)) o (a( Jmy)  (en utilisant (33))

(@M mp) o <Oé(2)ma(g) (Bo® 70)) o (@®mF)  (en utilisant @) pour o, 70 € Q)

= oan (ﬂ a(g9)(Bo ® o) © 5/) (en utilisant (34)))

— ama(g)((Fo fo) @ (1007))  (en utilisant (33))
— ama(g) (8 ® 7).

Compte tenu de ce que (T'(2),m, Ay ) est une bigebre, ([B0) implique :
Va, 8,78 € T(Q),  (r(9) — U(9)) ((@VmpmW) ® (aPmryms®)) = am((r(9) — U(9))(8 © 7)) md

(35)
(égalité dans T'(Q2)).
Pour &y, ...,w, € Qy1, on pose
Mt (@1, 0) = Y (=1 (dIn(2))* m(@ag1 0 - - 0 Dpp)m(din(l — 2))* € QP
a,bla+b<n
On a vu en section que int(W1,...,@0n) =D enefo1} 1ntkl(w1, ., Wy), Ol
kllk+l<n—2
inty) (&1, -, Gn)

= (k11 — dlog(2)) o (<_d10g<z>>okm<_d10g<1 —2))"m(Wpyz 00 wn_l_n) 0 (&n—t — dlog(1 — 2)),

v

int,lc:?(afjl, cee,Wp)

= (Wps2 — dlog(2)) 0 ((—dlog(z))okm—dlog(l — 2))°m (&g g0+ o wn_o) o (—dlog(2)),

010 v
inty; (@1, ..., wn)

= (—dlog(1 - 2)) o ((—dlog(z))okm—dlog(l — 2))°m(@pqr 00 wn_l_2>) 0 (@n—1—1 — dlog(1 — 2)),
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v

intzz?(djl, ceyWp)
= (—dlog(1 —z2)) o ((—dlog(z))"km(—dlog(l — 2))°m (&g g0+ o wn_l_n) o (—dlog(2)).
Chaque int}7 (@1, . .. ,wy) appartient & (Q2%")iy, donc int (@, ...,w,) aussi. On a aussi posé
I[gfg]@l,...,mn):/ (1, ).

Soit gi,...,gn € C*([0,1],C) tels que ¢;(0) = gi(1) ; pour n € {1,...,n}, on définit I’élément
suivant Q®"

Seint(@r, .. @) = Y (=1)*T(=1)***(dIn(2))**m(@at1 0 - 0 dfe 0 - -+ © Wp_p)mi(dIn(1 — 2))*.
a,bla+b<n
a+1<c<n—b

On définit d.int;"7(1, . .., @n) comme étant 0 sic & {k+1,...,n — I}, et comme étant le résultat

du remplacement du terme comprenant &, (qui peut étre &, &, — dlog(z) ou &, — dlog(1 — z)) par
dg.. Par exemple, on a

Seinty) (1, ... ) =

1,05 © ((—dlog ()™ m(~dlog(1 — 2))*m(@xs5 0+ 0D 11) ) © (Gt — dlog(1 - 2))

+ Opt2<esn—i—1(Wp1 — dlog(z))o

° ((—dlog(z))"km(—dlog(l — 2))°m (&g 20 0dfeo- o wn-z—ﬁ) 0 (&1 — dlog(1 — 2))

+ On—t,c(Wk+1 — dlog(z)) o ((—dlog(z’))Okm(—dIOg(l — 2))°'m(&pyp 0+ o0 (I)n—l—l)) o dge
(ol Oyo<e<n—i—1 =1sik+2<c<n—1—1, et =0 sinon).

Comme dg. € Qreg.0 N Qreg.1, ON & 5cint2:?(<f)1, ce W) € (2% pour tout (k,7). De méme, on
a pour (&,7) € {(1,0),(0,1), (1,1)} et tout (k,1), deinty ] (1, ..., 0n) € (Q¥")ing. On en déduit
Seint (@1, ..., 0n) € (Q%™)ing.

On définit I'élément relc € B, pjatpmn—1 0% @ Q% par

rel, := Z Z (—1)att ((dln(z))oa,m(dja_i_l 0+ 0w 1)m(dln(l — z))Ob,>®

a,bla+b<n a=a’+a’!
a+1<c<n—b b=b/+b"

® ((dln(z))oa’

On définit (relc)gf € @a7b|a+b:n_1(ﬂ®“ ® Q%) par

/

(&1 0+ 0 Gy y)m(din(1 - 2))*")

(rele) )} = Okr1c- 1@ (((—dlog(z))Okm(—dlog(l — 2))°tm (&g 42 0+ 0 Wpy—1)) © (Wn—y — dlog(1 — Z)))
+ Okt2<e<n—i-1(Wr 11 — dlog(z))o

° ((—dlog(z))Okm(—dlog(l — 2))"'m (@420 0dfeo -0 i)n—z—l)) 0 (Wp—t — dlog(1 — 2))

+ D Ok+2<c<n—I-1 <(f5)k+1 — dlog(2)) o ((—dIn(2))*¥ m(—dn(1 — 2))* m(@g g0 -+ wc—l)))@’
K k! k=K' +k'
v =1 1"

® (((a@1 0+ 0 Gy )m(—dn(z))°* m(—dIn(1 — 2))") o (@n_; — dlog(1 — z)))

-+ 5n_l,c((cbk+1 —dlog(z)) o ((—dlog(z))"km(—dlog(l — z))Olm(dij 0--+0 d)n_l_l))> ®1
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et on définit de fagon analogue les autres (relc)Z’fZ dans EBM‘ “ +b:n_1(Q®“ ® Q®b);. Alors rel, =
E’
D eme{0,1} 2ok ilki<n—o(tele) ], donc

rel. € @ (Q%% @ Q%)
a,bla+b=n—1

Compte tenu de (33]), on a

(r(Ge) = @) (rele) = D (=1)"**(dlog(2))**m(dlog(1 — z))*’m
a,bla+b<n

m(7(ge) = 1(ge))(@ar1 0+ 0We1) © (Wey1 0+ 0Wnp))

On a donc
n
D) = r(@e)rele) = > (=1)"*(dlog())*"m(dlog(1 — z))*’m
c=1 a,bla+b<n
H_[( - §a+1(0)(d)a+2 ©---0 d)n—b) + (d)a-‘rl O---0 wn—b—l)gn—b(o)
n—b—1
+ Z Wat1 © -+ 0 (Giig1 — Jip1@;) © -+ 0 wn—b)-
i=a+1
Supposons que pour ¢ = 1,...,n — 1, on dispose de 15i7i+1 € 1 tel que GiWit1 — Giy10; =

(9:(0) — £u7i+1(0))1/?i,i+1. Alors

n

D 1Fe) = (@) (rele) = Y (=1)**(dlog(2))**m(dlog(1 — 2))*’m
c=1 a,bla+b<n
III( - §a+1(0)(wa+2 O0:++0 Can—b) + (Caa—l-l ©--+0 wn—b—l)gn—b(o)

n—b—1

+ Y (6i(0) = §i41(0))dat1 0 041 000 wn—b) (36)
i=a+1
16



(égalité dans Q®"~1) D’autre part, en décomposant le développement de int(y, . . . ,TLZ'7Z'+1, ceeyWp)
selon les valeurs de a, b, on a le développement suivant dans Q®7~1

n—1
— §1(0)int(d)2, c ,(:Jn) + én(O)int((:Jl, c. 7‘:Jn—1) + Z(gZ(O) — §i+1(0))int(d;1, L. ,1)[)1'7@'4_1, c. ,(:Jn)
i=1
=—g(0) Y (—din(2)*m(—dn(1l - 2))*’m(@at2 0 - - 0 Dpp)
a,bla+b<n—1
+ §,(0) Z (—dIn(2))°%m(—din(1 — 2))°Pm(gp1 © -+ - 0 Dp_p_1)
a,bla+b<n—1
n—1
* Z(fh(o) = 9i+1(0)) Z (—dIn(z))*m(—dn(1 — 2))*°m(Wa41 0 -+ 0 Piip1 0+ 0 Wnyp)
i=1 a,bla+b<n—1
a<i—1,b<n—i—1
n—1
+ Z(éz(O) — gi+1(0)) Z (—dIn(z))°%m(—dn(1 — 2))°°m (s 0 - - - © Dp_yp)
=1 a,bla+b<n—1
a>i—1
+ Z 3i(0) = gix1(0)) Y (=din(2))**m(—dIn(1 — 2))**m (a1 0 0 Dy p1) (37)
a,bla+b<n—1
b>n—i

Apres inversion des signes somme dans le quatriéme terme du membre de droite de (B7]), on voit
que la somme de ce terme et du premier terme de ce membre de droite est égale au premier terme
du membre de droite de ([B@). De méme, la somme des deuxiéme et cinquieme termes du membre
de droite de ([BT) est égale au deuxiéme terme du membre de droite de (B6). Enfin, les troisemes
termes des membres de droite de (B8] et (B7) sont égaux. On a donc I’égalité suivante

n

> (Uge) = r(ge))(xele) (38)

c=1
= —qi (O)int(d)g, ... ,(f)n) + gn(o)int(djl, e, WO 1 + Z gZ g,+1 O))int(d)l, ... ,1;2'72'4_1, ... 7d)n)

dans Q®"~1 et donc dans (Q®" 1)iy.

Rappelons que pour ¢ € {1,...,n}, rel. € (D, p—p_1 Q% @ Q%) est tel que ins(dg.)(rel.) =
) int(d;l, .., &y). On en déduit (voir @) que (r(ge)—1(ge))(rel.) € (") et fAn Ocint (1, ..., Wn) =
fA — l(gc))(relc). En sommant sur ¢ = 1,...,n, et en utilisant (38]), on en déduit

/ Ocint (01, . .., Wn) = / (membre de droite de (B8])). (39)
An Anfl

On se place maintenant dans le cadre de 1’énoncé de la proposition le Fixons t € I et posons
@; = wl, g = gt % i1 = Yl it Alors les hypotheéses sur les &;, g;, ¢m+1 sont satisfaites, et
deint (01, ..., W) = (d/dt)lnt(wl, ..,wh), donc le membre de gauche de (39) s’identifie au membre
de gauche de (28]). De méme, le membre de droite de (39]) s’identifie au membre de droite de (28]).
Ceci montre (28) et termine la démonstration de la proposition B.11

3.2. Systémes différentiels pour les analogues elliptiques des nombres multizétas. Soient
Z1,..., T, des nombres complexes (ou des variables formelles proches de 0).
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Définition 3.6. Pouri € {1,...,n} et (1,z) € Hx]0,1[, on pose

0 (L7 (2,

—0,..
Ox; 2mi ¥

wi(T,2)dz := ol (2)dz, gi(T,2)dT =

i
et pouri € {1,...,n— 1} et (1,2) € $Hx]0, 1],
Vi i1 (T, 2)dz = a;iﬂiﬂ(z)dz.

On a vu que pour chaque couple (7,z), o7 (2)dz est dans € 1, ce qui implique que les w; (i =

1,...,n) et les ;41 (i=1,...,n— 1) sont dans F. De plus, on a le développement

I 1 O:(24+2x) 1 1 0:(z+ )

omi 0, (2) O.(x) 27Ti(2’ +0(2)) 0, (x)

1 6z, 11 e

= 72«197(:5)( P 07(x) +0(z)) = %(; + H—T(l’) +0(z))
d’ou le fait que a (7, z) fixé, z — g, (7, 2) est lisse en 0, avec

o, 10,
9o(T,2) = %(Z—ﬁia(iﬂ)) + O0(z),
d’ou 'on déduit 9 18
9x(7,0) = O_x(%a(:ﬂ))' (40)

L’invariance de z +— 60.(z) sous z — 1 — z implique que g,(7,z) est également lisse en 1, avec

92(7,0) = go(7,1).
Dans |[CEE], trois lignes apres I’équation (14), on montre 1'égalité

O-(z+z), 1 0:(z+x)
8T(97(z)97(a;)) B 27riazaw(97(z)97(a:))
qui implique immédiatement
O 99

T,2) = —(1,2
or (7,2) 0z (7.2)
pour i € {1,...,n}.
La fonction de Weierstrass est définie par p,(z) = 2;62+TZ((Z +a)"2 —a7?), on 3 signifie que
2 n’est pas pris en compte lorsque a = 0. On pose alors

9r(2) == p-(2) + Ga(1) = Z (Z,(z +n+m7)7?).

meZ n

le terme a~

Lemme 3.7. On a les développements de Laurent suivants en x = 0
[ 1 1
H—T(x) == Go(T)x — Gy(T)2® — -+, pr(x) = s +3Gy(1)x? + 5Gg ()t + - - .
Démonstration. Le deuxieme développement provient de (z +a)™? = a2 — 2zxa™3 +---
D’apres [Pol, Thm. 3.9, o, = —(¢’/0)’, olt on pose o(z) := e%G2(7)Z297(z). Donc (62./60;)'(z) =
—pr(2) — Ga(7), ce qui détermine le développement de 0. /6, & une constante additive prés. Cette
constante est déterminée par le fait que 6/ /0, est une fonction impaire. O

On en déduit

. n A
fr(@) = Y (2n+ 1)Gapya(r)a™ = —(72) (x),
n>-1 0
ot on a posé Go(1) := —1. L’équation (40]) implique alors
1
9i(0,7) = i(1,7) = —5—Hr(xs). (41)
i
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Lemme 3.8. On a lidentité
Va,y € C,  (0zoy)oy —03(0y0,) = opy,(0-(y) — or(2)), (42)

Démonstration. Le membre de gauche a le méme comportement que le membre de droite sous
les transformations de la variable muette z — z + 1, z — z + 7 ; pour étudier son comportement
en z = 0, on le transforme ainsi

T T T T T T 8 O-T 8 UT T T 0;’ 0;’ 9’;’ 0;’
(8I0x)0y(z) _Ux(ayay)(z) = O-wo-y(w—q—w - y—Ty)(Z) = Umay(e_(z+x) - H_(x) - 9_(Z+y) + H_(y))
O-w Uy T T T T
dont le développement est % x z x ((%)’(m) - (%)/(y)) +0(1) = 1(p-(y) — p-(2)) + O(1). On a
donc un pole simple en 0, ce qui implique que le membre de gauche est proportionnel a o7, ; le
développement en 0 permet aussi de calculer le coefficient de proportionnalité. O

L’équation (1) et le lemme B8 impliquent alors I’égalité
(giwir1 — gir1wi)(7,2) = (9:(0,7) — gi+1(0, 7)) i i41(7, 2)-
On a alors:

Proposition 3.9. Les (w;)i=1,..n, (9i)i=1,..n €t (Viit1)i=1,..n—1 de la définition [38 satisfont les
hypothéses de la proposition 31l

En appliquant la proposition B.I] on obtient la premiére partie du résultat suivant :

Théoréme 3.10.

n—1
(2m1)0rLay,.. 00 (T) = 67 (@1) Ly, .. 2 (T)_@'r(mn)[m,--wan(T)+Z(pf(xi+l)_@T(xi))Ix1,---,xi+xi+1,---,xn (7).
=1
(43)
et
n—1
2m1)0r oy, w0 (T) = O (21) g, 00 (T) = 97 (0) Ty, (T) + Z(W'r(xi-i-l) = 00 (i) szt @i sown (T)
=1

2mi
- T($lam1 +- xnamn)tjxl,...,xn (7—)

La deuxiéme identité est une conséquence de la premiere identité et de I'identité modulaire (26]),
compte tenu de la relation modulaire $_y /() = 26, (t2) — 27iT, qui provient de o_1/-(z) =
20 (12) et de Go(—1/7) = 72Ga(7) — 27iT ([Se], équation (45) p. 156). O

4. REALISATION DE (d2,,n > —1) ET COMPARAISON DE SYSTEMES DIFFERENTIELS

Comme F' = U(fa © Cz) C U(f2) est un sous-fe-module de U(fz), on dispose d’un sous-espace
Der(f2, F') C Dery(f2,U(f2)) = Dery(U(f2)), qui est en fait une sous-algebre de Lie. (Der; est
Pensemble des dérivations qui envoient t = —[x,y| € fo sur 0.) D’autre part, le degré en y induit
une graduation de ces algebres de Lie ; on note Der(f2); C Der(f2) la partie de y-degré > 0.

On a donc une suite d’inclusions d’algebres de Lie

(02n,n > —1) C Dery(f2)+ C Dery(f2, F) C Dery(F).
Le but de cette section est d’établir un isomorphisme
Dert(fg, F) ~ go

entre Dery(fo, F') et une algeébre de Lie “fonctionnelle” Gy explicite, puis d’en déduire le lien entre
les équations différentielles du théoreme B.I0] et celles satisfaites par A(7), B(7) (équations (7).
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Pour n > 1, on pose G[n] := C(z1,...,2p+1), le corps des fractions rationnelles & coefficients
dans C en n + 1 indéterminées x1,...,xyy1. On pose

G == ®p>1G[n).
L’énoncé suivant est immeédiat.

Proposition 4.1. G est munie d’une structure d’algébre de Lie graduée donnée par

m—+1
[¢’¢] — Z (’Di,i+1,...,i+n¢1,...,i—l,ii—i-l...i+n,i+n+1,...,n+m+1 _ (((,D,TL) VAN (¢’m)) e g[n + m]
i=1

12

pour ¢ € G[n], 1 € G[m] ; on note b "= p(x1, ..., Eny1), PP = (21 + 29, 23), ete.

L’espace Fo, := C(z;,1 € Z) des fractions rationnelles en une infinité de variables est un G-module
via © * f = ZieZ (pi,i-i-l,...,i+nf...,z'—1,ii+1...i+n,i+n+1,...‘

Par l'identification de C[z1,...,z,] & Clz1,...,2p41]/(x1 + -+ + T41), On obtient une action
du groupe symétrique S, 11 sur cette premiere algebre (en d’autres termes, on a affaire a 1’algebre
symétrique du quotient C"*!/C de la représentation naturelle par la triviale). On note Cy, 41 C Spy1
le sous-groupe cyclique. L’élément z1 - - - x,,(z1+ - - -+ ) de Clzq,. .., z,] est invariant par 'action
de ce groupe.

Pour n > 1, on pose

Goln] := ((z1 -+ n(z1 + -+ + 2)) ' Clay, ... ,xn])C"“,

ou l'espace entre parentheses est celui des fractions rationnelles en x1,...,, avec dénominateur
Xy a:n(azl + -+ a;n) On pose alors

Go := ®n>100[n].

Proposition 4.2. Une structure d’algébre de Lie graduée est définie sur Gy par

n
[(,D ¢]0 - ((’Di,i—i-l,...,i-i-n—l _ (pi-i-l,...,i+n)¢1,...,i—l,ii+1...i+n,i+n+1,...,n+m
, : E

i=1
m

(0 Lo A= Lot L =L b ma b ma L m
Jj=1
_ (’Dl,...,nq/)n—i-l,...,n—i-m + ¢m+1,...,n+m¢1,...,m c g(][n + m]

pour ¢ € Goln|, ¥ € Golm|. L’espace F a une structure de Go-module gradué par

m
o i,i+1,...,i4+n—1 i+1,...04+n\ £l,...,i—13i4+1...i4+ni+n+1,....n+m
pef:=) (¢ - )f

=1
_ (pl,...,nfn—l—l,...,n—i-m + (pn—i-l,...,n—i-mfl,...,m c Fn+m (44)

pour ¢ € Go[n|, f € F,. Un isomorphisme d’algébres de Lie graduées Der;(fo, F') ~ Gy est donné
par
Deri(f2, F)[n] 2 D < ¢(x1,...,2zy) € Go[n],

ot D est la dérivation donnée par x w— u, y— v, ou u € Fy,, v € F11 sont donnés par

w(xy, .. ) = (X1 + -+ xp)e(T1, .. T),

1 1 1 1

v(T1y...,T =(— - x9,...,X + - Ti1yeee,Tp).
(w1 n+1) (m1 $1+m+$n+1)90(2 n+1) ($1+'.'+xn+1 :nn+1)(’0(1 n)
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Un morphisme d’algebres de Lie Gy — G est par ailleurs donné par

gO[n] > (‘D(.Z'l, s 71'71) = (10('%17 cee 71'71) - (10('%27 cee 7xn+1) € g[n]
Démonstration. Soit D € Dery(fo, F')[n]. Cet élément est déterminé par le couple (u,v) :=
D(x),D(y)) € F,, X F,11. La condition sur (u,v) est
+
(x1+ -+ xpp)v(zr, .y Tpg1) = ml_lu(azg, ey Tpg1) — a:r_l}rlu(azl, cey )

(identité dans (21 - Zps1) *C[z1,...,2ns1]). On dispose d’une application de réduction modulo
x1+- -+ 2,11 de cet espace vers (z1 -+ (w14 +2,)) " 1Clxy, ..., 2,]. L'image de cette identité
exprime alors la C,,y-invariance de ¢(z1,...,2,) = u(z1,...,2,)/(z1 + -+ 25,). On a donc une
application linéaire

Dery(fo, F)[n] — (21 - &n(@1 + - + 2)) 1Cly, . . ., 2] 91, (45)
D — . Cette application est injective car la nullité de u implique celle de v. Les deux derniéres

formules de la proposition définissent une application

($1 e xn(xl + -+ xn))_l(c[,ﬁl?l, e ,iUn]CnJrl — Fn X Fn—|—1

(le pdle en x1 + -+ + 2,41 disparaissant par C,yj-invariance), qui est en fait d’image dans
Dery(f2, F')[n] et inverse & ({5). On vérifie alors que le transport a Gy de la structure d’algebre
de Lie sur Der.(f2, F') et de module de F sur cette algébre de Lie est donné par les formules de
I’énoncé. O
On a
Gol1] = 27 *Cla].
Lemme 4.3. L’isomorphisme Gy ~ Dery(f2, F') induit la correspondance

Son € Dery(f2) 4 [1] € Dery(fo, F)[1] <+ Go[1] 2 23"

Démonstration. La dérivation correspondant a m%" est une dérivation de Dery(fo, F') telle que
z = u = 22" & [22"12y]. Comme Papplication Dery(f2, F) — F, D + D(z) est injective, cette
dérivation coincide avec la dérivation dq,, définie en section [[.2.3] O

Rappelons par ailleurs la correspondance
e™A(T) eU(f6Cx) & F 3 (=1)" Ly, .2 (T))n>0 =: I(7).

(section ). D’apres () et I'invariance de t sous les da,, n > —1, ™ A(7) satisfait I’équation
différentielle

2mi0-(e™A(T)) = —( ) (2n+ 1)Ganya(7)020) (e ™ A(T)).

n>—1
L’image de cette équation différentielle sous 'isomorphisme U (fo © Cz) ~ F donne
2mid I(1) = —( Z (2n 4 1)Gopya(T)23) 0 I(1) = —Gr (1) @ I(7),
n>—1
donc si I(7) := (Ip,,....2,(T))n>0, alors 2wi0,1(7) = —p,(x1) ® I(7), c’est-a-dire que pour chaque n
27Tia7—[$17~~~,wn (7—) = _@T(IEI) i I"El,,,,,x7l71(7—)-

Compte tenu de la formule ([44]) pour I'action de Gy sur F, on retrouve ainsi la premiére équation
différentielle du théoréme [3.101
De méme, e~ '™ B(1) satisfait 1’équation différentielle

2mid (e ™ B(T)) = —(Z(Zn + 1)Gong2(T)d2,) (e 1™ B(7)).

n>1
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Soit B(7) := exp(Zles)(e”™B(r)) (voir section 2Z4)), on en déduit

. i .
2110, B(r) = _(§h + 3 @20+ 1)Ganga(r)820)(B(7)),
n>—1
ou h := [ey,d] est la dérivation de fo donnée par (z,y) — (x,—y), compte tenu de [ey, Jo,,] = 0 si
n>0et 3ler,[eq,d-0]] + ey = 0.
On a la correspondance

U(f ©Cx) > B(T) & (1) "y (7)) = j(T) € F,

par ailleurs la dérivation h se transporte sous cette correspondance en la dérivation de F' = @©,,>0F),
de degré zéro, opérant sur F,, comme § := Y ' | ;0,,. On en déduit

. ori 5
2110, (1) = ~(Z=€ + G, (21)0) T (7).
donc J(7) := (Jgy,....z, (T))n>0 satisfait la méme équation différentielle, donc

o
210 Jyy, 0, (T) = — !

T 4

n
(Z xiaxi)‘]x17---7xn(7—) —pr(21) @ Jx17---7~’0n—1(7—)7
=1
ce qui permet de retrouver la deuxieme équation différentielle du théoreme B.101

5. DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE DES ANALOGUES ELLIPTIQUES DES NOMBRES MULTIZETAS

Dans cette section, nous utilisons les équations différentielles satisfaites par les fonctions A(7) et
B(7) (équations (@) et leur comportement a l'infini ((&)), ([@)) pour en obtenir un développement
asymptotique en 7 — i00. Nous en déduisons la forme du développement asymptotique des fonc-
tions I4(7), Ju4(7) dans cette région.

5.1. Développement de g(7). Soit & la complétion de I'algebre de Lie (do,,,n > —1) C Dery(f2)
pour le bidegré en (z,y) ; on a |[d9,| = (2n + 1,1). Soit G := exp(B) C Auti(f2) le groupe de Lie
correspondant.

Proposition 5.1. Il existe une unique fonction g(7) : $ — G, telle que

2mi0-g(T) = —( > (2n + 1)Gant2(7)d2n)g(7)

n>—1

(024250 (2n+1)-2((2n+2)d2, )7 Dot

et g(T) ~ e =e en T — ioco. Il existe une collection (hy)g>o0,
avec hy = 1, telle que g(1) a le développement asymptotique

1 .
g(7) ~ Z mth(r]LTne%nkT
En>0
en T — 100.
Démonstration. Posons D(7) := %
i 2m R i ‘
72((22”,31)! oom—1(n) (ou ox(n) = de d®) sin > 0, et g2,,(0) := 2¢(2m) ; et posons go(n) = 0 si
n >0, et go(0) = —1. Alors Gop, (1) = Enzo gzm(n)e%i’” ot

n2_1(2n + 1)Gapt2(7)d2p. Posons si m > 1, gop(n) :=

. \ ~1
D(T) _ Z Dm€27rlm77 ol Dm = % (27’L + 1)g2n+2(m)52n.
m>0 n>—1
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Comme Dy est de y-degré 1, 2mim — ad Dy est inversible dans End(U®) si m > 0. Définissons
(hm)m>0 par hg =1,

hm = (2mim —ad Do) (> Dypyhyy) sim > 0.

m!/+m/=m
m/ >0

Alors h(1) == 3,50 hm€*™ '™ est une solution formelle de ,;h(7) = D(7)h(7) — h(7)Dy, qui est
’équation différentielle satisfaite par g(7)e~"°7 ; cette fonction admet donc h(7) comme développement
asymptotique. ]

5.2. Développements de A(7), B(7). Posons
Ao 1= ®(§, 1) 0 (g,1) ", B(1) 1= & ™0(—§ — t,1)e* P ITD(, 1) 7!, By := BJ0].
D’apres [CEE], on a
Ay =e™(Ay), B(1) =e™(By).
Posons h(7) := g(1)e” "0, alors d’apres la proposition 5.1} 2(7) admet le développement asympto-
tique h(1) =1+ 3, o hme*™ ™.
On a alors A(7) = g(7)(Ax) = h(7)(As) donc A(7) admet le développement asymptotique

A(T) ~ Z 627rimThm(Aoo),

m>0
et B(1) = g(7)(Bos) = h(7)(B(7)), donc B(r) admet le développement asymptotique

~ 2mi

B(7) = exp(———e4)h(1)(B(7)).

5.3. Développements de 14(7), J4(7). Soit kyrzv C C le Q-sous-anneau engendré par les mul-
tizétas. L’associateur ® étant a coefficients dans kjszy, on déduit de (52) et (5.2 :

Proposition 5.2. Les fonctions I4(7), Ja(T) admettent les développements asymptotiques

IQ(T) ~ Z:[d’ne%rim—7 JQ(T) ~ Z Z ng,n,sTse27rinT7

n>0 n>0seZ

dans lesquels les coefficients sont dans kyrzy[2mi]. Dans la deuziéme série, la deuziéme somme
> est finie pour tout n > 0.
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