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NOMBRES PREMIERS AVEC CONTRAINTES DIGITALES MULTIPLES

BRUNO MARTIN, CHRISTIAN MAUDUIT & JOEL RIVAT

RESUME. Soit ¢ > 2 un nombre entier. Pour tout nombre entier n > 1 et k € {0,...,¢—1}
nous notons |n|; le nombre d’apparitions du chiffre & dans le développement de n en base
g. Nous étudions la distribution jointe des fonctions (n — |n|i)1<k<q le long de la suite des
nombres premiers. Nous obtenons notamment une formule asymptotique pour le cardinal
de l'ensemble des nombres premiers p n’excédant pas z et équilibrés en base ¢ (i.e dont les
chiffres en base ¢ satisfont a la condition ||p|; — |p|;| < 1 pour tout (,7) € {0,...,q—1}?).

ABSTRACT. Let g > 2 be an integer. For every positive integer n and k € {0,...,q — 1} we
denote by |n|; the number of occurrences of the digit & in the representation of n in base g.
We study the joint distribution of the functions (n — |n|x)1<k<q along the sequence of prime
numbers. We obtain an asymptotic formula for the number of primes less than x which are
balanced in base ¢ (i.e such that the digits in base ¢ satisfy the condition ||p|i — |p|j| <1
for all (i, ) € {0,...,q—1}?).

1. NOTATIONS ET RAPPELS

Dans tout ce qui suit, ¢ est un nombre entier supérieur ou égal a 2 et p désigne systéma-
tiquement un nombre premier. On note log, la fonction logarithme en base q. Pour = € R,
m(x) désigne le nombre de nombres premiers n’excédant pas z, tandis que pour a € Z et
b € N*, 7m(x;a,b) désigne le nombre de nombres premiers p n’excédant pas x et tels que
p = a mod b. Pour t € R, on note ||t|| la distance de ¢ au nombre entier le plus proche et
'on pose e(t) = e*™. Siu = (uy,...,u,) et v = (vy,...,v,) sont des éléments de R", on
note w - v = )7, u;v; leur produit scalaire usuel et [lul|,, = maxi<j<, |u;]. La fonction
indicatrice d’Euler est désignée par la lettre ¢.

Rappelons que tout nombre entier strictement positif n admet un unique développement
g-adique de la forme

(1) n:anqj, 0<n;<¢g—1, n,>1
=0

Pour n = 0, on convient de poser v = 0 et ny = 0. Conformément a l'usage, on désigne pour
tout 0 < k < g — 1 par |- | la fonction comptant le nombre d’apparitions du chiffre & dans
le développement en base ¢, soit

In|y =#{0<j<v :n; =k}

movembre 2018.
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et on appelle fonction digitale (a valeurs entiéres) toute fonction g : N — Z de la forme

q—1

g(n) =Y axlnls,

k=0

avec (ao, ..., a4—1) € Z%. Un exemple classique de fonction digitale est donné par la fonction
somme des chiffres en base ¢ définie, pour tout nombre entier n, par

v q—1
sq(n) = an = Zk|n|k
=0 k=1

2. PRESENTATION DES RESULTATS

L’objet de cet article est d’étudier la distribution jointe du (¢ — 1)-uplet de fonctions
(n +— |n|k)1<k<q—1 le long de la suite des nombres premiers.

2.1. Distribution dans les progressions arithmétiques. C’est avec 'article [5] de Gel-
fond que s’ouvre le probleme de déterminer la répartition dans les progressions arithmétiques
des valeurs prises par une fonction digitale a valeurs entieres le long d’une suite donnée. En
particulier Gelfond pose la question de déterminer la répartition de s,(p) dans les progres-
sions arithmétiques lorsque p parcourt ’ensemble des nombres premiers. Ce probleme a été
résolu par Mauduit et Rivat qui obtiennent, étant donné un nombre entier m > 2, 'existence
de o4, > 0 tel que pour tous a € Z, x > 2, on a

pged(m,q — 1)
m

card{p < x : s4(p) =amod m} = 7(z; a, pged(m, ¢ — 1)) + O(z!~7am).

Plusieurs auteurs ont étendu ce résultat a d’autres classes de fonctions digitales ou auto-
matiques (cf. [10], [1], [12], [6], [14]). Nous obtenons dans cet article un premier exemple de
résultat de ce type dans le cas multi-dimensionnel.

Théoréme 1. I existe ¢ = c(q) > 0 tel que l'on a uniformément pour tous x > 2, m =
(ml, e ,mq_l) S (Z \ {O})q_l et £ = (61; . 7€q—1) S Zq—l’

mﬂ(x;vlydm)_i_
my... Mg

d 4
card {p <z : Vk € {1,...,q—1}, |p|ls = €, mod my } = O((log )3z ' ~¢/lIml),

ot l'on a posé

q—1
(2) dm = pged(mq, 2ma, ... kmy, ..., (¢ — D)my_1,q—1) et v, = Zk@k.
k=1

La constante implicite ne dépend que de q.
Le théoreme 1 n’a d’intérét que si (vg, dp,) = 1, puisque l'on a I'inclusion

{p<z:Vke{l,...,q—1},|plx =l mod my} C{p <z : p=uvmoddy,}.
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2.2. Loi locale. Etant donnée une fonction arithmétique ¢ : N* — Z, un probleme classique
consiste a déterminer sa loi locale, c’est-a-dire obtenir une estimation asymptotique pour
tout k € Z de la quantité
card{n < z : g(n) =k}

lorsque x — +00. Les exemples classiques sont les fonctions €2 et w (voir par exemple [15]
chapitre I1.6.1) qui dénombrent le nombre de facteurs premiers d’'un nombre entier, comptés
avec ou sans leur ordre de multiplicité. Plusieurs travaux récents traitent du cas ou g est une
fonction digitale. Le premier résultat de cet ordre a été obtenu par Mauduit et Sarkozy dans
[13] qui établissent une formule asymptotique pour card{n < ¢” : s,(n) = k}, uniforme pour
v—+4ooet 0< k< %V. En s’appuyant sur ces résultats lorsque k£ est proche de la valeur
moyenne “*v, Fouvry et Mauduit étudient dans [4] I'ensemble

&= {n € N* : 5,(n) = 1| log, n| —I—B(Uogqnj)},
ou B : N — R est une fonction telle que pour tout j € N, q;—lj + B(j) € N et telle que

(3) il existe K > 0 tel que pour tout n € N*,|B(n)| < Kn'/%.
Par exemple, pour g = sy et B(j) = [j/2] — j/2, on a'

£— {neN*  so(n) = EloanJ}.

Le théoreme 1.1 de [4] montre que pour tout x > 2, on a

6 x x
4 <a - — ),
(4) card{in <z : nef} ﬂ(q2—1)\/@+o(logq:c)

ou la constante implicite ne dépend que de K et q. Fouvry et Mauduit étudient alors la
régularité statistique de l’ensemble £ en établissant que pour tout 5 € R\ Q, la suite
(nf)nee est équirépartie modulo 1 (théoreme 1.2 de [4]).

Remarque 1. La formule (4) n’est plus valable en toute généralité sous la condition? :
(5) il existe K > 0 tel que pour tout n € N*, |B(n)| < Kn'/?,

mais le théoreme 1.2 de [4] reste valide sous la condition (5). En effet, sous la condition (5),
on peut assez rapidement vérifier qu’il existe des constantes C,Cy > 0 dépendant de K et
q telles que pour tout x > zo(K, q) on a

Cy

T

Viogx

Scard{n <z : ne &} <0y

x
Vlog x

1. Rappelons que pour tout y € R, on a |y/2] = ||y] /2].
2. Par exemple pour g = 2, et

B(j) = {L\[JJ si j est pair,

—{j/2} sij est impair,

N
on peut montrer, a l'aide de la formule de Stirling, que la suite ((%) card{n < 2" : n € 5}) =
v veN*

LN -1
((%) (%Jrg(y)))z/eN* ne converge pas.



et ceci permet de constater, en examinant la démonstration du théoreme 1.2 de [4], que la
condition (5) reste suffisante pour garantir que pour tout f € R\ Q la suite (8n),ce est
équirépartie modulo 1.

Dans [11], Mauduit étudie les ensembles de nombres entiers reconnaissables par un g-
automate infini déterministe associé a une marche aléatoire de moyenne nulle sur un réseau de
dimension d, I’exemple le plus simple étant ’ensemble des nombres entiers n € N* satisfaisant
anlo=|n|1 =...=|n|;—1 (on aici d = ¢ — 1). Plus généralement Drmota et Mauduit [2]
considerent

N: {n eN": Lk<|n|07 ‘n‘h' ) |n|CI*1) = LnklqunJ + Vg, k= 17' .- Jm}J

ou L = (Ly,...,Ly,) est une famille de formes linéaires définies sur R, n = (ny,...,n,) € R™
et v = (v1,...,0,) € Z™. Sous des hypotheses assez générales sur le triplet (£, m,v) que
nous ne détaillons pas ici, Drmota et Mauduit déterminent 1’ordre de grandeur du cardinal
de N'N[1,z], et montrent que pour tout 8 € R\ Q, la suite (5n),epn est équirépartie modulo
1.

Dans [3], Drmota, Mauduit et Rivat étudient la loi locale de s, au voisinage de sa valeur
moyenne le long de la suite des nombres premiers : ils obtiennent que pour tout £ €]0,1/2],
k € N* tel que (k,q) =1, on a

_ (k—pq logq 1)2

(6) card{p < : s,(p) = b} = —— 1 s (6 Cflesgr O((logx)_%JrE)),

olg—1), /2mo2log, x

olt py = Gt et or = %. Ce résultat est étendu dans [8] & toute fonction g = 7, . ak|-[x
avec (ag)i1<k<q € Z%'. Nous obtenons dans cet article un résultat de ce type dans le cas

multidimensionnel.

Théoréme 2. Soit € €]0,1/2[, r € {1,...,q— 1} et k = (k1,..., k) € N" tel que 1 < k1 <
.. < k. < q—1. On a uniformément pour tous x > 2 et b= (by,...,b.) € N,

(7)

card {p <z : [plp, = b1,..., [plk, = b} = 6kChy

b8 ) o) 4 o ),
(log z)" (logx) = —*

avec 3

(8) 5k:pged(k;77k;7q_1) ot {k{v7k;}:{177q_1}\{k177kr}7
qr+l

V= neE

r

< q 2 B ;log,z—b glog,z — b
R(a)—q;a§+q_r<zai> ct ux’b_<q,/logqx ’m’q\/logqa: >

=1

La constante implicite dans (7) ne dépend que de €, q et ky, ..., k,.
Comme 'on a

{p<z:[plky = b1, ple, =0} S{p <z : p=b-kmod o},

3. On convient que sir =q¢—1, alors s=0et 6, =q— 1.
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le théoreme 2 n’est intéressant que si (b - k,d) = 1 et si les nombres entiers by, ..., b, sont
proches de la valeur %logq x, soit

1

(9) ‘v’iE{1,...,7"},()1»:—logqx—i—O(\/logx).
q

2.3. Nombres premiers équilibrés en base g.

Définition 1. On dit qu’un nombre entier n > 1 est équilibré en base ¢ s’il satisfait
(10) V(i,j) €{0,...,q —1}? Hn|2—|n|1’ < 1.
On note &, I'ensemble des nombres équilibrés en base g.

Cet ensemble est reconnaissable par un g-automate infini déterministe au sens de [11]
associé a une marche aléatoire sur un réseau de dimension ¢ — 1. On peut montrer facilement

que card{n < z : n € &} est de méme ordre de grandeur que W (par exemple de

maniere analogue a la proposition 4.1 de [11]).

Remarque 2. Si ¢ > 4, alors il n’existe pas de nombre premier p tel que |plo = ... = |p|s-1-
En effet, si [plo = ... |p|q,1 =k avec k € N*, alors
-1
p=s(p) = %k mod ¢ — 1.
Or si ¢ > 5 est impair, pged (2 (= D,q 1) > &= L' > 1, et si g > 4 est pair, pgcd( D og— 1) >
g—1>1.

Théoreme 3. ] existe une fonction @ : R — R, strictement positive, 1-périodique si q est
pair, 2-périodique si q est impair, non constante, tel que pour tout e > 0, v > 2,

(11) Ny(w):=card{p<z : p€ &} = Q(logqqx) s ;(WW (1+0((toga)12+)).

La constante implicite dans (11) ne dépend que de € et q.

Remarque 3. Le théoréme 1 de [8] fournit une estimation uniforme en 5 € R de la somme

d’exponentielles
> e(Bp)

psT
g(p)=Fk

lorsque g = D7y, @kl - [x avec (ax)1<k<q € Z97" et (ag, ..., a41) = 1. En suivant la méthode
développée pour établir le théoreme 1 de [8], il est possible de démontrer le résultat suivant :

avec les mémes notations et hypotheses que celles du théoreme 2 on a uniformément pour
tout f € R,

0k C' _1 7(x)
12 Bp _kra e(Bp) ) e 2Buap) L O ———L—).
I Y N 2 > ) (aogm =
Pl =b1,e-s| Pk, =br p=b-k mod &y,

On peut ainsi déduire de (12) et du critere de Weyl (cf. [7] théoreme 2.1 par exemple)
que la suite (8p)peg, est équirépartie modulo 1 pour tout 3 € R\ Q. Nous omettons la
démonstration de ce résultat, elle releve d’arguments similaires a ceux employés dans les

preuves du corollaire 1 de [8] et du théoréme 3 du présent article.
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2.4. Cas général. Les techniques développées dans cet article permettent d’étudier la dis-
tribution jointe de r fonctions données de la forme g;(p) = > 1, a,(gj) Il pour 1 < 5 < r
avec ag ) € 7. Néanmoins diverses complications arithmétiques peuvent survenir d’un cas a
un autre, méme en supposant que pour tout j € {1,...,7}, ngd(a’gj))lgk<q =1 et que la
famille (g;)1<j< est libre sur Z :

— il peut exister des nombres entiers m > 2 tels que la famille (g;)1< <, soit liée sur Z,,.

— il peut exister des nombres entiers m > 2 tels que la famille (s,, g1,...,¢,) soit liée
sur Z, ce qui induit des restrictions dans la mesure ou pour tout n € N, s,(n) =
n mod g — 1.

Par exemple pour garantir que ’ensemble des nombres premiers satisfaisant en base ¢ =5 a

lpli +pl2 +pls = kb
(13) pl2 +2[pla = ko
Ipli + |pl2 + 3|pls +2|pla = ks

n’est pas vide il faut imposer les conditions pged(ky + k2,2) = 1, pged (ks + k3,4) = 1 et
k1 — k3 = 0 mod 2, les deux premieres conditions provenant de la relation s5(n) = n mod 4
pour tout n € N. Il semble ainsi difficile d’énoncer et de démontrer des résultats tout a la
fois généraux et maniables.

Le probleme est encore plus complexe si I'on souhaite prendre en compte le nombre de
zéros. Rappelons que la situation est déja délicate pour r = 1 comme en témoignent les
exemples fournis dans [10] pp. 191-193.

3. ESTIMATION D’UNE SOMME D’EXPONENTIELLES

Les démonstrations des résultats annoncés reposent sur l’estimation obtenue pour une
somme d’exponentielles dans [9]. Nous reformulons ici les théoremes 1 et 2 de [9]. Rappelons
que A désigne la fonction de von Mangoldt.

Théoréme A. Il existe co = co(q) > 0 tel que l'on a uniformément pour tous x > 2, f € R
et g = ZO<k<q agl - |k (avec (ap, ..., aq-1) € R?),

(14) ZA(H) € (g<n) + 5”) <K (10g 1‘)41-1700||((1*1)(a17a0)||27
nx
et
(15) Z A(n> € (g(n) + ﬂn) < (10g J,’)4;L‘1_00‘7q(9)7
n<x
ot
7a(9) =min > flas =y = (i =
0<y<i<q

Signalons que la constante ¢y, qui dépend de ¢, peut étre explicitée en reprenant les dé-
montrations des théoremes 1 et 2 de [9].
Nous pouvons en déduire la majoration suivante.
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Proposition 1. [l existe ¢c; = ¢1(q) > 0 tel que 'on a uniformément pour tous x > 2, f € R
et (..., 0q-1) € RTH

5o 3 el ) gt

avec

raan, o) = g = Danl?+ Y flow — ko]

2<k<q
Démonstration. Posons g = >, . axl|.[x. D’apres le théoreme A nous avons

ST (3 aulnle ) < floga)tat= el

n<x 1<k<q

(IOgI)4 1—c2(aq(g9)+|(g— 1)a1”)

1/1 — D\ !
02:m1n<c—20,§(1—|—%) )

Une intégration par parties standard donne

Soe (Y anlpl+ ) <<lo 7 | ) e (Y aulnle+8)|+va

p<T 1<k<q 1<k<q

< (logx)%l*ca(crq(g)ﬂl(qfl Jaa|?) JT
< (log :E)35(;1_02(0q(9)+||(q—1)011||2)7

avec

ou la derniere inégalité résulte de la définition de cy. Il nous reste a remarquer que d’apres
le lemme 4 de [10], nous avons

UQ(g> > (q _ 1)( Z ”ak - kal”

2<k<q

Cela fournit la conclusion attendue avec ¢; = ¢2((¢ — 1)((g — 1)* + 1))_1. O

4. PREUVE DU THEOREME 1

Nous introduisons I’ensemble
H={(ty,...,ty 1) €29 :Vke{l,...,¢q—1},0 <ty <my }
ainsi que les deux sous-ensembles

/{katl

H1:{<t1,...,tq_1)€% : m’tl ethE{Q,,q—l},tk:
Am, m
7

mod mk},



et Ho = H \ H;. Notons que la condition 7% \ t; entraine que le nombre kmktl

tout k € {2,...,q— 1}. Nous avons
card{p< x:Vke{l,...,q— 1}, |plx = Uk modmk}

S e MDD OO e

p<a: (t1,..stq—1)EH 1<k<q

est entier pour

S
= 1 0(S),

my... My

avec ‘ ’ )
_ Plk — ky
5=3 X o X )
PLT (b1, ytq—1)EH1 1<k<q
et
Sy =  max Z < Z \p|k ) ‘
(t1,..stq—1)EH2 o L<heq
Commencons par traiter S;. Pour chaque valeur de k € {2,...,¢—1}, la sommation sur ¢, le

long de H; est réduite a un seul terme correspondant a 'unique nombre entier ¢ tel que 0 <
t < my et t = kmyt;/my mod my. En effectuant le changement de variables t; = rmy/dp,,
nous obtenons ainsi

T (S ) <X 5 o)

p<z 0<r<dm 1<k<q p<z 0<r<dm

=> > ( - ve)) = dp 7, Ve, dim).

p<x 0<r<dm

Pour majorer Sy et conclure la démonstration, nous allons établir pour tout (¢i,...,¢t,-1) €
‘H, la majoration

(16) Z < Z |p|k—> < (log z)*z'~ er/mliS
psT 1<k<q
Compte-tenu de la proposition 1, il suffit pour cela de montrer la minoration

17 (e, ey s

m T mg /T lmll

Soit (t1,...,t—1) € Ho. S'il existe k € {2,...,¢— 1} tel que t), # k’;‘l—’itl mod my,, alors mym,
ne divise pas tpmq — kmyt; et donc

2
t by b t
(L 1>>H——k:—1
mi mMg—1

1 1

tkml — kmktl 2
| 5>
(mame)? = |m]|

1

mymy oo

Supposons a présent que pour tout 2 < k < ¢, tp = kmyt;/m; mod my, et que % {t1. En
particulier pour toute valeur de k, le nombre kmyt;,/m; est entier. Supposons par ’absurde

que m | t1. Il existe donc 0 < s < pged(q — 1, my) tel que

Smy

18 t =
(18) Y pged(g — 1,my)
8




et donc pour tout 2 < k < ¢, pged(q — 1,my) | skmy,. Posons d.,, = pged(mq,2ms, ..., (q —
1)mg—1). D’apres le théoréme de Bézout, il existe (ug, ..., u,—1) € Z772 tels que

q—1
E UM — dlrn
k=2

En multipliant cette égalité par s, nous obtenons que pged(q — 1,my) divise sd,,, et une

application du lemme de Gauss permet d’en déduire que %ﬁ’ml) divise s. Compte tenu de

. .. o i
(18), cela entraine que my/d,, divise t;, une contradiction. Nous avons donc gl T ;.

Nous en déduisons la minoration

B -1
Tq(’f—l,...,’fq—l)>H<q—1>t—1 B R —
my Mg_1 my pged(g — 1,my) pged(q—1,m1)

_ 2
2(pgcd(q 1,m1)> NI

m Tomt T mlZ
olt la deuxiéme inégalité vient du fait que pour tout (a,b, c) € (Z\{0})?3 tels que (a,c) =1 et
ctb,ona |lab/c|| > 1/c. Nous avons bien établi la minoration (17) pour tout (ti,...,t,—1) €
791
5. DEMONSTRATION DU THEOREME 2

Soit r € {1,...,q — 1} et k = (k1,...,k.) € {1,...,q — 1}". Nous posons pour tout

a=(ay,...,q.) €ER",
Sla, k,x) = Z <Z()¢z )

pLT

et pour tous b € Z et d € N*,

Spa(z; o k) = Z <Za2

P
p=b mod d

Nous commencons par le résultat suivant.

Lemme 1. Soit r € N* tel que 1 <r < q—1, k = (ky,...,k.) € {1,...,q — 1}" tel que
ki <...<k,. [lexistec:c(q,kl,...,k)>Otelquel0nap0urtousx 2,0< &< 1)2
etb:(bl,...,bT)GNr,

Card{pgx : |p|k1 :b17"'7‘p|kr :br}
(19) = 5k/ e Sk.b,gk(x; o, k)e(—a-b)da + O((log x)?’xl—CﬁQ/‘l(q—l)Q)7
(- 2(q—1)2(q— )}X[ £

ot O est défini en (8). La constante implicite ne dépend que de q.

Démonstration. Notons T = R/Z et commengons par remarquer que

card{p < x : |plg, =b1,...,|ple, =0} = [ S(z;0,k)e(—a- b)da
’]T’"

Nous distinguons deux cas.



Premier cas : k1 > 1
On a alors 0 = pged(k], ..., k., q— 1) = 1. De plus d’apres la proposition 1, on a

) 87

avec
2
M(alw"aOé?”): Z Ha]H :
1<g<r
On a
/S(xak) abda—/ /
T Hy Ho
avec
Hy = [= 55, sy X [=6,€771 et =T"\ H;.
Si o € Ho, alors il existe j € {1,...,r} tel que ||| > m, et donc

/ S($3aak) ( o b)da<<(logx)3 1—c1€2/4(q— 1)’
Hy

ce qui donne bien (19) puisque 6 = 1 et donc S(z; o, k) = Spis, (7; . k).
Deuziéeme cas : k1 =1
Nous effectuons la décomposition

/T S(z; o k) e(—a - b)da = /H1 * /H2

Op—1 .
Hl”(%‘ﬁ’%ﬁ]xm@f ’%f“])’

=0

avec

et Hy = T’” \ H;. Notons que dans la définition de H;, la réunion Uigl est disjointe puisque
5 < 55-- Nous avons par conséquent

2(g—1)
/H Z S(z;a, k) e(—a - b)da

p<T

S(z;a, k) e(—a - b)da.

>/,
ak z(q6 Nk 51*2((;5 D [T [5k =& lfs,f +¢|

Pour tout £ € {O, ..., 0k — 1}, on effectue dans l'intégrale

/[i— SR ]xHLJ”%k +¢]

ok 2(q— 1)’6k+2(q 1)

le changement de variables oy = o) + 5 et a; = o) + 5 £ pour tout Jj€A{2,...,r}. Cela
fournit

/HIS(x; o, k)e(—a - b)da
o (o) B

Fag e S pe = =0
10




Or, compte-tenu du fait que g = pged(ky, ..., k., g—1) et de la relation s,(n) = n mod ¢—1,
nous avons pour tout n € N,

T T S
Z kilnly, = Z kjln|x, + Z kilnlk = sq(n) = n mod d.
j=1 j=1 i=1
Nous en déduisons

/HlS(x; o k)e(—a - b)da

:/ ‘ ¢ Z e(jzr;ozj|p|k].> kAe(W) e(—a - b)da

e e T pea (=0

=g

= 0k Sbk.s, (T, k) e(—a - b)da.

Fagmy e X e
Il reste a majorer fH2 S(z; o, k) e(—a - b)da. On a d’apres la proposition 1
S(z;a, k) < (logz)3zt—erm@)

avec
2 2 2
ple) =g = Daal*+ D llay = k| + Y [[Kjau "
2gg<r 1<j<s
Pour conclure, il suffit donc de montrer qu’il existe ¢ > 0 tel que pour tout o € Ho,
62
A(g—1)*
Soit donc @ = (v, ..., ) € Hy. Le lemme 3 de [10] stipule que 'on a pour tous n > 2,
(v1,...,0,) € Z"\ {0,...,0} et @ € R,

(20) nla) > c

n

n —1
> lloeal® > (3o 02) peed(vi,. . vn)? Ipged(vn,. . va)al.
k=1

j=1

Nous en déduisons que l'on a, si s > 1,

2
p(e) = [l(q = Daal* + Y |[Kau|]” = cllpged(q — LK, .. k)aa||* = el|dkan |,

1<y<s
avec ¢ €0, 1] qui dépend de k7,..., k. et ¢—1. Si s =0, alors = ¢— 1 et on a donc encore
p(a) > ¢||dgaq||®. A présent distinguons deux sous-cas. Si pour tout £ € {0,...,8, — 1}, on
a
14 14
0 20q—1)0 2(q—-1)

0 , 2
alors on a |[ogaq|| > 2(q’“_51) > 2(5_1), et par conséquent p(a) > 4(557)2

existe £ € {0,...,d — 1} tel que

. Si en revanche, il

¢ § ¢ §
€ ln oy a )
11



alors il existe j € {2,...,r — 1} tel que

kil
(21) o & | == —
Ok

puisque o € Hy. On a de plus

kit RE kit &} - [@ _E kS
5k 2((]—1)7 (Sk 2((]—1) - 5k 27 (Sk 2 ’

car ¢ — 1 > k;. Nous déduisons de (21) et (22) que ||a;; — kjaq| = £/2, et donc u(a) = £2/4.
Nous avons bien établi (19) dans tous les cas. O

&%f%]

(22) k?jOél €

Remarquons a ce stade que pour démontrer le théoreme 2, on peut supposer que x est
suffisamment grand, quitte a augmenter la valeur des constantes implicites dans (7). On peut
également supposer que (b-k, d;) = 1 puisque la formule (7) est triviale dans le cas contraire.
Appliquons maintenant (19) avec ¢ = (log x)"~'/2, oi1 > 0 est un nombre réel qui sera fixé
ultérieurement. En posant

/ 5 6
I=1[-¢¢ etl' = _Q(q—l)’Q(q—l)}’

nous avons donc

card{p < x : [p|p, = b1,...,[plp, = br}

= 61{:/ Sb.k75k(l‘;a,k> e(—a . b)da+O(L)T+l>
I'xqr—1

(logz)

Pour obtenir (7), il nous suffit donc d’établir pour x suffisamment grand la formule

(23) / Svks, (T; 0, k) e(—a - b)da = CmM e 2 Rlup) 4 O((Lx))
I'xJr—1 €

(log, )"/ log )" ~

Pour cela nous employons une généralisation de la proposition 2.2 de [3]. Elle se démontre
de la méme maniere mais nous donnons les détails de la preuve par souci de complétude au
paragraphe 6.

Proposition 2. Soit n, v deuz nombres réels tels que 0 < 2n < v < 1/3. On a uniformément

pour tous x = xo(v,1n), o« = (g, a1,...,04-1) € RY avec oy = 0 et tel que ||laf|, <
(log, x)"_%, d e N* et beZ tels que pged(b,d) =1,
g—1
1) > oY anlpl) = wlwibd) e(m(@)log, w)e 2 5 (14 Ol log o)
pbmodd

+O(n(2) || (log, )"),

avec
1 1 1
m(a) = — Zak et Qla) = - Zaz —m(a)? = — (o — ap)?
13> 1= 1 o<k <q

La constante implicite dans (24) ne dépend que de n, v et q.
12



Appliquons la Proposition 2 au vecteur & = (0, ay, ..., ag—1) € R? avec oy, = a, &k;_ =0
et avec les nombres entiers d = 0 et b = b - k. Cela donne 'estimation

/ Svk.s, (T30, k) e(—a - b)da
I'xIr—1

(25) = W(x;b-k,ék)/

I'x =1

e (D as(Llog,z —by) )e 2@ m (14 O( %, log )
j=1
+ O(HaHoo (logq .flf)l/)da,

avec

En conséquence,

/ 6—27r2Q(a) longda
T‘\(I/XIT‘—I)

r

272 r 2
_2n? i 2
< 2 08q T 15 do

Jj=1

=7 / o R gy ( / e‘T;tzl‘)ngdt)T_l
|t|>(log 2)7=1/2/(2(q—1)) R

— T<L>T_l/ e_%zﬁlogqscdt-
\/W [t|>(log x)1—1/2 /(2(g—1))

Or on a pour tout v > 0,

&
/{aeﬂv oy (log 2)7~1/2/(2(q—1))}

et donc
—dy (log )27

—272Q () log,, ( q >7" ) e
e da < r ,
/T\(I’XIT—l) \/2mlog, x 1+ dy(logx)n

avec di, dy > 0 qui dépendent de q. Remarquons par ailleurs que pour tout v > 0,

/ HOCHZO da < (log x)(nfl/Q)(Hv).
I'x]r—1
’ 13



Il en résulte que sous I'hypotheése n < /2, on a

/ Sbk.s, (T; 0, k) e(—a - b)da
IrxIr=1

1 2
(26) = W(:U;b . ka(sk)/ e (ZOC]‘( 08, T _ bj>>e2qr Q(a)logqﬂcda

m(z) >

g
T (logq z) Il (u+(r+1)n)

Nous effectuons le changement de variables o’ = 2w /log, r dans I'intégrale figurant en
(26), et cela donne

/ Svkd(z; o k) e(—a - b)da
I'xJr—1

m(z;b -k, o) . ]'qu 1 m(x)
(log x)/2(2m)" / exp( Z% V1og, x §Q(a)>da+0<(logq x)“gl—(v+(r+1)n)>'

Nous employons alors le resultat suivant qui est standard et dont on pourra trouver une
démonstration dans, par exemple, [16] p. 15.

Lemme 2. Soit n € N*, () une forme quadratique définie positive sur R" et A sa matrice
dans la base canonique, uw € R". On a

/n exp ( — %Q(m) +iu - :13) dx = fe:);; exp < — %R(u)),

ot R est la forme quadratique dont la matrice dans la base canonique est AL,

Dans notre cas, la matrice associée a la forme quadratique () dans la base canonique de
R" est

qg—1 -1 ... -1
1 . .
A - 1 1
q : R — |
-1 ... -1 g—1
On a
(g+1-r) q_ q
q—r q—r q—r
_ _9q _9q
det(A) = d lr et ATl = - a-r
qr : a
q—r
q _q  gqlgtl-r)
q—r e q—r q—r

La forme quadratique R associée & A~! dans la base canonique est donnée par

R(a) = Q+1_TZ —|— Z ;0

1<z<g<r

_ q A%
_qizla?—i_q_T(iZl%) .

14




Nous obtenons donc

m(z;b-k,0) _1p m(x)
S, s, k) e(—a-b)da = C, j—"—— e 2 Buan) L O :
/Ilw_1 bk, (T; @, k) e(—a-b)da T (log, )72 e + <(10gqx>r;1_(y+(r+1)n)>

Pour en déduire (23) et ainsi conclure, il suffit de poser pour 0 < ¢ < 1/2, v = 5‘% et

n = s qui satisfont bien & 0 < 2n < v < 1/3. Pour achever la preuve du théoreme 2, il
reste a démontrer la proposition 2.
6. DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 2

Ce qui suit est une adaptation de la démonstration de la proposition 2.2 de [3], nous
adoptons ainsi des notations similaires et omettons certains détails par moments. Nous posons

L = L(r) =log, .

Pour a € R?, nous posons

qg—1
Ta(n) = aglnly
k=0

et remarquons que pour tous x > 2 et 1 < n < z,

Nous munissons l'ensemble 2, = {p < = : p = bmod d} de la probabilité uniforme et
considérons la variable aléatoire X, : 2, — C définie par

To — Lm(a)

Etant donné un nombre réel 0 < v < 1, nous posons pour tous x > 2 et 1 <n < x,

Ta,u (n) - Z aaj (n)

LY<j<L-Lv

Xa =

Nous employons également la notation

L'=card{jeN: L"<j<L-L"}
et introduisons la variable aléatoire X4, : €2, — C
To,— L'm(a)

Ao =0T
Nous posons également
, 1 Ta(p)—Lm(a)
Q) = E ZXO‘ = ——— ’ VL
301( ) (6 ) 7T(I, b, d) § € )
P<T
p=bmod d

15



Lemme 3. Pour tout o € RY, on a
p1(a) = paa) + O], L"172).

Démonstration. C’est une conséquence rapide de I'inégalité |e” — e'| < |s — t| valable pour
tout (s,t) € R?, et des estimations L — I/ < LV et L™Y2 — [/71/2 « [¥=3/2, O

Nous introduisons a présent une suite (Z;) v<j<r—r~ de variables aléatoires indépendantes
définies sur le méme espace de probabilité (€2, A, P), toutes de loi uniforme sur {0,...,¢—1}
et nous posons successivement

o= <~ Ta v L/ i X,
Tav= Y o0z, Xay=-—" lm“‘) et p3(a) = E(eXew).
LY<j<L—L¥ VI

Lemme 4. [] existe une constante c3 = c3(q) > 0 telle que l'on a uniformément pour tous
acRletl <d< L,

(27) E(Xi’y) = ]E(Ydaﬂj) + O((SqLqul/Q HaHoo)defc;gL”) )

Démonstration. En développant les puissances d-iemes, on obtient

X, oy —m(a) ag, —m(e) g
(28) E(Xi,l/)_E(Xa,u) = Z Z N A]ﬁjjj
e A T S VI
avec
A =Pl =g =la) = P(Z = b, 25, = L)
: 1
zmcard{p<I . pEmed d7€]1<p):€1776]d(p):£d}—a

D’apres le lemme 4.5 de [3], il existe c3 > 0 tel que 'on a uniformément pour 1 < d < L/,
LV<j1 <... <]d<L—LV et él,...,gdé {0,,(_]—1},

ly,e.08 vyd —c3L¥

Al < (AL7)em
En insérant cette majoration dans (28), et en utilisant l'inégalité |, —m(ar)| < 2 |||, pour
tout ¢ € {0,...,q — 1}, nous obtenons la majoration annoncée. 0

Lemme 5. Soit 0 < v < 1 un nombre réel. On a pour tous x > zo(v), w € C et a € RY tels
que [wl[|e, < L'°,

— w2
B(e o) = o2 (14 0(L 2wl [al,)).

Démonstration. On a pour tout z € C,
-1
- 1 q L
E(ezTa7y> — (_ eza])
3

2
= exp (I (sm(@) + 5-Qa) + O(3* [l2)))
_ e 2@ (14 O(Ll2p o))

On pose alors z = w/v/ L/, ce qui donne bien le résultat annoncé. O
16



Lemme 6. Soit 0 < v < 1,0 < 2n < k < 1/3 et D le plus grand nombre entier pair
n‘excédant pas L*. On a pour tous x = xo(v,n, k), a = (g, 01, ..., 04-1) € R? avec ag =0
et [|ed| o < L7,

—D

E(Xa.)
7C4LF"
e Ly
avec ¢4 =
Démonstration. On peut supposer a # (0, ...,0). D’apres la formule intégrale de Cauchy on
a pour tout wy > 0,
—"
]E(Xa,u) 1 / E( WX, ) dw
T e vy
D! 2 lw|=wg wD“

Comme oy =0, on a Q(ax) > i HaHio, et on peut ainsi employer le lemme 5 avec w = wy =

vV D/Q(ax). Cela donne

D

E(X D/2 pm . D3/2
Cawd _ Qe)7Z [T g1y o(P))as,
D! DP/22w | L1/2
ce qui entraine
D
E(X,, a)P/? allP eP/2
o) QI [ gy ¢ 12"
D! DD/2 B DD/2
olt la derniére majoration résulte du fait que Q(er) < |le||%,. 11 suit
D
E(X D D
(D, 2 o]l exp ((D — 1) log(L") + 5 — 510gD>
LH
< |lex]|, exp ((n - g)L” log L + ?),
d’ol nous déduisons la majoration requise. 0

Lemme 7. Soit 0 < 2n < v < 1/3 des nombres réels. 1l existe ¢ > 0 tel que l'on a
uniformément pour tous v = xo(v,n) et ¢ = (0, 04,...,04-1) € RY tel que ||af| < L

p2(a) = p3(a) + O[]l ™).

Démonstration. Soit k un nombre réel tel que 0 < 2n < kK < v et D le plus grand nombre
entier pair n’excédant pas L”. En utilisant le développement de Taylor

=y W o(h)

0<d<D

(valable uniformément pour tout u € R) et les lemmes 4 et 6 nous obtenons :
D

E E(X¢ EXo,)
[p2(er) — p3(er)| < max | (Xa.) — E( au)l =5

<l (8L e 4 o) a7

avec ¢s = min(cs/2,cq4) > 0. O
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Nous sommes maintenant en mesure d’achever la démonstration de la proposition 2.
D’apres les lemmes 3 et 7 on a

pr(ex) = @3(e) + O(llexl| . L772).

Le lemme 5 appliqué avec w = ¢ donne alors I'estimation asymptotique
pr(a) = e B2 (14 0(L72 al%,) ) + O(lall,, 217,

valable uniformément pour tout ||e||,, < L". En effectuant le changement de variables
a =271V L'a/, nous obtenons I'estimation (24).

7. DEMONSTRATION DU THEOREME 3
Commencons par caractériser les nombres équilibrés d'un intervalle de la forme [¢™ !, ¢™[
avec m € N*. On pose
m=qt+r (teN1<r<q).

Soit n € [¢™ L, ¢™[. On a I’équivalence

(29)

ne&<<=vke{0,...,q—1},|n|p =t + v, avec vy, ...,v,-1 € {0,1} et Z U = T.

0<k<q

Si I'on pose pour tout k € {0,...,q— 1}, by =t + vy, avec les notations du théoreme 2 la

condition (b -k, dg) = 1 s’écrit
pgcd( —|— Z kv, q — 1)
1<k<q
On remarque alors que
pgcd(CI(q — 1)t L Z Fog. q — 1) _ ngd<Zl<k<q kv, q —1) S% q ou t est pair,
2 oy pged (L5t + D icheq KUK G —1) sinon.

Nous introduisons en conséquence les ensembles

Foo0= {(UO,...,vq,l) € {0,1}7 : Z v =T, pgcd< Z kv, q — 1) = 1},

0<k<q 1<k<q
qg—1
For1= {(vo,...,vq_l) € {0,1}7 : Z Vg =T, pgcd<T+ Z k:vk,q—1> = 1}.
0<k<q 1<k<q

Posons & présent pour t > 0, 1 <r < qget ¢! <o < ¢,
Vio(r) = card{q"" ' <p<az:pe&},

et notons ¢ I'unique élément de {0, 1} tel que ¢t = ¢ mod 2. L’ensemble V; () contient au
plus un nombre premier équilibré tel que

gcd( q—l Z kvk,q—1>

1<k<q
18



D’apres 1'équivalence (29), on a pour tout ¢ > 1 et ¢! < o < ¢,

Vip(z) = > > o 14+0()= > 1400

(v0,vg-1)EFg r e qU T I<p<a (v0,0,0g-1)EFg e g9+ <p<a
VkZ0,|p|r=t+vg Vk2>1,|plr=t+vg
= E E 1- E E 14+ 0(1).
(’U(),...,’Uqfl)Equhg p<z (vo,...,vqfl)qu’r’g p<qqt+’"_1
Vk2>1,|p|r=t+vg Vk=1,|p|p=t+vp

On applique alors le théoreme 2 et le théoreme des nombres premiers en progression arith-

métique sous la forme 7(z;a,m) = oo T O( Ton )2> On obtient
r — gt B
(30) Vi) = Cycard(Fyps) - <oy (1+0((at)#7)),
avec
0 = 1= 1 q"?

ol —loggq (2m)@D/2)"

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoreme 3. Pour > 1, nous intro-
duisons les uniques nombres entiers T et R tels que T'> 0, 1 < R < q et

TR < < I THE,

On a
Ny(x) = Nél)(:c) + Nq@)(x) + Nq(3) (x)
avec

NO@)= > 1, NP(z)= > Let NY@)= ) L

p<qu qu<p<qu+R71 qu+R71 gpgx
PEEy pEEy peEEy

Premaer cas : q est pair. Posons y = %logq z. On a

(31) T=lyl et R=l¢{y}]+1L
On peut supposer z > ¢?? et donc T > 2. D’apres (30), on a

NP@) =) > Vielg™)

0<t<T 1<r<gq

= (¢ —1)C, Z pEEEVD card(Fy ) Z t((ﬁ%(l + O((qt)*%ﬁ)) + O(log(z)).

1<r<q 1<t<T

A ce stade nous utilisons I'estimation standard suivante (cf. [4] lemme 2.3 par exemple) :
pour tout nombre entier g > 2 et tout nombre réel @ > 0, on a uniformément pour tout
nombre entier v > 1,

gt B gu+1

gl/
g__9 0( )
t*  (g— 1)~ + potl
19
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On obtient alors, compte tenu du fait que Fj, ;1 est non vide,

(q - 1)0 qu R
Nél)(x) B g1 —1 . (qT)(a+1)/2 1; ¢ card( qTO)(l +O0((D)7=" )>
rq

_(g=1C, g
B q? — 1 (10g ZL‘) q+1)/2

Z q" card(quo)(l—i—O((loga:) %J“s)).

1<r<q

Ensuite, on a

2 § VT qT-‘,—r

1<r<R
q’" .
= (4= 00y a2 0 nd(Fy) (14 0((aT)#+)
1<r<R
= (q — 1)0 . L‘I{y} Z qrfl C&I‘d(F )(1 + O((lO x)*%Jrs))
" (log, z)t+)/2 4,70 g .
1 1<r<]a{y}]
Enfin
T — qu-‘rR—l - .
Nq(?») (z) = Vrr(z) = Cy - W card(Fy ro) (1 + O((log )~ 1/?+ )) +0(1)
—Cp (1= g ) card(F, 1+ 0((logz)™/2+)) + 0(1
=Y (log, 2) @D/ q card(Fy, gy})+1.0) (1 + O((log z) )) +O(1).
q

Nous obtenons bien (11) avec pour y € R,

g Z ¢! card(F,, 0)+q_q{y} Z q" ' card(F, )

Isrsq 1<r<la{y}]

Qy) = (¢ - 1)Cq<

+ (g — 1) (1 — gttt Card(Fq,Lq{y}JH,o)) :

Le fait que F} ;¢ est non vide entraine que la fonction () est strictement positive. Elle est
également non constante. En effet, pour ¢ > 4, on remarque que F, ;o est vide et donc que
pour == L < y<1,ona

Qy) =q “(q—1)C, (

Z q" ' card(F, o) Z q" card( qu))

1<r<q 1<r<q
Pour ¢ = 2, compte-tenu du fait que card(F10) = 2 et card(F20) = 1, on constate que
pour 1/2 <y <1,
Qly) =Ca(1+3-27%).
Deuzieme cas : q est impair. Dans ce cas le calcul fait intervenir la parité de T, aussi

introduisons-nous les uniques nombres entiers 7" > 0 et L € {0,1} tels que T = 27"+ L. On
a alors, en posant z = %} log, =

=le) L=[20)] et R=lgf2s}) 41



En distinguant les cas L = 0 et L = 1, on obtient pour z > ¢,

NY@y= > > Vi) +0(1)

1<t<2T'+ L 1<r<q

. {22}
Jo NG (S T cand(F) + ' Y ¢ card(Fyra)

2 1)/2
q -1 (log iC q+ / 1<r<q 1<r<q

(14 O((log ) 12+,

On a ensuite
Nq(2) (I) _ Z ‘/QT’+L,r(q(2T/+L+T)

1<r<R
B ( B 1)0 xq —q{2z} Z —1 d )(1 + O((l )—1/2+8)>
= (q : (o8, 7) q+1)/2 ¢ card(Fy .1 og T .
1<r<R
Enfin on a
. & — q@T+L)atR .
N (x)=C, - (log, )17 card(Fy p.r) (1 + O((log ) )) +0(1)
2(1 — g~ {22 1/24e
=Cy- (logq P card(Fy rL) <1 + O((log x) 1/2+ )> +O(1).

Nous obtenons bien (11) avec cette fois pour y € R,

oy}
Qy) = (¢ —1)C, (QQ—( > card(Fyp agy/2y) +¢° Y ¢ card(Fy - L2{y/2}J)>

1<r<q 1<r<q

ity Z q" card(Fy . |20y/2}])
1<r<| ¢{y}]

+(g— 1)1 — ¢ ) card(F, | g1, L2{y/2}J)>

La encore, la fonction () est strictement positive car F; o est non vide. Par ailleurs, comme
F, 41 est vide pour ¢ > 3, on a pour (¢ —1)/¢ <y < 1

Qy) = Kyq™",
avec
1
K,= C’q(zq—1< Z q" card(Fy.0) + ¢* Z q Card(Fq,nl)) + Z q card(qup)) > 0.
- Isr<q I<r<q Isr<q

En conséquence, () n’est pas constante.
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