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Resumen

Se analizan tres nuevos modelos matematicos que permitiran estudiar el proceso de
difusion de un rumor a partir del propuesto por Daley y Kendall, y el de Bettencourt
y colaboradores. Del modelo de Daley y Kendall se derivaron dos nuevas variantes
donde un rumor se difunde entre tres grupos de personas diferentes, y otro que
considera que existe un conjunto de personas que lo desmienten. Posteriormente,
se examina el modelo de Bettencourt y colaboradores, y se propone una variante
donde el rumor se propaga en dos escenarios distintos.

Palabras Clave: Rumor; Daley y Kendall; Autovalores; SEIZ; Bettencourt

Introduccién

Hoy en dia, la informacién es dindamica gracias a los avances en las tecnologias de la
informacion. Un claro ejemplo es el Twitter que, como es de conocimiento de todos, comenzd
hace una década, y debido a su empleo masivo, el Diccionario de la Real Academia Espanola
(DRAE) incluyé las siguientes entradas en su edicién nimero 23 en octubre de 2014: tuit,
(re)tuit, tuitero(a). De hecho, en esa edicién se define tuit como “Mensaje digital que se envia
a través de la red social Twitter y que no puede rebasar un nimero limitado de caracteres”.

En vista de que Twitter no restringe ni modera el tipo de contenido que se difunde por esa
via, se comporta mas como un canal de informacion porque anade como ventaja la de poder
incluir enlaces a paginas de Internet, fotos y videos.

Si bien es cierto que una red social es aquella que permite el intercambio de datos entre
usuarios que hayan decidido establecer una conversaciéon entre si, Twitter posibilita difundir
datos entre personas que aceptan una solicitud de seguimiento de informacién o no. Por ejemplo,
Biz Stone (uno de los cofundadores de la plataforma cuya cuenta de Twitter es @biz) recibe
informacion de tan solo 719 cuentas, pero hasta mayo de 2017 habian leido sus mensajes casi
tres millones de usuarios.
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La veracidad de la informacién que se difunde por Twitter, asi como por otras redes sociales,
solamente se puede validar a través de las cadenas de noticias o “fuentes autorizadas de
informacion” que permiten confirmar o desmentir los contenidos que se propagan a través
de esas plataformas tecnoldgicas.

Con base en lo anterior, resulta necesario desarrollar mecanismos para comprender cémo
cuantificar la propagacion de rumores gracias a los avances en las tecnologias de la informacién,
para que eventualmente se establezcan criterios que permitan determinar un grado de veracidad
en ellas. En este ultimo aspecto (la validacién de rumores) ain se esté trabajando para poder
presentarlo en futuras publicaciones.

El trabajo comienza revisando el modelo propuesto por Daley y Kendall (1965)[1], conocido
en la literatura cientifica por sus siglas DK, y se plantean inmediatamente dos nuevas variantes
del mismo. Posteriormente, se expone el modelo presentado por Bettencourt y colaboradores
(2006)[2] y adicionalmente una variante de él.

El modelo matematico propuesto por Daley y Kendall

El modelo planteado por Daley y Kendall (DK), propone tres tipos diferentes de poblacién
definidos de la siguiente manera (véanse detalles en Bettencourt[2] e Isea, R., (2014)[3])

e Ignorantes (U): son aquellas personas que comienzan un rumor en el tiempo (t).
e Difusores (V): son aquellos que difunden el rumor, y

e Represores (W): son los que escuchan el rumor, pero deciden no continuar difundiéndolo.

DK asumen que un rumor se propaga entre los ignorantes y los difusores a una tasa igual

a é donde [ es la probabilidad con que se propaga un rumor entre 7' personas. Por otra

parte, cuando un Represor interactia con un Difusor, deja de transmitirse el rumor. Esto nos
indica claramente que dada una informacién transmitida por un Ignorante, los usuarios deciden
transmitirla a otras personas o no. En vista de que el rumor pierde su valor o vigencia con el
tiempo (caracterizada por una probabilidad igual a ), las ecuaciones diferenciales que describen
el modelo DK son:

av._ puv yV(V +W)

B 1
di T T w (1)

dW AV +W)
dt T

uW
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Tras resolver este sistema de ecuaciones de acuerdo a la metodologia ya revisada y
publicada en varios trabajos previos, se obtienen dos puntos criticos o puntos de equilibrio
que denotaremos como P; y P, dados por:

e Punto critico P;:
Ur=0,V*=0,W*=0

e Punto critico P:

T T g V. VA " 1 &
U_BM’V_ /3’W_B(B+7)

Para determinar si dichos puntos corresponden al equilibro del sistema, se determina el
Jacobiano del sistema de ecuaciones descrito por (1), y se evaliia para cada uno de los puntos
criticos derivados de dicho sistema de ecuaciones. A modo de ejemplo, y por brevedad del
trabajo, solo se mostraran los resultados para el punto P;, es decir, el Jacobiano (J) obtenido
del sistema de ecuaciones (1):

_BV —ﬁU
T % T 0
J = BTV _7(2V::/V)T;3)U+;LT f%v @)
0 7 T

Como se indicé en el parrafo anterior, el préximo paso es evaluar el Jacobiano (J) en el primer
punto critico, operacion que se denotara como Jp;. Finalmente, se determinan los autovalores
que nos indican si dicha posicion es estable siempre y cuando los autovalores sean negativos.
De modo que Jp; es simplemente:

—u 0 0
Jp=10 —p 0 (3)
0 0 —u

La traza de Jp; es —u?, mientras que el determinante es igual a —3u. El tnico autovalor
obtenido de la matriz es Jp; es —p (multiplicidad 3). De modo que el punto P; es estable siempre
y cuando p sea un valor positivo. Repitiendo este procedimiento para P, los autovalores para
este segundo caso son p y —pu (cuyas multiplicidades son 1 y 2, respectivamente). Con este
ultimo resultado se deduce que P, sera una solucion estable siempre y cuando p sea positivo.

En la figura 1, se muestra la resolucién numérica del sistema de ecuaciones 1 obtenida con la
libreria Matplotlib del lenguaje de programacion de alto nivel Python. En ella se consider6 una
poblacion de 10 personas y las condiciones iniciales son como sigue: cuatro personas difunden
el rumor y una sola lo reprime (T=15). Los pardmetros 3, v y u son, respectivamente, 0.70,
0.14, y 0.10. Esos valores han sido seleccionados al azar y realmente se aprecia cémo se reduce
la propagacion del rumor con el tiempo (color rojo), asi como el propagado por los Difusores y
Represores representados en color verde y azul, respectivamente.
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10

Difusores y Represores

Tiempo

Figura 1: Resolucién numérica del sistema de ecuaciones (1).
Véase texto para mas detalles.

A continuacion se presentan dos nuevas variantes que se introducen en la literatura cientifica
identificadas como Variante 1 y Variante 2. La primera representa un modelo de difusién de
un rumor entre tres grupos de personas diferentes, mientras que la segunda variante considera
que existe un conjunto de personas que conocen la veracidad del rumor, y por ello pueden
desmentirlo.

Primera variante DK. Un rumor entre tres grupos de personas

Se propone un modelo basado en DK donde se difunde un rumor entre tres grupos de
personas diferentes, lo que conlleva tres versiones distintas del mismo rumor. Cabe destacar
que seleccionamos tres grupos de personas para constatar como se puede distorsionar un rumor
con el tiempo.

Para ser breves, solo consideraremos un rumor (U) que puede llegar a generar tres
informaciones distintas que se propagan al mismo tiempo (Vi, V5 y V3). Por ende, tenemos
tres grupos de represores distintos dados por Wy, Wy v W3, Los pardmetros 51, B2 y (3 , seran
las probabilidades con que se extienden cada uno de los tres rumores, teniendo presente que
T=U+V; + Vo + V3 + Wy + Wy + W3 . Con el fin de simplificar el manejo de las ecuaciones,
se ha considerado que todos los rumores se van disipando en el tiempo a una misma tasa fija
dada por el parametro .
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El modelo planteado vendra descrito por las siguientes ecuaciones diferenciales:

du _ UV BUVe  BsUVs

dat - T T 7 M
% _ _ﬁlle B ’71V1(V1 +W1 B V
di T T AV1
% _ _IBQUVQ _ ’YQVQ(‘/Q+W2 LV
dt T T Y2
dvs BsUVs  ~3V3(Va + Ws
i _ _ 4
o T T KV3 (4)
dwy  mVi(Vi+ Wy
dt T i
AWy pVo(Vo + Wy
- W
dt T V2
dWs  ~y3V3(Vs + W3
= — uW-
dt T HWV3

Repitiendo el procedimiento anterior, solo se logran determinar cuatro puntos criticos, cuyos

autovalores son los siguientes:

e Punto critico P;:

U =0,V =0,V =0,V =0,Wr=0,Ws=0Ws=0
Autovalor: —p (multiplicidad 7)

e Punto critico Ps:

Py U = G4 Vi = —4L V5 =0,V = 0, W) = 5400 Wy = 0,5 =0
pBr=B3+v1) _ pBi—PBa+11)

T Bt

T BB

Autovalores: —pu, p, —

e Punto critico Ps:

« _puT * x* . _ pT * __ * * w2
v V=0,V = 52"/3_0’W1_0’W2_52(52+72

_ u(B2—Ps+y2) _ p(Be—Pit72)
B2+72

T Bat2

Los autovalores son —pu, 4,

respectivamente)

Bi1+1 ’

B1+71

’ B2+72

2]

(multiplicidad 4,1,

(multiplicidad 4,1,1 y 1, respectivamente)

1
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e Punto critico P;:
U* — 4T %*ZO,%*IO,%*:—%T,WF:O,W;:O,Wgz—ﬂL
3 Bs

T Bty (B3+73)
Los autovalores son —p, pu, —42 %;fi:%), — B %;f;?l) (multiplicidad 4,1, 1 y 1,
respectivamente)

Como se desprende de la metodologia indicada anteriormente, el valor de 1 debe ser positivo
y mayor que cero. Ademads, se determinan las condiciones de estabilidad para los puntos criticos
P, P; y Py en funcién de los pardametros 51, B2, B3, 71, V2 V 73

En la figura 2, se observa céomo se difunde un rumor entre tres grupos diferentes de personas,
si se considera una poblacion total de 21 personas. Se han considerado las siguientes condiciones
iniciales tomadas al azar, cuyos valores fueron 4, 2 y 1 para describir la poblacién que difunde
el rumor tanto en el primero, segundo y tercer grupo, respectivamente; mientras que para los
Dispersores fueron 2, 1 y 1. Los valores de los parametros 1, B2, 53, V1, V2, V3 v i son 0.70,
0.50, 0.20, 0.34, 0.12, 0.12 y 0.10, respectivamente. Simplificando, en la figura 2 solo se muestra
como disminuye la evolucién en la poblacién donde se propaga el rumor (color rojo), mientras
que los grupos de personas identificados como Vi, Vs, V3 y W estan representados en color
verde, magenta, azul claro y azul oscuro, respectivamente. En un futuro trabajo se analizara
este modelo con mas detalle.

Difusores y Represores

Tiempo

Figura 2: Se representa la soluciéon numérica de la variante 1 del modelo DK
(véanse detalles de los pardmetros en el texto.)
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Variante 2. Contrarrestando el proceso de difusién de un rumor

Este modelo comienza a estudiar el entorno hipotético donde se considera un rumor (U) que
circula entre dos grupos de personas (V; y V3), pero ahora los Represores lo desmienten, con
una tasa de validacién representada por los parametros €1 y €9, respectivamente. Las ecuaciones
en este caso son:

U BUVI BV

at T 7 el
avy _ UV, B nVi(Vi + W,y LV
dt T T HYL
dVo  BoUVa  yVa(Vo+ W,
_ _ _ 5
o T T Vs (5)
dWy  mVi(Vi+ W
P T + Wi(er — p)
dW. Vo (Vo + W-
2:’72 2(2 2+W2(62—,u)

dt T

Este sistema de ecuaciones genera cuatro puntos criticos, pero solamente se examinaron tres
porque la ultima solucién es de muy complejo calculo. De modo que los tres puntos criticos
derivados del sistema de ecuaciones diferenciales (3) son los siguientes:

e Punto critico P;:
Us =0,V =0,Vy=0,Wr=0Ws=0
Autovalor: —pu, €; - i, €3 - p (multiplicidad 3, 1 y 1, respectivamente)

e Punto critico P: ,
* _ _uT « _ _ _ plp—e)T * * __ p* Ty *
U= ﬁ1+71’v1 - 61(#-61)—7151"/2 =0,W= Bf(u—61)+71[ﬁl(u—%l)—el%}’W2 =0

Solo se pudieron obtener tres autovalores: —u, €a — p, —% (multiplicidad 1,1 y 1,

respectivamente)

e Punto critico Ps:

« _ _pT x x _ __ p(p—e)T * x 12Tys
U= 52+72’V1 =01y = 52(M—€2)—7262’W1 =00y = B3 (u—e2)+v2[B2(u—2e2)—eava]

Solo se pudieron obtener tres autovalores —pu, €; — p, —% (multiplicidad 1,1 y 1,

respectivamente)
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En la figura 3, se muestra la resolucién numérica del sistema de ecuaciones (3). En este
caso, las condiciones iniciales (tomadas al azar) fueron 15, 4, 3, 2 y 1 para U, V;, Vo, Wy y Wy,
respectivamente. Los valores de los parametros 1, [, 71, 72 v p fueron 0.70, 0.50, 0.34, 0.30 y
0.10, respectivamente. Para concluir, se aprecia cémo disminuye la poblacion donde se propaga
el rumor (color rojo), mientras Para concluir, se aprecia cémo disminuye la poblacién donde se
propaga el rumor (color rojo), mientras Se aprecia entonces cémo disminuye la poblacién donde
se propaga el rumor (color rojo), mientras que los grupos de personas identificados como Vi, V5,
V3 v Wy estan representados en color verde, magenta, azul claro y azul oscuro, respectivamente.

15
[

10
1

Difusores y Represoras

‘ Tiempo

Figura 3: Se representa la soluciéon numérica de la variante 2 del modelo DK.
Véanse detalles de los pardmetros en el texto.

El modelo matematico propuesto por Bettencourt y colaboradores

Bettencourt y colaboradores[2] diseniaron el modelo SEIZ (siglas de Susceptible, Expuesto,
Infectado y Escéptico) para estudiar la difusién de rumores, comparando el rumor con una
enfermedad. Se parte de la idea de que la poblacién potencial vulnerable al rumor (S) puede
ser infectada, es decir, que un grupo humano al creer una determinada noticia o historia la va a
difundir (I) hasta que finalmente llegue a otro grupo, los Escépticos (representados por la letra
Z), que decidird dejar de propagarla.
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Conviene tener en cuenta los siguientes aspectos:
(i) Se denota con la letra (p) la tasa de personas propensas a creer en un rumor.

(ii) Los parametros (b) y (I) denotan las probabilidades que caracterizan a las poblaciones
Ezxpuestas y Escépticas, respectivamente.

De ese modo, el sistema de ecuaciones que describe el modelo SEIZ vendra dado por:

s BSI | 2

T
dE  (1—p)BSI (1 -1)bSZ I
a7 pEZ =1k
(6)
dI I I
4z Z
Y sz — 7
g~ SE

La solucién del sistema de ecuaciones (4) es un poco mas laboriosa que en los casos anteriores,
y es posible derivar cuatro puntos criticos con sus respectivos autovalores:

e Punto critico P;:
S*=0,E*=0,1"=0,7*=0
El tinico autovalor es: —p (multiplicidad 4)
e Punto critico Ps:
S*=0,FE* = %,1* = —Tij,Z* =0
Los autovalores son: 1, —pu, —u%(donde las multiplicidades son 1, 2 y 1, respectivamente)

e Punto critico Ps:
§* = Mo [ ST g g

B(p—Bp)
Los autovalores son p, —p, —pl[l + %], (cuyas multiplicidades son 1, 2 y 1,
respectivamente)

e Punto critico Py:

x« _ puT x _ pT(I=1) 7% _ * T
S*=5F —uT,I =0,2"= -5

Solo fue posible determinar los tres primeros autovalores p y —pu, w (cuyas
multiplicidades son 1, 1 y 1, respectivamente) por lo complejo de las ecuaciones que se

estaban analizando.

25



CLIC Nro. 17, Aho 9 -2018

Modelos matemadticos que permiten describir el proceso de difusiéon de un rumor

En la figura 4, se muestra la figura obtenida para este modelo matematico. En este caso,
las condiciones iniciales (tomadas al azar) fueron 15, 4, 3 y 1 para S,EI.Z, respectivamente.
Los valores de los parametros 3,0,p,l,p v p fueron 0.70, 0.34, 0.30, 0.20, 0.30 y 0.10,
respectivamente. Se aprecia entonces como disminuye el rumor (color rojo), mientras que los
grupos de personas identificados como S,E,I,Z estan representados en color verde, magenta,
azul claro y azul oscuro, respectivamente.

15
|

10

Difusores y Represores

0 5 10 15 20

Tiempo

Figura 4: Se representa la soluciéon numérica del modelo SEIZ.
Véanse detalles de los pardmetros en el texto.

Solo resta exponer una nueva variante que consiste en emplear el modelo SEIZ, donde un
mismo rumor (S) es propagado entre dos grupos de personas diferentes (I3 y I ), lo cual no se
ha planteado anteriormente en la literatura cientifica.

Variante SEIZ con dos tipos de dispersores

Esta tultima variante que se analiza en el presente trabajo, consiste en un modelo donde
un mismo rumor es difundido por dos grupos de personas diferentes, representados por los
subindices 1 y 2, respectivamente. En este caso, las ecuaciones vendrian dadas por:
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% _ _51511 - bs% _ 52512 _ bS% —uS

08, _(pnh  (IST
dzg _a —paT)52512 n (1- l;?bSZQ _ pEQ% — 1Fs
% = p1515% + pE% — phy

% _ Mﬁ% + pEg% — pl

% = zlbs% —

% = ngs% — 1Zs

Al igual que en el caso anterior, solo se indican ocho puntos criticos con sus respectivos

autovalores:

e Punto critico P;:
S*=0,Ef=0,E,=0,I{=0,1;=0,Z7 =0,Z; =0
El tinico autovalor es: —u (multiplicidad 7)

e Punto critico Ps:
S*:O,Ef:’%,EQ:O,If:—/%,I;:O,Zf:O,Zgzo

Los autovalores son: —,u,,u,—@ (donde las multiplicidades son 5, 1
respectivamente)

e Punto critico Ps:
« — _plp=BI)T  px _ —p(pr=DT pox _ x _ —pl 7k _ * _ x _
St = Bl(P—P1B1)’E2 T p—pih By =0,17 = b1 Iy =0,27=0,2; =0
1[B1(B1p1—PF2p2)+p(Bap2—PF1)] p[B1(Bip1—bli)+p(bli—B1)]
B1(p—B1p1) ’ B1(p—P1p1 ’

(multiplicidad 2, 1, 1, 1, 1 y 1, respectivamente).

Los autovalores son —pu, i,

p[B1(B1p1—bl2)+p(bl1—p1)]
B1(p—B1p1)

e Punto critico P; :
S*=0,E=0,E; =L [ =0,I; = =T 7+ =0,7; = 0
p p

27

L,



Cll

Nro. 17, Ano 9 - 2018

Modelos matemadticos que permiten describir el proceso de difusiéon de un rumor

Los autovalores son —pu, i, —@ (multiplicidad 5, 1 y 1, respectivamente).
Punto critico P; :

x _ _pm(p=B2)T * * _ _ pp2= DT rx *— KT
S*= /32(P—p252)’E =0, p—p2P2 A =013 = B2’

Z1=0,25=0
Los autovalores son —pu, i,

p[B2(Bap2—bl2)+p(bla—p2)]
B2(p—B2p2)

Punto critico Py :
* x _ puT « _ pl s . pT g pT * *
St=0E =By =T = - I = -2 27 = 0,25 =0

w(
p

wlp=B2) plB2(Bapa—PBip1)+p(Bap2— /32)] ©[B2(B2p2—bl2)+p(bla—p2)]
B2’ B2(p—P2p2) B2(p—PB2p2) ’

(multiplicidad 2, 1, 1, 1, 1 y 1, respectlvamente).

Los autovalores son —pu, p, multiplicidad 4, 2 y 1, respectivamente).

Punto critico P :

S =t gy =t B — 0,1y =0,13 =0,2; = —=L, Z; =0
Los autovalores son —pu, ji, wlpﬁpgf D=bh) (62’51 bha), (lil 4 (multiplicidad 3,1,1, 1y 1,

respectivamente, respectivamente)

Punto critico P

S =t pr=0E; =2 10,15 =0,2; =0,2; = L
Los autovalores son —j, i, o2pztele=1)=tby) p(brpr—bly) “(112 L2) (multiplicidad 3, 1, 1 1y 1,

bl bl
respectivamente).

15

Difusores y Represores
V4

Tiempo

Figura 5: Se representa la soluciéon numérica de la variante 1 del modelo SEIZ
(véanse detalles de los pardmetros en el texto.)
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En la figura 5, se muestra la figura resultante de este modelo. En este caso, las condiciones
iniciales (tomadas al azar) fueron 15, 5, 4, 3, 2, 1 y 1 para S, Ey, Fy, L1, I, Z1 y Zs,
respectivamente. Los valores de los parametros (1, B2, b, p1, po, l1, lo, p y pu fueron 0.7, 0.5,
0.34, 0.3, 0.2, 0.1, 0.1, 0.3 y 0.1, respectivamente. Aqui se aprecia como disminuye la poblacién
donde se propaga el rumor (color rojo), mientras que los grupos de personas identificados como
S, Ev, Es, I, I, Z1 y Zy estan representados en color verde, magenta, azul claro y azul oscuro,
fucsia y gris, respectivamente.

Conclusiones

A lo largo del trabajo se han planteado y analizado tres nuevos modelos matematicos que
hasta la fecha no se habian contemplado en la literatura cientifica, basados en los de Daley y
Kendall, y Bettencourt y colaboradores.

Es importante destacar que en la primera variante del modelo de Daley y Kendall, definido
como Variante 1, el rumor se propaga entre tres grupos de personas, aunque el modelo puede
generalizarse para cualquier nimero de personas. Por otra parte, la Variante 2 puede ayudar
a determinar el nimero de personas necesarias para desmentir un rumor especifico, lo cual
esperamos poder desarrollar en un futuro cercano.

La variante derivada del modelo de Bettencourt y colaboradores puede ayudar a comparar
resultados con otros modelos matematicos, como por ejemplo, los derivados del de DK. Para ello,
es necesario cuantificar el rumor per se a través de cualquier herramienta tecnoldgica, quizas las
tendencias en Twitter, resultados de encuestas o censos entre comunidades, por citar algunas
modalidades. De esa manera, se podra disenar e implementar una estrategia computacional que
permita identificar y valorar la informacién que se esté difundiendo por cualquier medio/via de
comunicacion.
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