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Resumen

Se deriva una expresion general del Lagrangiano para un sistema formado por
multiples péndulos concatenados uno después del otro en un espacio de dos
dimensiones.

Palabras Clave: Lagrangiano, péndulos, dimensiones.

Introduccion

La presente resena se va a derivar una expresién analitica del Lagrangiano para un sistema
formado por multiples péndulos concatenados uno después del otro en un espacio de dos
dimensiones, tras una generalizacion de los resultados obtenidos con dos, tres, cuatro y cinco
masas puntuales (ver figura 1).

Figura 1: Péndulo de 2, 3, 4 y 5 masas puntuales en un plano de dos dimensiones.
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La mecanica Lagrangiana

Recordemos que la mecanica Lagrangiana es una reformulacion de la mecanica newtoniana
desarrollada por el matematico, fisico y astrénomo italo-francés Joseph Louis de Lagrange
(1736-1813), quien determino el Lagrangiano (L) del sistema es igual a la energia cinética (7'
menos la energia potencial (U), es decir, L = T - U.

En tal sentido, comenzaremos deduciendo la expresion del Lagrangiano para un péndulo
doble plano, y posteriormente se va incrementando el nimero de masas hasta completar cinco
de acuerdo a la figura 1.

Péndulo doble plano

Como todo sistema fisico, es necesario definir el sistema de coordenadas del sistema dado
por:

r = ll sin 81
y1 = —ly cos 0y
To = 21 + ll sin92

Y2 = 1 — la cos b2 (1)
La expresiéon de energia cinética T' es igual a:

1 dzy 1 dy: 1 dys
o L (@ LAYy L dY2s 9
le( dt )+ 2m1( dt )+ 2m2< dt ) 2)

de manera que al sustituir (1) en (2), se obtiene:

1 1] . . .
T = imllfﬁf + §m2 [Z%Q% + l%gg + 211[29192 COS(GQ - 01) (3)

Solo nos falta la expresién de la energia potencia (U) que viene dada por U= mgy; +mgys,
es decir:

U = —g(my + ma)ly cos 0y — magly cos by (4)

Por lo que el Lagrangiano para un péndulo doble es simplemente la resta de las expresiones
(3) menos (4):

1 1 . ..
L=T-U= 5(m1+m2)l%0%+§m2l§6’%+m2l1l20102 008(92—01)+(m1+m2)gl1 cos 01 +magls cos 0o (5)

Esta expresién es la misma que la derivada en multiples trabajos y libros académicos [ver
por ejemplo 1]. La importancia de esta tltima expresién (5) es que nos permite determinar
las ecuaciones de movimiento #; y #,. Para lograr ello, es necesario evaluar las siguientes
expresiones:
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d OL oL
S -2 = ©
dt " 90 00

donde el subindice i va de 1 a 2, es decir, dependera del niimero de grados de libertad, pero

dichos célculos se realizaran en un futuro inmediato. El préximo paso es obtener la ecuacién
para un péndulo de tres masas.

Péndulo triple

El procedimiento es idéntico al caso anterior, de modo que partimos del siguiente sistema
de coordenadas:

r1 = lysin 6,

y1 = —li cos b,

To = 1 + 5 8in Oy
Y2 = y1 — lacos Oy
T3 = X9 + l38in 03

Y3 = Yo — lz cos b3 (7)

Las ecuaciones tanto de la energia cinética como la energia potencial son respectivamente:

1 : 1 : 1 :

+lll2<m2 + 7773)9192 COS(92 - 01) + lllgmgélég COS(93 - 91) + l2l3m39293 COS(03 — 92) (8)

U = —(my1 + ma + mg)gly costy — (ma + m3)gly cos 03 — mggls cos Oy (9)

De manera que el Lagrangiano para un péndulo triple es igual a:

1 : 1 : 1 :
L= §(m1 + my 4+ m3) 303 + §(m2 + m3)l50% + §mgl§9§
+gli(my + ma + m3) cos Oy + gla(ma + mg) cos Oy + glsms cos 05

+l1l2(m2 + mg)élég COS(02 — 01) + lllgmgglég COS(93 — 01) + l2l3m39293 COS(Qg — 92) (10)

Péndulo de cuatro masas

Repitiendo este mismo procedimiento, y con un poco mas de algebra, se deriva la expresion
del Lagrangiano para un péndulo compuesto por cuatro masas:



Centro Nacional de Desarrollo e Investigacion en Tecnologias Libres (CENDITEL) » =
Revista Electrénica Conocimiento Libre y Licenciamiento (CLIC), Mérida - Venezuela b ‘

ISSN: 2244-7423

1 : 1 : 1 :
L= §(m1 -+ Mo + ms + m4)l%9% + 5(7712 + ms + m4)l§9§ + E(mg + m4)l§9§

1 .
+§m4l29§ + +gli(mq + mo + m3 + my) cos by + gla(ma + m3 + my) cos by

+gls(ms + my) cos 05 + glymyg cos Oy + l1lo(ma + mg + m4)9192 cos(fy — 61)
+lyl3(ms + m4)9193 cos(f3 — 61) + Iy 1ymy 050, cos(0y — 6y) + I3lym 050, cos(fy — 03) (11)

Péndulo de cinco masas

Mientras que la expresion para un péndulo de cinco masas es igual a:

1 p, 1 '
L= §(m1 + ma + mg + my + ms) 1767 + §(m2 +mg + my +ms) 1503

1 : 1 : 1 :
§(m3 + my + ms) 1203 + §(m4 +ms) 1307 + §m5l§0§
+gli(my + ma + m3 + my + ms) cos 0y + gla(me + m3 + my + ms) cos by

gls(mg + my + ms) cos O3 + gly(my + ms) cos 04 + glsms cos 05

lila(mg + ms + my + m5)9192 cos(By — 01) + l1l3(m3 + my + m5)9193 cos(f3 — 0;)

lily(myg + ms )00, cos(0, — 01) + 1 15mi560, 65 cos (05 — 6)

lols(ms + my + m5)9293 cos(f3 — 02) + loly(my + m5)9294 cos(fy — 05)

lylsms ) 0205 cos(Bs — 0) + Isly(my + ms)0504 cos(04 — 03) + lslsmsb305 cos(05 — 0s)
+l4l5m5)9495 cos(05 — 04) (12)

Tras observar las distintas expresiones de los Lagrangianos obtenidos para dos (5), tres
(9), cuatro (10) y cinco (11) masas, es posible derivar una expresién general para un sistema
formado por n-Péndulos planos en dos dimensiones:

L= % ST my) +9> Beost2(> my)+ D> L6 > LoD my)cos(; — 6;) (13)
=1 J=1 j=1 j=1 i=1 k=j

j=i+1

Conclusiones

Finalmente, se determina el desplazamiento angular de la primera masa del sistema (6;)
que es comun en todos los péndulos descritos en la presente resena. El mismo fue calculado
gracias a un programa escrito en el lenguaje de programacion de alto nivel Python donde se
ha supuesto que todos los péndulos poseen la misma longitud e igual a dos (1=2), asi como
la misma masa puntual (m=0.3). Dicho resultado se muestra en la figura 2, donde se aprecia
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claramente como aumenta el periodo de oscilacion a medida que se incrementa el nimero de
masas. Este resultado debe ser analizado con més detalle en proximas publicaciones.

Figura 2: Determinacion numérica del desplazamiento angular de un péndulo formado por dos
(color azul), tres (naranja), cuatro (amarillo), cinco (verde) y seis (vino tinto) masas, bajo la
misma condicién inicial (0.4 radianes).
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