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L’idée d’une transformée de Fourier d’ordre fractionnaire (FrFT) émerge en mathématiques dans la 
première moitié du XXe siècle. Elle peut servir en particulier à résoudre certaines équations différentielles. 
En 1980, Victor Namias [1] l’introduit pour cela en mécanique quantique pour étudier l’oscillateur 
harmonique. Ce n’est que dans les années 1990 qu’elle va commencer à être étudiée en traitement du 
signal, où elle peut être considérée comme une rotation d’angle α dans le plan temps / fréquence, puis en 
optique où l’on montrera sa correspondance avec l’approximation de Fresnel [2].

Nous nous intéressons ici en particulier à la possibilité d'utiliser la FrFT pour calculer des champs 
proches dans des composants acousto-optiques ou optoélectroniques. Nous présentons d’abord les 
aspects mathématiques utiles pour cette utilisation, les outils numériques utilisés, puis quelques exemples 
de calculs de champs proches.
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La transformée de Fourier fractionnaire d’ordre α d’une fonction f est [3] :

(1)

Parmi ses propriétés, on a en particulier :
- l’ordre 0 correspond à l’identité : 
- l’additivité de l’ordre :  
- la transformée inverse est : 
- la transformée de Fourier en est un cas particulier :               

Considérons une propagation selon l’axe z et posons [4] :

Un changement de variable dans la FrFT permet de l'identifier avec l'équation intégrale de Fresnel :

Le carré du module du champ u est alors :

avec le facteur d’échelle 

Domaine de validité
● Approximation paraxiale. 
● Onde plane monochromatique dans un milieu homogène isotrope.

Conséquences du facteur d'échelle A(Z)
● La FrFT correspond à une portion d'espace de plus en plus large quand Z augmente.
● Numériquement, pour une FrFT discrète comportant N points, cela se traduit par une dégradation 
progressive de la résolution spatiale [5].

2. Mathématiques
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Avantages et inconvénients
● Une FrFT 2D permet de calculer la diffraction d’un champ, du champ proche jusqu’en champ lointain. 
On notera qu’il n’est pas nécessaire de propager le champ de proche en proche : on peut calculer 
directement le champ à n’importe quelle distance z.
● Mais l’effet du facteur d’échelle A(Z) dégrade la résolution.
● Le temps de calcul n’est pas négligeable mais on peut envisager de précalculer les figures de diffraction 
avant de les utiliser dans un modèle.

Questions en suspens
● En 2D, la FrFT est caractérisée par deux angles que nous avons pris identiques. On peut se demander 
si prendre deux angles différents aurait une signification physique.
● Une version Fortran de la routine permettrait-elle un gain significatif en temps de calcul ?

?. Conclusion

Nous avons utilisé dans l’environnement de calcul libre GNU Octave les scripts MATLAB publiés par 
Bultheel [6] et disponibles sur la page de l'auteur https://nalag.cs.kuleuven.be/research/software/FRFT/ et 
en particulier le script frft22d.m pour les FrFT rapides en 2D.

Comme dans d’autres publications, le paramètre de la FrFT est                   avec                   , la diffraction 
de Fraunhofer (champ lointain) étant alors 

Soit une matrice U contenant des zéros partout sauf aux points correspondant à l'ouverture diffractante 
où nous mettons la valeur 1. La FrFT 2D de paramètre a est alors calculée par frft22d(U, [a, a]). 
Le calcul de la figure de diffraction est obtenue en prenant en chaque point le carré de la norme complexe 
puis en divisant par le facteur d'échelle A au carré (quand on est en 2D) :
FrU = abs(frft22d(U, [a, a])) ;
diffraction = (FrU.^2) / (A^2) ;
Lors du tracé des coupes, on prend soin de dilater l'échelle des abscisses :
X = [-1.0 : 2.0/n : +1.0-2.0/n] * (A^2) ;
plot(X, diffraction(n/2+1, 1:n)) ;
axis([-A^2, +A^2, 0.0, 4.0], "square", "label[]") ;
Le temps de calcul avec GNU Octave d’une FrFT 2D 1024x1024 est :
● 1,9 s sur un microprocesseur Intel(R) Core(TM) i7-7700 CPU @ 3.60GHz.
● 100 fois plus long qu’une FFT 2D (fonction fft2() de GNU Octave).

3. Calcul numérique

6. Références

 0

 1

 2

 3

 4

 5

 0  1  2  3  4  5

Fa
ct

eu
r d

'é
ch

el
le

 A

Z

Fente 2D rectangulaire
Son rapport d’aspect est 1:8. On voit apparaître progressivement les franges de diffraction. Quand le 

paramètre a tend vers 1, on tend vers la diffraction de Fraunhofer (champ lointain). La taille apparente de la 
fente dans l’image diminue en fonction du facteur d’échelle A(Z).

 

Ouverture annulaire (tache de Fresnel/Arago)
Au centre de l’ombre d’une ouverture circulaire (ou ici annulaire) apparaît progressivement un point 

lumineux, la tache de Fresnel/Arago. Cette conséquence de la théorie ondulatoire que Fresnel avait 
proposée au concours sur la lumière de l’Académie des Sciences avait été déduite par Poisson, membre du 
jury et partisan de la théorie corpusculaire, pour en montrer la fausseté. Mais l’expérience menée par Arago 
lui donna tort et Fresnel remporta le prix fin 1819. La FrFT en rend bien compte :

Ouverture triangulaire
Voici un calcul de champ proche pour une géométrie moins classique [7], avec les coupes associées sur 

lesquelles on voit l’effet du facteur d’échelle A(Z) sur l’axe des abscisses x :

4. Exemples de figures de diffraction

5. Conclusion
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