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| Stabilité |
X = f(x,t) —o<t<ow

Etat d’équilibre X, :  f(X,,1)=0 WVt
i ¢(to’ Xo’to) = Xo

Solution ¢(t,X0,t0) : '- ¢(t,xovto) - f(¢(t,X0,tO),t)
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| Stabilité |
x=f(x,t) —oo<t<o

Etat d’équilibre X, : f(x,t)=0 Wt
i ¢(t0’ Xo’to) =Xy

| 8t %0, t) = f (et %, 1), 1)

Stabilité globale : Pour tout X, € R";0 < & <0 I, — X[ < S(e,t,) = [p(t, %o, 1) — X | < &
Stabilité asymptotique globale : Pour tout X, € R" . 1) X, est globalement stable

/\ 2) limlg(t, X, t)) — x| =0

Solution @(t, X,,1,) :




[ La deuxieme méthode de Lyapunov J

Xx=f(x) avec f(0)=0

S’il existe une fonction scalaire réelle V(X) avec des dérivées partielles continues par rapport a x tel que:
)V (0)=0
2)V(X)>0Vx =0, xeR"
3) lim V(x) =0 (radialement non bornee)

x>0

4)\/’(x)=d—v<o Vx#0, x e R"
dt



[ La deuxieme méthode de Lyapunov J

Xx=f(x) avec f(0)=0

S’il existe une fonction scalaire réelle V(X) avec des dérivées partielles continues par rapport a x tel que:
)V (0)=0
2)V(X)>0Vx =0, xeR"
3) lim V(x) =0 (radialement non bornee)

x>0

4)\/’(x)=d—v<o Vx#0, x e R"
dt

Alors: 1)X, =0 est globalement asymptotiqguement stable
2) V(X) est une fonction de Lyapunov.

Résultat majeur!



[ L’équation de Lyapunov ]

X=AXx XeR"

V =x'Px P >0 (matrice définie positive)

V(xX) = X" (A"P + PA)x
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V =x'Px P >0 (matrice définie positive)
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Condition nécessaire et suffisante de stabilité asymptotigue:

A'P+PA=-Q Q>0

C’est un resultat algébrique (dans le domaine temporel)



[ L’équation de Lyapunov ]

X=AXx XeR"

V =x'Px P >0 (matrice définie positive)

V(xX) = X" (A"P + PA)x
Condition nécessaire et suffisante de stabilité asymptotigue:

A'P+PA=-Q Q>0

C’est un resultat algébrique (dans le domaine temporel)

Cette équation n’existe pas dans le livre de Lyapunov ( il ne connaissait pas le calcul matriciel)



Stabilité (et Robustesse) des Systemes Lineéaires dans le Domaine Fréquentiel
(1925 -1940)

Intégrale de Bode

Hendrik Bode

\ - Chercheurs au Bell Systems Laboratory (USA)
- Domaine de recherche:

/ Electronique (amplificateurs a contre-réaction)

Harry Nyquist Critere de stabilité fréquentiel
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Stabilité (et Robustesse) des Systemes Lineéaires dans le Domaine Fréquentiel
(1925 -1940)

Intégrale de Bode

Hendrik Bode
(1905 — 1982)

\ - Chercheurs au Bell Systems Laboratory (USA)
- Domaine de recherche:

Electronique (amplificateurs a contre-réaction)
Harry Nyquist

(1889 —1976) Critere de stabilité fréquentiel

A partir de 1940, H. Bode travaille pour 'armée américaine. Il a concu des systemes
de contrble antiaériens automatiques et a réalisé la premiere boucle de régulation sans fil.

Nichols, Black
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[ 2eme Guerre Mondiale — Le Front de PEst ]

- 1 Septembre 1939: L’ Armée allemande envahit la Pologne.

- Juin 1940: Pacte de non agression Allemagne — URSS.



[ 2eme Guerre Mondiale — Le Front de PEst ]

1 Septembre 1939: L’ Armée allemande envahit la Pologne.

Juin 1940: Pacte de non agression Allemagne — URSS.

URSS récupere pratiqguement tous les territoires perdus lors de la paix de Brest - Litovsk avec 1’ Allemagne en
1918 (les Republiques baltes ( Estonie, Lithuanie, Lettonie), la Bessarabie (Moldavie), I’Est de la Pologne)

Destructions des lignes de défense existantes sur la frontiere définie par la paix de Brest — Litovsk

Pas de construction d’une ligne de défense sur les nouvelles frontieres



[ 2eme Guerre Mondiale — Le Front de PEst ]

1 Septembre 1939: L’ Armée allemande envahit la Pologne.
Juin 1940: Pacte de non agression Allemagne — URSS.

URSS récupere pratiqguement tous les territoires perdus lors de la paix de Brest - Litovsk avec 1’ Allemagne en
1918 (les Republiques baltes ( Estonie, Lithuanie, Lettonie), la Bessarabie (Moldavie), I’Est de la Pologne)

Destructions des lignes de défense existantes sur la frontiere définie par la paix de Brest — Litovsk
Pas de construction d’une ligne de défense sur les nouvelles frontieres

L’ Allemagne attaque ’URSS le 21 Juin 1941

En moins de 6 mois les troupes allemandes atteignent Moscou et Leningrad (St. Petersburg)

La résistance s’organise sur cette ligne de front.



Le Front de L’Est, 22 Juin 1941 — 5 Décembre 1941

Leningrad (St. Petersburg)
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Réarmement de ’URSS

ST

- Déplacement de I’industrie et de la recherche ke
dans 1’Ural et le Kazahstan (automne 1941).

- Mise en place d’un programme
de rearmement.
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Frontiéres de I'U.R.S.S. en 1990
® Capitale fédérale

Frontiéres des républiques fédérées

e Capitale de république

Les quinze républiques fédérées :
-- République socialiste
——J fédérative soviétique

de Russie (RS.FS.R)

-- Autres républiques socialistes
— soviétiques (R.S.S.)
E:] Républiques socialistes
soviétiques autonomes (R.S.S.A.)

.~ || Regions autonomes (R.A.)

1-RS.S. de Géorgie

2 - RS.S. d'Azerbaidjan

3-RS.S. d'Arménie

4 - RS.S.A. de Tatarstan

5 - R.S.S.A. de Bachkirie

6 - R.S.S.A, des Tchétchénes-
Ingouches

7 - R.S.S.A. de Kabardino-
Balkarie

8 - RS.S.A. des Maris

9 - R.S.S.A. de Mordovie

10 - R.S.S.A. d'Ossétie du Nord

11 - RS.S.A. des Oudmourtes

12 - R.S.S.A. des Tchouvaches

13 - RS.S.A. d’Abkhazie

14 - RS.S.A. d'Adjarie

15 - R.S.S.A. du Nakhitchevan

16 - R.S.5.A. des Kalmouks

17 - R.A. des Adyguéens

18 - R.A. des Karatchais-
Tcherkesses

19 - R.A. d'Ossétie du Sud

20 - R.A. du Haut-Karabakh
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[ Les Chars de Combat ]

- Fabrications de chars ( eléments essentiels des batailles terrestres )

- Problemes dans le servomécanisme de pointage du canon (instabilités)
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[ Les Chars de Combat ]

Fabrications de chars ( éléements essentiel des batailles terrestres)

Problemes dans le servomécanisme de pointage du canon (instabilités)

Origine: Trop grande dispersion des caracteristiques magneétiques des matéeriaux
utilisés pour le servomoteur (non maitrise du procedé de traitement thermique)

Les chercheurs de Leningrad et Moscou regroupés a 1’Institut Industriel de 1’Ural (Kirov) sont sollicités

Investigateur principal: A. 1. Lurie

25



| Stabilité Absolue (Lurie) |

L=

A 4

G,

G,

Servomeécanisme de
position



| Stabilité Absolue (Lurie) |

4

L=

N

G, | G,

(*)T‘

v=g¢(o)

=

Schéma équivalent G

Servomeécanisme de
position

_ GG,GG,
1+GG,G,
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| Stabilité Absolue (Lurie) |

Différent types de caractéristiques
non linéaires

G G > K G > G
i, - ‘ - 2 el - - Servomécanisme de
position
G |
(*) _ ‘ Schéma équivalent G =%
V:go(a)y <0'_
@k ho (o) p(0)4 Mo L) vlo) 4 (o) h1(72 < ¢(O')(7 < h20_2
X ;G ho R
K ’ #o)o >0
o hoh] 0]
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| Stabilité Absolue (Lurie) |

G G > G G
i} - l - 2 Eand - - Servomécanisme de
position

G
- ‘ . L G,G,G,G
G = 122937
(*) Schéma équivalent 11 GGG,
v=¢(a)/a

A 4

2% ho p0) 4 Mo Ly 9O) o(0) ho? < <h.o?
(o) — < O > O)o >11,0
Différent types de caractéristiques /—/; ’ X ho // : ¢( ) 2
non linéaires /,/ s // o ¢(O‘)G >0
o hoh] 0]

Stabilité absolue
Le systeme (*) est globalement asymptotiquement stable pour toutes les caractéristiques
non linéaires (continues) situées dans le secteur [h,,h, ]
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| Stabilité Absolue (Lurie) |

Premiere solution: Lurie (1943, publiee en 1945)

Utilisation de la fonction de Lyapunov: V = x' Px+ﬂj¢(g)dg; P>0,46>0
0

Premiere utilisation d’'une fonction de Lyapunov a 2 termes (voie directe + voie de contre-réaction)



| Stabilité Absolue (Lurie) |

Premiere solution: Lurie (1943, publiee en 1945)

Utilisation de la fonction de Lyapunov: V = x'Px +,3j #o)o; P>0,8>0
0

Premiere utilisation d’'une fonction de Lyapunov a 2 termes (voie directe + voie de contre-réaction)

Solution utilisée sur des chars qui ont participé a la Bataille de Kursk (la plus grande
bataille de blindes de la 2eme Guerre Mondiale)
Juillet 1943

Eastern Front

https://fr.wikipedia.org/wiki/Bataille de Koursk
https://www.youtube.com/watch?v=vHeBfSZDUVc
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https://fr.wikipedia.org/wiki/Bataille_de_Koursk
https://www.youtube.com/watch?v=vHeBfSZDUVc

|

Anatoly Isakovich Lurie
(1901 Moghilev (Biélorussie) -1980 Leningrad (Russie))

32



Anatoly Isakovich Lurie
(1901 Moghilev (Bielorussie) -1980 Leningrad (Russie))

Etudes: Institut Polytechnique de Leningrad

1935-1941 Professeur a I’Institut Polytechnique de Leningrad
1941-1944 Institut Industriel de I’Ural

1944-1977 Professeur a I’Insitut Polytechnique de Leningrad
Spécialités : Mécanique et Automatique

Auteur de 13 livres

Décoreé (Etoile Rouge)
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 Critére fréquentiel de stabilité absolue (Popov 1958) ]

G
- Non linéarités dans le secteur [0,h]
//(3(0) <

Cas 1 : Caractéristiques non linéaires continues et dérivables

Il existe g> 0 ou g<0 tel que: Re[(1+ jqa))G(ja))]+% >0 Vo (h=00;0>0)

Interprétation graphique: Lieu de Popov



 Critére fréquentiel de stabilité absolue (Popov 1958) ]

G
- Non linéarités dans le secteur [0,h]
/_/(/7(0) <

Cas 2: Caractéristiques non linéaires discontinues et non-univoques
A

Re[G(ja))]+%:Re[G(ja))+ﬂ>O Y '

“h ReG

ImG

o 7

Fonction de transfert strictement réelle positive




[Fonctions de Transfert (Strictement) Réelles Positives ]

Critere de stabilité (Popov)

h— o

(/)(O') A

RelG(jw)]>0 Vo

@(o)

O

Aj(o

-
o)

Im G

O pun

UReG

ReG<0O ReG>0
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[Fonctions de Transfert (Strictement) Réelles Positives ]

Critere de stabilité (Popov)
RelG(jw)]>0 Vo

v(o) p(0)

h— o

Aj(g

Fonction de transfert réelle positive

-
o)

Im G

O pun

UReG

ReG<0O ReG>0

- Stable, pdles sur I’axe imaginaire simples et avec résidus non-négatifs

- Re[G(jw)]>0 Vo
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[Fonctions de Transfert (Strictement) Réelles Positives ]

Critere de stabilité (Popov)
RelG(jw)]>0 Vo

v(o) p(0)

h— o

Aj(g

Fonction de transfert réelle positive

o)

@S_ﬂ,@f‘

Im G
G (o)

UReG

ReG<0O ReG>0

- Stable, pdles sur I’axe imaginaire simples et avec résidus non-négatifs

. RelG(jw)|=0 Vo

Fonction de transfert strictement réelle positive

~

- Asymptotiquement stable (poles dans Re s< 0)

- Re|G(jw)]>0 Vo

Déphasage inférieur (ou égal)
a 90° a toutes les fréquences
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[Vasile Mihai Popov (Galati, Roumanie,1928) ]

1950 Ingénieur électronicien (radio communications), Institut Polytechnique de Bucarest

1950-1952 Assistant, Institut Polytechnique de Bucarest
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[Vasile Mihai Popov (Galati, Roumanie,1928) J

1950 Ingénieur électronicien (radio communications) Institut Polytechnique de Bucarest
1950-1952 Assistant, Institut Polytechnique de Bucarest

1952 Grandes purges sociologiques et politiques

1952 Limogé de I'Institut Polytechnique . Pas d’autorisation pour préparer une these

1952 Embauché a l'Institut d’ Energétique de ’Académie Roumaine
Recherche : Distorsions dans la modulation de fréquences, oscillateurs paramétriques
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[Vasile Mihai Popov (Galati, Roumanie,1928) ]

1950 Ingénieur électronicien (radio communications) Institut Polytechnique de Bucarest
1950-1952 Assistant, Institut Polytechnique de Bucarest

1952 Grandes purges sociologiques et politiques

1952 Limogé de LlInstitut Polytechnique . Pas d’autorisation pour préparer une these

1952 Embauché a l'Institut d’ Energétique de ’Académie Roumaine
Recherche : Distorsions dans la modulation de fréquences, oscillateurs paramétriques

1955/56 L'Union Soviétique donne un réacteur nucléaire expérimental a la Roumanie

Rem: La stabilité des réacteurs nucléaires était un sujet “chaud” a I'époque

1956 Un projet de “calculateur analogique” pour I'étude de la stabilité des réacteurs
nucléaires est lancé a I'Institut d’Energétique i
Tous les ingénieurs électroniciens sont mobilisés sur ce projet A e 5 R

Tume Vikoa
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[Vasile Mihai Popov (Galati, Roumanie,1928) J

1950 Ingénieur électronicien (radio communications) Institut Polytechnique de Bucarest
1950-1952 Assistant, Institut Polytechnique de Bucarest

1952 Grandes purges sociologiques et politiques

1952 Limogé de LlInstitut Polytechnique . Pas d’autorisation pour préparer une these

1952 Embauché a l'Institut d’ Energétique de ’Académie Roumaine
Recherche : Distorsions dans la modulation de fréquences, oscillateurs paramétriques

1955/56 L'Union Soviétique donne un réacteur nucléaire expérimental a la Roumanie

Rem: La stabilité des réacteurs nucléaires était un sujet “chaud” a I'époque

1956 Un projet de “calculateur analogique” pour I'étude de la stabilité des réacteurs
nucléaires est lancé a I'Institut d’Energétique
Tous les ingénieurs électroniciens sont mobilisés sur ce projet

1956 Tout en étant obligé de travailler sur ce projet, Popov s'oppose a cette solution pour
I’étude de la stabilité

1958-59 Critere fréquentiel pour la stabilité absolue (publication 1959)

C’est un “Big Bang”.
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[Vasile Mihai Popov (Galati, Roumanie,1928) ]

Le critere fréquentiel de Popov

- Développements présentés au premier Congres IFAC, Moscou 1960.

- Ce résultat a révolutionné tout ce qui ce faisait en analyse fréquentielle dans le non-linéaire.
- L'approche originale qui a conduit a ce résultat a attiré ['attention.

- Résultat antérieur a l'article de Kalman sur l'utilisation des fonctions Lyapunov (1960).



[Vasile Mihai Popov (Galati, Roumanie,1928) ]

Le critere fréquentiel de Popov

Développements présentés au premier Congres IFAC, Moscou 1960.

Ce résultat a révolutionné tout ce qui ce faisait en analyse fréequentielle dans le non-linéaire.
L'approche originale qui a conduit a ce résultat a attiré I'attention.

Résultat antérieur a I'article de Kalman sur l'utilisation des fonctions Lyapunov (1960).

Autres travaux de Popov:

- 1966 Livre “Hyperstabilité des Systemes Automatiques” (trad. Russe 1970, Francgais, Anglais 1973)

Stabilité réacteurs nucléaires

- Résolution du probléme (conjecture) d’Aizerman

- Invariants de Popov pour la représentation minimale des systemes multi-entrées/multi-sorties
- Formes canoniques, placement de p6les mutivariable, .......



[Vasile Mihai Popov (Galati, Roumanie,1928) ]

Le critere fréquentiel de Popov

Développements présentés au premier Congres IFAC, Moscou 1960.

Ce résultat a révolutionné tout ce qui ce faisait en analyse fréequentielle dans le non-linéaire.

L'approche originale qui a conduit a ce résultat a attiré I'attention.

Résultat antérieur a I'article de Kalman sur 'utilisation des fonctions Lyapunov (1960).

Autres travaux de Popov:

1966 Livre “Hyperstabilité des Systemes Automatiques” (trad. Francais, Anglais 1973)

Stabilité réacteurs nucléaires
Résolution du probléme (conjecture) d’Aizerman

Invariants de Popov pour la représentation minimale des systemes multi-entrées/multi-sorties

Formes canoniques, placement de poles mutivariable, .......

Pour information:

- 1967: « Obligé » de soutenir sa these de doctorat
- 1968-69 Professeur Visiteur, Univ. of California, Berkeley
- 1969-1973 Professeur, University of Maryland, College Park
- 1973-1993 Professeur, University of Florida, Gainsville
(Center for Mathematical System Theory avec Kalman)
- Réside a Gainsville, Floride, USA
- Ancien soliste (piano) de l'orchestre des ingénieurs de Bucarest

European Journalof Control

Dissipativity of
Dynamical Systems:
Application in Control

Dedicated to Vasile Mihai Popov
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[L’approche de Popov}

Plus facile a introduire en temps discret

t;—>0

1:1
Point de départ: lim Zuz(t) < 7/5 <0 = !I_>m u(t)=0
t=0 oo
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[L’approche de Popov}

Plus facile a introduire en temps discret

u
@

G(2)

NL
PVT

Point de départ:

y

t;—>0

tl
|imzu2(’[)<7/§<oo — !imu(t):O
t=0 %

b
Hypothése: ZV(t, r)o(t) > _7/5 vt 20 (7 <t)
0

@(o)

=

Ve

[O’ OO] NN

e

Exemple (stab. abs.) 8

(o)

v=p(o),

Vo >0Vt
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[L’approche de Popov}

Plus facile a introduire en temps discret

1:l
Point de départ: lim DUty <ys <o = limu(t) =0
1—>0 0 —>00
"G Y . :
) 48 Hypothese: Y V(t, 7)o (t) = —¢ V1, 20 (r <t)
NL ’ 294 o)
V PVT | & Exemple (stab. abs.) //,/ V = ¢(0);
[O’OO] NN

N _——

b
—v;y=0=| > y{tu(t) <y, vt, =0
0

Vo >0Vt
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[L’approche de Popov}

Plus facile a introduire en temps discret

b
Point de départ: lim DUty <ys <o = limu(t) =0
1—>0 0 —>00
"G Y . :
4 Hypothese: Y V(t, 7)o (t) = —¢ V1, 20 (r <t)
NL ’ 294 o)
V PVT | & Exemple (stab. abs.) //,/ V = (0((7); Vo > 0 Wit

[O’ OO] NN

N _——

u

b
—v;y=0=| > y{tu(t) <y, vt, =0
0

t, t,
Cas1l: G(z)=K>0(y=Ku); tIimZy(t)u(t) = lim KY U(t) <yp <0 = limu(t) =0
177 17% g 7
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[ L’approche de Popov (suite) }

Cas 2: G(z) as. stable i y(tu(t) = %J‘i ReG(em)‘U (em)‘zde

(Parseval)
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[ L’approche de Popov (suite) }

Cas 2: G(z) as. stable Z y(Hu(t) = Zir ReG(em)‘U (ei‘g)‘zde (Parseval)
0 T

o0 o0

SiReG(e")>K>0VO =0<KY u’(t)<> yt)u(t) <y, = limu(t) =0
0 %

/ t=0

G(z) = Fonction de Transfert Strictement Reelle Positive (SPR)

X = état de G(2); tIim X(t)=0



[ L’approche Popov (continu) J

_[uz(t)dt <yZ n'implique pas limu(t) =0
0

- Bornitude des solutions mais pour la stabilité asymptotique, il faut une propriété supplémentaire.
- Popov a posé le probleme a des mathématiciens de Bucarest

( Séminaire “ Théorie qualitative des équations différentielles” - Prof. A. Halanay )
- Laréponse c’est le Lemme de |. Barbalat (1959).

Lemma 8.1. (Barbalat) Ler f : R — R be a uniformly continuous function on
I

0, 00).Suppose that lim [ f(t)drt exists and is finite. Then, lim f(r) = 0. u
_ [—00

[—00 0



[ L’approche Popov (continu) J

Hyperstabilité asymptotique

UiG(i i y
G(Jw) Si et seulement si G(S) est SPR alors le systéme a contre-réaction est glob.
asymptot/quement stable pour tous les blocs de contre-réaction satisfaisant:

jv(t u(t)dt = —2 vt; 32 < oo

NL

V PVT o

Rem: La “stabilité (asymptoptique) absolue” est un cas particulier de I’hyperstabilité asymptotique



p(o) 4

A

[Le critéere du cercle}

3 G
A _
h, |
h, |
o(o) 4 h,o o(o)
j ho |
+ o
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—0—— G 8Y G G

[Le critéere du cercle]

t- 1+ hG

o(o) 4 h,o

A

y

P(G)(h, —h,
ho |, hl ( )((;(O')
=0' o(o) A h,o o(0) o

A




[Le critéere du cercle}

@ , G
G A 3 G —F.———’
|- uul t- 1+hG
SO —> | —

p(o) 4

(@) (h, -
P, -h)o
S

vV =
N Q
4
* 1
Q
v
=8
Q 3 3
A

- G(jo)+
Critere de Popov: Re{ GUa) + 1 }:hZ 1 R %2

: e . >0V
1+h1G(Ja)) hz_hl h1 hz_hl G(jw)+%
| 1
AImG'(jo) ?(rj-‘)’
®
ReG (jo)

~— h,h, >0;h,>h




[Le critéere du cercle}

G
_"—’ G A 3 G
4 .- ¥ 1+hG
h |-
o) A h,o
@(0o) (o) ‘ [‘;L ) ‘ p(o) (h,—h)o
o | < ‘ Zﬁo(o) )
=O. ) p(o) 4 h,o (o) 7
‘- o |,
+ >O'
: _G(ja))+y | Transformation
Critere de Popov: Re G(jco? + L = h, 1 Re h, >0V + f
1+hG(j®) h,—h | h h,—h G(ja))+% conforme
| 1.
AImG'(jw) 4 ImG(jw) V-
G'(jw)

. L :
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[La Question]

Quel est la fonction de Lyapunov qui conduit au critere frequentiel de stabilité de Popov?



[La Question]

Quel est la fonction de Lyapunov qui conduit au critere frequentiel de stabilité de Popov?

Le probléme sous jacent est de trouver une repreésentation d’état du systéme linéaire tel que
la fonction de transfert associ€e soit (strictement) “réelle positive”

X = AXx+bu _ - L
S_ax  — Gle=c(jel -~



[La Question]

Quel est la fonction de Lyapunov qui conduit au critere frequentiel de stabilité de Popov?

Le probléme sous jacent est de trouver une repreésentation d’état du systéme linéaire tel que
la fonction de transfert associ€e soit (strictement) “réelle positive”

— G(jw)=c"(jol — A)*b

X = AX + bu
y =c'X
A'P+PA"=-Q; P>0; Q>0
c=b'P
-

—— G(jw) = f.t.reelle positive (P.R.)

Lemme Popov-Yakubovich-Kalman ou Lemme Positive Réel (cas particulier)



[La Question]

Quel est la fonction de Lyapunov qui conduit au critere frequentiel de stabilité de Popov?

Le probléme sous jacent est de trouver une repreésentation d’état du systéme linéaire tel que
la fonction de transfert associ€e soit (strictement) “réelle positive”

X = AX+bu _ - .

y=c'x —— G(Jo)=c (Jol —A)"Db

A'P+PA' =-Q; P>0; Q>0 —— G(jw) = f .t réelle positive (P.R.)
¢c'=b'P

~”
Lemme Popov-Yakubovich-Kalman ou Lemme Positive Réel (cas particulier)

'équation de Lyapunov  A'P +PA" =—Q cache une relation fréquentielle!!




[ Lemme Popov — Yakubovich — Kalman J

AP +PA” =-Q

|

P(jol =A) " +(—jol —A" ) 'P=(—jol —A))"Q(jol —A)™*

Voir Annexe
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[ Lemme Popov — Yakubovich — Kalman ]

|

AP +PA" =—Q
l Voir Annexe

P(jol —A) +(-jol —A")'P=(—jol — A))'Q(jol — A"

b"P(jal - A +b (- jal - AT)*Pb=b" (- jol - A)*Q(jal — A"

c'—

2ReG(jo)=b" (- jol —=A")'Q(jol — A)*b>0 Vo (Aasympt. stable)
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[Lemme Popov — Yakubovich — Kalman]
X=Ax+Bu (1)
y=Cx+Du (2)
H(s) = D +C(sl — A) "B : matrice de transfert réelle positive
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[Lemme Popov — Yakubovich — Kalman]

X=Ax+Bu (1)
y=Cx+Du (2)
H(s) = D +C(sl — A) "B : matrice de transfert réelle positive

Propriétés equivalentes (il y en a au moins 13):

Il existe les matrices P>0 et les matrices K et L tel que:
A'P+PA" =—LL'

B'P+K'L'=C

K'K=D+D'

Rem.: Les conditions ci-dessous peuvent s’exprimer sous la forme d’une ARE ( Algebraic Riccati Equation)



Lemme Popov — Yakubovich — Kalman
Lien avec les systémes passifs et I’hyperstabilite

Toutes les solutions du systeme (1) (2) vérifient:

! ! \ .
%XT (tl)PX(tl) _ %XT (O) PX(O) n j yTUdt . J‘HLTX n KUHZdt Systeme Passif
Q Q

Energie (t1) = Energie(0) + Energie injectée — Pertes (positives)
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Lemme Popov — Yakubovich — Kalman
Lien avec les systémes passifs et I’hyperstabilite

Toutes les solutions du systeme (1) (2) vérifient:

1 1 F P \ .
E XT (tl)PX(tl) —_ E XT (O) PX(O) + j yTUdt . jHLT X + KUHZdt Systeme Passif
0 0
Energie (t1) = Energie(0) + Energie injectée — Pertes (positives)
ty 1
J. yTUdt > —E X' (0)Px(0) = —7/5 Bloc hyperstable
0

Théoréme d’hyperstabilitt =~ Théoreme de passivite

(Un systeme linéaire strictement passif en contre réaction avec un systeme passif est asymptotiquement stable)

Rem.1: ). Willems et B.D.O Anderson ont contribués beaucoup a la clarification de ces concepts
Rem.2: A consulter I'excellent livre de R. Lozano, B. Brogliato, O. Egelund, B. Maschke “ Dissipative Systems”



Lemme Popov — Yakubovich — Kalman
Lien avec les systemes positifs et le filtrage de Kalman

La “positivité” est une condition nécessaire et suffisante pour la “factorisation”

Q > 0 (matrice définie positive) ‘ Q=L L
Systeme positif mmmmmmm)  Propriété de factorisation

Si G(s) est PR alors: G' (=s)+G(s) =W ' (-=s)W(s)
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Lemme Popov — Yakubovich — Kalman
Lien avec les systemes positifs et le filtrage de Kalman

La “positivité” est une condition nécessaire et suffisante pour la “factorisation”

Q > 0 (matrice définie positive) |:> Q=L L

Systeme positif | )  Propriété de factorisation

Si G(s) est PR alors: G' (=s)+G(s) =W ' (-=s)W(s)

* Le filtrage optimal est lié a un probleme de factorisation spectrale
 Le Lemme Positif Réel permet de donner les conditions de factorisation et les facteurs correspondants

* On peut retrouver le filtre de Wiener et le filtre de Kalman (stationnaire) a partir du Lemme Positif Réel

P. Faurre, M. Clerget, F. Germain : Opérateurs rationnels positifs: Application a I’hyperstabilité et
aux processus aléatoires, Dunod, Paris, 1979
|. Landau, Lecture Notes on Discrete Stochastic Control Systems , U. C. Berkeley, 1981



{ Vladimir Andreievich Yakubovich }
(1926 Novosibirsk-2012 St. Petersburg)

Université de Moscou ( Mathématiques et Mécanique) 1949

Doctorat 1953, Docteur és Science 1959

1949-1953 Chercheur, Institut de Recherche de Leningrad

1953- 2012 Carriere universitaire, Université de Leningrad ( St Petersburg)
1961... Directeur “Centre de Cybernétique Théorique” (Chaire)

Membre correspondant de UAcadémie des Sciences de Russie

1991 Prix Wiener pour ses contributions en Cybernétique

1996 IEEE Control Systems Award for “Pioneering and fundamental
contributions to stability analysis and optimal control”
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{ Vladimir Andreievich Yakubovich }
(1926 Novosibirsk-2012 St. Petersburg)

Université de Moscou ( Mathématiques et Mécanique) 1949

Doctorat 1953, Docteur és Science 1959

1949-1953 Chercheur, Institut de Recherche de Leningrad

1953- 2012 Carriere universitaire, Université de Leningrad ( St Petersburg)
1961... Directeur “Centre de Cybernétique Théorique” (Chaire)

Membre correspondant de UAcadémie des Sciences de Russie

1991 Prix Wiener pour ses contributions en Cybernétique

1996 IEEE Control Systems Award for “Pioneering and fundamental
contributions to stability analysis and optimal control”

I1 est a ’origine des “Linear Matrix Inequalities” (LMI)
(“The solution of certain matrix inequalities in automatic control theory”,Soviet Math.Doklad. 1961)

IFAC-PapersOnLine 48-11 (2015) 001-003  http://www.rusycon.ru/win/yakubovich.htm  http://www.math.spbu.ru/user/java/en/
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{ Vladimir Andreievich Yakubovich J
(1926 Novosibirsk-2012 St. Petersburg)

Université de Moscou ( Mathématiques et Mécanique) 1949

Doctorat 1953, Docteur és Science 1959

1949-1953 Chercheur, Institut de Recherche de Leningrad

1953- 2012 Carriere universitaire, Université de Leningrad ( St Petersburg)
1961... Directeur “Centre de Cybernétique Théorique” (Chaire)

Membre correspondant de UAcadémie des Sciences de Russie

1991 Prix Wiener pour ses contributions en Cybernétique

1996 IEEE Control Systems Award for “Pioneering and fundamental
contributions to stability analysis and optimal control”

I1 est a ’origine des “Linear Matrix Inequalities” (LMI)
(“The solution of certain matrix inequalities in automatic control theory”,Soviet Math.Doklad. 1961)

 Son pére a été persécuté par Staline.
e Son attitude contestataire ne lui a pas permis de voyager a |'étranger avant 1989 (Perestroika)
e Visite a I'Univ. Tech. de Compiegne en 1995

IFAC-PapersOnLine 48-11 (2015) 001-003  http://www.rusycon.ru/win/yakubovich.htm  http://www.math.spbu.ru/user/java/en/
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[Commande optimale des systemes linéaires (Kalman)}

X = AX+ Bu
On cherche: U= —FX

qui minimise : |.P. = j(xTQx+uT Ru)dt =min; Q>0;R>0
0

et quiassure:  |Im x(t) =0

[ o)
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[Commande optimale des systemes linéaires (Kalman)}

X = AX+ Bu
On cherche: U= —FX

qui minimise : |.P. = j(xTQx +u'Ru)dt=min; Q>0;R>0
0
et quiassure:  |Im x(t) =0
t—o0
solution: U=—R™'B'Px =—Fx

ol Pestsolutionde: A'P+PA—PBR'B'P+Q =0 (Eq. de Riccati)

Utilisation du hamiltonien, du calcul des variations et du principe du maximum de Pontryagin



Lemme Popov — Yakubovich — Kalman
Lien avec la commande optimale linéaire

- La commande optimale a critere quadratique (horizon infini) résulte comme un cas particulier du Lemme PR.
- Des propriétés intéressantes de la commande optimale dans le domaine fréquentiel peuvent étre obtenues.

- Lelemme PR a permis de résoudre le probleme inverse de le commande optimale linéaire.
(R.E. Kalman “When is a linear control system optimal” Trans ASME, part D, J. of Basic Engineering, 1, 1964,
pp 81-90)



[Commande optimale et Lemme Positif Réel }

X = AX +bu
u=—fx

Uy =—b' Px = —1fx

|.P. = j(xTQx+ u’)dt=min;Q >0 -
0

AP+ PA—Pbb"P+Q =0

76




[Commande optimale et Lemme Positif Réel }

X = AX +bu
u=—fx

|.P. = j(xTQx+ u’)dt=min;Q >0 -=
0

Uy =—b' Px = —1fx AP +PA-Pbb"P+Q =0
pd

-

(A’ —%PbbT)P+ P(A—%bbTP) =—-Q
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[Commande optimale et Lemme Positif Réel }

X = AX+bu T : | u
I.P.:j(x Qx+u)dt=min;Q >0 = b W
u=—fx ) “T‘
— A
Uy =—b"Px==1x  ATP+PA-Pbb"P+Q=0 e |

7~
(A’ —%PbbT)P+ P(A—%bbTP) =—-Q

Systeme positif réel
(F.T. réelle positive)

)'(:(A—%bbTP)X+buext ZAX—b%fX_l_buext }

y=c'x=Db'Px

Uy X T y \
b ¥ b'P > . "
i % [> | Test d’optimalite
l A
% <
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[Stabilité de la commande optimale en presence de non-linéarités]

SPR
_________________________________________________ ; ) y
b |7 - b'P ;y’ b 7 b'P >
+ +
A 1A
7 I
(o) 4 o(c) % )
_ 7
o
#(a) p(0)
I +
SR H(e) . | / + o |
Q—i* b T X b'P E y:
[ el | fimH (jo)
Critere du cercle
P4 glo) \*
1
27 >
= 2 Refi (jo)
@ o) ( H(jo)




[ Rudolf (Rudy) Emil Kalman (1930 Budapest, Hongrie — 2016 Gainsville, Floride)}

C’est indiscutablement le personnage central du développement de I’automatique moderne.

80



[ Rudolf (Rudy) Emil Kalman (1930 Budapest, Hongrie — 2016 Gainsville, Floride)]

C’est indiscutablement le personnage central du développement de I’automatique moderne.
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[ Rudolf (Rudy) Emil Kalman (1930 Budapest, Hongrie — 2016 Gainsville, Floride)}

C’est indiscutablement le personnage central du développement de I’automatique moderne.

Articles denses, mais clairs!

Variables d’état, commandabilité, observabilité, réalisations
Filtrage optimal

Commande optimale

Lemme Popov-Yakubovich-Kalman

Théorie algébrique

............. R. E. KALMAN

Research Institute for Advanced Study,?
Baltimore, Md.

1960

1960 -1964
(1959-1963)

A New Approach to Linear Filtering
and Prediction Problems’

The classical filtering and prediction problem is re-examined using the Bode-
Shannon representation of random processes and the “state transition” method of
analysis of dynamic systems. New results are:

(1) The formulation and methods of solution of the problem apply without modifica-
tion to stationary and nonstationary statistics and to growing-memory and infinite-
memory filters.
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Rudolf (Rudy) Emil Kalman
(1930 Budapest, Hongrie — 2016 Gainsville, Florida)

1945 (Wikipedia: 1943?) Emigre avec sa famille aux USA

Etudes au MIT (MS 1954) et a Columbia University (PHD 1957 avec Prof. Ragazzini)

Invente la commande adaptative indirecte et fait une réalisation expérimentale(PHD) (publié en 1957)
1958-1964 Research Institute for Advanced Studies (RIAS), Baltimore

1964-1971 Professeur a Stanford University

1971-1992 Professeur a L'University of Florida, Gainsville

et Directeur du Center for Mathematical System Theory

(1973)1992-1997 Professeur a I’'ETH de Zirich

1969-1972 Conseil au Centre d’Automatique de L'Ecole des Mines, Fontainebleau




Rudolf (Rudy) Emil Kalman
(1930 Budapest, Hongrie — 2016 Gainsville, Florida)

1945 (Wikipedia: 1943?) Emigre avec sa famille aux USA

Etudes au MIT (MS 1954) et a Columbia University (PHD 1957 avec Prof. Ragazzini)

Invente la commande adaptative indirecte et fait une réalisation expérimentale(PHD) (publié en 1957)
1958-1964 Research Institute for Advanced Studies (RIAS), Baltimore

1964-1971 Professeur a Stanford University

1971-1992 Professeur a L'University of Florida, Gainsville

et Directeur du Center for Mathematical System Theory

(1973)1992-1997 Professeur a I'ETH de Zirich

1969-1972 Conseil au Centre d’Automatique de L'Ecole des Mines, Fontainebleau

Nombre tres grand de distinctions prestigieuses!
2009 la médaille National Medal of Science USA

Il était membre de la National Academy of Sciences, de la National Academy of Engineering,
de I'Académie américaine des arts et des sciences,
et membre étranger des académies des sciences de France, de Hongrie, et de Russie.

https://fr.wikipedia.org/wiki/Rudolf Kalman
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[ Robustesse des systemes de commande }

Un systeme de regulation est appelé robuste pour un ensemble d’incertitudes part rapport au modele
nominal du procéde a commander si la stabilité et la performance du systeme sont garanties pour
tous les modeles du procéedé contenu dans cet ensemble

Structurées (ex: parametres)
Incertitudes

Non-structurées (ex: caractéristiques fréquentielles)

N

On s’interessera au incertitudes non — structurées dans le domaine fréquentiel (Robustesse H_
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[ Robustesse des systemes de commande }

Un systeme de regulation est appelé robuste pour un ensemble d’incertitudes part rapport au modele
nominal du procéde a commander si la stabilité et la performance du systeme sont garanties pour
tous les modeles du procédé contenu dans cet ensemble.

Structurées (ex: parametres)
Incertitudes

Non-structurées (ex: caractéristiques fréquentielles)

N

On s’interessera au incertitudes non — structurées dans le domaine fréquentiel (Robustesse H_ ).

'introduction de I'approche Hoo est associée au nom de George Zames.
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[ Robustesse des systemes de commande }

Un systeme de regulation est appelé robuste pour un ensemble d’incertitudes part rapport au modele
nominal du procéde a commander si la stabilité et la performance du systeme sont garanties pour
tous les modeles du procéedé contenu dans cet ensemble

Structurées (ex: parametres)
Incertitudes
Non-structurées (ex: caractéristiques fréquentielles)

On s’interessera au incertitudes non — structurées dans le domaine fréquentiel (Robustesse H_)

'introduction de I'approche Hoo est associée au nom de George Zames.

IEEE TRANSACTIONS ON AUTOMATIC CONTROL voL. Ac-11, No. 2 APRIL, 1966

lere Référence : IEEE TAC 1966

Utilisation de I'analyse fonctionelle

Définition de la norme H __

Une autre démonstration du critere du cercle
Théoreme du petit gain

On the Input-Output Stability of Time-Varying
Nonlinear Feedback Systems
Part I: Conditions Derived Using Concepts of
Loop Gain, Conicity, and Positivity

G. ZAMES, MEMBER, TEEE

\ . 1:44 A d f’l 1 —The object of thi i i i /e might ask: What are the kinds of fe
Probleme source: stabilite d’un dispositif €lectronique o e s e b e O e e K o eedbark that
5 e : - oty o stk s, et o bsaot, g C21 S0me f the ffcts of eedback on stabilty be de-
a CO ntre_ reaCtI 0 n aveC g al nS Var I ant entre + 1 et — 1 restrictions on linearity or time invariance. scribed  without assuming a very specific system
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[ Description des incertitudes dans le domaine frequentiel ]

Im G

A

‘ 7 » ReG
/

Disque des incertitudes
(a une certaine fréguence)

1) On a besoin d’un description par une FT. qui peut avoir n'importe quelle phase mais un module <1
2) La taille du rayon va varier avec la fréquence et est caractérisée par une F.T.



[ Description des incertitudes dans le domaine frequentiel ]

Im G

A

‘ 7 » ReG
/

Disque des incertitudes
(a une certaine fréguence)

1) On a besoin d’un description par une FT. qui peut avoir n'importe quelle phase mais un module <1
2) La taille du rayon va varier avec la fréquence et est caractérisée par une F.T.

R e

] FT.: [G(jw)|, = maxG(je)
- 2




[ Incertitudes additives }

G'(z')=G(z")+o(z" )W (z7)
5(2_1) Une fonction de transfert stable avec H5(Z‘1)Hw <1 (description du cercle)

Wa (Z_l) Une fonction de transfert stable (taille de I'incertitude en fonction de la fréquence))

G'(z1)-G(z7),. =G'(z") -G, =W, ("),

e
?K :G%—»

K=R/S:G=zB/A

=




[ Incertitudes additives }

G'(z')=G(z")+o(z" )W (z7)
5(2_1) Une fonction de transfert stable avec H5(Z‘1)Hw <1 (description du cercle)

Wa (Z_l) Une fonction de transfert stable (taille de I'incertitude en fonction de la fréquence))
G'(z7)-6(2"),, =[C'(z") -6, =W.(z")].
S5 a /> :_1+KKG
o b g
K H- — ]
T * 51— ™\

K=R/S:G=zB/A On utllls$< Théoreme du Petit Gain »

=

<1

o0

Condition de Stabilité Robuste: ||Sup(2‘1)Wa(Z‘l)




[ Théoreme du Petit Gain (Critere du Cercle) ]

h2

1

Re

S(jo)+ Y

hl h2

_h1

_S(ja))+%l

z_lRe{S(!w)+l}>OVa)
2 S(jw) -1
Sy
S'(Jo)

ReS'(jw) = Re{s(j“’)”}ov@

S(jw) -1
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y

[ Théoreme du Petit Gain (Critere du Cercle) ]

h2

1

Re

'apw+}@ 1

hl h2

_h1

S(ja))+%l 2

Re{s(!w)+l}>OVa)
S(jw) -1

e
S'(jw)

ReS'(ja)):Re{

SUo)+L 5y
S(jo) -1
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[ Théoreme du Petit Gain (Critere du Cercle) }
y

 S(jw)+ -
h, 1 Re %2 =—1Re{S(Jw)+l}>OVa)

+ImS'(jo)

ReS'(jo)

A » h, h, —h, S(ja))+% 2 | S(jow)-1

. . | - - e

<> (o) S'(jw)
A], <1 S(jo) +1

4 ImS(jw) ReS'(ja))zRe{ }<OV0)

S(jw) -1

1/ D w1 ReS(jo) maxS(jo)| =|S(je)|, <1
£ e mmp o

1+S(jw)
1-S(jo)

SPR
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[ Théoreme du Petit Gain (Critere du Cercle) ]

— ReS'(jw) — {]/ +1 ReS(jw) ‘

Théoreme du Petit Gain

S :linéaire invariant (état x) avec |S| <1
A 4], <1

!im X(t)=0; !imu (t)=0; !im y(t)=0

—»‘—u> S y = ] -
S(jw) + -

h, 1 Rel — %2 =—1Re{s(!w)+l}>OVa)

h, h,—h s(Jw)+% 2 | S(jw)-1

- 1. W—J

S'(Jo)

4 ImS(jo) ReS'(jw)=Re S(J_a))+l <0Vw
S(jw) -1

ma?)qS(ja))\ =|S(jw)|, <1

1+5(jo) _

g

SPR

1-5(Jw)
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[George Zames (1934 Lodz, Pologne — 1997, Montreal,Canada) J

C’est a la fin de sa conference plénicre a IEEE CDC, Kobe, Japon, 1996 -
qu’il a donné des détails sur son enfance.
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[George Zames (1934 Lodz, Pologne — 1997, Montreal,Canada) J

C’est a la fin de sa conference plénicre a IEEE CDC, Kobe, Japon, 1996 -
qu’il a donné des détails sur son enfance.

Senpo Sugihara
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[George Zames (1934 Lodz, Pologne — 1997, Montreal,Canada) J
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[L’autre équation de Liapunov ( P. C. Parks) }
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Lemme Popov — Yakubovich — Kalman
(details)

ATP +PA” =—Q

A'P+PA" + joP - joP =-Q

(—jol —AT)P+P(ja)I —A)=Q

P(jol —=A) '+ (—jol —A")*'P=(-jol —=A")"Q(jol —A)™

b"P(jel — A)*b+b" (= jol — AT)Pb=b" (= jowl — AT)Q(jwl — A) b
2ReG(jo)=b" (—jol —A")"Q(jol —A) b >0 Vo (A asympt. stable)



