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Introduction

Les équations aux dérivées partielles (EDPs) sont des équations que doivent
satisfaire une fonction inconnue u & plusieurs variables (z1, 23, ..., ,,) et certaines de
ses dérivées partielles. Le plus haut degré de dérivation qui intervient est dit ordre
de I'équation. Les EDPs se divisent en deux types linéaires et non linéaires et aussi
en deux familles les EDPs stationnaires ot I'inconnue ne dépend pas de la variable
temps et les EDPs d’évolution ot I'inconnue dépend de la variable temps noté .

Les EDPs d’odre deux sont classées en trois grandes classes fondamentales :
elliptique, parabolique et hyperbolique. Les équations elliptiques sont des EDPs sta-
tionnaires qui décrivent des phénomenes d’équilibre, les équations paraboliques dé-
crivent des phénomeénes de diffusion alors que les équations hyperboliques décrivent
les phénomeénes de propagation et ces deux classes sont des problémes d’évolution.

L’objet de ce cours sont les EDPs elliptiques linéaires. Les prérequis pour la bonne
compréhension du module sont :

1- La dérivation et I'intégration des fonctions réelles & une ou & plusieurs variables ;

2- les espaces fonctionnels, ceux de Banach (espaces normés complets), ceux de
Lebesgue L? (2),p € [1,+o0] définis par la notion de presque partout (p.p.) et ceux
de Hilbert munis de produits scalaires ;

3- les outils de résolution des EDPs de la physique spécialement 'analyse de
Fourier (séparation de variables, série et transformation de Fourier).

Le cours comporte trois chapitres avec les objectifs d’apprentissage suivants :

1-nouvelles notions : les distributions et leurs propriétés; la solution faible ;

2-nouvelles connaissances : les espaces de Sobolev ; 'opérateur trace et I'opérateur
de prolongement, théoréme de Lax-Milgram pour I’existence et 1'unicité de la solution
faible ;

3-nouvelle méthode : la formulation faible et la formulation variationnelle pour
la détermination solution faible.

Apres des rappels nécessaires, le chapitre un introduit la notion de distributions
avec certaines de ces propriétés présentées dans un cadre général. Le chapitre deux est
un exposé trés simplifié sur les espaces de Sobolev. Le troisiéme chapitre est le contenu
visé de ce cours ou on présente une étude mathématique plus ou moins générale des
EDPs elliptiques linéaires du second ordre suivi de la formulation variationnelle de
certains problémes classiques.



1. Rappels

1 Rappels

Nous allons rappeler certains outils d’analyse et présenter des notations qui seront
utilisées dans la suite du cours.

1.1 Principaux opérateurs différentiels

Pour toute fonction F' = (F, Fy, ..., F,) :R™ — R? de classe C*, on note la matrice
Jacobienne de F' au point x :

or,  oF
Ox1 """ Oxp

Jac (F (z)) =
OF, OF,
8_3:1..-.%

Sip =n, I est dite champ de vecteurs, sa matrice Jacobienne est une matrice carrée.
On définit alors la divergence de F' par :

div (F (z)) = tr (Jac (F (z))) = Zgi

Dans le cas ol p = 1, pour une fonction scalaire f : R™ — R de classe C*, le gradient

de f est défini par :
_(9f of
Vf(z)= (axl""axn) :

Si f est de classe C? on définit sa matrice Hessienne ainsi

2 f 2 f
5;?'"'8xn6x1
Hess (f (x)) =
0% f 2%f
Ox10xy "7 022
et le Laplacien par

Af(x) =tr(Hess (f (x))) (2) = div (V[ (2)) = tr (Jac(V [ (2))) .

- G2
i=1 Oz;

Remarque 1.1 La divergence et le Laplacien sont invariants par le changement de
base.

On note 77 (z) la normale extérieure au bord 9§ cad un vecteur perpendiculaire
au plan tangent a 02 en un point z, dirigé vers 'extérieur de €2 et est de norme 1.
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1. Rappels

Définition 1.1 Si f est une fonction assez réguliére définie sur Q, la dérivée normale
de f sur 0N) est donnée par

%(x):Vf(x)ﬁ(x), x € 09.

1.2 Espaces fonctionnels

Soit § un ouvert de R”.

Définition 1.2 Pour 1 < p < 400, L¥(Q) est I’espace des fonctions réelles sur

telles que f est mesurable et | |f(x)]" dr < oo .

Q
Pourp = oo, L>(Q) est l’espace des fonctions mesurables bornées presque partout

(p-p) sur Q.

L¥(9Q) pour tout p € [1,+00) est un espace de Banach cad normé complet une

fois muni de la norme : ,

1l = | [ 1f(@)" dz
/

De méme pour L*°(£2) muni de la norme du sup essentiel

supess|f(z)| = inf{M > 0;|f(x)| < M, p. p. sur Q}.

z€Q

C (ﬁ) ’espace des fonctions continues sur €2 la fermeture de €2, est un espace de
Banach une fois muni de la norme

I£lo(m) = max|f @)

Pour n € N, on note par C" (ﬁ) I'espace des fonctions f € O™t (ﬁ) telles que
fm e (ﬁ) , et on le munit de la norme

1 Fllenay = 27 lem)

De plus, on a C (Q) = C° (Q).
Rappelons la définition d’un Hilbertien.

6



1. Rappels

Définition 1.3 Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d’un produit

scalaire < .,. >p et qui est complet pour la norme ||f||; = V< [, f >nu.
Un produit scalaire < f,g >p est une forme bilinéaire de H x H dans R, symé-

trique, définie positive.

L?(2) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

< f,g >Lz:/f(x)g(:c)dx.

Le théoréme de représentation de Riez suivant est un des plus importantes ca-
ractéristiques des Hilbertiens.

Théoréme 1.1 (de Riez) Soit | une forme linéaire continue sur H un Hilbertien,
alors, il existe un unique élément f € H tel que, [ (f) =< f,v >g,Yv € H. De plus,
11l = Ul g avec H' le dual de H.

Une version pour les espaces de Lebesgue.

Théoréme 1.2 Soient Q un ouvert de R", 1 < p < oo etl € (LP(Q))/. Alors, il

1 1
existe un unique f € LI(Q) pour — + — =1 tel que
p

q
< L >—/f(a:)v (z)dz, Yve LT(Q)

et HfHLq(Q) = ”l”(LP(Q))"

Ceci permet d’identifier tout dual d’un Hilbertien & lui méme cad H = H’ et
1 1
aussi le dual de L¥'(Q) a LY(Q) cad (LP(Q)), = L%(Q) pour — + — = 1.
p q

1.3 Application linéaire et inclusion

Soient (£, ||.||z) et (X, ||.]|x) deux espaces de Banach tels qu’il existe une applica-
tion linéaire injective de E' dans X. On peut alors considérer £ comme un sous-espace
vectoriel de X et on note £ — X.

Définition 1.4 Une inclusion est dite :
(1) continue s’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout v € E on a
lully < Clullp-



1. Rappels

(i1) compacte, si de toute suite bornée dans E ( pour la norme de E), il est
possible d’extraire une sous-suite qui converge dans X ( pour la norme de X ).
(ii) dense si pour tout u € X il existe une suite (un),~, C E telle que lim u,, = u

pour la norme de X. n—00
1.4 Intégration

On commence par les formules de Green qui sont un outil fondamental pour la
formulation faible des EDP’s.

Formules de Green

Une généralisation de la formule de Green-Riemann dans R? est la suivante dite
formule de Stokes ou Green-Ostrogradsky:.

Théoréme 1.3 ( de la divergence) Soient @ C R" ouvert a bord régulier de classe
C* et F un champ de vecteurs de classe C' a support borné sur €.

édw (F (2))dz = 6/QF.7 (z) dS

ot 7 (z) = (n, (), ...,n, (z)) est la normale au point x de 09, extérieure a Q) et dS
est I’élément de surface sur OS). B
Pour f une fonction scalaire de classe C* & support compact sur Q, on a

[V @)= [ 17 @) as
Q o0
La premiére formule du théoréme suivant coincide, en dimension 1, avec l'inté-
gration par parties.

Théoréme 1.4 (de Green) Soit Q un ouvert borné a bord de classe C*. Alors, pour
toutes fonctions u et v € C* (Q) on a :

/Vu(m)v(x)dm = /u(m)v(x)ﬁ(x)dS— /u(x)Vv(x)d:L'
Q Elo) Q
ot dS est la mesure surfacique et pour toutes fonctions u et v € C? (ﬁ) on a :

/Au (z) v (z) dz = /;—%(x)v(x) dS—/Vu(x) Vo () da.

Q o0 Q
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Remarque 1.2 La mesure surfacique dS est parfois noté do (x);x € 0S).

Intégration en coordonnées sphériques sur R"

On note S™! la sphére unité de R™ cad

Sl =Sz eR": |z|= | Z 2 =1
i=1,...,n

On définit la fonction surjective ¢ : RTx S"! — R" par ¢ (r,0) = ro = x o les
variables (r, o) sont appelées les coordonnées sphériques. On passe donc des coordon-
nées cartésiennes r = (x1, ..., z,,) aux coordonnées sphériques grace aux relations :

x
r=lz|] et o=_—.
]

Pour tout © un ouvert borné de R", on pose @ = ¢ ' () C RFx $"! image
réciproque de €2 par ¢ qui n’est pas forcément ouvert .

Proposition 1.1 Pour tout 1 < p < +oo, lapplication f — f = fo¢ est une

isométrie de LP (2, dx) sur L? <§, T”_ldrdo) et on a donc :
/f (x)dx = /f (ro)r" tdrdo.
Q Q

Dans R?, la SphélrES1 = 0B (0, 1) est paramétrée par 0 € [0, 27| — (cosf,sinf) =
o € S*. Dans ce cas, 2 = [ x J C R"x [0, 27] et la formule de la proposition devient :

f(z)de = [ f(r(cos,sinf))rdrdd = f (rcos,rsin@) rdrdf.
N

Remarque 1.3 Sur R?, (r,0) sont dit coordonnées polaires.

Inégalités et intégrale

Proposition 1.2 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soient deux fonctions f,g € L? (),
alors on a :
1/2

/f(:p)g(x)dx < /fz(x)dx N /gQ(x)dx
Q Q

9



1. Rappels

Elle s’écrit aussi [< f,9 > < || fll 2y 19l 20y, 0% < .,> est le produit scalaire de
I’Hilbertien L* () .

Proposition 1.3 (Inégalité de Holder) Soient deux fonctions f,g a valeurs réelles
telles que f € LP (Q2),g9 € L1(Y), alors fg € L" () pour

et on a
1F 9l 0y < Nl ooy 91l Lagey -
En plus des inégalités de Holder, de Cauchy-Schwarz , nous avons l'inégalité de

Jensen.

Proposition 1.4 (Inégalité de Jensen) Soit ) est un ouvert borné dans R" de
mesure mes () = 1. Pour toute fonction f € L'(,1) et toute fonction ¢ I C
R — R mesurable et convexe, on a :

1 1
0 mémmx < [P @)

Q

10



Chapitre 1

Les distributions

1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons introduire la notion de distribution. Les raisons
d’utilisation de cette notion sont d’ordre purement physique, expérimental et aussi
mathématique.

Le but de cette théorie est de pouvoir obtenir des solutions de problémes d’EDPs
au sens faible en utilisant des formes de problémes évalués dans des champs tests ou
presque partout au lieu de leurs formes classiques dites fortes.

1.1 Notations

Soit le vecteur o = (a, ..., ) € N™ appelé multi-indice et on note |a| = a3 +

n
as + ... + @, = > «; la longueur du multi-indice avec
i=1

« alrnzan) _

% = (xlﬂtg,...,xn)(

" 1/2
ol z = (r1.%s,..., ) € R" de norme euclidienne |z| = (fo) :
i=1
Pour toute fonction f :R™ — R, de classe C"™ on note toute dérivée partielle de
f d’ordre |a| < m pour z € R™ :
olel f

01 3,0%x,...0% 1,

D f (x)

avec D*f (z) = f (z) si |a| = 0.

11



2. Espace des fonctions tests D ()

Dans la suite on note < .,. >, le produit de dualité entre un espace E et son dual
E’ qui coincide sur L? avec le produit scalaire.

2 Espace des fonctions tests D ()

2.1 Deéfinition

Les fonctions tests sont des fonctions trés réguliéres et & support compact, dites
aussi fonctions d’essai. Elles forment un espace vectoriel défini par :

CT(Q) ={¢p € C™(Q) asupport compact inclus dans 2}

avec m € NU {oo} ot suppp = {z € Q: ¢ (z) # 0} C Q ou 'ouvert 2 C R".

Remarque 2.1 Plusieurs espaces de fonctions test sont possibleset en général, on
utilise ’espace des fonctions tests pour m = oo qu’on note D (Q) = C° ().

Exemple 2.1 Une des fonction d’essai les plus connues

pal@) =3 P <_ﬁ>; 2] < a

0; |z|>a>0.

C’est une fonction paire, continue, croissante sur [—a,0], décroissante sur |0, a]
et de classe C* (R). Voici son graphe pour a = 1.

0.25‘
024
0.154
0.1

0.059

; X 0 7 3 3

2.2 Propriétés

Une des propriétés les plus importantes a savoir est que D (Q) C LP (Q),Vp €
[1,400]. De plus, ¢’est un espace localement convexe non-métrisable.

12



2. Espace des fonctions tests D ()

Définition 2.1 (Convergence dans D (2)) On dit que (¢j)j€N C D(Q2) converge
vers ¢ dans D () ssi il existe un compact K dans € tel que les suppp;, C K, j € N
et suppp C K et pour tout « tel que |a] < m

HDagbj — DangLw(Q) — 0 quand j — oo.

Ceci veut dire que la suite (¢j)j>1 et les suites de toutes ses dérivées partielles
(Da¢j)j>1, la| < m, convergent vers la fonction ¢ et ses dérivées partielles D¢,

|a| < m, respectivement.

Remarque 2.2 L’espace D () n'a pas de structure topologique, on utilise alors en
général sur cet espace la norme supess de L™ ().

Proposition 2.1 V¢ € D(Q), on a :
1-Yp e D(Q): ¢(x) =¢(0)+ 2y (z) de fagon unique ot ¢ € C*°.
2-Si feC®onafpeD(Q).
3- La translatée ;¢ (x) = ¢ (x —h) € D(Q);h € R"
et la dilatée : dud (z) = ¢ ( ) €ED(Q);aeR.

Définition 2.2 On appelle suite régularisante toute suite (py);~, C D (R") telle que
pour tout k > 1, on a

1
SuppkaB<0 k‘) pr >0 sur R™; [ p, (z)dx = 1.

Rn

Proposition 2.2 Soit la suite régularisante (py, * )5, -
1- Si f € C(R") alors (py * f)j>1 € D(R") et y converge uniformément vers f
cad py, * f i [ sur tout compact de R™.

2- S f G LP (R"),p € [1,+00] alors on a convergence de (py,  f);, dans LP (R")
cad
lpw * f — fHLp(Rn) — 0 quand k — oo.

Définition 2.3 V¢ € D (Q), on définit sa normalisée ¢, € D () par

1
¢. () = E—ngb <§> , € >0 telle que suppp. C B(0,¢).

Alors,Vf € L} (Q),VK un compact de Q, on définit f. = fx*¢_ telle que suppf. C K.
fe est dite régularisée de f et ¢, est dite approzimation de l’identité.

13



3. Espace des distributions D' ()

Proposition 2.3 Pour tout f € L¥ () on a || f: — [/ — 0 quand e — 0.

On conclut par un important résultat.

Théoréme 2.1 D () est dense dans LP (), p € [1,+oo[, 2 C R™ un ouvert.

3 Espace des distributions D’ (1))

Définition 3.1 On appelle distribution sur 2 C R"™ toute forme linéaire continue
sur D (Q) et on note T : D () — k (k =R ou C) définie ainsi

T(¢) =<T,¢ >k

ot <.,.> est le produit de dualité. On note D' () ’espace (vectoriel) des distribu-
tions.

D' (Q) C D* () le dual algébrique de D ().

Définition 3.2 T linéaire Ya € k,Vp, v € D(Q) ona < T,ap+¢ >=a<T,¢ >
+ < T >.

T continue (séquentiellement) : si ¢; — ¢ dans D (Q) alors <T,¢; >—<T,¢ >
quand 7 — o0.

Remarque 3.1 Notons qu’il est impossible de définir le produit de deux distributions
dans beaucoup de cas.

Exemple 3.1 Soit T' définie par T (¢) =<T,¢ >= [¢ (x)dz,¢ € D (R).
R

Vérifions que T est une distribution :
1- T est une forme de D (R) — R comme

[6@dr= [ ¢@)drecR
R suppp=|c,d]
car ¢ = 0,z ¢suppp = [c,d] un compact.

2- T est linéaire comme l'intégrale est linéaire. (facile a vérifier).

3- T est aussi continue comme si ¢; — ¢ dans D (2) (revoir la définition de la
convergence dans D (2)) ceci implique que (¢j)i>1converge uniformément vers ¢ et
il eviste K = [a, b] tel que les suppp, C K, j € N et suppp C K alors
lim <T,¢; >= lim [¢; (z)de = [ lim¢; (z)dz = [ ¢(z)de=<T,¢>.

1—oop [a7b}]—>00

oo [a,8]

14



3. Espace des distributions D' ()

Nous avons ce théoréme qui donne une définition alternative d’une distribution.

Théoréme 3.1 Soit T' une forme linéaire sur D (2), T' est une distribution ssi pour
tout compact K C ), 3m € N et 4C' > 0 telle que

< T, 0> <C > [[D|l; ;Yo € D(Q) avec suppp C K;

laj<m

ou encore
< 120 >] < Ol = Cmax D0l o -

Définition 3.3 Si m ne dépend pas de K, m est dit ordre de la distribution.

Remarque 3.2 D (Q) est dense dans D' (2). Les fonctions tests sont donc des dis-
tributions.

Définition 3.4 (Convergence des distributions) La suite (1}),;., C D' (§2) converge
vers T dans D' () ssi pour tout ¢ € D (Q) on a lim < Tj, ¢ >=<T,¢ > .
j—o0

3.1 Support d’une distribution

Définition 3.5 Soit U CQC R" et T € D' (Q).
On dit que T' est nulle sur U ssi V¢ € D (Q) : suppp C U alors < T, ¢ >= 0.
Le complément de U est dit support de T.

Définition 3.6 On note suppT = {x € Q: T # 0 sur QN B (e,x) pour tout e > 0} .
Remarque 3.3 Aussi, si on a Vo € D(Q) : supppnsuppT] = & =< T, ¢ >= 0.
Proposition 3.1 VI' € D' (Q0), on a

suppD*T C suppT et pour f & C, suppfT C suppT N suppf
Remarque 3.4 1l est clair que pour T = Y ¢ D%, avec Y |co| > 0, on a

|a|<m la|<m

suppl = {a} .

Ce qui est étonnant c’est I'implication inverse dans ce théoréme et qui ressemble
a un développement de telles distributions.
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3. Espace des distributions D' ()

Théoréme 3.2 Sia € Q) tel que pour T € D' () on a suppT = {a} alors

T= > c.D%,

la|<m
pour un certain m € N et une suite appropriée de constantes c, € R(ou C).

Théoréme 3.3 Soient Ty , T € D' (2) et la suite de boules ouvertes (B)),, telle

que Q = ,OleBj. Alors, Ty = Ty dans D' () ssi Ty = Ty dans tout D' (B;) pour tout
]:

il

Ceci implique que comme pour les fonctions les distributions peuvent étre recou-
vertes de leurs restrictions sur tout B;. En effet, si T € D’ (Q2) alors T, sa restriction
sur B; est dans D' (B;) .

3.2 Types de distributions
1-Distribution réguliére :

Déﬁnition 3.7 Une distribution T associée a une fonction f définie par Ty (¢) =
fQ x)dx est dite réguliére.

Une distribution n’a pas de valeur ponctuelle comme une fonction mais on peut
définir des distributions qui généralisent les fonctions au sens ot les complexes géné-
ralisent les réels (on plonge R dans C ainsi x € R — x +i0 € C; c’est un morphisme
injectif de corps) ainsi :

Théoréme 3.4 Vf € L,.(Q), Uapplication Ty : D(2) — R ou C définie par
Ti (¢) =< Ty, ¢ >=< f, ¢ >= [, [ (x) ¢ (x) dx est une distribution.

Théoréme 3.5 Vf,ge L, (Q): Ty =T,<= f(z) =g () p. p. 2 €Q
cad L}, () — D' (Q) (injection). De plus L. (Q) est dense dans D' ().

Remarque 3.5 Remarquons que la somme de deux distributions réguliéres est une
distribution réguliere et de méme pour la multiplication par une constante.

Exemple 3.2 f(z) = A, A € R. On remarque que f € L}, (R) alors
WeD@),  Tr(¢)= [Ao(z)du—A / 6 () dz € R.
R suppop=|[c,d
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3. Espace des distributions D' ()

La linéarité est facile a vérifier et

1@ <A [ suplo(@lds = A0 [6lcgos
suppg=[c,d]

avec suppp C K, un compact. Ici la distribution est d’ordre m = 0, un ordre fini.

Remarque 3.6 Pour tout f € L},. (), on a suppTy =suppf = {x € Q: f (x) #0}.

loc

Une distribution est dite de classe C* si elle est associée & une fonction C*°. Ces
distributions forment une classe particuliére de distributions.
Notons que D () c C>* C LY (Q) C L. () € D' () pour p € [1,+o0]

loc loc
Concernant la convergence, nous avons ces résultats.

Proposition 3.2 i fy — f dans L' (Q) ou L? (Q) alors f, — f dans D' (Q).

Il arrive qu’une suite de fonctions converge au sens des distributions sans conver-
ger simplement.

Exemple 3.3 cosnx etsinnx convergent vers 0 au sens des distributions sans conver-
ger simplement.

2-Distribution a support compact :

Ces distributions forment un espace vectoriel noté
E'Q)={T € D' (Q) : suppT C Q est compact} .

Comme le support de la distribution est compact, on peut ignorer les fonctions test
en dehors du support de la distribution. Ceci permet d’étendre la dualité et de
considérer les distributions & support compact comme les formes linéaires continues
sur l’espace des fonctions C*> (2). Alors £’ (€2) est le dual de I’espace des fonctions test
E(Q)=C>(Q)dou & () C D'(Q) sachant que D (Q) C & () .Ces distributions
sont d’ordre fini.

Proposition 3.3 Le fait que suppT C §2 soit compact implique qu’il existe 1 €
D (Q) telle que ¢ (x) = 1 pour x EsuppT.

Proposition 3.4 Soit T € &' (), pour toute fonction ¢ € C* (), la valeur
<T,xy¢ > est indépendante du choix de x; € D (), xy est la fonction caractéris-
tique, U un voisinage ouvert de suppl'. On définira donc < T,¢ >=<T,xy¢ >,V

¢ € C®(Q).
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3. Espace des distributions D' ()

Exemple 3.4 La distribution définie par
1 400
< T7 ¢ >= f¢ (.T) dr = f X]—1,1[¢ (l’) dIJ
-1 —00
T est a support [—1,1] compact.

3-Distribution singuliére :

Définition 3.8 Toute distribution non associable & une fonction de L}, (Q) est dite
singuliére.

Exemple 3.5 §, dite masse de Dirac définie par

< 0,9 >=¢(0),Vp € D(R)

1

e (2) et est une distribution d’ordre 0 sur

est non associable a une fonction de L
D(R).

Remarque 3.7 Cette distribution est une distribution trés importante et admet une
version plus générale < 6,,,¢ >= ¢ (xg) , Vo € D (R), 2o € R.

Remarque 3.8 Certains par abus parlent de fonction de Dirac nulle partout et in-
finie en zéro et note 6,y = 0 (x — o) avec < by, ¢ >= [0 (x — o) ¢ (z) dz = ¢ (20) .
R
On peut avoir des fonctions non localement intégrables et qui définissent des dis-
tributions singulieres discontinues aprés régularisation de lintégrale [, f () ¢ (z) dx
qui diverge.

1

e (R), on régularise l'intégrale en considérant

1
Exemple 3.6 Pour la fonction — ¢ L
T

la valeur principale de Cauchy de — ainsi
x

¢(z)

X

1
< Vp—,¢ >=lim / dx.
x e—0

|z|>e

Pour contourner la singularité 0, on retire lintervalle [—¢, €| puis on fait tendre vers

0.
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3. Espace des distributions D' ()

Nous avons aussi les définitions équivalentes

< Vpl,qﬁ = lim/¢(x) — 00y,
/ ¢l da: o suppp C [—c,c].
[—cyc]

1
Exemple 3.7 De méme, pour —; §é Ly, (R) on définit la partie finie de — ainsi
x

,60

3

<prpos=in | [ 47

z|>e

avec les définitions équivalentes

<Pf ¢ >=1lim /¢ 5 +o(= )_2¢(0)dx

e—0

N 0) — 2 0),,

c——+00

[—¢,q]

Remarque 3.9 On peut approcher toute distribution singuliére et toute distribution
en général par une suite de distributions régquliéres associées a des fonctions tests cad
D est dense dans D’

4- Distribution discréte :

Ce sont des distributions dont le support est dénombrable et qui sont en général
basées sur la masse de Dirac qui est discréte comme suppd,, = {zo} .

Exemple 3.8 T'= >_ cniég‘) est a support {x;,i € N*}.
1eN* neN

Remarque 3.10 La fonction de Dirac, peut étre définie comme la limite de diverses
suites de fonctions définies par morceaux réglées et intégrables et méme trés réguliéres.
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3. Espace des distributions D' ()

. < L
Exemple 3.9 Soit la suite w, (x) = m; 2| < ' pourn > 0. On a,
05 [z > 5
1/2n
/wn(x)dx: / ndx = 1.
R —1/2n

Il est clair que lim w, (x) = 0, x € R* alors que lim w,, = &g dans D' (R).En effet,

n—oo n—oo

Vo € D(R) on a

1/2n 1/2
< lim w,,, ¢ >= lim / ne (x)de = / lim ¢ (y/n)dy = ¢ (0) =< dg, ¢ > .
~1/2n ~1/2

On remarque que pour x =0, lim w, (z) = co.

n—oo

Exemple 3.10 La fonction noyau de la chaleur

2
! exp ( x_) Aexp (—7r)\2x2)

At

est de classe C™ mais admet des points singuliers quand t — 0. Si on pose A =
1

\Aart

+o0
En effet, pour y = /T Az et avec [ __exp(—2*)dz = /T, on a

I (z,t) = T

le noyau s’écrira Aexp (—mA\*2?) et /\lim Aexp (—mA’2?) = §g dans D' (R).

+oo
A11_)r£1o < Adexp (—7r)\2x2) L >= )}Lrglo A exp (—7r)\2:132) ¢ (r)dz
= 7Oex (— 2) hmqb(i) d_y
+oo
d
— [ () Lo - YIo0)
= ¢(0) =<do, ¢ > .
+00

Remarquons que f_oo)\ exp (—7r/\2x2) dr =1.
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3. Espace des distributions D' ()

Proposition 3.5 Soient (h,),,-, une suite réelle positive, h >0, (\,), o une suite
complexe.
1- Si h, — h alors 65, — dp, dans D' (R).

2-T = > A\Onn est une distribution qui a tout ¢ € D (R) associe < T, ¢ >=

n=—oo

> A (nh). En plus, cette somme est a support fini.

n=—oo

Définition 3.9 Lorsque A\, =1, la distribution A, = > 0, définie par

n=—oo

<Ap,p>= > ¢(nh),V¢ € D(R) est dite peigne de Dirac

n=—oo

Proposition 3.6 Soit h >0, f € C* (R). Alors,

s _ / 4 _ /
hli,%lJrhAh =1 dans D' (R) et hli,%lJrthh = f dans D' (R).

Nous avons une formule trés utile dite sommatoire de Poisson :

o)

Tinax 1 &

n=—0oo n=—oo

o0
qui induit le développement en série de Fourier d’un peigne de Dirac Ay, = % > e,

n=—0oo

5- Distribution tempérée :

Rappelons que l'espace de Schwartz des fonctions indéfiniment dérivables & dé-
croissance rapide est défini par

S(R") = {f €eC®(R"):VmeN, max sup |z*D’f(z)| < oo, }

|| <mi; | B|[<mgcrn

ce qui implique que | l‘im {anﬁ f (m)| = 0;0u encore mieux

k/2
x€eR™? |a‘§m

S(R") = {f € C™(R"): sup (1+ \x|2) > |DYf (z)| < ooy Yk, m € N, }

La topologie de 'espace S (R™) n’est pas définie par une norme, mais par une
famille dénombrable de normes pour toute fonction f € S (R™), on pose

N (f)= 3 sup |2°DPf (z)| ,¥Vm € N. (1.1)

‘a|§m$€Rn
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3. Espace des distributions D' ()

Exemple 3.11 Notons que exp (— |x|2) € S(R™) est une Gaussienne qui n’est pas
dans D (R").
Remarque 3.11 On vérifie facilement que si une fonction f € S (R™) alors Vp € N,

M
AM, > 0: |f (z)] < T |p 7 donc [ est bornée et est dans LP (R™).
T

Sachant que D (R") C S (R") alors par dualité on a &' (R") C D' (R") ou &’ (R")
est 'espace des distributions dites tempérées ou a croissance lente.

Exemple 3.12 6y € S’ (R). Aussi, l’échelon de Heaviside défini par

1,z >0
H<w>:{0m<o

+oo
induit la distribution tempérée Ty (¢) =< H,p >= [, ¢ (z)dx Vo € S(R) .
suppTy = RT et la distribution est dite causale.

Exemple 3.13 Les fonctions 1422, cos z, sin x sont des distributions tempérées alors
que exp x ne l’est pas.

Théoréme 3.6 Toute distribution a support compact est tempérée E' (R™) C S’ (R™).

Théoréme 3.7 Toute fonction de l'espace de Lebesque LP (R"™) avec 1 < p < oo
définit une distribution tempérée : LP (R") — S (R™), p € [1,00] dans le sens ou
Ty (¢) = [o f (x) ¢ (x)dx Vo € S (R™) pour f € LP (R").

Pour voir si une distribution définie par une fonction est tempérée ou non, il ne
suffit pas d’étudier la croissance a I'infini du module de cette fonction. En pratique, on
cherche si elle est une distribution a support compact, fonction de L? (R™), fonction
a croissance polynomiale cad majorée par un polynome |f (z)| < c¢(1+ |z[)™;m >0
ou encore on a ce théoreme.

Théoréme 3.8 Toute distribution T € S’ (R™) est de la forme
T=p((1+2)"f), a€N", meN
au sens des distributions ot f est une fonction continue bornée sur R™.
Exemple 3.14 Tout polynéme arbitraire P (x) = | |z: cox® € 8" (R) aussi si f €
al<m

LP (R™) on a fP € S (R).
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3. Espace des distributions D' ()

Proposition 3.7 Si f € L} (R") alors f s’identifie a une distribution tempérée si

loc
f vérifie une de ces conditions :

1- f est a croissance polynomiale dite lente,
2- f = fi+ fo telles que f1 € L' (R™) et fy est a croissance lente,
3- f est périodique.

Exemple 3.15 T = Y c¢,0; est tempérée si la suite (cy),oy €St & croissance po-
k=—0oc0

lynomiale. S’il existe p € N et C' > 0 tels que ¢, = O (|k|") lorsque |k| — oo ; d’ou

lcx| = C (1 +|k|*). On a, pour tout ¢ € S (R),

[<Toé>] < ¥ C(L+[k™) 1o (k)]
x O

<
< ¥

pe—oo L + K2

(L+ K2+ k[ + |k[7?) |0 ()]

Nin () < Cr1No (9) .-

3.3 Opérations sur D’
1- Tanslation et autres :

Définition 3.10 On définit la translation d’une distribution ainsi 7,1 (¢) = T (T_n¢)
dans D' (Q) cad
<1, >=<T,7_pp >; heR"

et sa dilatation par
<d,T,¢ >=<T,la|dyjep >,a#0

avec T_pp (x) = ¢ (x + h) et dijdp (x) = ¢ (ax).
Remarque 3.12 On a spécialement, 11,09 = 0y, et d,d9 = |a|do -

Définition 3.11 (Parité) Pour @ symétrique par rapport a 0, on définit la symé-
trisée de T € D' () par T = d_1T avec

<T,p>=<T,¢>

ot & (z) = ¢ (—z) est la symétrisée de ¢ € D ().
T est paire si T =T dans D' () et T est impaire si T = =T dans D' (2) .
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3. Espace des distributions D' ()

Exemple 3.16 Vp% est impaire, 0o est paire , H (x) n’a pas de parité.
Proposition 3.8 Toute distribution T' s’écrit de facon unique

T+T T-T

T
2+2

2- Les produits :
En général, on ne peut pas définir le produit de deux distributions mais si f €
C>®, T €D (Q)alors fT € D' (Q) avec
< fT,0>=<T,fo> et suppfT C suppT N suppf.

Proposition 3.9 Soit f € C*,T € D' (Q) alors
1- 1, (fT) = TrfiT;
2- féo = f(0)do -
3-8t 2T =0 alors T = cdy.

Remarque 3.13 La propriété (2) pour f () = x donne xdy =0 ce qui induit (3).

Définition 3.12 (Produit tensoriel) Soient f,g € L}, (R™) alors Ty, T, € D' (R")
et leur produit tensoriel Ty @ T, € D' (R*") ou

<Ty Ty ¢>= [ f@gp(x,y)dedy= [ f(x)g(y)o¢(x,y)dedy

R2n R2p,

sachant que f(x)g(y) = f ® g.
En général, < S, @ Ty, ¢ (x,y) >=< Sy < Ty, ¢ (x,y) >> .

Définition 3.13 (Produit de convolution) Soient f,g € L}, (R™) alors

loc

<Tp*Ty0>= [(fxg)(x)p(x)de= [ f(2)g(y)¢(z+y)dydz

Rn R2n

sachant que (f * g) () = [ f(z —y) g (y) dy.
R'I‘L
Plus généralement, pour T, S € D' (R") et T xS € D' (R"),

<Tx*S,¢>=<Ty;< Sy, 0(x+y)>.

Remarque 3.14 (f * g) (z) n’existe pas toujours.
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3. Espace des distributions D' ()

Proposition 3.10 Le produit de convolution satisfait ce qui suit :
1- (x) est associatif et commutatif sur D' (R™).

2- 0g est l’élément neutre pour le produit de convolution et en plus T * 6, = 7,T.
3- Pour ¢ € D(R™) , T € D' (R"), on a

Tx¢(x)=<T,¢(x—y)>=< T,T_x$ > .
4- En plus, supp (T * ¢) C suppT+suppp et
D (T x ¢) = DT x ¢ =T % D%¢.
Remarque 3.15 Pour T € D' (R") on a T x ¢, € E(R").

3- Dérivation :

La dérivation sur D’ (), C R™ | est dite dérivation faible ou aussi au sens des
distributions.

T
Définition 3.14 Pour T € D' (Q), g €D (Q) et
Ty
oT 0¢ .
< 6_xi’¢ >= — <T’8_xi >i=1,..,n;V¢ € D(Q).

Plus généralement, < DT, ¢ >= (—1)*) < T, D¢ > Vo € D (Q).

Toutes les distributions sont dérivables et chaque dérivée est elle-méme une dis-
tribution. Les distributions sont en fait toutes indéfiniment dérivables.

Exemple 3.17 Sachant que la fonction partie entiére [x] n’est pas dérivable au sens
classique, calculons sa dérivée au sens des distributions.

La dérivée de la distribution associée < Tjy), ¢ >= [ [x] ¢ (z) dx = ' i nfngb (x)dx
est - o
00 n+1
< Tho>=—<T,¢>=—= 3 n[¢(x)d
= - % albn+1) - )
= - Y +Dem+ D+ X o)+ 3 o)
= i < Op, > .
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3. Espace des distributions D' ()

La dérivée de la fonction partie entiére est le peigne de Dirac Ay = Y. 0,.

n=—oo

Proposition 3.11 La dérivation au sens des distributions vérifie :

1- D' (2) est stable par dérivation.

2- La convergence d’une suite dans D' (2) implique la convergence de ses dérivées
et le support est réduit par dérivation (suppD*T CsuppT ).

3- SiT est d’ordre m alors DT est d’ordre m + |a] .

Proposition 3.12 Toute fonction localement intégrable est indéfiniment dérivable
au sens des distributions.

Proposition 3.13 Pour une distribution réelle, on a
1- Si f € C*(R) alors (Ty) = Ty
2- Si f € C* par morceaux avec (ai)izL..., N boints de discontinuités, alors

N
(Tf)/ = Tf/ + ; (f (CLZJF) — f (a;)) (5%.
9-T' =0 ssiT = A€ R une constante.

4- 7T = (1, T)', la translation et la dérivation commutent.
5-Si f € C= alors (fT) = f'T + fT".

Remarque 3.16 (ST) # ST’ + S'T pour S,T et ST tous dans D' (Q2).

Par analogie aux fonctions nous avons la primitive d’une distribution est une
distribution dans le sens ou 1" € D’ (€2) est primitive de S € D' (Q2) ssi 5" =T

Proposition 3.14 Toute distribution a une infinité de primitives. Si Ty, Ty € D' ()
sont deux primitives de S, alors il existe C' € R telle Ty =15 + C'.

Transformée de Fourier d’une distribution

Rappelons qu’a tout ¢ € S (R") on associe sa transformée de Fourier

TF(9) = [ olae ™ ds = 5() ¢ < B
J

avec TF : S (R") — S (R™) une application linéaire et bijective. Aussi,

TF*@)zfagn%%%=¢@%xeR%

R’Il
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3. Espace des distributions D' ()

Définition 3.15 Pour tout T € S’ (R"™) et ¢ € S(R™) on définit la transformée de
Fourier de T' dans S' (R™) ainsi

<f,<b>:< T7gAb>

d'ow T (¢) =TF (T (¢)) =T (@) ot ¢ =TF (¢) € S (R") pour tout ¢ € S (R™).
Aussi, la transformée inverse est définie par

<TFMT),¢ >=<T,TF'(¢) > .

Proposition 3.15 La transformée de Fourier et son inverse applique S’ (R™) dans
lut méme et sont bijectives cad TF (T), TF~(T) € &' (R"), TFY(TF(T)) =T et
TF(TFY(T))=T.

Proposition 3.16 Pour tout T € S'(R™); on a
1- D*T € 8' (R™), TF (D°T) = (2ix)* 2°T F (T)
et TF ((—m)'a‘ m“T) — DTF (T).
2- Pour h € R", on a TF (1,T) = e*™TF (T) et TF (e *™"T) = 7, TF (T).

Exemple 3.18 TF (§g) =1 . En effet, Vo € S (R)

< b0, ¢ >=< 80,0 >= ¢ (0) = /¢(:c)62i”0dx = /¢(;c)d;c =<1,¢>
R R

d’ot (% =1 au sens des distributions.

Exemple 3.19 On a TF (1) = 0o. En effet,

<1 ¢5=c 1,65 / B(x)dz = 6 (0) = TF1(6) (0) = 6 (0).

Aussi, TF (6,) = e 2™ ; TF (e7%™*) = §,, TF (2*) = (2mi)!*! D*§g; 0 € N
Exemple 3.20 TF (e_”2) = e"rgg, cette Gaussienne est invariante par la TF.

Proposition 3.17 Du fait que L (R") C &’ (R"), p € [1, +0o<], on a les restrictions
de TF et TF~! o L? (R") générent des opérateurs unitaires et on a :
I-TFYTF(f))=f et TF(TF7Y(f)) = f pour f € L? (R").
2- <TF(¢),TF (V) >r2@ny=< ¢,¢ >, Vo,9» € S(R).
3-TF est une isométrie sur L? (R™). En effet, pour f € L* (R")

ITE () c2ny = [1F 1] 2y -
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4. Conclusion

4 Conclusion

En physique, certains objets, appelés par abus fonctions, sont mal définies ponc-
tuellement. Par exemple, la mesure de Dirac, qui, si elle est considérée comme une
fonction, est nulle en dehors de 0, infinie en 0 ce qui n’a pas de sens . En fait, une
valeur ponctuelle pour une quantité physique est impossible & mesurer avec un ap-
pareil de mesure. Ceci nécessite une étendue (spatiale) et ne fournira pas une valeur
ponctuelle f (). On utilise alors une mesure appliquée a des fonction test par dualité
et qui exprime physiquement que < 7', ¢ > est la mesure par ¢ de la distribution 7.

Ces distributions généralisent les fonctions dans un certain sens quoiqu’elles
n’aient pas de valeurs ponctuelles.

La distribution de Dirac qui est une distribution singuliére d’une grande im-
portance, en est un exemple, en plus des distributions réguliéres qui s’identifient a
des fonctions localement intégrables et des distributions tempérées qui agissent sur
I’espace de Schwartz et admettent des transformées de Fourier et leurs inverses.

L’une des applications de la notion de distribution est de pouvoir dériver des
fonctions qui ne sont pas obligatoirement dérivables au sens classique et de pouvoir
appliquer des transformées comme celle de Fourier dans un sens faible dit sens des
distributions.

Toutes ces propriétés aident a résoudre des problémes différentiels au sens faible.
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Chapitre 2

Espaces de Sobolev

Dans ce chapitre nous allons utiliser les distributions pour définir les espaces de
Sobolev. Pour s’en passer on peut utiliser la notion de presque partout. Les Sobolev
sont des espaces de fonctions dont les puissances et celles de leurs dérivées (au sens
faible) sont intégrables.

Le but de ceci est de pouvoir étudier la régularité des solutions de problémes
d’EDPs au sens faible et les classer dans des espaces.

1 Deéfinitions et Notations

1.1 W™P : espaces de Sobolov en général
Définition 1.1 Soit p € [1,+o0], Q C R™ un ouvert, on définit I’espace vectoriel
W (Q)={ueL?(Q):3g; € L*(Q),0p,u=gsi=1,....,n dans D' (Q)}.

Donc, u € W (Q) si u € LP (Q) et toutes ses dérivées partielles d’ordre un au
sens faible 0,,u = g;sont dans L? (2). Ceci est équivalent a dire que u € LP () et
Vu € (LP ()" .

WP () est un espace de Banach (normé complet) muni de la norme

lullyr, = HUHLP(Q) + ; 10z, u |Lp(Q) (2.1)
[ull 1oy + IVUll oy -
Cette définition peut se généraliser a 1’espace vectoriel

WP (Q)={ue LP(Q):3g, € L? (Q), D% = g, pour |a| < mdans D' (Q)}
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1. Définitions et Notations

qui est un Banach muni de la norme

m 1/p
||| _ ( Zo HaO‘|UHZL)/P(Q)) ; p €[l +oo]
Wwm,p

max (H@“"'uHLp(Q)) ;P = 00.

Une norme équivalente a la précédente pour p € [1, +oo[ est

[ellwme = [l o) +‘% 10 | 1oy = EO 10| g -

Proposition 1.1 W™ (Q) C W™ (Q) siq<p et WP (Q) C WFP (Q) si m < k.
Ces inclusions sont des injections.

Remarque 1.1 Pour Q@ = R", on a S(R*) ¢ W™P(R") c LP(R") Cc S’ (R").
Aussi, D (R™) et S (R") sont denses dans W™P (R") .

1.2 Les espaces H™ (2),m € N

Définition 1.2 On note les espaces W™? () = H™ () spécialement
Wh2(Q)=H"(Q) et H*(Q) = L*(Q).

Remarque 1.2 On a D () C H (Q) C L*(Q) et ainsi ||Jull ;2 < ||ull ;1

H' (Q) est un espace de Banach et est aussi un espace de Hilbert muni du produit
scalaire (cas réel)

< fi9 == [fe)g(x)dr + S [0, f () Oarg () da. (2.2)

=10

De méme, pour les H™ (), le produit scalaire (cas réel) est

< [;9 >pm@e)= i f@""f (z)91%lg (z) d.

|a|=0Q
Remarque 1.3 La norme est ||ul| = /< u,u >.

Remarque 1.4 Il est clair que H™™ (Q) C H™ (Q) avec injection continue.
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Notons que les fonctions de H™ ne sont régulieres que dépendemment de m et n.
En fait, plus m est grand, plus les fonctions de H™ sont réguliéres.

Théoréme 1.1 5i (2 est un ouvert borné régulier de classe C' et m > n/2 alors
H™ (Q) est un sous-espace de Uespace C (Q).

Sachant que D (2) C H™ (£2) mais n’y est pas dense alors on définit d’autre types
d’espaces de Sobolev H" (©2) = D () (g, et son dual par rapport a L? () est noté
H=™(Q) = (H ()" € D' (). cette injection est continue dans le sens ot une suite
convergente dans H ™" ({2) est convergente dans D’ (£2).

1.3 Les espaces H*° (R"),s € R

Pour © = R” on généralise la définition des espaces de Sobolov par I’analyse de
Fourier en utilisant les distributions tempérées de S’ (R™).

Définition 1.3 On définit pour s € R, [’espace de Sobolev
s ny __ 1 n 2 n . 275/2 ~ 2 n
H* (R )—{ueS (R") (oue L*(R™) : [1+|¢*]*a € L2 (R )}

qut est un Banach pour la norme
1/2
il = [ [+ 16°) RO | oie R () =T (ua).

R™

et un Hilbertien pour le p.s.

<wv o= [ L+ @) 15 (©)] de.

R’I’L
S (R") est dense dans H* (R™) qui a son tour est dense dans L? (R") = H° (R").

Proposition 1.2 Soient s,t € R.
1- Si s <t alors H"(R") C H* (R") et ||lullgs < ||ullz: pour u € H' (R™).
2- Si s >0 alors H* (R") C L*(R") c H* (R").

Remarque 1.5 Pour s =m € N les deux définitions coincident.

Le théoréme suivant présente un résultat important qui sous entend que pour s
assez grand, les fonctions de H® (R") admettent un représentant continu.
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2. Propriétés de certains espaces de Sobolev

Théoréme 1.2 (Théoréme d’injection de Sobolev). Pour s > g les éléments de

H?* (R™) sont des fonctions continues tendant vers 0 a l'infini.

On utilise dans la preuve lastuce 4 (&) = [1+ [¢] ]S/ a(g) [1+ €] ~2 avec
[1+ 162 € L2(R") si s > 3

2 Propriétés de certains espaces de Sobolev

2.1 Espace H! (Q)

Presque toutes les propriétés que nous allons voir pour H! (2) sont vraies pour
WP (Q); p € [1,4o00[. Nous traitons le cas p = 2 car c’est un cas trés important
pour les EDPs elliptiques.

De (2.1), on voit que pour u € H* (Q) on a ||ul| ;> < C'|Jul| ;1 -Aussi,

D(Q) c H (Q) c L*(Q).
Proposition 2.1 Soit u € L?(Q). Alors w € H'(Q) si et seulement si il existe
C > 0 telle que, pour tout p € D(Q) et pour touti =1,...,n
f“ z)dr| < Cllell g

Ceci est dii a la densité de D (Q2) dans L? (Q).
Proposition 2.2 Siu,v € H (Q) N L*(Q) alors uv € H (Q) N L>® (Q) et
Or, (uv) = 10y, v + vy, u.

Remarque 2.1 (), converge vers ¢ dans H* (Q) cad ||p, — Pl gy — 0 quand
k — oo.

Proposition 2.3 (Injections de Sobolev). On suppose que Q C R™ est borné et ré-
gulier, ou Q =R". Sin=2 ,p € [2,400[ et sin > 3,p € [2,2] o0 2* =2n/(n — 2).
Alors Uinjection H* (Q) — LP (Q) est continue. Si Q est borné, alors l'injection est
également compacte.

Les injections compactes sont d'une grande utilité quand on cherche a approcher
une EDP. Le controéle des dérivées induit 1’équi-continuité pour les notions de dérivée
et continuité au sens faible.
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2. Propriétés de certains espaces de Sobolev

Proposition 2.4 (Inégalité de Poincaré-Wirtinger) Supposons €0 un ouvert
borné connexe de classe C'. Alors, il existe une constante Cq > 0 telle que pour
ue H (Q)
lu = m (u)]l20) < CalIVullr2q)
1
ot m(u) = ———— [u(x)dzx désigne la moyenne de u sur Q et mes (Q) = [du.
o)

mes ()4

2.2 Espace H; () : une adhérence
D () n’est pas dense dans H' (Q) pour  borné. On définit alors son adhérence
ainsi.
Définition 2.1 On définit I’adhérence de D () dans H' (Q) ainsi
Hy (Q)={uec H (Q):3p, € D(Q) : ¢, — u dans H" (Q)}.

C’est un espace de Sobolev et un Banach muni de la norme de H* (Q) ou de la norme
équivalente

HUHH(}(Q) = ; |0,u ’L2(Q) = HVUHL2(Q)3

H} () est un Hilbertien muni du produit scalaire de H' (€2).

Remarque 2.2 La norme |[ul| 1) = [[Vull 2 sur Hj (Q) est une semi-norme
sur H* (Q).

Remarque 2.3 Dans le cas ou @ = R", D(R") est dense dans H' (R"™) alors
H} (R") = H' (R").

Toute fonction peut s'écrire sous cette forme v = u™ + «~ ot u™ = max (u,0) et
v~ = min (u,0).

Lemme 2.1 Siu € Hy (Q) alors u™ € Hy (Q) et u~ € H} () avec

Vut = 1,50Vu p.p. sur Q avec 1,59 =1 ot u > 0 et nulle ailleurs,
Vu~ = 1,0Vu p.p. sur Q) avec 1,0 =1 ot u < 0 et nulle ailleurs.

Proposition 2.5 (Inégalité de Poincaré) Supposons ) est un ouvert borné. Alors,
il existe une constante Cq > 0 telle que pour u € Hy ()

ullr20) < CallVull 2 -
D’ou, HY (Q) C H'(Q) strictement.

fermé
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2. Propriétés de certains espaces de Sobolev

Cas unidimensionnel : Q =1 =]a, }|

Théoréme 2.1 (Injection de Sobolev en dimension un). Soit I C R un intervalle
ouwvert ou I = R. Il existe une constante C > 0 ( dépendante de I) telle que pour u
€ H'(I) on ait

[ull oo (ry < Cllull gy
cad H' (I) C_L (I) avec injection continue. Si de plus I est borné, alors l'injection
H(I) c C (I) est compacte.

Remarque 2.4 Pour des dimensions supérieures, ceci n’est pas vrai comme déja
vue.

On dit alors que les éléments de H' (I) sont des fonctions continues dans le sens
ol on peut identifier tout élément de H' (I) & son représentant continu par le biais
du théoréme suivant.

Théoréme 2.2 Soit u € H' (I). Il existe une unique fonction u € C (7) telle que

u = u presque partout, et pour tous x,y € I on au(x) —u(y) = [u' (s)ds
Corollaire 2.1 Si I est non borné et u € H' (I) on a u(z) — 0, pour |z| — oo.

2.3 Espace H!(Q): un dual

Le dual de H} (Q2) est un sous espace de D' (2) noté H! () et peut étre aussi
défini par H*® pour s = —1 et Q = R". On peut identifier H; () & H ! () selon le
théoréme de représentation de Riez mais dans la pratique on ne le fait pas du fait
que Hy () C L*(Q) € H(Q).

Théoréme 2.3 L’espace H~' (Q) satisfait

H @ = {ue D@30 e PO, = )+ 505 |
ansD’ i=1
Les f;;i=0,1,...,n ne sont pas uniques alors on définit la norme
= f i
fullgs =, inf 3 il

et de produit scalaire (cas réel)

<u,v >gam= [fo(z) dx—fo, x) Oy, v () da.
Q

i=1Q
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3. Notions importantes

2.4 Espace H?(Q)

C’est un espace de Sobolov des fonctions de L? () telles que leurs dérivées d’ordre
< 2 sont toutes dans L? ().

H*(Q) = {ue L*(Q) : 0"u e L*(Q),]a| <2 ausens de D' (Q)} .

Remarque 2.5 Supposons n = 1 cad Q C R? alors |a| < 2 implique que o est un
de ces vecteurs (1,0),(0,1),(1,1),(2,0),(0,2).
D’ow, 01y est égale & une de ces dérivées respectivement

2 2 2
aﬂmua aﬂﬂzua axl:cgU? 8:c1w1u7 a’pgxgu‘

Une propriété importante qui limite la vérification.

3 Notions importantes

3.1 Opérateurs de trace

Définition 3.1 Pour u € C (ﬁ) . C R™ un ouvert borné de bord noté 09 et Q =
QU 0. L’opérateur trace est noté vy, : C (ﬁ) — C(09) définie par you = ulyg -

La trace de w sur le bord OS2 est alors l'application linéaire yyu : 02 — R telle
que you () = u(x),x € 0N.

Les fonctions de H' (2) ne sont pas obligatoirement continues pour de telles
fonctions sur un ouvert borné €2 a bord régulier, on définit I'opérateur trace ainsi.

Proposition 3.1 L’application trace 7, : C* (ﬁ) — C'(092) se prolonge par conti-

nuité en un opérateur linéaire continu borné vy : H (Q) — L? (99Q) tel que yu (v) =
u(z) p.p. sur OQ (pour la mesure de lebesgue (n — 1)-dimensionnelle) et 3C > 0,

Iullr200) < Cllull gy

pour tout u € C' (Q) qui est dense dans H' (Q).

La notion de trace n’a pas de sens sur L? () en général cad

AC >0: ||’YUHL2(09) <C HUHL2(Q)-
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3. Notions importantes

Exemple 3.1 A titre d’exemple pour

1
u(r) = ————= € L*(B(0,1))
(1)

mais quand x tend vers les points du bord OB (0, 1) les valeurs de u () tendent vers
+00.

Toute fonction de L? (09) n’est pas nécessairement trace d’une fonction de H' (£2).
En effet,

Proposition 3.2 L’image par la trace de H* (Q) est v (H' () = HY?(99Q) sa-
chant que HY?(0Q) C L*(0N) est un Banach muni de la norme

dene

= inf :
||U||H1/2(asz) ueHl(g;W(u):vHuHHl(Q)

De plus, le noyau de la trace est Kery = Hj (Q).

On peut alors redéfinir H} ainsi.

Proposition 3.3 H} (Q) est I’espace des fonctions de H' () nulles sur le bord 0,
Hy (Q)={ue H (Q):yu=0}.
Proposition 3.4 Sur H™ () avec 9 de classe C* telle que k > m, on a :
Kery=H™(Q)NHL(Q) et Imy =~ (H™(Q)) = H™Y2(0Q) C L?(09).

dense

Notons que D () g, = Hy' (1) € H™(Q) N H} (). Aussi, la norme de
H™ 12 (0Q) est ||U||Hm71/2(asz) = vei{lf(u) ||U||Hm(9) :

Remarque 3.1 Pourn =1, H" (1) est l’espace des fonctions telles que
yu =AU = ... =~u™ Y = 0.
Cette carctéristique n’est pas vraie pour n > 1.
La notion de trace a aussi un sens sur les demi-plans
R} ={z = (#1,...,2,) € R" 1 2, > 0}
de bord 9R" = {z € R" : z,, = 0} qu’on peut identifier & R
Remarque 3.2 Donc, pour Q@ =R’ avec 92 =R, on a

HUHLQ(R"—l) < HUHHl(Ri)'
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3. Notions importantes

3.2 Opérateurs de prolongement

Le résultat suivant montre qu'une fonction de H™ (1) peut étre approximée par
des fonctions qui sont C'*° jusqu’au bord de €.

Théoréme 3.1 Soient m,n € N et & C R" un ouvert borné a frontiére de classe
CL. Alors, C*> (Q) est dense dans H™ (12).

Corollaire 3.1 Soient m,p € N tels que p > 71/2 +m et Q) C R™ un ouvert borné a
frontiére réguliére. Alors, on a H? () C C™ (Q), avec inclusion continue.

Théoréme 3.2 Soit 2 C R"™ un ouvert borné tel que 0N) est de classe C™ alors il
existe un opérateur de prolongement linéaire continu P : H™ (Q) — H™ (R") tel que
Pu|q =u et 3Cq > 0

[ Pull gy < C llwll grm g -

Théoréme 3.3 Soit O C R" un ouvert borné tel que Of) est de classe C'.Yu €
H' (Q), on a équivalence entre ces assertions :

I-UEH&(Q);Q-ﬂeHl(R”);3_7()“:0;4_6@):{ u(z);z €

0;x € R"\(.

On peut ainsi écrire H] (Q) ={u e H (Q):u € H' (R")}.
Une autre version de ce théoréme est la suivante.

Théoréme 3.4 Soit Q C R™ un ouvert borné tel que O est de classe C*.Nu €
L? (R™), on peut écrire u = uy + uy telle que uy = ulg et uy = U|Rn\9 et on :

U € H? (Q)
u € H' (R") <= { uy € H (R"\Q)
yup = Yyusg.

Nous avons alors ce Lemme.

Lemme 3.1 Soit Q1,9 deux ouverts de R" tels que Qq C Q. Alors Uopérateur de
prolongement P défini par

o u(r);rey
Pu (33) { O, T € QQ\Ql

pour tout u € Hg (1) est une isométrie de Hy (1) a Hg (Q2) cad || Pul| gy o, =

||U||H3(Ql) :
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3. Notions importantes

3.3 Formules de Green

Les formules données dans C* (€2) ou C? () sont valables sur H* (Q) ou H?(2)
respectivement, en utilisant la notion de trace.

Théoréme 3.5 (Théoréme de Green) Soit @ C R™ un ouvert & bord 0 de classe
C'(ou Q2 =R7). Alors Vu,v € H* () on a pouri=1,...,n

g@xiu(x v(x )dz——fu ) .00 () dx + fvu ) .yv (z) n;dS; (2.3)

ot dS est la mesure surfacique; 177 = (ny,...,n,)est le vecteur normal extérieur a O5).

Remarque 3.3 Pourn = 1, ceci est lintégration par parties sachant que [u (z) dx =

Q
ff f“ T1, ...y Tp) dx1dTy. .. ATy,

La somme de (2.3) donne la premiére formule de Green et Iapplication de cette
formule & Au.v =V (Vu) .0 au lieu de Vu.v donne la deuxiéme formule de Green.

Corollaire 3.2 La premicére formule de Green pour tout u,v € H' (Q)

[Vu(x).v(x)de =—[u(z) Vo (z da:+f’yu ) yv (z) 7 dS.
Q %
La deuzieme formule de Green pour tout v € H* (Q),v € H' (Q)
d
JAu(z) v (x)d :—fVu VU()dx—i-f—i(l').”ﬂ}(m)dS.
Q oadn

d n
ot dS est la mesure surfacique, d—i (z) = 7 (Op,u) m; = (Vu) .77
N i=1

De plus, pour u,v € H?(Q) ,on a

du dv
éAu (z) v (z)dx — gu () .Av (z)dr = 4) i (z) v (x) — yu () i (x)| dsS.

Remarque 3.4 En généml on écrit les formules sans noter v on note
f yu (x r)dS = f u (x) 1dS

et on sous entend que u et v prennent leurs valeurs pour x € 0S).Aussi, pour la

condition de Neumann on a p
U

T (z) = Vu.7.
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Chapitre 3

Etude mathématique des EDPs
elliptiques linéaires

1 Généralités

La démarche d’analyse pour la résolution d’'un probléme réel passe, en général,
par ces étapes :

1- La mise en équations dite modélisation connaissant les données du probleme
et les inconnues & déterminer, ceci en utilisant les lois de la physique. On arrive a
construire le probléme continu (le systéeme d’EDP).

2- L’analyse mathématique du probléme posé. (Existence, unicité et propriétés
de la solution).

3- La conception d’une méthode numérique et son analyse. ( Probléme discrétiseé,
choix de méthodes et étude de leur stabilité, convergence, précision).

4- Algorithmique et mise en oeuvre sur ordinateur.
L’intervention des mathématiques pures se fait au niveau des étapes 2 et 3.

Dans ce chapitre nous nous intéressons a I’analyse mathématique des équations
aux dérivées partielles de classe elliptique qui correspondent & des modéles physiques
stationnaires, c’est-a-dire indépendants du temps.

L’objectif est de présenter quelques problémes classiques et de donner une stra-
tégie générale permettant de les résoudre ou de montrer qu’ils sont bien posés cad
qu’ils admettent une solution, unique et stable.
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1. Généralités

1.1 Modéles de la physique

Il est utile d’avoir a D’esprit un modéle physique lié aux EDPs elliptiques, su-
jet de ce cours. Les équations elliptiques modélisent des problémes stationnaires,
d’équilibre, définis sur un domaine spatial €2 généralement borné de frontiére 02 sur
laquelle I'inconnue est connue directement ou par son flux. Nous allons présenter
deux exemples les plus classiques.

Déformation d’une membrane élastique :

Soit Q2 C R? une membrane élastique horizontale & I’équilibre se déformant sous
un chargement vertical f (z) et maintenue dans une position fixe sur le bord. L’alti-
tude de la membrane u cad son déplacement vertical , est alors solution du probléme
suivant :

{ —Au(z) +c(x)u(r)=f(x), z€QCR?
u(x) =0, x€df,

ou ¢ (x) représente les caractéristiques du matériau de la membrane, c’est le coefficient
d’élasticité et A = Z

522 * est un opérateur différentiel du second ordre dit le Laplacien.

Ce probléme est elhpthue

Notons que pour un probléme d’élasticité comme il en est le cas ici, il peut s’agir
de trouver la solution qui minimise les efforts subits par la membrane élastique sous la
contrainte f. La résolution de ’'EDP elliptique peut alors étre associée a la recherche
d’un équilibre en terme d’énergie. (voir chaplIll).

En électrostatique :

En électrostatique un champ électrique E dans l’espace est un champ de vec-
teur représentant la force électrostatique par unité de charge. Selon les équations de
Maxwell, E est relié a la densité de charge f par ’équation divE = f et satisfait
également rotEE = 0. Seul le rotationnel d’un gradient est nul, donc du moins locale-
ment, £ = V (—u), —u est déterminée & une constante additive pres et est appelée
potentiel électrostatique. Par conséquent, on a divV (—u) = —Au(z) = f(x). Le
Laplacien relie donc le potentiel u & la densité de charges éléctriques f . Si on cherche
a déterminer le potentiel u dans un domaine Q C R? lorsque u est connue sur le bord.
u satisfait alors le probléme aux limites suivant :

{ —Au(r)=f(x), 7€QCR3
u(x)=¢(x), xedN.

On verra que ce probléme est bien posé.
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1. Généralités

1.2 Modéles mathématiques fondamentaux : Laplace et Pois-
son

Rappelons que la forme générale d'une EDP est Lu = f; ou L est un opérateur
différentiel.

Définition 1.1 Si L est linéaire (L (au) = aLu et L(u+v) = Lu+ Lv) 'EDP
est dite linéaire. Aussi, si Lu = 0, ’EDP est dite linéaire homogéne ou sans second
membre et st Lu = f ou [ est une fonction non identiquement nulle, I’EDP est dite
linéaire mon homogéne ou avec second membre.

Un modéle général des équations elliptiques d’ordre deux est le suivant :

n n

Lu(z) = =30, (ai; (2) Opu(z)) = f (x), z€Q (3.1)

i=1j=1
ot les fonctions a;; (z) sont données sur I'ouvert Q2 C R™.

Définition 1.2 L’opérateur L est dit (uniformément) elliptique dans ouvert ) si
et seulement si, il existe une constante A > 0 telle que

S ayy () mx; > A2 = NP Ve = (21, ..., 2,) € Q. (3.2)
i=1

i=1,j=1

Remarque 1.1 Sur R2?, ce procédé est équivalent au calcul du déterminant de la
premiére partie de ’EDP

2

2
0*u 0*u 0*u 0*u
Zzai,j (z) EIE () = a1 (z) 922 () + 2a1,2 (2) D102y (@) + az2 (z) 922 (x)
iUl

1

i=1 j=1

J%u 9%u

r) = x), le déterminant de [’équation
aiﬂgal’l 8x18m2( ) 1

avec asy (r) = ays () et

elliptique vérifie
(CLLQ (CL’))2 —ai (ZE) a2 2 (ZE) < 0.

L’étude de telles équations sur €2 un ouvert borné, nécessite des conditions aux
bords 0f2 qui peuvent étre de différent types dont les plus classiques sont des types
suivants :

- Les conditions de Dirichlet homogénes v = 0 sur 02 ou non homogenes u (x) =

o (z); x € o
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1. Généralités

- Les conditions de Neumann homogénes j—% = 0 sur 02 ou non homogéne
du
dn

- Les conditions de Robin dites mixtes au + ﬁj—% =Y(r); x€Ia,feR

(z) = (x); ¥ €00 ot 7 estle vecteur normal extérieur a 99,

u
ou u = ug sur I'; et == wsur I's : U 'y = 0.

On s’intéresse a l’existence et l'unicité de la solution faible, sa régularité et sa
stabilité.

Remarque 1.2 Si Q) n’est pas borné on considére des conditions aux limites nulles,
exemple pour @ = R" on a lim u (z) = 0.
|z|—o00
Une conséquence importante de la linéarité est la superposition des solutions.
Théoréme 1.1 Soit L un opérateur différentiel linéaire, soient uy, ..., Uy, ,m solutions

de Lu = 0. Alors u = ciuq + ... + ¢y, est aussi solution de Lu = 0 pour tout choix
des constantes cq, ..., Cp,.

Remarque 1.3 On peut aussi superposer un nombre infini de solutions sous réserve
de convergence de la série obtenue.

L’étude d’un probléeme d’EDP traite une notion importante la stabilité.

Définition 1.3 Un probléme est stable si une « petite » wvartation des conditions
aux bords entraine une « petite » variation de la solution.

On aboutit alors au concept de probléme bien posé au sens de Hadamard.

Définition 1.4 Un probléme est dit bien posé si pour toute donnée la solution existe
est unique et dépend contindment de la donnée, sinon il est dit mal posé.

Equations de Laplace et de Poisson

Dans (3.1), si

aij (z) = { (1)’2 ;; alors Lu = —Eﬁzixiu — —Au.

Définition 1.5 —Au = 0 est dite équation de Laplace et —Au = f(x) est dite
équation de Poisson.
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1. Généralités

Définition 1.6 La solution cherchée est dite classique si elle est dans C* (Q)NC (ﬁ),
faible si elle dans H* (Q) et vérifie I’équation au sens des distributions et forte si elle
dans H? (Q) et vérifie l’équation p.p. sur €.

Définition 1.7 On définit [’énergie de [’équation de Laplace par

E(u) = é Vu (2)|* de = || Vul[7. .
L’énergie de l’équation de Poisson est définie par
B ) = 59l = [1 @)u@)ds s (< fu>)
Un probléme est dit a énergie finie si E (u) < oo.

1.3 Principe du maximum

Le principe du maximum est une propriété naturelle du point de vue physique :
par exemple dans le contexte de I’équation stationnaire de la chaleur —Au = f, si
on chauffe une plaque, la température intérieure est toujours plus petite que la tem-
pérature au bord. Le principe du maximum reste valable si on remplace le Laplacien
par opérateur plus général (3.3) a coefficients variables avec conditions aux bords
de Dirichlet ou de Neumann. Le principe du maximum est spécifique aux équations
elliptiques du second ordre scalaire. En d’autres termes, il tombe généralement en
défaut pour les systémes d’équations et les équations elliptiques d’ordre plus élevé.
Il admet différentes versions concernant les extrémas (max et min).

Dans le cas général d’'une EDP elliptique linéaire, 'opérateur différentiel utilisé

est
0
ZZ i (93: stj * Zb axi +el@) (3:3)

i=1 j=1 =1

o A(z) = (a;, (:L‘))ij:1 . est une matrice symétrique telle que ses valeurs propres

sont toutes strictement positives ou toutes strictement négatives ou encore xl Ax >
2 . o

Alz]” cad (3.2) est satisfaite .

Théoréme 1.2 (Principe du mazimum fort) Soit u € C? (Q)NC () telle que Lu >
0 pour L défini par (3.8) sur Q un ouvert borné de R", b; € C (Q) ceC (ﬁ) telle
que c(x) >0 sur Q. Siu >0 sur 9Q alors u > 0 surQ

43



2. Résolution formelle des équations de Laplace sur R™,n > 2

Lemme 1.1 Soit u € C?(Q)NC (Q) pour L défini par (3.3) sur Q un ouvert borné
de R", b, € C (ﬁ) ,ceC (ﬁ) telle que c¢ () > 0. Alors

1- Si Lu < 0 sur  alors maxu < max (ut) o u* = max (u,0)).

o z€Q) oQ
2- 81 Lu > 0 sur Q alors minu < r%gzn (u™) o u~ = min (u,0)).
e
8- Si Lu =0 sur Q alors max |u| < max |u]
x€Q) o0

4- st c(x) =0 sur § alors u atteint son maximum sur 0S) seulement.

Le principe du maximum reste valable sous des hypothéses de régularité plus
faibles, u € H? (Q) et a;j, b;, c € L™ (Q).
Ce principe permet alors ces résultats de comparaison et d’unicité.

Corollaire 1.1 Soit u € C?(Q) N C () pour L défini par (3.3) sur Q un ouvert
borné de R", b; € C (ﬁ) ceC (ﬁ) telle que c(z) > 0. Alors

1- Si Lu > Lo sur Q et u < v sur 0N alors u < v sur Q.

2- Si Lu = Lo sur Q) et u=uv sur O alors u = v sur Q.

Remarque 1.4 Il est clair que le principe est valable dans le cas des équations de
Laplace et Poisson.

2 Résolution formelle des équations de Laplace
sur R", n > 2

La résolution analytique de 1’équation de Laplace et aussi celle de Poisson sur
R? est possible, le travail se complique pour n > 3 et nécessite un cadre abstrait de
I’étude.

2.1 Cas de domaine borné ) C R?
Coordonnées cartésiennes

On prend comme exemple I’équation de Laplace avec des conditions de Dirichlet
homogenes sur les bords z =0, x = L , y = 0 et non homogene sur y = [ cad

—Au =0 sur |0,L[x]0,{]
u(0,y) =u(L,y) =0=u(z,0)
u(z,l)=f(x), x €]0,L].
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2. Résolution formelle des équations de Laplace sur R™,n > 2

Par séparation de variables on a Au (x,y) = 0 donne les équations

X77:_>\2X T
{X(O):O:X(L) ot Y7 =AY

de solutions

e () et (2) v ()

D’ou la solution est une série de Fourier
o0 kﬂ /{77
u(z,y) = > Xp(2) Y (y) = ZAk sin sh )
k=1 L L

Pour déterminer les constantes A, on a si f € L?

u(z,L) = f(z)= g:lAk sin (sz ) sh (kLl = §1fk sin (%x)
B < f,sin (¥z) > L  (kr -
A7) = By an (B > 25, (Tr)ae=s

ot les fisont les coefficients de Fourier de f (z).D’ou, la solution est

o = Sty () (20).

Propriétés de la solution :
1- La solution vérifie le principe du maximum comme on a :

Z frsin (kgr )
2- Si f () = 0 la solution est nulle.

3- La régularité de la solution dépend de celle de f. On doit étudier la convergence
des dérivées de la série et on peut parler de solution faible au sens des distributions
pour une convergence dans H.

< m[gwg]|f( z)|.

<
) B o 0T < e | )
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2. Résolution formelle des équations de Laplace sur R, n > 2

Coordonnées polaires
La probléme écrit en coordonées polaires sur
Q={(z,y) eR*: 2 +y* < R?}
v 1ov 10%
= ——=, 0<r<R,0€|0,2
or2  ror  r2op* " ’ 0, 2]
v(R,0)=g(0), "=R.
La résolution par séparation de variables donne, pour v (r,0) = © (0)I" (r), la série

r

v (r,0) = go + kig;; cos (k6) (R>k n égg sin (k6) (%)k (3.4)

ou

1
g9 = <g1>= [ g(0)db;
27 [0:2n]
g = < g,cos (k) >; gp =< g,sin (kf) > .

Un développement de cette série donne une solution convolution

v(r,@):K(T,Q)*g(H):i [ K (r,0—s)g(s)ds

10,27

ou K (r,0) dit noyau de Laplace sur le disque, est donné par

R2 _ 7,2
K(r,0) = .
(r,0) R2 412 —2rRcosf

Propriétés de la solution :
1- La solution dépend presque partout de g et si g (6) = 0 la solution est nulle.
2-La solution vérifie le principe du maximum comme on a :

1
| <C 0 60 = — K lr g — s
o e O < Ol lg O o0 € =5 e ] MK 0= 9l

3- La régularité de la solution ne dépend pas de celle de g, méme si g est dans
L'(ou C) la solution peut étre de classe C*™ car le noyau K (r,0) lest pour r €

10, R[;0 € [0, 27| .C’est I'effet régularisant du Lapalcien.
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2. Résolution formelle des équations de Laplace sur R™,n > 2

2.2 Cas de domaine non borné ) C R?
Le demi-plan

Soit le demi-plan Q2 = R x R* :

u(z,0)=g(x), z€Retu(z,y) — 0.

Yy—o0

{ Au=0, (z,y) € Q

Alors, par transformation de Fourier par rapport & x € R, on a le probléme

0*u

(2mg)23+8—y2 =0, £eR,ye Rt

T(E0)=5(9), ¢eRetilEy) — 0

de solution

u (& y) = C(§)exp (=2 ¢ly)
avec

exp (-2 lelg) = TF () et €O = TF (g (o).

Donc

1(60) =TF (s ) TP o) =77 () 9 (@)

On peut alors écrire

+oo Y

u(r,y) = K(z,y)*g(x) :7f W((x—Z)Z—f—yz)

g9(z)dz

ou K (x,y) est dit noyau de Laplace sur le demi-plan.
Propriétés de la solution :
1- La solution dépend presque partout de g et si g (z) = 0 la solution est nulle.
2- u vérifie le principe du maximum
3- u a une régularité forte (C*) indépendemment de g (L') car K (x,y) est trés
réguliere.
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2. Résolution formelle des équations de Laplace sur R, n > 2

Le Plan R?

La solution peut étre obtenue en faisant tendre R — oo en utilisant les coordonnés
polaires. Dans la solution (3.4) si 7 = 0 ou R — oo la solution est la constante

1
u(r,0) = — [ g(#)df = constante < oco.
21 (0,27

C’est une propriété des fonctions harmoniques.

2.3 Coordonnées sphériques sur R"

Si Q) =R"n > 2, on le traite comme une boule de centre zéro ou quelconque et
de rayon infini ainsi R" = I%im B (xg, R). On passe alors aux coordonnées sphériques
— 00

ainsi définies

n 12 r—x
r=lo—al = (£ -ol) eta= IZ0 R,

i=1 |ZL“ - I0|
Remarque 2.1 En général on prend xo = 0.
Définition 2.1 La sphére unité de R™ notée
0B(0,1)={z eR":|z| =1} = 5"

de surface (dite aussi volume) w, = [ do, sa mesure surfacique noté dS satifait
Sn—1

dx = drdS = r""'drdo.
On décompose le Laplacien pour u (z) = v (r, o)
1
Ayu(x) = Ao (r,o) + ﬁAUU (r,o),

ou la forme de A, n’est explicite que pour n = 2 ou n = 3. Notons que

1 0 0 0? (n—1) 0
Ao (ryo) = — (" =u(r =—uv(r,o)+ —u (7,
(r0) rn=1or ( or ( 0)) or? (r0) r Oor (r0)
Remarque 2.2 Le Laplacien étant invariant par translation et rotation, alors les
solutions des équations elliptiques en général et celles de Laplace et Poisson spé-

cialement sont des fonctions radiales cad elles ne dépendent que de r = |z| d’ou
Ay = A,
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3. Fonctions harmoniques

3 Fonctions harmoniques

Rappelons que si Au = 0, u est dite harmonique. Nous allons voir deux cas en
notant que tous les résultats sont valables sur H2 (Q) N C () et Q de bord de classe
C2.

3.1 Fonctions harmoniques sur un borné

Une conséquence de la deuxiéme formule de Green est la suivante.

d
Corollaire 3.1 Siu est harmonique sur  alors [ Zf )
o @1

Ce théoréeme donne des propriétés importantes d’une fonction harmonique qui
assure 1'unicité de la solution dans le cas de probléme a valeurs aux bords.

ds = 0.

Théoréme 3.1 Soit Q un ouvert borné de R™. Alors, on a : B
1- Si u est harmonique sur 2 telle que u = 0 sur 02 alors u =0 sur €.

U
2- Si u est harmonique sur ) et == 0 sur 02 alors u = c; constante sur ).

n

Propriété de la moyenne sphérique

Une autre propriété remarquable des fonctions harmoniques est donnée par le
théoréme de la moyenne : la valeur de u au centre d’une sphére est la moyenne
des valeurs prises par u a I'intérieur de la sphére.

Théoréme 3.2 ( de la moyenne). Soit u € C*(Q) N C (Q), harmonique sur Q.
Alors, pour tout v € Q, r > 0 tels que B (z,7) C Q une boule fermée, on a

1 1
e 8B{E7T)U (2)do (2) = mB({m)u (y) dy, (3.5)

ot |B (z,7)] = w,r™est la mesure de Lebesgue de la boule , |0B (x,r)| = nw,r" " est
la mesure de surface de la sphére de centre x et de rayon r > 0, w, = |B(0,1)| la
mesure de Lebesque de la sphére unité de R™.

u(z)

n—1

Remarque 3.1 Si on pose y = x + rw avec w € 9B (0,1), on a

1
= BB, e () =2, (3.6

et on peut vérifier facilement que ®' (r) =0 cad ® (r) est constante.
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3. Fonctions harmoniques

Remarque 3.2 Nous savons que le volume de la sphére unité de R™ est lié a sa
surface par

w, =|B(0,1)]= [ dy= [ [ r"Ydrdo =

0B (0,1)]
B(0,1) 8B(0,1)(0,1) n

Ainsi, |B (z,7)| = w,r™ et |0B (z,7)| = nw,r" !
Preuve. Dans la 2™ formule, v = 1 donne sur Q = B (y,p) avec 0 < p <7
du
| Au(z)dz= [ T (x)dS.

B(y,p) 9B(y,p)

On a pour = y + pw, w € OB (0,1) et 7 = w,

0 d
3_Z =wVu (y + pw) = % et dS = do (v) = p" 'do (w).
Alors, en coordonnées sphériques,
du
0 = [ —=(@dS=p" [ u(y + pw)do (w)
dB(y,p) iy n apaB(O,l)
n— 9 -n n—
= P 1 [ u(@)do(2)] = o ()
P 9B(y.p)
ot on a remplacé w = 7Y g (p) = 0 implique ® (p) est constante donc pour tout
p

O<p<retona

P [ w(@)do(x)=r'"" [ wu(x)do ().

8B (y,p) 0B(y,r)
D’un autre coté, u € C? () implique u (y + pw) = u (y) + O (p), d’ou
limp'™ [ w(z)do(z) = limp'™ [ [u(y)+O(p)]do(x)

p=0 dB(y,p) p_>0 9B(y.p)
= limp"™ [ do(z)[u(y)+ O (p)]
p=0 dB(yp)
= limp'™ [ p"do (w)[u(y) + O (p)]
= dB(0,1)

= T, fu () + O )] = meu (v).
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3. Fonctions harmoniques

Par suite, on a la premiére égalité
1
u(y)=—— [ wu(z)do(z). (3.7)

n—1
NWnT™ " 9B(y,r)

Pour la deuxiéme égalité, on intégre [ wu(z)do (x) par rapport a p € (0,7),

0B(y,r)
[ u(@)de = [ [ u(z)dpdo(x)
B(y,r) 9B(y,r)(0,r)
= | [ uly+wp)do(w)p" dp
00B(0,1)

/r-.’I’L

= u(y)nw, [p" 'dp = u(y) nwn—
0
et l'intégrale de (3.7) donnera
1
w(y) = —— [ ula)da.

n
I"Wn B(y,r)

[ |
Nous avons un résultat dans I'autre sens et qui assure que toute fonction harmo-
nique de classe C? est de classe C™ et vérifie ’égalité de la moyenne.

Théoréme 3.3 Soitu € C (ﬁ) tel que pour tout v € Q et tout r > 0 avec B (z,7) C

Q, on a
1

u(z) = mw{;’r)u (y)do (y).

Alors, u € C*(Q) et est harmonique.

Principe du maximum

La formule de la moyenne sphérique permet de montrer que toute fonction harmo-
nique une propriété remarquable des fonctions harmoniques, le principe du maxi-
mum. Si u est harmonique alors elle atteint ses extremas (maximum et minimum)
seulement sur le bord de (2.

Théoréme 3.4 (Principe du mazimum ) Siu € C* (Q)NC (), est harmonique sur
Q, ouvert borné connexe de R" , alors :
1- soit u est constante dans €);

2- soit inf u(x) < u(x) < supu(x); pour tout x € €.
€0 200
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3. Fonctions harmoniques

Preuve. On suppose qu'il existe x5 € 2 tel que maxu () = u(xy) = M. On note
e

Qmax I'ensemble des z € Q tels que u (z) = M. On remarque que Quax = u ' (M) # ()
et u est continue donc 2., est fermé dans 2 . On peut appliquer la formule de la
moyenne a la fonction harmonique v — M dans la boule B (r, zg) pour zg € Qpax,

1

u(ro) =M =0= —rr—u
€] 1B (0, 7)| p(g.r)

[u(y) — M]dy.

On sait que [u(y) — M] < 0 et est continue dans B (r,zy) donc u(y) = M sur
B (r,x0). D’ot, B (r,20) C Qmax C 2 et Qpax est un ouvert. Q.. est alors un ouvert
fermé non vide d’un connexe €2, ce qui implique Q2. = 2. On conclut que v = M
sur €2, la premiére alternative ou que o € 92 et on a la deuxiéme alternative. m

Corollaire 3.2 Siu € C*(Q)nC (ﬁ), est harmonique sur €2, un ouvert borné
connexe de R™ , alors

minu (x) = minu (z) et maxu () = maxu ().
€0 zeQ €02 z€Q

Théoréme 3.5 (Principe du maximum fort) Soit u € C*(Q) telle que —Au < 0
(—Au > 0) sur§. Siu atteint son mazimum en un point xo €  alors u est constante
dans §).

Théoréme 3.6 (Principe du mazimum faible) Soit u € H' (Q) telle que

—Au <0 (—Au>0) dansD' ()
yu <0  p. p. sur oS

alors uw < 0 (u > 0) presque partout dans .

u est dite sur et sous harmonique dans ces deux cas respectivement.

3.2 Fonctions harmoniques sur R”
Si 2 =R"™ n > 2, on le traite comme une sphére de centre zéro ou quelconque et
de rayon infini ainsi R” = ]%im B (xg, R).
—00
Nous avons ce théoréme trés important et qui implique que les fonctions harmo-
niques vérifient le principe du maximum.

Théoréme 3.7 (de Liouville)
1- Si u est harmonique sur R™ et u est bornée alors u est constante.
2- Si u est harmonique sur R™ et u tend vers 0 a linfint alors u est nulle.
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4. Solution faible pour équation de Poisson

Fonctions harmoniques radiales
Définition 3.1 Une fonction ne dépendant que du module r = |x| est dite radiale.

Le Laplacien étant invariant par translation et rotation, alors les solutions des
équations elliptiques en général et celles de Laplace et Poisson spécialement sont des
fonctions radiales cad elles ne dépendent que de r = |z| d’ou

2 —
NN 3(rn12>_0 L =D

rn=19p or)  or? r or

Le Laplacien pour les fonctions radiales v : Rt — R de classe C* (R") (ou H? (R") :
v(r)=v(lz —xo|) = u(z), ¥,20 € R",n > 2, r = [x — 0| est donc donné par

Ayu(x) =Aw(r)=0" (r)+
Nous avons alors ce résultat.

Proposition 3.1 Au =0 sur R"\ {0} si et seulement si v (r) = ar* " +b sin >3
etv(r) =alnr+b sin =2 avec a,b des constantes.

4 Solution faible pour équation de Poisson

On commence par un résultat général concernant 1'unicité de la solution classique.

Théoréme 4.1 Soit Q C R™ un ouvert borné avec bord 0 de classe C? g €
C(09), f € C, la solution classique du probléme de Dirichlet

—Au=f, z€Q
{ u=g, x €, (3.8)
est unique. De méme pour le probléme
—Au=f €0
du (3.9)

— =g, x €.
dn

la solution est unique a une constante prés. Ceci pour f et g pouvant étre nulles.
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4. Solution faible pour équation de Poisson

Pour qu’il existe une solution au probléme de Neumann (3.9) dans €2 il est néces-
saire que g satisfasse la condition de compatibilité suivante

[f(x)dz = [g(z)dx.
o0

Q

Si f (z) = 0 la condition devient [ g (z)dx = 0.Ceci est da a la formule de Green
o0
pour v =1

JAu(z)dx = fd—idx
Q od 1]

4.1 Solution fondamentale

Définition 4.1 La solution vérifiant —AF = 6 dans D' (R™) ou &g est impulsion
de Dirac, est dite fondamentale.

C’est une solution au sens des distributions dite aussi faible.

Théoréme 4.2 La solution fondamentale de l’équation de Laplace est radiale et est
donnée pour x € R™ cad r € [0, +00) par

C 1
n_jZ; n2301101:(—2
Fo(a]) = Fu(r)=3 7 n—2)wy (3.10)
Cylnr; n=2 01202:2—
T

avec w, = |S™ Y est la surface de la sphére unité S™! de R™ .

Remarque 4.1 w, = [ do = (2m)

= |S"~L o la sphére unité S™t = B (0,1).

Remarque 4.2 La restriction de F,, a R™\ {0} est harmonique cad —AF, (|x]) =0
pour x € R™\ {0}.
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4. Solution faible pour équation de Poisson

Preuve. Pour tout fonction radiale ¢ € D (R") on pose ¢ (x) = 9 (|z]) avec Vo (z) =

W (Jal) Tl

et on a pour n > 3

< —=AF,, ¢ >= [VF,(|z]) V¢ (z) dx

Rn

_ ffv(

Sn—1 0

)V@D( )( >2r"1drda
= |5 TR ) ar

T

- n—1 .
= —|5" M (n 2(n_2w”

= @b(O) =< 50,¢ > .
Pour n = 2, on a méme chose

21400 T\ 2

< —AFy¢>= fVFn(|x|)ng(x)dx: NG (;) rdrdf

= 27rfcrz/1( rdr——fz/J = (0) =< dg, ¢ > .

0

4.2 Solution faible
Définition 4.2 Soit f € L} (R"). On appelle une fonction v € L}, (R™) (H* (R"))

une solution faible du probléme
—Au=f surR" (3.11)
si pour toute fonction test o € D (R") on a
—Bglu () Ay (z)dx = Rﬁf () ¢ (z)dx. (3.12)
C’est une solution au sens des distributions.
Remarque 4.3 u € H' (R") implique que u(x) — 0 quand |z| — oo.

Théoréme 4.3 Supposons f € L' (R") et que f (z)In|z| € L' (R") sin = 2. Alors
u= fx*xF, € L (R") est une solution localement intégrable unique de —Au = f

dans D' (R™).

55



4. Solution faible pour équation de Poisson

Preuve. Soit F), la solution fondamentale définie par (3.10) ; alors comme -AF;, = dg
et en supposant que u et f sont radiales

—Au(r) = f(r) = f(r)«do = f(r) x (=AF,(r)) = =A(f * F}) (r)

donc la solution faible de -Au = f  sur Q = R" est u (r) = (F, % f) (r) au sens des
distributions selon (3.12) et est radiale.

Soient u; et up deux solutions de —Au = f dans D' (R") alors T = uy — ugy est
harmonique dans D’ (R™) et comme lim 7" = 0 donc selon théoréme de Liouville on

|#|—o00
al =0 dol 'unicité. =
4.3 Fonction de Green

Soit 2 C R™ un ouvert borné a bord trés régulier. On considére ’équation de
Poisson munie de condition de Dirichlet dite probléme de Dirichlet

{ —Au=f sur

u=g sur 0f2. (3.13)

On sait que ce probléme admet au plus une solution u € C* (Q)NC (ﬁ) .On cherche
a obtenir I'existence d’une solution au sens faible si 2 est une boule.
A noter qu'on peut définir le noyau de Laplace ainsi K (x,y) = F, (|]z —y|)
solution de
AK (z,y) =6, , z,y € Q,

au sens des distributions qui est trés régulier pour x # y.

Théoréme 4.4 Soit u € C*(Q) N C (Q) (ou H*(2)) alors Va € Q

u(e) = ~[K (r.9) du )y + | K(:c,wj—%(y)—u(y)%(x,y) as.

du
Afin de supprimer le terme contenant = (y), 'idée est d’introduire pour = fixé,

une fonction correctrice ¢ (z,y). (& construire)

Théoréme 4.5 J¢ ¢ C? (Q X ﬁ) tel que pour Vx €  on a

Ayﬁb(fay)zo, yEQ
{ ¢ (r,y) =K (z,y), yeol (3.14)
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5. Formulation variationnelle

Définition 4.3 - ¢ (x,y) est dite fonction correctrice.
-G (v,y) = K (z,y) — ¢ (x,y) est dite fonction de Green pour §.

G
- ﬁ (z,y), x € Q,y € I est appelé noyau de Poisson.

Remarque 4.4 Le probléme de construction de la fonction ¢ (x,y) et donc de celle
Green G est difficile et qui ne peut pas étre faite explicitement en général.

Théoréme 4.6 Pour [ € C (ﬁ) et g € C'(0). On suppose que (3.14) est vérifiée.
Soit G la fonction de Green pour §2 . Alors la fonction u € C' (ﬁ) définit par

ule) = [G o) [ )y + [9(0) % (2, ) dS (3.15)

est solution faible du probléme de Dirichlet (3.13).

Proposition 4.1 (Estimation a priori) La solution du probléme (3.13) donnée par
(8.15) satisfait
< .
palel = Congxl 71+ gl

Propriétés de la fonction de Green

1- Si on fixe z € ) alors

AyG(l',y) :5907 (RS Q
G(x,y) =0, ye.

au sens des distributions.
2- G est symétrique cad Vz,y € Q on a G (z,y) = G (y,z) .
3- [G(z,y)dy = 1.
9)

4- G est harmonique et G (z,y) — 0 quand = — y € 0.

5 Formulation variationnelle

La formulation variationnelle (FV) d’un probléme d’EDP, dite aussi formulation
faible, est une forme équivalente & ce probléme d’EDP sous sa forme classique dite
aussi formulation forte. On cherche a passer d’une formulation ponctuelle & une
formulation appréciée a travers des produits scalaires ol on est moins exigeant sur
la régularité de la solution.. Cette notion est cruciale pour comprendre la méthode
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5. Formulation variationnelle

numeérique des éléments finis. En mécanique, la formulation variationnelle est connue
sous le nom de “principe des travaux virtuels”. En physique, on parle d’équation de
bilan.

Nous allons montrer des résultats d’existence et d’unicité des solutions pour cer-
tains problémes elliptiques et un certain nombre de propriétés : principe du maximum
et régularité.

5.1 Théoréme de Lax-Milgramm

Le principe est de remplacer 'EDP par une formulation équivalente (FV) obtenue
en intégrant I’équation apres ’avoir multiplier par une fonction quelconque, dite test
sur un espace fonctionnel. Plusieurs questions importantes se posent :

1- Dans quel espace fonctionnel les fonctions test v sont admissibles 7

2- Sous quelles conditions la F'V posséde-t-elle une solution unique ?

3- Sous quelles conditions la FV est-elle équivalente & la formulation forte ?

C’est le théoréme de Lax-Milgram qui assure 'existence et I'unicité de la solution
de cette F'V du probléme.

Nous donnons ici des définitions nécessaires pour la F'V.

Définition 5.1 Une forme bilinéaire sur un Hilbertien V est une application qui
associe & un couple (u,v) € V x V un scalaire noté a (u,v) linéaire en chacun de ses
2 arguments u et v.

Définition 5.2 Une forme bilinéaire a sur un Hilbertien V' est dite continue sur s’il
existe une constante C' > 0 telle que

a(w o) < Clully lelly, ¥ (wv) eV xV (3.16)

Définition 5.3 Une forme bilinéaire a sur un Hilbertien V' est dite coercive ou el-
liptique, s’il existe une constante strictement positive X > 0 telle que :

a(u,u) = Aully,.

Remarque 5.1 Une forme bilinéaire coercive est une généralisation de la notion de
matrice définie positive.

Définition 5.4 a est dite symétrique si a (u,v) = a (v,u).

Définition 5.5 Une formulation variationnelle est la donnée :
e d’un espace de Hilbert V' o on cherche la solution ;

58



5. Formulation variationnelle

e d’une forme bilinéaire continue coercive a: V XV — R,
e d’une forme linéaire continuel : V — R cadl € V' ;
et consiste a trouver u € V' tel que pour tout v € V , a (u,v) =1 (v).

Remarque 5.2 Quand on prend v = u dans a (u,v) =1 (v), on obtient une égalité
dite d’énergie.

Théoréme 5.1 Sia est une forme bilinéaire, continue et coercive sur un Hilbertien
V., | est une forme linéaire continue. Alors le probléeme variationnel précédent admet
une unique solution.

De plus, cette solution dépend contintiment de la forme linéaire | dans le sens ot

B >0 ully < Bl -

Preuve. L’application a : v — a(u,v) Yu € V est une forme linéaire continue sur
V. Du théoréme de représentation de Riesz, on déduit que

A (u) € V' tel que a(u,v) =< A(u),v >, Yo e V.

L’application A : u — Au est linéaire du fait de la bilinéarité de a (u,v). En prenant
v = A(u) dans (3.16) on a

ja (u, A (u)| = |A ()| < Clully A @],

d’otu ||A (w)|l,, < C||ull, et A est continue sur V. De plus, du théoréme de représen-
tation de Riesz, on déduit que

dfeVitelquel(v)=<fio> YoeV et |fl, =], -

Par conséquent, la formulation variationnelle est équivalente & : trouver u € V tel
que A(u) = f. Il faut donc montrer que 'opérateur A :V — V est bijectif ce qui
assure I'existence et I'unicité de la solution et que son inverse A~! est continu ce qui
prouve la dépendance continue deu par rapport a [.

De la coercivité de a (u,v) on a

Mlully < a(u,u) =< A(u),u>< Cllully, A ()]
d’ou l'injectivité de A du fait que
C
lully < < 1A@Iy . YueV. (3.17)

Reste a montrer que A est surjectif cad Im (A) = V' . 1l suffit de montrer que Im (A)
est fermé dans V et que Im (A)" = {0}.
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Soit A (u,) une suite dans Im (A) qui converge vers w € V. De (3.17), on a
C
[[up — uglly, < 5y A (up) — A(ug)lly

qui tend vers 0 quand p et ¢ tendent vers 'infini. Donc (Un)nzo est aussi une suite de
Cauchy dans I’espace de Hilbert V' et converge vers une limite z € V. De la continuité
de A on déduit que w = A (z) et donc w € Im (A) qui est alors fermé. D’autre part,

la coercivité de a (u,v) implique que ¥ v € Im (A)L,

Moll2 < a(v,v) =< A(v),v>=0

cad v = 0 et Im (A)" = {0}. Ceci prouve que A est bijectif et on remarque que
L

V= {0} = (m(4)") =TmA=Im4.

Finalement, de (3.17) on conclut que A~! I'inverse de A est continu et que la solution
u dépend continiment de f comme [[A (u)|,, = | flly = |l -
Ceci compléte la preuve. m

Probléme énergétique

Proposition 5.1 Sia est en plus symétrique, alors u est l'unique minimiseur de la
fonctionnelle

1
E(v) = 5&(1},@) —1(v),
wd B = inf £ (v).
cid F (u) = inf E (v)
Remarque 5.3 L’étude de cet axe de minimisation d’énergie est laissé pour d’autres
cours.

Probléme spectral

Si a est en plus symétrique et soit H un espace de Hilbert tel que V. C H avec

dense
injection compacte cad de toute suite bornée de V' on peut extraire une sous-suite

convergente dans H.
Nous considérons le probleme variationnel de valeurs propres suivant dit spectral :
trouver A € R et e € V'\ {0} tels que

a(e,v) =A<ev>YveV. (3.18)
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5. Formulation variationnelle

Définition 5.6 )\ est dite valeur propre du probléme variationnel spectral (3.18) et
que e est dit vecteur propre associé.

Théoréme 5.2 Soient V' et H deux espaces de Hilbert réels de dimension infinie tels

que V. C H avec injection compacte. Soit a (u,v) une forme bilinéaire, continue,
dense

coercive et symétrique sur'V . Alors il existe une suite de valeurs propres de (3.18),
croissante (\g),, de réels positifs qui tend vers linfini et il existe une famille de
vecteurs propres associés (ey),-, qui forme une base hilbertienne de H, cad a (ey,v) =
A < ep,v>YoeV . -

De plus, (uk = ek/\/)\_k)k>1€5t une base hilbertienne de V' pour la forme a et
a(u;, u;) = 0;5. -

Remarque 5.4 L’étude de cet axe de théorie spectrale est laissé pour d’autres cours.

L’intérét ici c’est la construction d’une solution série du probléme

a(u,v) =< Au,v >=1(v) =< f,v > (3.19)
L. < J,ug > .
ainsi u© = Zf (ug) ugp avec f(ug) = <J]{H—Jk> et Auyp, = Mpuy, ot up = e/ A

k>1
Notons que A, et ex, k > 1 sont les valeurs propres et fonctions propres respectivement
du probléeme Au = Au.

5.2 Probléme de Dirichlet pour I’équation de Poisson
Probléme de Dirichlet homogéne

Un probleme de Dirichlet est une équation de Poisson avec conditions aux limites
de type Dirichlet

(3.20)

—Au = f, sur
u =0, sur Jf2.

Le cadre classique serait de considérer f € C () et chercher une solution u € C? ().
La FV sert & déterminer une fonction v dans un certain espace fonctionnel V' telle
que le probléme soit satisfait pour f donnée dans un certain espace fonctionnel H.
On utilise pour ceci les espaces de Sobolev et les dérivées au sens des distributions
et la condition aux limites au sens de la théorie des traces.

Nous avons des formulations équivalentes au probléme (3.20).
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5. Formulation variationnelle

Proposition 5.2 Soit f € L? (), alors les problémes suivants sont équivalents :
i- Trowver u € Hg (Q) telle que —Au = f dans D' (Q) cad f € L}, (R"),V
peD(R") ona
[ —u(zx)Ap(z)dx = ff dz. (3.21)
Q

ii- Trouwver u € H} (Q) telle que

fvu ) Vo (v)dz = [f(z)v(z)dr, Vv e H}(Q). (3.22)
Q
iti- Trowver u € Hy (Q) qui minimise la fonctionnelle
E(v) = —f Vo (z)| de — ff dx. (3.23)

dite principe de Dirichlet.

Définition 5.7 Une solution a un des problémes équivalents formulés dans la pro-
position ci-dessus est appelée une solution faible du probléme de Dirichlet (3.20).

Définition 5.8 Le probléme (ii) est la F'V du probléme de Dirichlet avec
a(u,v) = fVu ) Vo (z) dz
I(v) = ff(a:)v r)dx
o)

et sa solution est dite solution variationnelle du probléme de Dirichlet (3.20).

Remarque 5.5 On remarque que a (u,v) est déterminée par l'inconnue u alors que
[ (v) déterminée par les données ici f et ugg = 0.

Remarque 5.6 La formulation (3.22) est obtenue sachant que D () C H} (Q)

dense
et par le théoréme de Green.

La formulation (8.22) nécessite une réqularité plus faible que celle de ’équation
d’origine (3.20) et ne lui est équivalente sauf st u € H* ().

Remarque 5.7 L’équation (3.22) pour v = u exprime [’égalité entre une énergie
stockée dans le domaine et une énergie potentielle associée a f.

62



5. Formulation variationnelle

L’approche variationnelle pour étudier probléme de Dirichlet (3.20) est constituée
de trois étapes

Etape 1 : Etablissement d’une formulation variationnelle.

On multiplie ’équation -Au = f par v une fonction test, on intégre sur €2 et on
applique le théoréme de Green :

— [Auwv (x dx—fVu VU()da:—fdu<) )dS = ff dx.
Q

0 dn

Comme u = 0 sur 952, on choisit un espace de Hilbert V' tel que toute fonction v € V'

vérifie aussi v = 0 sur 9€2. Ce qui donne I’équation (3.22) avec Vu et Vv qui doivent

étre dans L2 (Q) alors les fonctions tests sont v € H} (2) qui est un Hilbertien.
Etape 2 : Existence et unicité de la solution de la F'V.

Théoréme 5.3 Soit ) un ouvert borné de R" avec un bord régulier et soit f €
L?(Q). Alors il existe une solution unique au probléeme (3.22).
De plus, il existe une constante C' > 0 telle que :

fall g < C N Fle. (3.24)
Preuve. On applique le théeoréme de Lax—Milgram pour (3. 22) avec V = H} (Q) et
1/2
ol = (Jalls + [901E) " 00) = [ 90 0) V0 () et £ 0) = [ o

11 est clair que la forme a (u, v) est b111nea1re comme Vo, 3 € R, Vu w,v,z €V,

o a(au+ pw,v) = aa (u,v) + fa (w,v);
a(u,av + Bz) = aa (u,v) + Ba(u, z) .

Aussi, montrons que a est continue. Par I'inégalité de Cauchy-Schwartz on a

ja (u,v)] < é\Vu(x)Vv(x)’de (f\vu P da:)m <f|w e dx)1/2

IVull g2 [IVoll 2 < vl gy el

A

sachant que 0 < ¢ < v/ + d?. Donc a est continue. Vérifions que a (u, v) est coercive
(elliptique). On utilise I'inégalité de Poincaré :

f|u \da:<C’2f|Vu )|? d,

en rajoutant le méme terme de part et d’autre, on obtient

[ u(z |dﬂc+f|Vu )P dz < (1+ Cs) f|vu )|? da;
Q
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5. Formulation variationnelle

alors

|(uu|—f|Vu ) dz >

= 2 1.

L (@R e [1VuPar) = Ll

La forme [ est linéaire comme Vo, 8 € R,Vw,v € V on a
[ (aw + fv) = al (w) + Bl (v) .

[ est aussi continue du fait que

()]

IN

1 @) @lde < ([17 |dw)1 e |dx)1/2

LAz vl e < Crllollgy

IA

ot C1 = Co || f[ 2 -

Le théoréme de Lax-Milgram est vérifié donc la solution faible unique du probléme
(3.20) existe dans V = H} ().

Montrons 'inégalité (3.24), on a

G lullzy < la (w,w)] = |0 ()] < Co | £l Null gy

alors apres simplification
[ullgg < (L+C2) Ca [l fll 2 = ClIfl 2 -
|

Remarque 5.8 1l est aussi possible de prendre [|v|[ g1 = [[Vul| 2 -

Remarque 5.9 L’inégalité (3.24), dite estimation d’énergie, garantit que l’énergie
de la solution est contréolée par celle de la donnée f. Elle induit la stabilité de la
solution.

Théoréme 5.4 Le probléme (3.20) est bien posé dans Hy ().

Preuve. Comme la solution (faible) existe et est unique. Reste a vérifier la stabilité
de u en rapport avec f dans ce sens

Ve > 0,30 > 0: ||f1 — fall;2 < ¢ alors [Ju; — UQHH(% < e.
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5. Formulation variationnelle

En effet, pour uy, uy solutions du probléme (3.20) avec les données fi, fo respective-
ment alors on a w = u; — uy est solution du probléme (3.20) avec la donnée F' =
f1 — f2.Donc, on a

Jwll gy < CNFI

d’ou I'inégalité de stabilité
lur = ual g < Cllfr = foll 2

et [lur —uallgy — Ost |1 — fol[ — 0. m

Etape 3 : ]%quiva,lence avec ’équation.

Cette étape délicate consiste a retourner a I'équation. Pour f € L2 () on a
—A: H*(Q) N H} (Q) — L*(Q) alors [ (v) =< f,v >p2avec Q de bord régulier de
classe C%. Dans ce cas, on procéde par les mémes intégrations par parties qui ont
conduit a la FV, mais en sens inverse, et en les justifiant. On suppose que la solution
u de la FV est réguliere u € H? () et que Pouvert est aussi régulier. Par la formule
de Green, on a pour Vv € Hj ()

du (z)
dn
— —Jz‘Auv(:L’)d:C = éf(x)v(x)dx

LgVu(x)Vv(x)da: = —éAuv(w)dijan v(z)dS

On déduit que —Au = f dans L? () ceci pour f € L?(Q) et on a avec u € Hj (),

la formulation forte
—Au(x) = f(x) pp. x€
{ u(x) =0 p.p. =€ .
u e H?*(Q) N HL () est dite solution forte.
Si f e H'(Q) et n'est pas dans L? () comme —A : H} (Q) — H~(Q) alors
[(v) =< f,v >p-1 g3 ,nous aurons les mémes résultats sauf que u ¢ H?(Q2) avec
Q & bord régulier de classe C. On utilise alors le fait que V un champ vectoriel de

composante dans L? (€2) admet une divergence au sens faible dans L? (2) ’il existe
une fonction w € L2 (Q) telle que, V¢ € D (), on a

Sf;v(x)véﬁ(x)dx:—éw(x)gb(x)dx

avec Vu =V et divV = A.

Une version du principe du maximum pour ce probléme est la suivante.

Théoréme 5.5 Si f > 0 presque partout dans €2, alors la solution de (3.20) vérifie
u > 0 presque partout dans €).
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Preuve. On utilise la FV (3.22) avec v = v~ = min (u,0) € HJ () (voir chapll)
sachant que u = ™ +«~ ot u" = max (u,0) € H} (). On a

éf (x)u” (z)dx = £Vu (x)Vu~ (z)dz = £ (Vi (2))* 1y<odz

> [Vu™ () Vu™ (x)dx > 0.

Comme u~ < 0et f > 0p.p.sur Qet u” € Hi (Q) donc u~ = 0 sur . On en
déduit que u > 0 p. p. sur ). =

Ce théoréme renseigne sur la positivité de la solution.

La régularité de la solution dépend de celle de la donnée f et du domaine (2.

Théoréme 5.6 Soit Q un ouvert borné de classe C™2 m € N. Si f € H™(Q)
alors, w € H} (Q) l'unique solution de (3.20) est dans H™2 (). De plus, 3C > 0
telle que

[ull gmsa < CNF -

Pour m = 0, H° () = L? () et on est dans le cas précédent u € H? () .

Remarque 5.10 Les solutions faibles des EDPs elliptiques sont des solutions fortes
ou classiques, si les données €2 et [ sont trés réquliéres.

Probléme de Dirichlet non homogéne

Soit le probléme de Dirichlet avec conditions aux limites non homogeénes :

{ —Au=f, surf (3.25)

uw=g, sur .

ou f et g sont deux fonctions données.
La remarque a faire est que si on définit

V:{UEleﬁyv:gsuraQ}

ce n’est pas un espace fonctionnel linéaire. La théorie des traces nous assure que si
082 est de classe Ct et si g € HY/2(9Q) alors il existe une fonction G € H' (Q) telle
que vG = g sur 09 (g est la trace de G sur ). En posant u = w + G, on peut
reformuler le probléme (3.25) comme suit :

{ —Aw = f+ AG, sur ) (3.26)

w=0, sur .
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On appelle cette astuce le relévement des conditions aux limites. Remarquons alors
que si G € H' (), bien entendu AG ¢ L? () et

dG (x
dn

éAG(m)v(m)d:ﬁ:—éVG(x)Vv(m)dm—i—an v(x)dS:—£VG(x)Vv(x)dx

Vo € Hy (). La FV de (3.26) est de trouver w € H} ()
wa )Vu(z)de = [f(z)v(z)de — [VG (z) Vv (z)dz, Vv e Hj(Q),
0 0
a(w,v) =1(v).
(3.27)
D’ow, la FV de (3.25) est de trouver u = w + G € H' (Q) tel que G € H' (Q) est
donné avec vG = g et w € H} (Q) satisfait a (w,v) =1 (v),Yv € H} (Q) .

Théoréme 5.7 Si 2 un ouvert borné a bord de classe C*, le probléeme (5.25) admet
une unique solution faible u € H*(Q) si f € L?(Q) et g € HY?(09Q). De plus, La
solution vérifie

el < B (17112 + gl vomy ) (3.28)
ou B > 0.

Preuve. Sachant que le probléme (3.25) est équivalent au probléme (3.26). Pour
utilisant le théoréeme de Lax-Milgram pour la FV (3 27) ou
a(w, wa YVu (z)dz et (v ff z)dx — [VG (z) Vv (x)dz.
Q

a est b111nea1re étant un produit scalaire, contlnue et coercive (preuve précédente).
[ (v) est linéaire et est continue. En effet, on a par I'inégalité de Cauchy-Schwartz

()] < £If(év)v(fc)!dwrf!VG(w)Vv(x)ldx

(J1re |dw)1/ e |dx)1/2 +(fIvew rda:)l/2<f|w |dm)m

< [ fllgz ol e + IVG 2 V0]l 2
< Go(llvllz +1IVoll) < Cllvll gy ;

IA

avec Cy = max (|| f|l;2;|VG|;2); C = CoCy ou Cj est la constante d’équivalence

entre les deux normes sur H' : ||v]|;2 + | Vv, et \/HvHiQ + | V)%

Le théoreme de Lax-Milgram est vérifié donc w la solution faible unique du pro-
bleme (3.26) existe dans V = Hj (). Par contre u dépend du choix de G. 11 convient
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donc de montrer que u = w + G est unique. On considére donc un autre relévement
G et la solution wy de la FV (3.27) correspondant a GG est unique. Alors, u = w+G,
up = wy + Gyvérifient —A (v —u1) = 0 sur Q et u —u; = g — g = 0 sur 92 alors par
le théoréme de Green on a

?CV (u(x) —uy (x)) Vo (z)de =0

ou on peut prendre v =u — u; € Hy (Q) car v (u — uy) = 0,donc

g\V(u () — uy (2))]* dz = 0.

Ainsi, u (z) — uy (x) = b, une constante de trace nulle (v6 = 0) donc b = 0, ce qui
induit I'unicité de la solution faible u du probléme (3.25) dans H' () .
Montrons maintenant (3.28), on a en premier

1
14+ Cy

w7y < la (w,w)] = [l (w)] < CL(Ifllz2 + VG o) o]l

d’ou,
2
lwllzy < (14 Co) Cr(lfll 2 + IVG12) -
Alors pour u = w + G telle que vG = g, on a

[ullgr < Mwllgy + Gl < U+ Co) ([fll 2 + 1VGl2) + Gl

< (1 + 02) ”f”m + (2 + 02) HGHHl :
Sachant que la norme de I'espace de Banach H'/2 (95) est
191l g1/200) = min { |Gl g1 : G € H' (Q) et 7G = g}

par suite, on a
lulls < B (1715 + 19l srrzomy ) -

OﬂB:(2+Cz) |

5.3 Probléme de Neumann pour 1’équation de Poisson

Pour des conditions aux limites de type Neumann, le probléme s’énonce ainsi :
—Au=f, sur{)

d
d—i =g, sur Jf2. (3.29)
n

68



5. Formulation variationnelle

Nous traitons le probléeme non homogene car il n’est pas aussi compliqué que le
cas homogéne. Remarquons que toute solution est définie & une constante prés et
donc non unique pour ¢ = 0 ou g # 0. Le probléme est donc mal posé (au sens
d’Hadamard). Pour assurer I'unicité de la solution, nous supposerons que f € L*(Q)
et g € L?(09) vérifient une condition de compatibilité et une contrainte sur la
solution : la moyenne de u est nulle

Ju(z)dx =
Q
La formule de Green donne

x)dS

— [Auv () dx = [Vu(z) r)dr —
0 Q 60

alors

fVu ) Vo (z) dx :éf(a:)v(:z:)da:jtafﬂg(x)v(x)ds

Remarque 5.11 On dit que la condition de Neumann est naturelle (implicite) comme
elle est incluse dans la F'V alors que celle de Dirichlet est essentielle (ou explicite)
car elle est incluse dans l’espace des fonctions test.

Pour donner un sens a tous les termes de cette égalité, on pourrait choisir V =
H' (Q). Comme si u est solution, alors u+ C' est aussi solution, on va lever I'indéter-
mination de cette constante additive en utilisant des fonctions de H! (2) de moyenne
nulle, on pose

H}n(Q):{veHl fv d:c—O}

qui est un sous espace fermé de 1’ espace de Hilbert H' (Q) et est donc un espace de
Hilbert. Cette condition aidera aussi & assurer la coercivité de a (u,v) .
La FV de (3.29) est alors :

trouver u € H} () telle que a (u,v) fVu ) Vo (z)dx

= [g@)v(x)dS+ [f(z)v(x)dz,Vv eV (3.30)
o9 0

Théoréme 5.8 Soit Q un ouvert borné conneze de R™ réqulier de classe C' de R".
Soient f € L*(Q) et g € L*(02) qui vérifient la condition de compatibilité

fg d5+ff =0. (3.31)
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Alors, il existe une unique solution variationnelle u € H! (Q) de (3.29).
De plus, u satisfait

lelli gy < K (If11z2ge) + 19 200y (3.3

Preuve Pour utiliser le théoréme de Lax—Milgram pour la FV (3.30), posons
a( fVu ) Vo (z)dz et I (v fg z)dS+ [f(z)v(z)d.
Q

On vérifie le théoréme de Lax—Mllgram sur H! (Q) facilement et en utilisant le
théoréme de Poincaré-Wirtinger (chapll) au lieu de celui de Poincaré pour la coer-
civité de a (u,v) sur H' (Q).

Pour obtenir (3.32), de la continuité de [ et la coercivité de a, on a

2
o ||U||H1(Q) <la(u,u)| = [l (u)] < ||f||L2(Q) HUHL2(Q) + HgHL2(8Q) HUHH(aQ)‘

L’application trace v : H' () — L? (09) est continue, on en déduit qu’il existe une
constante C' > 0 telle que [[ul[ 1250y < C'||ull 12, et on sait que [Jul[;2q) < [|ull g1 (o)
alors

il oy < = (Il ey + € M9l 2o ) < B (112 + N9l2om) )

L+

ou K = max (1; %)
La condition (3.31) s’obtient de lintégration de Au + f = 0 sur {2 et par la

formule de Green on a

fAu dx—l—ff = —éVu(a:)V(
= afgg(x)ds—i—éf xZO-

L’étape 3 de la FV est de revenir vers ’équation d’origine en utilisant les distributions.
|

Théoréme 5.9 Sil'unique solutionu € H' () de la FV (3.50) appartient & H? (2),
elle est solution forte de (3.29) au sens ow

—Au(x) = f(x) p.p. surQ
du (z)

dn

=g(z) p.p. sur .
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5. Formulation variationnelle

Preuve. il est clair que pour u € H?(Q) et le théoréeme de Green, on a

fw )V Vo (z)de = —fAu(x)v(a;)dHde@v(x)ds
Q aa @’

= 8jg;g(:v)v(x)dS—I—G([;f(x)v(x)dx.

On déduit alors

J (~du(a) - F (@) fQ(
du

>v(x)d5

Q

et (—Au — f(x)) =0sur L?(Q)sig(x)—

est vérifié p.p. m

d = 0 sur L? (99) d’ou le probléme

du (x)

sur 0f).
dn

Remarque 5.12 Ces résultats restent vraies aussi pour g (x) =0 =

5.4 Autres équations elliptiques du second ordre
Probléme elliptique général

Pour le probléme du second ordre de forme générale
Lu () = —2218%. (aij (z) Op,u) + Z () Op,u+ c(x)u(z) = f(x) sur Q
u =0 sur 0f)
(3.33)
ou 2 ouvert borné de classe C', a;;,b;,c € L*(Q), f € L? () ,]la FV est de trouver
uwe Hi(Q);Vve H (Q) onaa(u,v)=1(v) avec

a (u,0) = 3

i=1j=

n

> Jaij (x) Oy, u.0p,vdx + Zfb ) Oy, uvdx + fc ) w.vdx
10

1=1Q

[(v) = éfvdx.

Théoréme 5.10 Soient Q ouvert borné de classe C', a;;,b;,c € L® (Q), f € L*(Q).

1- Pourb = (b;),_; ., sidivb <0 au sens des distributions et ¢ (x) > co > 0 p.p.

-----

sur ), alors le probléme (3 33) admet une unique solution variationnelle u € H} ().
2- Ou s’il existe ¢ > 0 tel que by + ¢1 < € avec by = _max 16| oo €1 = |l€l| oo »

.....

alors le probléme (3.33) admet une unique solution vamatwnnelle u € Hj(Q).

71



5. Formulation variationnelle

Preuve. Il est clair que [ (v) est linéaire et continue. a (u,v) est bilinéaire en tant
que somme de produit scalaire. En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz et celle
de Poincaré on a

a(u,0)| < ar [Vl [0l o+ by [Vullya [0l 2 + e flul 2 o]l
< (a+ 0+ er) full g ol Vv € HY(9)

avec = max HainLoo = a;.D’ou a(u,v) est continue. Pour la coercivité, on a de
ij=

.....

l’elliptlclte de L pour ¢(x) > ¢o > 0 et divb <0

a(u,u) = ZZI&U ) O u@xludx—l—Zfb awluuda:—l—fc ) utdx
i=1j=1Q 1=1Q)
2

> A |Op,ul’ de — [ < divb, L co [uldx
i=1 Q 2 %
> MIVullze + coflulze = min (A, o) [ful7:

avec le fait que

n 2 2
Zf 8uudx—2f<b ), O, (%)>dmz—f<divb,%>dx20.
=10 Q

i=1Q

Pour le deuxiéme cas, on a

> () Dewaud + [ (@) e > —by [Vl ol —

1=1Q

et JullZ = flulze + [[Vul?: < (14 C)||Vul3: selon Vinégalité de Poincaré pour

u € H} (Q), alors, N

1
IVaull7. > a0 [

Donc,

A—eC
o (w0) 2 Al = WO [9ull - aCIVals = G2 vl

avec [A —eC] > 0 pour € < \/C exemple ¢ = \/2C. =
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5. Formulation variationnelle

Cas moins général

Considérons I’équation elliptique du second ordre

n

Lu(@) = =2 320 (a3 (1) 0eyu (@) = ] (@) sur O (3.34)

u =0 sur 0f)
ou les fonctions a;; (x) sont données sur ouvert 2 C R" et satisfont la condition
d’ellipticité de L.

Théoréme 5.11 (Existence et unicité) Soient Q0 un ouvert borné de R™, a;; €
L*(Q),i,j = 1,..,n, f € L?*(Q). Alors il existe une unique solution u € H] (Q)
de la F'V

a(u,v) = iifaij (2) Oy, u.0p,vdz = [ fodz =1(v), Vve Hg(Q).

i=1j=1Q Q

Preuve. Il est clair que [ (v) est linéaire et continue, a (u, v) est bilinéaire, continue
et aussi coercive comme

a(u,u) = iifaij (7) O, u.0p, udx > )xzn:f |0p,u dz = X || V| -
=10

i=1j=10
On a |jul|?p = |[ul|3s + |Vull3> < (1+C)||Vul?, selon inégalité de Poincaré pour

u € Hy (Q). Alors, -

A
a(u,u) > M[Vull 2 > (%)) s -

Par le théoréme de Lax-Milgramm on l'existence et 'unicité de la solution. m

Théoréme 5.12 Soit Q un ouvert borné de R", a;; € L>*(Q),i,j7 = 1,...,n. Soit
f € L?(Q) et u la solution variationnelle de (8.34). Si f >0 p.p. sur Q alors u >0
p.p. sur S.

Preuve. Méme preuve que la précédente en utilisant de Dellipticité de £ pour A > 0

0 < A |Vu(2))? Tu<odr < izn:faij () Op,u.0pu"dr = [ fu~dz <0
0 0

i=1j=1Q

donc [fu dz=0donne u” =0 p.p.sur Qetu=u"+u" =u">0p.p.sur Q. m
Q
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5. Formulation variationnelle

Cas particulier : Probléme de Dirichlet

Considérons un cas particulier

{ —Au+c(z)u(xr) = f(x) sur Q

u = g sur 0S. (335)

Remarque 5.13 Ce est dit de Helmholtz pour f =0 et ¢ = k.

La FV du probléme avec condition aux bords homogéne pour g = 0 est la sui-
vante : Trouver u € H} (Q);Vv € H} () on a a (u,v) =1 (v) avec

a(u,v) = [Vu.Vudz + [c¢(x)u.vdz
Q %

l(v) = [ fodx. (3.36)
Q
L’application de Lax-Milgram assure qu’il existe une unique solution v € Hj (2) au
probléme variationnel.
Dans le cas ou g # 0 cad pour une condition aux bordsnon homogene, on définit
I'espace affine des éléments de H' () passant par G dirigés par H! () qui est un
sous espace convexe fermé non vide de H' () ainsi

Hglz{ueHl(Q):u—GeHol(Q) et G € H' (Q) aVGC"yG:g}

la FV de ce probleme est la suivante : Trouver v € H, : Vv € Hy (Q) on a a (u,v) =
[ (v) avec (3.36) satisfaite. En posant w = u — G, la FV peut s’écrire

Trouver u =w+ G € H' (Q) : G € H' () avec G = g et w € H} () satisfait
a(w,v) =1(v), Yv € H} () ou
a(w,v) = [Vw.Vudz + [¢(z)w.vde
0

[ (v) zé[f—c(x)G(@] vda:§£VG(x) Vudz.

L’application de Lax-Milgram assure qu’il existe une unique solution au probléme
variationnel dans les deux cas.

Théoréme 5.13 Soient Q un ouvert borné de classe C?, une fonction positive ¢ €
L>®(Q) et f € L*(Q). Alors le probléme (3.35) avec g = 0 admet une unique solution
variationnelle w € H} (Q) satisfaisant (3.36).

Théoréme 5.14 Soient Q un ouvert borné de classe C?, une fonction positive ¢ €
L®(Q), feL?(Q) et g€ HY?(Q). Alors le probléeme (3.35) avec g # 0 admet une
unique solution variationnelle u € H, gl satisfaisant (3.36).
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5. Formulation variationnelle

Le principe du maximum est satisfait pour le cas homogeéne et on a pour ¢ (z) = 1

min ( inf u (z), inf f (@) < u(z) < max <Supu(1:) supf @)) .

€0 zeQ €N zeN

Cas particulier : Probléme de Neumann

Considérons le cas particulier

—Au+u(x) = f(x) sur
du (3.37)

— = 0 sur 9.
dn

La FV du probleme avec condition aux bords homogéne pour g = 0 est la sui-
vante : Trouver u € H' (Q);Vv € H' (Q) on a a (u,v) = (v) avec
a(u,v) = [Vu.Vude + [uvdz
Q Q
L (v) = [ fodz.

Q

(3.38)

Théoréme 5.15 Soit Q un ouvert borné de classe C* et f € L*(Q) . Alors (3.87)
admet une unique solution variationnelle w € H* (Q). De plus, u € H? ().

Preuve. L’application de Lax-Milgram au probléme variationnel (3.38) est simple
et assure qu'il existe une unique solution faible u € H* (2).

Dans l'autre sens, en prenant v = ¢ € D () dans (3.38) et en appliquant la
formule de Green, on obtient pour

[VuVede + [u.dpdr = [[-Au+ u] .¢dx + fd—i(de = [fodx.
Q Q Q sod 1 Q

d
On a —Au+u = f au sens des distributions si d—i = 0 p.p. sur Q. Donc, u € H? (Q2)
n
du fait que f € L*(Q2). m

()



6. Conclusion

6 Conclusion

En conclusion, l'intérét de 'approche variationnelle est qu’elle permet d’aborder
les problémes d’EDPs a valeurs aux bords par des éléments théoriques (distributions,
espaces de Sobolev) qui conduiront & démontrer I'existence et I'unicité de la solution
dans un cadre adéquat ( théoréme de Lax-Milgram dans un Hilbertien).

Une formulation variationnelle posséde souvent une interprétation physique, en
particulier la solution de la formulation variationnelle réalise le minimum d’une éner-
gie ce qui méne aux problémes d’optimisation pour une fonctionnelle.

De plus, cette approche permet aussi de construire la méthode des éléments fi-
nis,qui est la méthode numérique de référence pour le calcul des solutions de pro-
blémes aux limites elliptiques. C’est aussi un moyen d’approcher la solution qui n’est
pas toujours calculable explicitement.

L’idée de base de la méthode des éléments finis est de remplacer I'espace de
Hilbert V' sur lequel est posée la formulation variationnelle par un sous-espace V}, de
dimension finie.
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