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Abstract :

Ce travail présente une méthode d’analyse de stabilité et de bifurcation des Modes normaux non-
linéaires (MNN) utilisant la méthode d’équilibrage harmonique (HBM). Afin de lever la non-unicité
de la solution, une condition de phase temporelle a été adaptée au domaine fréquentiel puis ajoutée a
I’équation de mouvement autonome. Ensuite un coefficient d’amortissement artificiel a été introduit dans
I’équation de mouvement afin de rendre le probléme bien posé. Finalement le probléeme quadratique aux
valeurs propres associé a la méthode HBM a été modifié afin d’effectuer les analyses de stabilité et de
bifurcation.

1 Calcul des MNN en temps que solution périodique

La théorie des MNN a été introduite par Rosenberg [1] en définissant des modes normaux non-linéaires
non-amortis et non-forcés. Les MNN calculés sont considérés comme des solutions périodiques syn-
chronisées. Ainsi les solutions ne peuvent étre consitutées que d’un mode non-linéaire a la fois. Ne
pouvant prendre en compte des possibles interactions modales ou plusieurs modes non-linéaires coha-
bitent, cette définition a été étendue en levant la synchronisation des solutions périodiques [2]. Dans
la littérature des méthodes numériques permettant de calculés les MNN peuvent étre trouvées [3]. La
définition étendue d’'un MNN est celle considérée dans nos travaux. Les MINNs sont calculés en utilisant

la méthode HBM couplée a des techniques de continuation par pseudo longueur d’arc.

1.1 Equation de mouvement

Un systéme dynamique non-forcé et non-amorti a 2 degrés de liberté tel que définie dans [3].

M (t) + dCx(t) + Kx(t) + fa(x,%) = 0 )
_ 1.3
lel 0| C:K:[2 1]7 fnl:[2x1(t)]
0 1 -1 2 0

avec x(t) le vecteur déplacement, M, K les matrices généralisées de masse, d’amortissement et de
raideur, fy;; le vecteur des forces non-linéaires. Un coefficient quasiment nul d est introduit devant la ma-
trice d’amortissement afin de rendre le probléme de continuation inversible. En appliquant 1’équilibrage
harmonique [4], I’équation du mouvement dans le domaine fréquentiel est obtenue :

R(X,w,d) = Z(w)X + Fnl(X) = 0 )
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ou X, Fnl représentent les coefficients de Fourier du vecteur déplacement et du vecteur des forces
non-linéaires. ® correspond au produit tensorielle de Kronecker et V représente 1’opérateur de dérivée

temporelle.
et
Z(w,d) = w?*V? @M+ wV ® dC + Iny1 ® K = diag(K, Z1, ..Z, .., Zp) A3)
7. _ K — j2w’M wdC
Tl —wdC K — j2w?™M
: . 101
V =diag(0,Vy,...,Vj,..,Vg) with V;=j [ . 0] ()]

1.2 Condition de phase et initialisation

L’équation Eq. (1) est autonome, par conséquent si x(t) est solution alors x(¢ + At) I’est aussi. Pour
des solutions périodiques, cette non-unicité peut €tre interprétée comme une phase indéterminée. Ainsi
une condition de phase doit étre ajoutée a 1I’équation du mouvement afin d’imposer la phase et ainsi
rétablir ’unicité de la solution [5]. Dans nos travaux une condition de phase temporelle a été adaptée
au domaine fréquentiel, il en résulte une méthode numérique plus robuste. Le MNN est alors calculé en
utilisant les techniques de continuation par pseudo longueur d’arc a partir du systeme augmenté composé
de I’équation de mouvement modifiée et de la condition de phase.

<R(X7w, d) = Z(w,d)X + Fnl(X)) _ (02H+1> )

r(X) 0

1.3 Initialisation

Linitialisation des MNNs est réalisée a partir des modes linéaires. Ceux-ci sont calculés a partir de
I’équation de mouvement en fréquentielle Eq. (2) pour X = 0 et Fnl(X) = 0. Il en résulte 1’équation
Eq. (6) ou w représente la fréquence du mode et ¢ correspond au mode linéaire. Le calcul des MNNs
est alors initialisé en effectuant un changement de branche selon le mode linéaire considéré.

(WVPoM+ I @K)p=0 (6)

2 Analyse de stabilité et de bifurcation des MNNs

Contrairement aux Modes Normaux Linéaires, les MNNs présentent des comportements dynamiques
complexes. Leurs branches peuvent changer de stabilité et des points de bifurcation comme les points
de branchement (BP) ou les points limites (LP) peuvent apparaitre. Afin de les détecter et de les calculer
les exposants de Floquet A du probleme quadratique aux valeurs propres Q sont utilisés :

Q= (Rx+AA; +A%A)0=0 (7

) ®)

oll ¢ sont les vecteurs propres complexes, Rx est la Jacobienne, et A et Ay sont définis par

dC 2wM
—2wM  dC

dC 2HwM
—2HwM dC

gee ey

A =20V M+ Iy ®dC = diag (dC,
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Ay =Dy oM 9)

Comme le probléme quadratique aux valeurs propres vient directement de 1’équation de mouvement
autonome [4], la non-unicité des solutions de celle-ci rend la Jacobienne Rx singuli¢re. Par conséquent
une valeur propre nulle A de multiplicité 2 est solution du probléme quadratique aux valeurs propres.
Afin d’effectuer des analyses de stabilité cette valeur propre nulle doit étre décalée [7]. Il en résulte un
probléme quadratique aux valeurs propres modifié Qgecais. Une fois la modification effectuée, le nou-
veau probleme quadratique est utilisé pour détecter et calculer les points de bifurcation. Les systémes
augmentés utilisés pour calculer les BP et les LP sont issus de Xie et al. [4]. Ensuite ces systéme aug-
mentés sont modifiés en adéquation avec le nouveau probléme quadratique aux valeurs propres Qgecalé-
Le couplage de cet algorithme avec une méthode de changement de branche [5] permet de calculer toutes
les branches de MNN ainsi que leur stabilité et points de bifurcation (BP et LP) associés. Dans la Figure
1, toutes les branches de MNN du systeme (1) ont été calculées, avec mise en évidence des interactions
modales jusqu’a la 7 :1 eme.
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FiGuRrE 2: Zoom sur les interactions modales.
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3 Conclusions

Une méthode d’analyse de stabilité et de bifurcation des MNNs a été développée en utilisant 'HBM.
L’ajout d’une condition de phase adaptée au domaine fréquentiel et d’un petit coefficient d’amortisse-
ment conduit a une méthode de calcul des MNNSs tres robuste. En plus de cela une initialisation au-
tomatique permet d’accéder a la totalité des MNNs. Pour effectuer I’analyse de stabilité du MNN, un
probléme quadratique aux valeurs propres modifié est utilisé. Les points de bifurcations des MNN’s ont
été calculés en utilisant les systeémes augmentés modifiés en adéquation avec le nouveau probléme qua-
dratique aux valeurs propres. Enfin, le couplage de la continuation avec une méthode de changement de
branche permet de suivre la totalité du réseau de MNN et de mettre en évidence les interactions modales.
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