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Résumé— Dans cet article, nous proposons d’exploiter une forme évoluée de modèle de Markov caché pour représenter le 

processus d’évolution de l’état de santé d’un système. Ce type de modèle correspond bien au principe d’évolution d’un élément 

(état de santé) complexe et uniquement observable au travers de variables d’observation. Sa nature stochastique permet la prise en 

compte de l’incertitude de données et de modèle. Dans ce contexte, les réseaux bayésiens dynamiques sont particulièrement bien 

appropriés pour représenter un HMM conditionné par des états de conditions opérationnelles pour former les Input-Output 

HMM. 

Mots Clés — dégradation, état de santé, condition opérationnelle 

Abstract— In this paper, we propose to exploit an advanced form of Hidden Markov Model to represent the process of evolution 

of a system's health. This type of model corresponds well to the evolution principle of an item (health status) that is complex and 

only observable through observation variables. Its stochastic nature allows to take into account data and model uncertainty. In this 

context, dynamic Bayesian networks are particularly well suited to represent an HMM conditioned by states of operational 

conditions to build Input-Output HMM. 

Keywords: degradation, Health State, Operating conditions 

 

I. INTRODUCTION 

Pronostiquer avec précision l’état futur d’un système est 
assez difficile à réaliser alors que le système se dégrade, et ce 
d’autant plus que de multiples conditions opérationnelles 
varient. Le diagnostic est alors un point clé pour le calcul du 
pronostic de l’état de santé du système. Par ailleurs, un 
système même en apparence simple est rapidement complexe 
au regard de son état de santé, car il a de nombreuses 
interactions avec son milieu, possède de nombreux 
mécanismes de dégradation concourants et subit les 
contraintes opérationnelles qui sont autant d’agresseurs pour 
son état de santé, et ce tout au long de sa durée de vie. Aussi, 
un diagnostic optimal est difficile à obtenir si on considère 
l’ensemble des contraintes de fonctionnement et leur impact 
sur la dégradation de l’état de santé. Aussi, dès lors que le 
niveau de dégradation ou l’état de santé peut être estimé 
correctement, et ce dans toutes les conditions d'exploitation 
alors un pronostic peut être envisagé. La qualité du pronostic 
d’évolution de l’état de santé sera impactée aussi bien par la 
qualité du diagnostic et par la qualité de la modélisation de 
l’évolution. Tout du moins, ce pronostic peut être de qualité 
suffisante pour planifier des actions de maintenance avant 
que le système ne tombe en panne. 

Le diagnostic est un domaine de recherche actif avec un 
large éventail d'applications et de méthodes. Dans la 
littérature abondante sur le sujet, trois grandes approches 
sont considérées : les approches à base de modèles 
quantitatifs, les approches à base de modèles qualitatifs ou 
les méthodes à base de d’historique de données (cf. Fig.1) 
[1]. Dans le cas d’un processus de dégradation, il peut être 
difficile de formaliser un modèle quantitatif, d’une part parce 
qu’il est difficile d’accéder aux données de dégradation, 
d’autre part parce que le processus est complexe. Les 
modèles qualitatifs sont également assez difficiles à mettre 
en œuvre, car ils nécessitent généralement une bonne 
connaissance de la physique de dégradation et des 
interactions entre processus concourants. C’est pourquoi une 
approche basée sur les données et un modèle stochastique 
ont été privilégiés ici puisque le modèle est par essence 
incertain et qu’il est toujours possible d’observer les 
conséquences d’une dégradation sans en observer l’état. 

Les méthodes stochastiques sont nombreuses dans le 
domaine de la sureté de fonctionnement et les modèles 
markoviens sont largement utilisés [2], mais aussi les réseaux 
de Petri stochastiques [3] même si chacun d’entre eux 
apporte son lot d’avantages et de contraintes. Les réseaux 
bayésiens statiques et dynamiques représentent une évolution 
intéressante [4] des chaines de Markov, car ils en sont une 
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forme compacte. Les modèles stochastiques présentent donc 
l’intérêt de considérer l’incertitude inhérente aux données et 
à notre incapacité à élaborer un modèle déterministe exact. 
La dégradation est une notion complexe. Dans l’approche 
stochastique que nous considérons, le problème de 
modélisation de la dégradation fait appel à une forme plus 
complexe que les chaines de Markov puisque l’accès aux 
états de dégradation ou de santé n’est pas possible 
directement, car il n’existe pas de capteur de dégradation. 
Seules les conséquences en sont visibles. Aussi, les modèles 
Markoviens cachés (HMM) sont bien appropriés à la 
modélisation des processus de dégradation. Il existe bien 
évidemment d’autres modèles stochastiques comme les 
processus Gamma, Wiener …[6]. Les réseaux bayésiens 
dynamiques et notamment les 2TBN (2 Time slices Bayesian 
Networks) [7] sont particulièrement bien appropriés 
puisqu’ils sont également capables de représenter un HMM. 

Les modèles HMM ont été introduits par Baum au début 
des années 1970 [8]. Ils ont été utilisés pour la première fois 
dans [9] par Rabiner pour la reconnaissance de la parole. 
Leur usage à des fins de diagnostic et de pronostic a été 
proposé dans [10]. Le diagnostic d’un outil de coupe par 
HMM a été développé dans [11]. Une approche avancée de 
diagnostic pour une turbine à gaz a été proposée dans [12] et 
l’application sur une foreuse a été proposée dans [13]. Dans 
[14], une méthode de diagnostic appliquée à une machine 
tournante est discutée. Deux autres modèles HMM sont 
implémentés dans [15] et [16] pour la détection des défauts 
de roulements. Des applications de diagnostic dans un 
contexte d'usinage sont décrites dans [17], [18] et [19]. Pour 
l’ensemble de ces applications, seuls des modèles classiques 
de HMM sont employés. L’hypothèse sous-jacente est donc 
que le processus est homogène et unique, car indépendant 
des conditions opérationnelles. 

 

  

Fig. 1.  Les approches de diagnostic [35] 

 

Certains modèles modifiés tels que le modèle semi-
Markov caché (HsMM) sont utilisés dans [20] et dans le 
cadre d’un diagnostic dans [21]. Un modèle de Markov 
caché à mélange gaussien (MogHMM) est utilisé pour le 
diagnostic de défauts [22] et un modèle de Markov semi-
caché non stationnaire (NSHSMM) [23] est utilisé pour le 
pronostic de santé de pompes. Mais les limites inhérentes 
aux HMM, c'est-à-dire pour l’essentiel l’indépendance aux 
conditions opérationnelles existe toujours. Or, si un système 
est soumis à des conditions opérationnelles différentes, 
celles-ci ne sont pas considérées et le modèle est un modèle 
moyen ou indépendant à ces conditions. Par ailleurs, les 
modèles de type HMM sont généralement basés sur une 
seule variable d’observation, or les conséquences d’une 
dégradation peuvent s’observer indirectement sur un 
ensemble de variables. Ainsi, un HMM ordinaire ne peut être 
utile pour réaliser un diagnostic dès lors que le problème 
considère des conditions de fonctionnement multiples et des 
observations multiples. Dans [24,25], un modèle HMM à 
multiples branches a été exploité. Il s’agit en fait d’un 

ensemble de HMM classiques entrainées chacune avec des 
conditions opérationnelles fixes. L’usage en diagnostic puis 
en pronostic suppose de sélectionner le bon modèle HMM ou 
de commuter entre les modèles. La difficulté majeure réside 
dans la construction de lots de données conformes pour 
l’apprentissage de chaque HMM puis une sélection du 
modèle le plus approprié pour réaliser un bon diagnostic et 
un meilleur pronostic. 

Pour tenir compte des conditions opérationnelles dans un 
processus markovien caché, mais également pour modéliser 
les multiples variables d’observations, Bengio & Frasconi 
[26] ont proposé l’Input-Output Hidden Markov Model 
(IOHMM). Weber et al. [7, 30] ont travaillé avec un 
IOHMM pour la fiabilité du système à l’aide d’un réseau 
bayésien dynamique (RBD) à variables exogènes qui sont 
des formes compactes d’IOHMM [4]. Ce type d’IOHMM 
sous forme de RBD a été utilisé pour diagnostiquer un 
générateur diesel dans [31]. Cette application procède par 
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simulation d’un réseau bayésien, mais aucun apprentissage 
du modèle n’est proposé ni de sorties multiples.  

Inspiré par ces travaux, mais aussi les points 
d’amélioration possibles (situation d’apprentissage, prise en 
compte de variables exogènes et de sorties multiple), cet 
article propose un ensemble d’algorithmes pour 
l’apprentissage, le diagnostic et le pronostic de l’état de 
dégradation de systèmes. L’article est organisé comme suit : 
la section 2 donne la base théorique des HMM et les 
algorithmes fondamentaux d’apprentissage. La section 3 est 
consacrée à la modification des algorithmes pour traiter 
l'IOHMM. La section 4 montre comment les algorithmes 
sont utilisés dans le cadre d’une application. Enfin, la section 
5 dresse quelques conclusions et perspectives. 

II. ÉLEMENTS ALGORITHMIQUES DE BASE DES HMM ET 

IOHMM 

Supposons que    représente l’état caché non observable 
du niveau de dégradation ou l’état de santé d'un système. Le 
modèle de dégradation sous forme d’un processus 
stochastique du système est donné par la chaine de Markov 
            tel que présenté à la Fig. 2 avec son équivalent 
sous forme de RBD et d’un 2 Time slices Bayesian Network 
(cf. Fig. 3). Dans l’exemple de la Fig. 2, la variable   a 3 
états discrets   ,    et    au cours du temps. Les RBD 
représentent quant à eux l’évolution de variables   à 3 états 
aux cours du temps. Le réseau 2TBN représente la 
récurrence homogène entre deux instances consécutives de la 
variable  . 

S1

S2

S3

 

Fig. 2. Chaine de Markov à 3 états 

Xk-1 Xk

 

X1 X2 X3 Xk

 

Fig. 3. Réseaux bayésiens dynamiques équivalent à une chaine de Markov 

Si l’état du système ne peut être observé directement, 
mais au travers d’une variable d’observation   telle que 
           alors la chaine de Markov devient un HMM 
telle que représentée sous la forme d’un 2TBN à la Fig. 4.a. 
Par ailleurs, si la variable   à chaque instant   est 
conditionnée par l’état de la variable exogène   à l’instant 

    alors il s’agit d’un IOHMM dont le modèle 2TBN est 
donné à la Fig. 4.b. 

Xk-1 Xk

Yka)

Xk-1 Xk

Yk

Uk-1

b)

 
Fig. 4. Structure de Réseaux Bayésiens Dynamique équivalent aux HMM 

et IOHMM 

La variable exogène    est connue ou observée et 
représente une condition opérationnelle (une commande ou 
une condition environnementale) conditionnant l’évolution 
du processus de dégradation. Le processus markovien caché 
s’écrit alors                     où N représente les 
états possibles de    [30]. Formellement, un IOHMM est 
bien adaptée à la modélisation de processus stochastiques 
complexes tels que la probabilité jointe est                
[31]. Si on tient compte de la séquence d’états cachés        
et de la séquence d’entrée       , il est possible de définir la 
probabilité jointe à partir de la distribution initiale des états 
cachés        . Un IOHMM est donc complètement 
défini par le triplet :           . Si la variable   est un 
vecteur de variables d’observation indépendantes, alors   est 

un ensemble de matrices de probabilités        
      

avec   l’indice de la variable d’observation. 

La commutation du processus caché se fait sur la base du 
mécanisme de commutation comme proposé dans [32]. Cette 
commutation induit directement un problème algorithmique 
d’apprentissage des paramètres à partir de séquences 
multiples. Les algorithmes d’apprentissage de paramètres 
proposés par Baum et Welch [8], tout comme l’algorithme de 
Viterbi [33] pour connaitre l’état caché, sont dédiés aux 
HMM et ne peuvent s’appliquer directement aux IOHMM et 
demandent une adaptation exposée ci-après. 

A. Algorithmes Forward et Backward 

Les algorithmes Forward et Backward sont largement 
utilisés dans les problèmes de HMM. Ils permettent de 
calculer efficacement la probabilité qu’une séquence ait été 
générée par un HMM. Ils supposent donc que le modèle 
          est connu. Si la séquence d’observations de la 
variable   est donnée alors les algorithmes peuvent calculer 
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       à l’aide de l’algorithme Forward basé sur la 
récurrence suivante : 

 

Forward 

1. Initialisation :  

                   . 
2. Récurrence :  

                        

 

      

         

pour      . 

Backward 

1. Initialisation :  

          

   
 
  
 

 , où    . 

2. Récurrence :  

                                    

 

      

 

  pour          . 

Sur cette base algorithmique, on peut calculer la 
probabilité que le HMM ait généré la séquence d’observation 
avec l’équation 1 : 

                     

 

   

    (1) 

Comme on le voit, ces deux algorithmes évaluent la 
probabilité que le HMM ait généré la séquence 
d’observations de la variable  . Toutefois, une seule variable 
est considérée et il n’y a pas de conditionnement aux 
variables d’entrée, ce qui demande des modifications ad hoc 
pour l’application aux IOHMM.  

B. Estimation du modèle par l’algorithme de Baum-Welch 

Parmi les problèmes posés dans le cas des HMM, il y a la 
détermination des paramètres           sachant des 
séquences d’observation  . Il s’agit de trouver   qui 
maximise       . Dans ce cas, l’algorithme de Baum-Welch 
est utilisé. Il s’agit d’un algorithme d’estimation-
maximisation de type programmation dynamique. Il peut 
éventuellement converger vers un minimum local. Il existe 
d’autres algorithmes notamment par métaheuristique [36].  

Le problème de maximisation est de grande complexité 
algorithmique. A l’aide des algorithmes précédents, on 
calcule la probabilité que le HMM   ait généré l’ensemble 
des séquences   grâce à l’équation 2. La variable auxiliaire 
        définie par l’équation 3 où     représente 
respectivement les indices des états cachés et les symboles 
d’émission.  

                       

 

   

    (2) 

         
                       

       
 (3) 

La variable auxiliaire         est finalement utilisé pour 
actualiser les paramètres selon l’algorithme ci-dessous. 

1. Distribution initiale :           , où       
2. Probabilité de transition :  

 
     

         
   
   

          
 
    

   

   

 
 

3. Probabilité d’émission :  

 
     

         
 
   

          
 
    

 

   

 
 

Ces étapes sont répétées jusqu'à ce que les changements 
entre deux résultats convergent. 

C. Algorithme de Viterbi 

Cet algorithme permet le calcul de la séquence la plus 
probable d’états cachés étant donné les observations, ce qui 
est nommé le chemin de Viterbi. On obtient donc l’état le 
plus probable à chaque instant, ce qui constitue le diagnostic 
attendu du système. L’algorithme se définit ainsi : 

1. Initialisation : 

                   

2. Maximisation de la variable auxiliaire pour   : 

                               

3. Récursion maximale : 

                    
               

           
                            

A chaque nouvelle observation   , il est donc possible de 
réestimer le chemin de Viterbi et notamment l’état de la 
chaine cachée   . Cela constitue une forme de diagnostic en 
ligne de l’état de santé ou du niveau de dégradation du 
système modélisé. Il est à noter que le chemin de Viterbi à 
l’instant   peut être différent de celui à l’instant     grâce 
à la connaissance apportée par la nouvelle observation. 

D. Pronostic par simulation 

Le pronostic par un HMM consiste à caractériser l’instant 
où l’état caché indésirable ou définissant un niveau de 
performance inacceptable est atteint sachant que l’état actuel 
est défini par l’équation 3. Pour cela, plusieurs techniques 
peuvent être employées. Un calcul formel à l’aide de 
l’équation 4 donnera le temps moyen d’atteinte de l’état 
inacceptable qui est absorbant (MTR) ou une simulation de 
Monte-Carlo de la chaine cachée qui nous donnera la 
distribution des temps d’atteinte de ce même état sachant la 
distribution actuelle sur les états. 
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(4) 

III. ADAPTATION ALGORITHMIQUE POUR LES IOHMM MULTI-

ENTREES/MULTI-SORTIES 

Les IOHMM multi-entrées/multi-sorties sont une 
extension des HMM, tenant compte d’une part que plusieurs 
variables   sont observées et qu’une entrée   permet la 
commutation du processus caché entre plusieurs matrices 
définissant des dynamiques différentes, mais contraintes sur 
le même nombre d’états. La Fig. 5 représente un IOHMM 
multi-entrées/multi-sorties sous la forme d’un 2TBN, car la 
représentation graphique est plus explicite. 

Compte tenu de ces multiples sorties    à    et de ces 

multiples entrées    à   , la définition initiale d’un HMM 

est étendue. On définit complètement un IOHMM telle qu’à 

la Fig. 5 à l’aide d’un triplet            . Il est à noter 

que chacune des variables d’entrée et de sortie est définie sur 
son propre espace (nombre de symboles) et que dans le 
modèle considéré ici, chacune est indépendante. Cette 
indépendance n’est pas une contrainte, mais simplifie 
grandement le problème. De facto, les algorithmes 
fondamentaux des HMM sont à redéfinir pour cette nouvelle 
structure. 

A. Algorithmes Forward et Backward 

Fondamentalement, la structure algorithmique est la 
même. Toutefois, le processus caché est conditionné par 
l’entrée. L’hypothèse d’indépendance des entrées permet de 
fusionner les entrées comme une seule variable agrégée dont 
le nombre d’états est le produit du nombre d’états de chacune 
des variables. L’ensemble des états est donc le produit 
cartésien des états de variables d’entrée. Dans la suite du 
document, nous utiliserons donc uniquement la variable   
pour l’entrée. Le nombre d’états de   définit 
automatiquement le nombre de matrices   du processus 
caché. Les sorties   sont indépendantes, aussi on définit 
autant de matrices   que de sorties pour mettre en relation 
l’état caché de l’IOHMM et chacune des sorties. 

  
Fig. 5. IOHMM multi-entrées/multi-sorties sous forme d’un 2TBN 

Les algorithmes Forward et Backward deviennent : 

Forward 

 Initialisation :                     
 
    

 Récurrence : 

      

                            
          

 
   

 

      
 

pour      . 

Backward 

 Initialisation :           

   
 
  
 

 , when    . 

 Récurrence : 

                  
 

      
                    

 

      

 

pour          . 

Dans les équations précédentes,     
 

      
        est le 

produit de Hadamard des distributions de probabilités et    
est l’état combiné des entrées. 

B. Algorithme de Baum-Welch 

De la même manière que précédemment, l’algorithme de 
Baum-Welch destiné à l’estimation des paramètres du 
modèle sachant les séquences d’observation doit être révisé.  

                       

 

   

    (5) 

         
          

 
    

 
         

       
 (6) 

Ainsi, l’algorithme suivant est défini : 

1. Distribution initiale :           , where     
  

2. Probabilité de transition :  

    
 

  
         

   
        

     
              

  

3. Probabilité d’émission :  

    
 

  
   

            
    

   
        

  

Ces étapes sont répétées jusqu'à ce que les changements 
entre deux résultats convergent. 

          est la fonction indicatrice telle que          

 
         
          

  et de manière similaire on a    
 

   

 

 
       

 
   

          
 . 

C. Algorithme de Viterbi 

Encore une fois et de manière similaire aux cas 
précédents, l’algorithme de Viterbi destiné à identifier l’état 
le plus probable à l’instant k sachant les observations et les 
commandes précédentes est défini à partir de la version 
HMM ainsi : 

On a :                                   



22
e 
Congrès de Maîtrise des Risques et Sûreté de Fonctionnement λµ22                                       Le Havre 12-15 octobre 2020 

 

         
                 

           
                  

 

 

 Initialisation : 

                
       

 
   

 Récurrence : 

                   
            

         
 

       

          
      

     
 
                           

 

D. Pronostic de durée de vie résiduelle 

Comme dans la section 2.4, il est possible de fournir la 
durée de vie résiduelle soit par calcul soit par simulation 
avec les avantages et inconvénients énoncés précédemment. 
Cependant, le pronostic doit tenir compte des 
entrées/commandes futures.  

 
   

    
      

                  
 

                      
 

(11) 

L’équation 11 impose que l’entrée   soit constante dans 
le futur aussi, il existe autant de durée résiduelle de vie que 
de valeurs possibles pour  . Ce qui intéresse l’utilisateur 
final est donc la gamme de valeurs possibles prises par T. 
Dans le cas d’une simulation, la séquence d’entrée      peut 
être quelconque ou définie selon la connaissance possédée. 

IV. ILLUSTRATION NUMERIQUE 

Pour illustrer les éléments théoriques définis 
précédemment, nous utilisons l’application numérique 
suivante. Considérons un processus à 5 états cachés, 2 

entrées à 2 états    et   , et 2 sorties    et    possédant 
respectivement 3 et 4 états.  

Le modèle estimé est donné ci-dessous :  

    

             
             
             
             
     

 , 

    

             
             
             
             
     

  

    

             
             
             
             
     

   

     

             
             
             
             
     

  

   

 

 
 

          

            

          

          

         

 
 

    

 

 
 

       

         

       

       

        

 
 

 

 

Après avoir estimé les matrices du modèle IOHMM 
grâce à l’algorithme de Baum-Welch modifié, nous pouvons 
diagnostiquer les états cachés grâce à l’algorithme de Viterbi. 
La Fig. 6 montre la séquence des observations et les 
probabilités des états estimés par un HMM classique en 

tenant compte soit de    soit de   . Elle montre également 
les états estimés par l’IOHMM tenant compte des entrées et 
sorties. 
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Fig. 6. Illustration numérique  

Compte tenu des états estimés, une simulation de Monte-
Carlo donne une distribution des temps résiduels. Ainsi, la 
courbe en bas à gauche de la Fig. 6 illustre les 4 distributions 
de temps résiduels de fonctionnement à l’instant k=200 si on 
considère chacune des combinaisons des états des entrées. Le 
temps résiduel moyen à chaque instant sachant l’état courant 
est donné en bas à droite de la Fig. 6. Ce temps résiduel 
moyen dépend des entrées du processus. On ne retient dans 
cette figure que les cas extrêmes pour des raisons de 
commodité. 

Les performances de diagnostic de l’approche IOHMM 
sont tout à fait satisfaisantes en regard de celle d’un HMM 
classique. Il y a moins d’erreurs d’estimation de l’état 
courant et chaque nouvelle observation permet de rectifier le 
diagnostic.  

Le pronostic est basé sur une chaine de Markov 
conditionnée par les entrées. On retrouve des plateaux 
d’estimation de la durée résiduelle qui sont très 
caractéristiques. Cela est dû à une bonne estimation des états 
cachés avec des probabilités élevées. Les HsMM seraient sur 
ce point relativement intéressantes avec une gradualité plus 
fine bénéfique à un usage en pilotage de l’état de santé par 
exemple.  

V. CONCLUSION 

Dans cet article, nous avons proposé d’exploiter une 
forme évoluée de modèle de Markov caché pour représenter 
le processus d’évolution de l’état de santé d’un système. Il 
correspond bien au principe d’évolution d’un élément (état 
de santé) complexe et non observable directement, mais au 
travers de variables d’observation. Sa nature stochastique 
permet la prise en compte de l’incertitude. 

Ainsi, nous avons présenté les fondamentaux des HMM 
et présenté les IOHMM. Sur la base des algorithmes 
classiques des HMM, nous avons proposé des algorithmes 
adaptés pour traiter les IOHMM multi-entrées/multi-sorties.  

Nous avons également donné une expression formelle du 
calcul du temps résiduel d’utilisation moyen et la distribution 
du temps résiduel conditionné aux entrées via une simulation 
de Monte-Carlo donnant l’accès à une distribution des temps 
résiduels de fonctionnement estimés.  

Une illustration numérique a montré la comparaison du 
résultat d’estimation des états cachés entre un HMM et un 
IOHMM, l’évolution en ligne du pronostic et la distribution 
des temps résiduels à un instant donné selon la valeur des 
conditions opérationnelles futures.  

La propriété de Markov qui persiste avec les IOHMM et 
que l’on peut voir comme une contrainte puisque nous avons 
à faire à des lois exponentielles, pourraient être levée en 
s’appuyant sur d’autres modèles comme les modèles semi-
Markoviens cachés. Il serait donc intéressant de combiner 
ces modèles semi-Markoviens et le principe de 
conditionnement aux entrées sorties. Cette perspective de 
travail offrirait de nouvelles opportunités pour le diagnostic 
et le pronostic de systèmes à partir de séries de données 
d’observations. 
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