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Вступ

Динамiка населення-це галузь науки, яка вивчає закономiрностi
змiни чисельностi та складу бiологiчних популяцiй, таких як люди,
тварини, рослини або мiкроорганiзми. Вона тiсно пов’язана зi ста-
тистикою населення, бiльш описовою наукою, але все-таки досить
сильно вiдрiзняється вiд неї. Одна спiльна риса полягає в тому, що
обидвi цi галузi широко використовують математичну мову.

Динамiка населення знаходиться на перетинi рiзних галузей:
математики, соцiальних наук (демографiя), бiологiї (популяцiйна
генетика й екологiя) i медицини (епiдемiологiя). Як наслiдок, во-
на не завжди розглядається цiлiстно, не зважаючи на схожiсть
проблем, що зустрiчаються в рiзних областях застосування. По-
мiтним винятком є книга «Математичнi теорiї населення» Алена
Хiллiона1 французькою мовою. Але в нiй проблема розглядається
з погляду математика, розрiзняючи рiзнi типи моделей: дискретнi
(t = 0, 1, 2...) i неперервнi часовi моделi (t - дiйсне число), детермi-
нiстичнi моделi (майбутнi стани точно вiдомi, якщо вiдомий даний
стан) i стохастичнi моделi (де грає роль ймовiрнiсть). Вiдповiдно
вiн видiляє дискретнi й неперервнi детермiнiстичнi моделi, та дис-
кретнi й неперервнi стохастичнi моделi.

У цiй книзi я спробував представити проблему динамiки насе-
лення з iсторичного погляду. Дослiдження пояснюються в їхньому
контекстi та наводяться короткi бiографiї вчених. Це повинно по-
легшити читання книги для тих, хто менше знайомий iз математи-
кою, та допомогти в розумiннi походження дослiджуваних проблем.
Але ця книга не лише про iсторiю. Вона також може бути вступом
до математичного моделювання. Видається важливим включити до
неї подробицi бiльшостi обчислень, щоб читач мiг дiйсно побачити
обмеження, що накладаються на моделi. Технiчнi деталi видiленi
в рамках i можуть бути пропущенi при першому читаннi. Остан-
нiй роздiл присвячений численним сучасним проблемам у динамiцi
населення, якi можна спробувати проаналiзувати з математичного
погляду. Для тих, хто хоче дiзнатися бiльше, списки посилань в
кiнцi кожного роздiлу також включають веб-сайти, з яких можна
завантажити оригiнальнi статтi.

1Presses Universitaires de France, Париж, 1986.
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У книзi такого обсягу не було можливостi дати повну картину
всiх дослiджень, проведених до теперiшнього часу, i розповiсти про
всiх учених, якi зробили свiй внесок у цю тему. Мiй вибiр є певною
мiрою довiльним, особливо щодо робiт, виконаних в останнi деся-
тилiття. Тим не менш, я сподiваюся, що вибранi роботи є досить
репрезентативними, i що дослiдники, якi активно працюють у цiй
галузi, чиї роботи не згаданi, не будуть ображенi.

Iдеальною аудиторiєю для цiєї книги можуть бути:

• Старшокласники i студенти вузiв, якi цiкавляться питанням,
якi зв’язки можуть iснувати мiж курсами математики, якi
вони вiдвiдують, i навколишнiм свiтом, або студенти, якi го-
тують роботу на тему, пов’язану з динамiкою населення.

• Викладачi математики, якi намагаються зробити свiй курс
бiльш привабливим. Знання чотирьох елементарних матема-
тичних операцiй достатньо для розумiння бiльшостi матерi-
алу роздiлiв 1, 2 i 5. Роздiл 3 можна використати як вступ
до застосування логарифмiв. У цiй книзi також розглядаю-
ться: рекурентнi рiвняння у роздiлах 1, 3, 8, 11, 14, 21, 23,
24; диференцiальнi рiвняння у роздiлах 4, 6, 12, 13, 16; дифе-
ренцiальнi рiвняння з частинними похiдними у роздiлах 20,
25; iнтегральне рiвняння у роздiлi 10; та застосування теорiї
ймовiрностей у роздiлах 2, 7, 8, 9, 15, 16, 17, 18, 19, 22.

• Фахiвцi, якi вже знайомi з демографiєю, епiдемiологiєю, гене-
тикою або екологiєю та готовi порiвняти свою улюблену га-
лузь науки з iншими, якi можуть використовувати схожi ма-
тематичнi моделi.

• Читачi, якi цiкавляться iсторiєю науки.

За український переклад я дуже вдячний Свiтланi Понякiнiй,
Павлу Шевчуку й Олександру Мариничу, якi переглянули i випра-
вили машинний переклад програми Яндекс.
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Послiдовнiсть Фiбоначчi (1202)

У 1202 р. Леонардо з Пiзи, також вiдомий як Фiбоначчi, опуб-
лiкував книгу, яка популяризувала в Європi iндiйську десят-
кову систему числення, яка також була прийнята арабськими
математиками. Серед багатьох прикладiв, наведених у книзi,
один звертається до зростання популяцiї кроликiв. Це один iз
найстарiших прикладiв математичної моделi динамiки популя-
цiї.

Леонардо з Пiзи, на iм’я Фiбоначчi (Fibonacci), народився близь-
ко 1170 р. в Пiзанськiй Республiцi, коли вона перебувала на пiку
своєї комерцiйної та вiйськової могутностi в середземноморському
свiтi. Близько 1192 р. батько Фiбоначчi був вiдправлений респуб-
лiкою в Беджiю, яка зараз знаходиться в Алжирi, для управлiння
торговим пунктом. Незабаром пiсля цього до нього приєднався син,
який готувався стати купцем. Леонардо почав вивчати десяткову
систему числення, яку араби привезли з Iндiї та яка використо-
вується i донинi майже в тому самому виглядi: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 i
9. Подорожуючи Середземним морем, вiн порiвнював рiзнi системи
числення та вивчав арабську математику. Повернувшись до Пiзи в
1202 роцi, вiн закiнчив написання книги латинською мовою пiд на-
звою Liber abaci («Книга абака»), в якiй вiн пояснив нову систему
числення та показав, як використовувати її для бухгалтерського
облiку, конвертацiї ваги та валюти, вiдсоткових ставок i багатьох
iнших застосувань. Вiн також зiбрав бiльшу частину результатiв у
алгебрi й арифметицi, вiдомих арабам.

Фiбоначчi розглянув у своїй книзi те, що сьогоднi можна назва-
ти проблемою динамiки населення. Але вона з’явилася просто як
обчислювальна вправа серед iнших не пов’язаних мiж собою тем: у
попередньому роздiлi книги йдеться про iдеальнi числа, що явля-
ють собою суму їхнiх дiльникiв, наприклад, 28 = 14 + 7 + 4 + 2 + 1,
а в наступному роздiлi йдеться про проблему подiлу грошей мiж
чотирма людьми, що еквiвалентно лiнiйнiй системi з чотирьох рiв-
нянь. Ось переклад iз латини проблеми населення:
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«Одна людина тримала пару кроликiв у певному за-
критому мiсцi. Потрiбно порахувати, скiльки кроликiв
з’явилося вiд цiєї пари за один рiк, якщо передбачаєть-
ся, що вони за один мiсяць виношують iншу пару, а за
другий мiсяць народжуються ще й тi, хто народився для
виношування.»

Якщо на початку першого мiсяця з’являється на свiт пара ново-
народжених кроликiв, то через мiсяць ця пара ще не буде здатна
до розмноження i на початку другого мiсяця все одно залишиться
тiльки одна пара кроликiв. Ця пара кроликiв народить iншу пару
на початку третього мiсяця, так що всього буде двi пари. Початкова
пара кроликiв знову народить iншу пару на початку четвертого мi-
сяця. Але друга пара кроликiв ще не буде фертильною. Буде всього
три пари кроликiв.

Використовуючи сучаснi позначення, нехай Pn буде числом пар
кроликiв на початку мiсяця n. Кiлькiсть пар кроликiв Pn+1 в мiся-
ць n+ 1 - це сума кiлькостi пар кроликiв Pn в мiсяць n та кiлькостi
новонароджених пар в мiсяць n+1. Але тiльки пари кроликiв, яким
виповнилося не менше двох мiсяцiв, народжують новi пари кроли-
кiв у мiсяцi n+1. Це пари, якi вже були в мiсяцi n−1 i їхня кiлькiсть
становить Pn−1. Отже,

Pn+1 = Pn + Pn−1.

Це рекурентне спiввiдношення: воно дає чисельнiсть населення в
мiсяць n+ 1 як функцiю чисельностi населення в попереднiх мiся-
цях. Таким чином, Фiбоначчi побудував таку послiдовнiсть чисел,
в якiй 1 + 1 = 2, 1 + 2 = 3, 2 + 3 = 5, 3 + 5 = 8 тощо.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Pn 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233

Фактично, Фiбоначчi розглядав як початкову умову ситуацiю в
мiсяць n = 2. Оскiльки P14 = 144+233 = 377, вiн остаточно отримав
377 пар кроликiв через дванадцять мiсяцiв пiсля вiдправної точки.
Вiн зауважив, що ця послiдовнiсть чисел може бути продовжена
нескiнченно.

Пiсля 1202 р. Фiбоначчi написав iще кiлька книг, таких як «Прак-
тика геометрiї» в 1220 р. i «Книга квадратiв» у 1225 р. Його репу-
тацiя призвела до зустрiчi з iмператором Фрiдрiхом II, який високо
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цiнував науку. У 1240 р. Пiзанська республiка присудила Фiбоначчi
щорiчну пенсiю. Рiк його смертi невiдомий.

Протягом наступних столiть проблема кроликiв Фiбоначчi була
забута i не мала впливу на розвиток математичних моделей дина-
мiки населення. Кiлька вчених стикалися у своїх дослiдженнях iз
такою самою послiдовнiстю чисел, але не посилалися нi на Фiбо-
наччi, нi на жодну популяцiю. У деяких книгах Кеплера мiститься
зауваження, що спiввiдношення Pn+1/Pn збiгається до золотого пе-
рерiзу φ = (1+

√
5)/2, коли n прямує до нескiнченностi. Це окремий

випадок властивостi, спiльної для бiльшостi популяцiйних моделей:
тенденцiя до збiльшення в геометричнiй прогресiї (див. роздiли 3 i
21). У 1728 роцi Данiель Бернуллi отримав точну формулу

Pn =
1√
5

[
1 +
√

5

2

]n
− 1√

5

[
1−
√

5

2

]n
пiд час вивчення загальних рекурентних послiдовностей.

Повнi твори Фiбоначчi були опублiкованi в XIX столiттi. З тих
пiр послiдовнiсть (Pn) можна було знайти в книгах, що популяри-
зують математику, пiд назвою послiдовностi Фiбоначчi.

Зрозумiло, що для моделювання популяцiї кроликiв гiпотези, що
ведуть до послiдовностi Фiбоначчi, далекi вiд реальностi: не врахо-
вується смертнiсть, подiл за статевою ознакою тощо. Наш iнтерес
до цiєї послiдовностi в останнi десятилiття в бiологiї зумовлений
тим, що деякi рослини мiстять структури, якi включають в себе
деякi числа Pn, наприклад, 8 i 13 в соснових шишках або 34 i 55 в
соняшнику. Науковий журнал «Щоквартальний журнал Фiбонач-
чi» навiть повнiстю присвячений властивостям i застосуванню по-
слiдовностi Фiбоначчi!

Додаткове читання
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2. Sigler, L.E.: Fibonacci’s Liber Abaci. Springer (2002).
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Таблиця смертностi Галлея (1693)

У 1693 р. вiдомий англiйський астроном Едмонд Галлей вивчав
записи про народження та смертi мiста Бреслау, що були пере-
данi Лондонському королiвському товариству Каспаром Ней-
маном. Вiн склав таблицю смертностi, що показує кiлькiсть
людей, якi доживають до будь-якого вiку iз когорти, що на-
родилися того самого року. Серед iншого вiн використовував
свою таблицю для розрахунку вартостi довiчного ануїтету. У
цьому роздiлi ми обговоримо цю роботу як у контекстi життя
Галлея, так i раннiх розробок «полiтичної арифметики» i тео-
рiї ймовiрностей, якi цiкавили таких людей, як Граунт, Петтi,
Де Вiтт, Хюдде, Гюйгенс, Лейбнiц i Муавр.

Едмонд Галлей (Halley) народився неподалiк вiд Лондона в 1656
р. Його батько був багатим миловаром. Едмонд зацiкавився астро-
номiєю в юному вiцi. Вiн почав учитися в Коледжi королеви Окс-
фордського унiверситету. Коли в 1675 р. була вiдкрита Гринвiцька
обсерваторiя, Галлей уже мiг вiдвiдувати Флемстiда, Королiвського
астронома. У 1676-1678 роках вiн перервав навчання, щоб вiдпра-
витися на острiв Святої Єлени та скласти каталог зiрок, якi можна
побачити з пiвденної пiвкулi. Пiсля повернення до Англiї вiн став
членом Лондонського королiвського товариства. Вiн також опуб-
лiкував зробленi ним спостереження про циркуляцiю вiтрiв пiд час
своєї подорожi на острiв Святої Єлени. У 1684 р. вiн вiдвiдав Нью-
тона в Кембриджi, щоб обговорити зв’язок мiж законами планетар-
ного руху Кеплера i силою тяжiння Сонця. Вiн заохотив Ньютона
написати знаменитi «Математичнi начала натуральної фiлософiї»
- книгу, яку вiн у пiдсумку опублiкував за свiй кошт. Потiм вiн пра-
цював клерком Лондонського королiвського товариства. У 1689 р.
вiн сконструював дзвiн для пiдводних занурень, який випробував
сам.

Приблизно в цей самий час Каспар Нейман, богослов, який жив
у Бреслау, збирав данi про кiлькiсть народжень i смертей у своєму
мiстi. Бреслау належав до iмперiї Габсбургiв (зараз вiн знаходиться
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Рис. 2.1:
Галлей (1656–1742)

в Польщi й називається Вроцлав). Данi мiстили вiк, у якому люди
вмирали. Таким чином, на пiдставi цих даних можна було скласти
таблицю смертностi, що показує ймовiрнiсть дожиття до певного
вiку.

Перша таблиця смертностi була опублiкована в Лондонi в 1662 р.
в книзi пiд назвою «Природнi та полiтичнi спостереження, зроб-
ленi на основi бюлетенiв про смерть». Ця книга зазвичай вважаєть-
ся основоположною як статистики, так i демографiї, та має дивну
особливiсть: люди досi задаються питанням, чи була вона написана
Джоном Граунтом, лондонським купцем i автором, зазначеним на
обкладинцi книги, чи його другом Вiльямом Петтi, одним iз заснов-
никiв Лондонського королiвського товариства. У будь-якому випад-
ку таблиця смертностi, що мiститься в книзi, грунтувалася на бюле-
тенях, у яких регулярно повiдомлялося про поховання i хрещення
в Лондонi з початку сiмнадцятого столiття. Цi бюлетенi викори-
стовувалися переважно для iнформування людей про повторюванi
епiдемiї чуми. Саме тому в них указувалася причина смертi, а не
вiк, у якому люди вмирали. Щоб отримати таблицю смертностi, що
показує шанс на виживання в залежностi вiд вiку, Граунт або Пет-
тi мусив здогадатися, як рiзнi причини смертi пов’язанi з вiковими
групами. Така таблиця смертностi може мiстити великi помилки.
Тим не менш, книга виявилася дуже успiшною: мiж 1662 i 1676
роками було випущено п’ять видань. Кiлька мiст у Європi почали
видавати бюлетенi, схожi на бюлетенi Лондона.

Отже, майже тридцять рокiв по тому пiсля цiєї першої таблицi
смертностi, за пропозицiєю Лейбнiца, Нейман надiслав Анрi Жю-
стелю, секретарю Королiвського товариства, свої демографiчнi данi
з мiста Бреслау за 1687-1691 роки. Незабаром пiсля цього Жю-
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стель помер, а Галлей отримав цi данi, проаналiзував їх i в 1693
р. опублiкував свої висновки в «Фiлософських працях Лондонсь-
кого королiвського товариства». Його стаття називається «Оцiнка
ступеню смертностi людства, складена на основi цiкавих таблиць
народжень i похоронiв у мiстi Бреслау, зi спробою встановити цiну
ануїтету на життя».

Для дослiдженого п’ятирiчного перiоду, Галiлей вiдзначав, що
число народжень в Бреслау було бiльш-менш тотожним числу смер-
тей, так що загальна чисельнiсть населення була майже постiйною.
Для спрощення аналiзу вiн припустив, що населення знаходиться в
точному стацiонарному станi: рiчне число народжень (назвемо йо-
го P0), загальна чисельнiсть населення, населення у вiцi k (Pk) i
рiчне число померлих у вiцi k (Dk) - все це постiйнi величини в
часi. Це пiдкреслює додаткову цiкаву особливiсть даних з Бреслау,
оскiльки таке спрощення було б неможливим для мiста, що швидко
зростає, такого як Лондон, де статистику також спотворював би
потiк населення, що приїжджає з сiльської мiсцевостi.

Таблиця 2.1: Таблиця смертностi Галлея, що показує чисельнiсть насе-
лення Pk у вiцi k > 0.

k Pk k Pk k Pk k Pk k Pk k Pk

1 1 000 15 628 29 539 43 417 57 272 71 131
2 855 16 622 30 531 44 407 58 262 72 120
3 798 17 616 31 523 45 397 59 252 73 109
4 760 18 610 32 515 46 387 60 242 74 98
5 732 19 604 33 507 47 377 61 232 75 88
6 710 20 598 34 499 48 367 62 222 76 78
7 692 21 592 35 490 49 357 63 212 77 68
8 680 22 586 36 481 50 346 64 202 78 58
9 670 23 579 37 472 51 335 65 192 79 49

10 661 24 573 38 463 52 324 66 182 80 41
11 653 25 567 39 454 53 313 67 172 81 34
12 646 26 560 40 445 54 302 68 162 82 28
13 640 27 553 41 436 55 292 69 152 83 23
14 634 28 546 42 427 56 282 70 142 84 20

Данi Бреслау мали в середньому 1 238 народжень на рiк: саме цю
величину Галлей взяв за P0. В принципi, вiн також мiг обчислити
з цих даних середньорiчне значення Dk кiлькостi смертей серед
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людей у вiцi k для всiх k > 0. Звiдси, використовуючи формулу

Pk+1 = Pk −Dk , (2.1)

можна побудувати таблицю 2.1, що мiстить Pk. I, навпаки, мож-
на знайти числа Dk, якi вiн використовував, за формулою Dk =
Pk−Pk+1:D0 = 238,D1 = 145,D2 = 57,D3 = 38 i так далi. Насправ-
дi, Галлей трохи пiдкоригував свої результати або для отримання
круглих чисел (це випадок D1, який був дещо змiнений так, що
P1 = 1 000), або для згладжування певних порушень, пов’язаних iз
невеликою кiлькiстю смертей у старостi в п’ятирiчному дослiджен-
нi. Взявши суму всiх наведених у таблицi чисел Pk, Галлей отримав
оцiнку загальної чисельностi населення Бреслау, близьку до 34 000
осiб1. В цiлому, цей метод мав велику перевагу, оскiльки не вима-
гав проведення загального перепису, а лише знання про кiлькiсть
народжень i смертей, а також про вiк, у якому люди вмирали про-
тягом декiлькох рокiв.

Таблиця смертностi Галлея служила довiдковим матерiалом для
рiзних робiт вiсiмнадцятого столiття (див. роздiл 4). Дiйсно, хоча
значення Pk були специфiчними для мiста Бреслау, можна вважати,
що спiввiдношення Pk+1/Pk було ймовiрнiстю дожити до вiку k+1,
знаючи, що людина вже досягла вiку k. Цю ймовiрнiсть можна було
б розумно використовувати для населення iнших європейських мiст
того часу. Наприклад, можна було б очiкувати, що в однорiчної
дитини буде 661 шанс з 1 000 досягти 10-рiчного вiку або 598 шансiв
з 1 000 досягти 20-рiчного вiку.

Галлей також використовував таблицю смертностi для розра-
хунку цiни ануїтету на життя. У XVI i XVII столiттях кiлька мiст
i держав продавали такi ануїтети своїм громадянам для збору ко-
штiв. Покупцi отримували щороку до своєї смертi фiксовану суму
грошей, яка дорiвнювала певному вiдсотку вiд спочатку сплаченої
суми, що часто вдвiчi перевищувало вiдсотки того часу, незалежно
вiд вiку покупця. Звичайно ж, установа ризикувала збанкрутувати,
якщо занадто багато людей з дуже тривалим термiном життя ку-
пували цi ануїтети. Проблема не могла бути правильно розв’язана
без надiйної таблицi смертностi.

У 1671 р. Йоган Де Вiтт, прем’єр-мiнiстр Голландiї, i Йохан-
нес Худде, один iз мерiв мiста Амстердам, вже замислювалися над
проблемою розрахунку вартостi довiчного ануїтету. Побоюючись

1Для людей старше 84 рокiв Галлей тiльки згадав, що їх число було 107.
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вторгнення французьких вiйськ, вони хотiли зiбрати грошi на змiц-
нення армiї. У них були данi про людей, якi купували ануїтети за
кiлька десятилiть до цього, зокрема, про вiк, у якому ануїтети були
купленi, та про вiк, у якому люди померли. Їм вдалося бiльш-менш
правильно розрахувати цiну ануїтетiв, але пiзнiше їх метод був за-
бутий. Наступного року Голландiя була захоплена i Де Вiтт був
лiнчований натовпом.

Галлей знову розглянув проблему в 1693 р. з таблицею смертно-
стi з Бреслау i припустив, що вiдсоткова ставка становить 6%. Ме-
тод обчислення простий. Нехай у якостi вiдсоткової ставки буде i.
Нехай Rk - це цiна, за якою людина у вiцi k може купити ануїтет,
скажiмо, один фунт на рiк. Ця особа має ймовiрнiсть Pk+n/Pk бути
ще живою у вiцi k+n. Фунт, який держава обiцяє заплатити, якщо
вона досягне цього вiку, можна отримати, розмiстивши 1/(1 + i)n

фунтiв початкової суми за процентною ставкою i. Таким чином,
якщо зробити спрощення припущення, що початкова сума викори-
стовується лише для виплати ануїтетiв, то цiна повинна бути

Rk =
1

Pk

(
Pk+1

1 + i
+

Pk+2

(1 + i)2
+

Pk+3

(1 + i)3
+ · · ·

)
. (2.2)

Галлей отримав таким чином таблицю 2.2, яка показує коефiцiєнт
Rk, на який необхiдно помножити бажаний ануїтет, щоб отримати
необхiдну початкову суму. Отже, людина у вiцi 20 рокiв буде отри-
мувати щороку 1/12,78 ≈ 7,8% вiд початкової суми. Але людина у
вiцi 50 рокiв отримувала б 1/9,21 ≈ 10,9%, тому що їй залишалося
б жити менше рокiв. Звернiть увагу, що вдвiчi бiльша вiдсоткова
ставка вiдповiдала б ануїтету, що дорiвнює 12% вiд початкової су-
ми, або еквiваленту цiни, що дорiвнює 8,33 ануїтету.

Таблиця 2.2: Множник, який вказує цiну ануїтетiв на життя.

k Rk k Rk k Rk k Rk k Rk

1 10,28 15 13,33 30 11,72 45 9,91 60 7,60
5 13,40 20 12,78 35 11,12 50 9,21 65 6,54

10 13,44 25 12,27 40 10,57 55 8,51 70 5,32

Звiсно, розрахунки досить стомлюючi. Втiм, Галлей мiг вико-
ристовувати таблицi логарифмiв, щоб швидше отримати доданок
Pk+n/(1 + i)n. Оскiльки вiн не показував значення для Pk у вiцi
84 рокiв, то перевiрити його обчислення точно неможливо. Робота
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Галлея не мала негайного впливу: протягом декiлькох десятилiть
ануїтети, що виплачувалися за життя в Англiї та iнших країнах,
продовжували продаватися за цiною, не залежною вiд вiку покуп-
ця, i за цiною, яка була значно нижчою, нiж мала би бути, напри-
клад, в 7 разiв бiльше ануїтету.

Питання, пов’язанi з таблицями смертностi, цiкавили багатьох
учених за часiв Галiлея. Голландець Крiстiан Гюйгенс, автор у
1657 р. першої брошури, присвяченої теорiї ймовiрностей, обгово-
рював у 1669 р. в листуваннi зi своїм братом таблицю смертностi
Граунта i розрахунок очiкуваної тривалостi життя2.

За кiлька рокiв до того, як порадити Нейману вступити в кон-
такт iз Лондонським королiвським товариством, Лейбнiц також
написав про розрахунок тривалостi життя в есе, яке залишилося
неопублiкованим. У 1709 р. настала черга Миколи I Бернуллi. У
1725 р. Абрахам де Муавр опублiкував цiлий трактат «Про ануїте-
ти». Вiн, зокрема, зауважив, що цiну Rk можна легко розрахувати
для старостi, оскiльки формула (2.2) мiстила лише кiлька доданкiв.
Потiм можна було б використовувати рекурентну формулу

Rk =
Pk+1

Pk

1 +Rk+1

1 + i
,

яку легко вивести з (2.2). Використовуючи значення, яке Галлей
дає за цiну у вiцi 70 рокiв, можна, таким чином, перевiрити iншi
значення таблицi 2.2.3

Пiсля цiєї перерви на демографiю, Галлей повернувся до своїх
основних дослiджень. Мiж 1698 i 1700 роками вiн плавав Атлантич-
ним океаном, щоб скласти карту магнiтного поля Землi. У 1704 р.
вiн став професором Оксфордського унiверситету. Наступного року
вiн опублiкував книгу про комети i передбачив, що комета 1682 р.,
яку Кеплер спостерiгав у 1607 р., повернеться в 1758 р.: вона стала
вiдома як «комета Галлея». Вiн також опублiкував переклад книги
Аполлонiя Пергського про конiчнi перетини. У 1720 р. вiн замi-
нив Флемстiда на посадi Королiвського астронома. Вiн спробував
вирiшити проблему точного визначення довготи в морi за спосте-
реженнями Мiсяця-проблему, що мала велике практичне значення
для навiгацiї. Вiн помер у Грiнвiчi в 1742 р. у вiцi 86 рокiв.

2Очiкувана тривалiсть життя у вiцi k задається формулою (2.2) з i = 0.
3Схоже, що в таблицi є кiлька помилок, зокрема для 5 i 15 рокiв.
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Pоздiл 3

Ейлер i геометричне зростання популяцiй
(1748–1761)

Ейлер кiлька разiв писав про динамiку населення. У його трак-
татi 1748 р. «Bступ до аналiзу нескiнченно малих» роздiл, при-
свячений експоненцiйнiй функцiї, мiстив чотири приклади екс-
поненцiйного зростання населення. У 1760 р. вiн опублiкував
статтю, що поєднує це експоненцiйне зростання з вiковою струк-
турою населення. Ця робота є попередницею теорiї стабiльного
населення, яка була розроблена в XX столiттi й вiдiграє важли-
ву роль в демографiї. У 1761 р. Ейлер також допомiг Зюсмiль-
ху з другим виданням свого трактату з демографiї. Вiн розро-
бив цiкаву модель, яка є своєрiдним варiантом послiдовностi
Фiбоначчi, але не опублiкував свiй детальний аналiз.

Леонард Ейлер (Euler) народився в 1707 р. в Базелi, Швейца-
рiя. Його батько був протестантським священиком. У 1720 р. Ей-
лер почав учитися в унiверситетi. Вiн також брав приватнi уроки
математики у Йоганна Бернуллi, одного з найвiдомiших математи-
кiв поколiння пiсля Лейбнiца i Ньютона. Вiн подружився з двома
синами Йоганна Бернуллi: Миколою II та Данилом. У 1727 р. Ей-
лер вступив на роботу до Данила у новостворену Академiю наук
у Санкт-Петербурзi. Крiм математики вiн цiкавився фiзикою та
багатьма iншими науковими i технiчними предметами. У 1741 р.
король Пруссiї Фрiдрiх II запросив його стати директором матема-
тичної секцiї Академiї наук у Берлiнi. Ейлер опублiкував значну
кiлькiсть статей i книг з усiх аспектiв механiки (астрономiї, теорiй
пружностi, рiдин, твердих тiл) i математики (теорiї чисел, алгебри,
нескiнченних рядiв, елементарних функцiй, комплексних чисел, ди-
ференцiального та iнтегрального числення, диференцiальних рiв-
нянь i диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними, оптимi-
зацiї, геометрiї), а також iз демографiї. Вiн був найбiльш плiдним
математиком свого часу.

У 1748 р. Ейлер опублiкував трактат латинською мовою пiд на-
звою «Вступ до аналiзу нескiнченно малих». У роздiлi про експо-
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Рис. 3.1:
Ейлер (1707–1783)

ненти й логарифми вiн розглянув шiсть прикладiв: один - iз мате-
матичної теорiї музичних шкал, iнший - про погашення кредиту з
вiдсотками i чотири - про динамiку населення. В останньому Ейлер
припустив, що населення Pn в роцi n задовольняє рiвнянню

Pn+1 = (1 + x)Pn

для будь-якого цiлого n. Швидкiсть зростання x - додатне дiйсне
число. Починаючи зi стартового P0, населення в роцi n задається
за формулою

Pn = (1 + x)n P0 .

Це називається геометричним або експоненцiйним зростанням. У
першому прикладi запитується:

«Якщо населення того чи iншого регiону щорiчно збiль-
шується на одну тридцяту i спочатку налiчує 100 000
мешканцiв, то ми хотiли б знати чисельнiсть населення
через 100 рокiв.»

Вiдповiдь: P100 = (1 + 1/30)100 × 100 000 ≈ 2 654 874. На даний при-
клад Ейлера надихнув перепис населення Берлiна, який вiдбувся в
1747 р. i дав оцiнку 107 224 осiб. Його розрахунки показують, що
населення може збiльшитися у понад десять разiв протягом одного
столiття. Саме це спостерiгалося в той час в Лондонi.

Слiд зазначити, що обчислити (1 + 1/30)100 за допомогою су-
часного кишенькового калькулятора дуже просто. Але за часiв Ей-
лера доводилося використовувати логарифми, щоб уникнути чис-
ленних множень вручну i швидко отримати результат. Спочатку



Pоздiл 3 13

обчислюється десятковий логарифм (з основою 10) P100. Фунда-
ментальна властивiсть логарифма lg(a b) = lg a + lg b демонструє,
що

lgP100 = 100 lg(31/30) + lg(100 000) = 100 (lg 31− lg 30) + 5 .

Логарифми були введенi в 1614 р. шотландцем Джоном Непером.
Його друг Генрi Брiггс опублiкував першу таблицю десяткових ло-
гарифмiв у 1617 р. У 1628 р. голландець Адрiан Влак закiнчив
роботу Брiггса, опублiкувавши таблицю, що мiстить десятковi ло-
гарифми цiлих чисел вiд 1 до 100 000 з десятизначною точнiстю.
Саме таку таблицю Ейлер використовував для отримання lg 30 ≈
1,477121255, lg 31 ≈ 1,491361694 й, нарештi, lgP100 ≈ 6,4240439. За-
лишилося знайти число P100, логарифм якого вiдомий. Оскiльки
десятковi логарифми цiлих чисел вiд 1 до 100 000 знаходяться в дiа-
пазонi вiд 0 до 5, то замiсть нього ми шукаємо логарифм P100/100,
який дорiвнює 4,4240439. У таблицi логарифмiв можна перевiрити,
що lg 26 548 ≈ 4,424031809 i lg 26 549 ≈ 4,424048168. Замiнивши ло-
гарифмiчну функцiю на пряму мiж 26 548 i 26 549, Ейлер отримав,
що

P100

100
≈ 26 548 +

4,4240439− 4,424031809
4,424048168− 4,424031809

≈ 26 548,74 .

Отже, P100 ≈ 2 654 874.
Другий приклад, що стосується динамiки населення в книзi Ей-

лера, виглядає так:

«Оскiльки пiсля потопу всi люди походять вiд початко-
вого населення в шiсть осiб, якщо ми припустимо, що
населення пiсля двохсот рокiв становило 1 000 000 осiб,
ми хотiли б знайти щорiчний темп зростання.»

З 106 = (1 +x)200×6, отримуємо за допомогою кишенькового каль-
кулятора: x = (106/6)1/200 − 1 ≈ 0,061963. За допомогою таблицi
логарифмiв потрiбно використовувати lg(106) = 200 lg(1 + x) + lg 6,
щоб отримати lg(1+x) = (6−lg 6)/200 ≈ 0,0261092, i 1+x ≈ 1,061963.
Таким чином, Ейлер мiг би зробити висновок, що населення буде
збiльшуватися на x ≈ 1/16 за рiк. Щоб зрозумiти походження цього
прикладу, потрiбно пам’ятати, що сучаснi фiлософи почали запе-
речувати iстиннiсть бiблiйних iсторiй. Буквальне читання зафiксу-
вало б час потопу близько 2350 р. до н. е., а тими, хто вижив були
Ной, його троє синiв i їхнi дружини. У Книзi Буття сказано:
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«Троє сих сини Нояговi, i вiд них порозсiвались люде по
всiй землi.»

Темпи зростання населення в 1/16 (або 6,25%) на рiк пiсля повенi
не здавалися Ейлеру занадто нереальними. Будучи сином проте-
стантського священика i залишаючись вiруючим все своє життя,
вiн дiйшов висновку:

«З цiєї причини безглуздо заперечувати, що за такий ко-
роткий промiжок часу вся Земля не може бути заселена,
починаючи з однiєї людини.»1

Ейлер також зауважив, що якби зростання тривало такими самими
темпами до 400 рокiв пiсля потопу, чисельнiсть населення склала б
(1 + x)400 × 6 = (106/6)2 × 6 ≈ 166 мiльярдiв:

«Однак, вся Земля нiколи не зможе витримати таке на-
селення.»

Ця iдея буде значно розвинена Мальтусом пiвстолiття по тому (див.
роздiл 5).

У третьому прикладi Ейлера запитується:

«Якщо кожного столiття людське населення подвоюєть-
ся, якi рiчнi темпи зростання?»

З (1 + x)100 = 2, ми отримуємо за допомогою кишенькового каль-
кулятора: x = 21/100 − 1 ≈ 0,00695. За таблицями логарифмiв,
100 lg(1 + x) = lg 2. Так що lg(1 + x) ≈ 0,0030103 i 1 + x ≈ 1,00695.
Таким чином, населення зростає на x ≈ 1/144 щороку. Нарештi, в
четвертому, й останньому, прикладi питається:

«Якщо людська популяцiя щорiчно збiльшується на 1/100,
то нам хотiлося б знати, скiльки часу знадобиться, щоб
чисельнiсть населення збiльшилася в десять разiв.»

1У книзi, опублiкованiй у 1662 р. (див. роздiл 2), мiститься аналогiчне за-
уваження:

«Одна пара, а саме Адам i Єва, подвоюючи себе кожнi 64 роки з
5160 рокiв, що, згiдно з Писанням, є вiком свiту, повинна виробити
набагато бiльше людей, нiж зараз у ньому. А тому свiт не старше
100 тисяч рокiв, як деякi марно уявляють собi, i не старше того, що
дає Писання.»
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З (1 + 1/100)n = 10, знаходимо: n lg(101/100) = 1. Таким чином
n = 1/(lg 101 − 2) ≈ 231 рiк. Це все, що можна знайти у «Вступi
до аналiзу нескiнченно малих» (1748) щодо динамiки населення.
Ейлер повернеться до цiєї теми бiльш детально за кiлька рокiв.

У 1760 р. вiн опублiкував у працях Академiї наук у Берлiнi ро-
боту пiд назвою «Загальне дослiдження смертностi й розмноження
людського роду». Ця робота була свого роду синтезом мiж його
попереднiм аналiзом геометричного зростання популяцiй i бiльш
раннiми дослiдженнями таблиць смертностi (див. роздiл 2). Ейлер
розглядав, наприклад, таку проблему:

«Знаючи кiлькiсть народжень i поховань, якi вiдбува-
ються протягом одного року, знайти кiлькiсть усiх жи-
вих i їх щорiчний прирiст, для заданої гiпотези смертно-
стi.»

Ейлер припустив, що тут вiдомi такi числа:

• кiлькiсть народжень Bn за рiк n;

• кiлькiсть смертей Dn за рiк n;

• частка qk новонароджених, якi досягають вiку k > 1.

Нехай Pn дорiвнює чисельностi населення в роцi n. Ейлер зробив
два додаткових неявних припущення:

• населення збiльшується геометрично: Pn+1 = r Pn (ми позна-
чили r = 1 + x);

• спiввiдношення мiж народжуванiстю i чисельнiстю населення
постiйне: Bn/Pn = m.

Цi два припущення передбачають, що число народжень збiльшуєть-
ся геометрично i з тiєю самою швидкiстю: Bn+1 = r Bn. Ейлер по-
тiм розглянув змiну населення в столiтньому iнтервалi часу, ска-
жiмо, мiж роками n = 0 та n = 100, припускаючи, що нiхто не
виживе бiльше ста рокiв. Щоб пояснити мiркування, позначимо
Pk,n (k > 1) населення, яке жило на початку року n iз народ-
жених у роцi n − k. Позначимо P0,n = Bn кiлькiсть народжень
протягом року N . З визначення коефiцiєнта дожиття qk, маємо
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Pk,n = qk P0,n−k = qk Bn−k. Отже,

r100 P0 = P100 = P0,100 + P1,100 + · · ·+ P100,100

= B100 + q1B99 + · · ·+ q100B0

= (r100 + r99 q1 + · · ·+ q100)B0.

Дiленням цього рiвняння на r100 P0 отримуємо:

1 = m
(

1 +
q1
r

+
q2
r2

+ · · ·+ q100
r100

)
. (3.1)

У демографiї це рiвняння iнодi називають «рiвнянням Ейлера».
Розглянувши числа народжень i смертей окремо, отримуємо:

r Pn = Pn+1 = Pn −Dn +Bn+1 = Pn −Dn + r Bn . (3.2)

Таким чином, кiлькiсть смертей також збiльшується геометрично:
Dn+1 = r Dn. Бiльше того,

1

m
=
Pn
Bn

=
Dn/Bn − r

1− r
. (3.3)

Пiдставивши це в рiвняння (3.1), ми, нарештi, приходимо до рiв-
няння

Dn/Bn − 1

1− r
=
q1
r

+
q2
r2

+ · · ·+ q100
r100

, (3.4)

де залишився тiльки один невiдомий: r. Це те, що зазвичай нази-
вають неявним рiвнянням, оскiльки ми не можемо виразити r як
функцiю iнших параметрiв. Але ми можемо обчислити лiву i пра-
ву частини рiвняння (3.4) для фiксованого значення r i пiдбирати
r доти, доки обидвi частини не стануть тотожнi. Отримане таким
чином значення r дає прирiст населення x = r − 1. Звернiть увагу,
що з рiвнянь (3.1) i (3.3) ми отримуємо для населення Pn такий
вираз:

Pn = Bn

(
1 +

q1
r

+
q2
r2

+ · · ·+ q100
r100

)
.

Коли населення стацiонарне (r = 1), цей вираз збiгається з виразом,
використаним Галлеєм для оцiнки населення мiста Бреслау (див.
роздiл 2).

Ейлер також розглянув таке питання:

«При заданих гiпотезах смертностi та плiдностi, знаючи
загальну чисельнiсть населення, знайти, скiльки людей
у кожному вiцi.»
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Оскiльки коефiцiєнти дожиття qk i коефiцiєнт народжуваностi m
вiдомi, то темп зростання r можна обчислити з рiвняння (3.1). На
початку року n число людей, що народилися в роцi n − k, стано-
вить qk Bn−k = qk Bn/r

k (вважаючи q0 = 1). Таким чином, частка
населення у вiцi k становить

qk/r
k

1 + q1/r + q2/r2 + · · ·+ q100/r100
.

Ця пропорцiя постiйна. Використовуючи термiнологiю Лотки (див.
роздiл 10), кажуть, що населення «стабiльне»: вiкова пiрамiда на-
селення зберiгає ту саму форму в часi.

Потiм Ейлер переглянув проблему побудови таблицi смертностi
в разi, коли населення не стацiонарне, а збiльшується в геометрич-
нiй прогресiї:

«Знаючи число всiх живих, так само, як i число народ-
жень iз числом смертей у кожному вiцi протягом одного
року, знайти закон смертностi.»

Пiд законом смертностi Ейлер мав на увазi набiр коефiцiєнтiв до-
життя qk. Загальна чисельнiсть населення тепер вважається вiдо-
мою за даними перепису, чого не було в часи Галлея (див. роздiл
2). Рiвняння (3.2) показує, що темп зростання становить

r =
Pn −Dn

Pn −Bn
.

Нехай Dk,n - це кiлькiсть людей, якi вмирають у вiцi k протя-
гом року n: цi люди народилися в роцi n − k. Так що Dk,n =
(qk − qk+1)Bn−k. Але Bn−k = Bn/r

k. Тому коефiцiєнти дожиття
qk можна обчислити за рекурентною формулою

qk+1 = qk −
rkDk,n

Bn

для всiх k > 0, при q0 = 1. Ця формула, помножена на Bn, дає фор-
мулу (2.1), використану Галлеєм для стацiонарного випадку r = 1.
Ейлер, тим не менш, наполягав на тому, що його метод обчислен-
ня коефiцiєнтiв дожиття qk передбачає, що населення збiльшується
постiйно, за винятком таких нещасть, як епiдемiї чуми, вiйни, го-
лод тощо. Якби переписи за часiв Ейлера фiксували вiк населення
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(як у Швецiї), то це припущення було б зайвим, i коефiцiєнти qk
можна було б обчислити легше.

Використовуючи коефiцiєнти дожиття qk, Ейлер також пока-
зав, як розрахувати цiну довiчних ануїтетiв. Вiн не згадав роботи
Галлея або Муавра на цю тему. Ейлер використовував вiдсоткову
ставку 5% i таблицю смертностi, опублiковану в 1742 р. голландцем
Вiллемом Керссебумом.

Ейлер був не єдиним ученим, який цiкавився демографiєю в
Берлiнськiй Академiї. Його колега Йоганн Петер Зюсмiльх (Süß-
milch) опублiкував у 1741 р. трактат нiмецькою мовою пiд назвою
«Божественний порядок у змiнах роду людського, через народжен-
ня, смертi та розмноження його», який сьогоднi вважається першим
трактатом, повнiстю присвяченим демографiї. Зюсмiльх у 1752 р.
також написав книгу «Про стрiмке зростання мiста Берлiна».

Рис. 3.2:
Зюсмiльх (1707–1767)

У 1761 р. Зюсмiльх опублiкував друге видання свого трактату.
У роздiл пiд назвою «Про темпи приросту i часу подвоєння насе-
лення» вiн включив цiкаву математичну модель, яку для нього ро-
зробив Ейлер. Ця модель була аналогiчною моделi Фiбоначчi (див.
роздiл 1), але для людської популяцiї. Починаючи з пари (один чо-
ловiк i одна жiнка) у вiцi 20 рокiв у роцi 0, Ейлер припустив, що
люди вмирають у вiцi 40 рокiв i одружуються у вiцi 20 рокiв, в той
час як кожна пара має шестеро дiтей: двоє дiтей (хлопчик i дiв-
чинка) у вiцi 22 рокiв, двоє iнших у вiцi 24 рокiв i двоє останнiх у
вiцi 26 рокiв. Рахуючи роки попарно таким чином, що Bi - це число
народжень протягом року 2i, Ейлер дiйшов висновку, що

Bi = Bi−11 +Bi−12 +Bi−13 (3.5)
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для всiх i > 1. Початковi умови вiдповiдають B−12 = 0, B−11 = 0,
B−10 = 2 i Bi = 0 для −9 6 i 6 0. Таким чином, Ейлер змiг обчис-
лити число народжень, як показано в другому стовпчику таблицi
3.1. Число смертей Di у роцi 2i тодi дорiвнює числу народжень у
роцi 2i − 40: Di = Bi−20 для i > 10, в той час як Di = 0 для i 6 9.
Що стосується числа Pi живих людей в роцi 2i, то воно дорiвнює
числу живих людей у роцi 2i− 2, плюс число народжень в роцi 2i,
мiнус число смертей у роцi 2i: Pi = Pi−1 +Bi −Di.

Цей роздiл у книзi Зюсмiльха закiнчується зауваженням, яке
могло бути зроблено i про послiдовнiсть Фiбоначчi:

«Великi порушення, якi здається переважають у таб-
лицi Ейлера, не заважають числу народжень слiдува-
ти якiйсь прогресiї, яка називається рекурентним рядом
[...] Яким би не був початковий розлад цих прогресiй,
вони перетворюються на геометричну прогресiю, якщо
їх не переривати, i початковi нерегулярностi поступово
загасають i зникають майже повнiстю.»

У книзi бiльше не сказано про математику цiєї популяцiйної моделi.
Однак Ейлер просунув дослiдження набагато далi в рукописi пiд
назвою «Про множення роду людського», яка залишалася неопублi-
кованою протягом його життя. У пошуках розв’язку рiвняння (3.5)
у виглядi Bi = c ri, тобто у виглядi геометричної прогресiї, вiн от-
римав, пiсля спрощення, полiномiальне рiвняння 13-го степеня:

r13 = r2 + r + 1 . (3.6)

Вiн шукав розв’язок, близький до r = 1 i помiтив, використовуючи
таблицю логарифмiв для обчислення r13, що

1 + r + r2 − r13 ≈
{

0,212, r = 1,09 ,
−0,142, r = 1,10 .

Таким чином, рiвняння (3.6) має корiнь мiж 1,09 та 1,10. Набли-
зивши функцiю 1 + r+ r2− r13 вiдрiзком на цьому iнтервалi, Ейлер
отримав:

r ≈ 0,142× 1,09 + 0,212× 1,10
0,142 + 0,212

≈ 1,0960 .

Роки, враховуючи їх попарний рахунок, мають тенденцiю до мно-
ження числа народжень на

√
r щороку. Це число подвоюється кожнi
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Таблиця 3.1: Таблиця Ейлера.

i Н
ар

од
ж

ен
ня

С
м

ер
тi

Ж
ив

i

0 0 0 2
1 2 0 4
2 2 0 6
3 2 0 8
4 0 0 8
5 0 0 8
6 0 0 8
7 0 0 8
8 0 0 8
9 0 0 8

10 0 2 6
11 0 0 6
12 2 0 8
13 4 0 12
14 6 0 18
15 4 0 22
16 2 0 24
17 0 0 24
18 0 0 24
19 0 0 24
20 0 0 24
21 0 2 22
22 0 2 20
23 2 2 20
24 6 0 26
25 12 0 38
26 14 0 52
27 12 0 64
28 6 0 70
29 2 0 72
30 0 0 72
31 0 0 72
32 0 2 70
33 0 4 66
34 2 6 62
35 8 4 66
36 20 2 84
37 32 0 116
38 38 0 154
39 32 0 186

i Н
ар

од
ж

ен
ня

С
м

ер
тi

Ж
ив

i

40 20 0 206
41 8 0 214
42 2 0 216
43 0 2 214
44 0 6 208
45 2 12 198
46 10 14 194
47 30 12 212
48 60 6 266
49 90 2 354
50 102 0 456
51 90 0 546
52 60 0 606
53 30 0 636
54 10 2 644
55 2 8 638
56 2 20 620
57 12 32 600
58 42 38 604
59 100 32 672
60 180 20 832
61 252 8 1 076
62 282 2 1 356
63 252 0 1 608
64 180 0 1 788
65 100 2 1 886
66 42 10 1 918
67 14 30 1 902
68 16 60 1 858
69 56 90 1 824
70 154 102 1 876
71 322 90 2 108
72 532 60 2 580
73 714 30 3 264
74 786 10 4 040
75 714 2 4 752
76 532 2 5 282
77 322 12 5 592
78 156 42 5 706
79 72 100 5 678

i Н
ар

од
ж

ен
ня

С
м

ер
тi

Ж
ив

i

80 86 180 5 584
81 226 252 5 558
82 532 282 5 808
83 1 008 252 6 564
84 1 568 180 7 952
85 2 032 100 9 884
86 2 214 42 12 056
87 2 032 14 14 074
88 1 568 16 15 626
89 1 010 56 16 580
90 550 154 16 976
91 314 322 16 968
92 384 532 16 820
93 844 714 16 950
94 1 766 786 17 930
95 3 108 714 20 324
96 4 608 532 24 400
97 5 814 322 29 892
98 6 278 156 36 014
99 5 814 72 41 756

100 4 610 86 46 280
101 3 128 226 49 182
102 1 874 532 50 524
103 1 248 1 008 50 764
104 1 542 1 568 50 738
105 2 994 2 032 51 700
106 5 718 2 214 55 204
107 9 482 2 032 62 654
108 13 530 1 568 74 616
109 16 700 1 010 90 306
110 17 906 550 107 662
111 16 702 314 124 050
112 13 552 384 137 218
113 9 612 844 145 986
114 6 250 1 766 150 470
115 4 664 3 108 152 026
116 5 784 4 608 153 202
117 10 254 5 814 157 642
118 18 194 6 278 169 558
119 28 730 5 814 192 474
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n рокiв, якщо (
√
r)n = 2, тобто кожнi n = 2 log 2/ log r ≈ 15 рокiв.

Оскiльки асимптотично Bi ≈ c ri, й оскiльки число Di смертей у
роцi 2i дорiвнює Bi−20, ми отримуємо Di ≈ Bi/r

20 при тому, що
r20 ≈ 6,25. Кiлькiсть народжень приблизно в шiсть разiв бiльше
кiлькостi смертей. Оскiльки кiлькiсть Pi живих людей в роцi 2i
дорiвнює Bi +Bi−1 + · · ·+Bi−19, отримуємо, що

Pi ≈ Bi
(

1 +
1

r
+ · · ·+ 1

r19

)
= Bi

1− r20

r19 − r20
≈ 9,59Bi .

Загальна чисельнiсть населення приблизно вдесятеро перевищує
число народжень.

Доведення того, що послiдовнiсть (Bi), показана в таблицi 3.1,
дiйсно зростає асимптотично як ri, є бiльш складним. З часiв
роботи Абрахама де Муавра з рекурентних рядiв було вiдомо,
що, вводячи твiрну функцiю

f(x) =

+∞∑
i=0

Bi x
i ,

можна виразити f(x) як рацiональну функцiю. Ейлер пояс-
нив цей метод у своєму «Bступi в аналiз нескiнченно малих» в
1748 р.: рекурентний зв’язок (3.5) дає

f(x) =

12∑
i=0

Bix
i +

+∞∑
i=13

(Bi−11 +Bi−12 +Bi−13)xi

= 2x+ 2x2 + 2x3 + 2x12 + f(x) (x11 + x12 + x13) .

Отже,

f(x) =
2x+ 2x2 + 2x3 + 2x12

1− x11 − x12 − x13
.

Ейлер знав, що така рацiональна функцiя може бути розкла-
дена у виглядi

f(x) =
a1

1− x
x1

+ · · ·+ a13
1− x

x13

,

де числа x1, . . . , x13 - дiйснi або комплекснi коренi рiвняння
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1− x11 − x12 − x13 = 0. Отже,

f(x) =
∑
i>0

a1

(
x

x1

)i
+ · · ·+ a13

(
x

x13

)i
.

Оскiльки Bi - це коефiцiєнт при xi в f(x), Ейлер отримав, що

Bi =
a1

(x1)i
+ · · ·+ a13

(x13)i
≈ ak

(xk)i

при i → +∞, де xk - корiнь iз найменшим модулем. Iншими
словами, Bi має тенденцiю зростати геометрично як (1/xk)i.
Залишилося вiдзначити, що xk є коренем рiвняння 1 − x11 −
x12 − x13 = 0, якщо i тiльки якщо r = 1/xk є коренем рiв-
няння (3.6). Деякi деталi доведення були остаточно з’ясованi
Гумбелем у 1916 р.

Зюсмiльх опублiкував третє видання свого трактату в 1765 р. i
помер у Берлiнi в 1767 р. Будучи в поганих стосунках iз королем
Пруссiї, Ейлер повернувся до Петербурга в 1766 р. Незважаючи на
те, що вiн утратив зiр, за допомогою синiв i колег вiн продовжував
видавати велику кiлькiсть робiт, особливо з алгебри, iнтегрального
числення, оптики та кораблебудування. Його «Листи до нiмецької
принцеси», написанi в Берлiнi мiж 1760 i 1762 роками, були опублi-
кованi мiж 1768 i 1772 роками i стали бестселером по всiй Європi.
Ейлер помер у Санкт-Петербурзi в 1783 р. Його внесок у матема-
тичну демографiю, особливо його аналiз стабiльної вiкової пiрамiди
при експоненцiально зростаючому населеннi, буде знову вiдкритий
тiльки в ХХ столiттi (див. роздiл 10 i 21).
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Данiель Бернуллi, д’Aламбер i щеплення
вiд вiспи (1760)

У 1760 р. Данiель Бернуллi написав статтю з моделювання епi-
демiї вiспи. У його час було багато суперечок про щеплення,
якi могли захистити людей, але могли i призвести до смертель-
них випадкiв. Вiн використовував таблицю смертностi Галлея
i деякi данi, що стосуються вiспи, щоб показати, що щеплення
приносило користь, якщо пов’язаний з нею ризик смертi був
менше, нiж 11%. Вакцинацiя може збiльшити очiкувану три-
валiсть життя при народженнi до трьох рокiв. Д’Аламбер пiд-
дав критицi роботу Бернуллi, в якiй була запропонована перша
математична модель в епiдемiологiї.

Данiель Бернуллi (Bernoulli) народився в 1700 р. в Гронiнгенi в
Нiдерландах. У його родинi вже було два вiдомих математика: йо-
го батько Йоганн Бернуллi i його дядько Якоб Бернуллi. У 1705 р.
Йоганн переїхав до Базеля в Швейцарiї, де пiсля смертi Якоба зай-
няв посаду професора, яка залишилася вакантною. Йоганн не хотiв,
щоб його син вивчав математику. Тому Данiель звернувся до ме-
дицини, отримавши докторський ступiнь у 1721 р. з дисертацiєю
на тему дихання. Вiн переїхав до Венецiї i почав математичнi до-
слiдження, опублiкувавши книгу в 1724 р. Отримавши в тому ж
роцi премiю Паризької академiї наук за твiр «Про вдосконалення
пiсочного годинника на кораблi в морi», вiн здобув професорсь-
кий ступiнь у новiй Петербурзькiй академiї. У цi роки вiн працю-
вав, зокрема, над перiодичними послiдовностями i над «парадоксом
Санкт-Петербурга» з теорiї ймовiрностей. У 1733 р. Данiель Бер-
нуллi повернувся в Базельський унiверситет, де викладав ботанiку,
фiзiологiю та фiзику. У 1738 р. вiн опублiкував книгу з гiдроди-
намiки, яка залишилася вiдомою в iсторiї фiзики. Близько 1753 р.
вiн зацiкавився, в той самий час як Ейлер i д’Аламбер, проблемою
вiбрацiї струн, що викликало жваву математичну дискусiю.

У 1760 р. вiн подав до Академiї наук в Парижi роботу пiд назвою
«Cпроба нового аналiзу смертностi вiд вiспи та переваг щеплень
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Рис. 4.1:
Данiель Бернуллi
(1700–1782)

для її запобiгання». Питання полягало в тому, чи слiд заохочува-
ти щеплення (добровiльне введення в органiзм невеликої кiлькостi
менш вiрулентної вiспи для захисту його вiд подальших iнфекцiй),
навiть якщо iнодi це може призвести до смертельного результату.
Цей метод був давно вiдомий в Азiї та був запроваджений у 1718 р.
в Англiї ледi Монтегю, дружиною британського посла в Османськiй
iмперiї. У Францiї, незважаючи на смерть старшого сина Людовика
XIV вiд вiспи в 1711 р., iнокуляцiя вважалася небажаною. Вольтер,
який пережив вiспу в 1723 р. i прожив кiлька рокiв у вигнаннi в
Англiї, спостерiгаючи за останнiми нововведеннями, у своїй книзi
«Фiлософськi листи» в 1734 р. закликав робити щеплення. Фран-
цузький учений Ла Кондамiн, який також пережив вiспу, в 1754 р.
звернувся до Академiї наук в Парижi з проханням зробити йому
щеплення.

Перед смертю в Базелi в 1759 р. Мопертюї закликав Данiеля
Бернуллi вивчити проблему щеплення з математичної точки зору.
Точнiше, завдання полягало в тому, щоб знайти спосiб зiставити
довгострокову вигоду вiд iнокуляцiї з безпосередньою небезпекою
смертi. З цiєю метою Бернуллi зробив такi спрощення припущень:

• люди, вперше iнфiкованi вiспою, вмирають iз iмовiрнiстю p
(незалежно вiд вiку) i виживають iз iмовiрнiстю 1− p;

• кожна людина має ймовiрнiсть q бути зараженою щороку;
точнiше, ймовiрнiсть зараження однiєї людини у вiцi вiд x до
x + dx становить q dx, де dx - це нескiнченно малий часовий
промiжок;
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• люди, якi вижили вiд вiспи, захищенi вiд нових iнфекцiй на
все життя (вони були вакцинованi).

Нехай m(x) позначає щiльнiсть розподiлу ймовiрностi смертi у вiцi
x вiд iнших причин, окрiм вiспи: ймовiрнiсть смертi однiєї людини
в нескiнченно малому промiжку часу dx мiж вiком x та вiком x +
dx становить m(x) dx. Розглядаючи групу P0 людей, народжених у
тому самому роцi, позначимо через

• S(x) кiлькiсть сприйнятливих до вiспи людей, що мають вiк
x i нiколи не хворiли вiспою;

• R(x) кiлькiсть людей, якi мають вiк x i вижили пiсля вiспи;

• P (x) = S(x)+R(x) загальна кiлькiсть людей, що мають вiк x.

Народження вiдповiдають вiку x = 0. Таким чином, S(0) = P (0) =
P0 i R(0) = 0. Застосовуючи методи обчислення, розробленi напри-
кiнцi сiмнадцятого столiття Ньютоном, Лейбнiцем i пiзнiше його
батьком, Данiель Бернуллi зауважив, що мiж вiком x i x+ dx (з dx
нескiнченно малим) у кожної сприйнятливої людини є ймовiрнiсть
q dx зараження вiспою та ймовiрнiстьm(x) dx смертi вiд iнших при-
чин. Таким чином, варiацiя числа сприйнятливих людей становить
dS = −S q dx− S m(x) dx, що призводить до диференцiального рiв-
няння

dS

dx
= −q S −m(x)S . (4.1)

У цьому рiвняннi dS/dx називається похiдною функцiї S(x). За той
самий малий промiжок часу кiлькiсть людей, що вмирають вiд вiс-
пи, становить pS q dx, а кiлькiсть людей, що виживають вiд вiспи,
становить (1 − p)S q dx. Крiм того, є також Rm(x) dx людей, якi
вмирають вiд iнших причин, окрiм вiспи. Це призводить до друго-
го диференцiального рiвняння:

dR

dx
= q(1− p)S −m(x)R . (4.2)

Складаючи цi два рiвняння, ми отримуємо
dP

dx
= −p q S −m(x)P . (4.3)

З рiвнянь (4.1) i (4.3) Бернуллi показав, що частка людей, якi все
ще сприйнятливi у вiцi x, становить

S(x)

P (x)
=

1

(1− p) eq x + p
. (4.4)
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Щоб отримати формулу (4.4), Бернуллi вивiв m(x) iз рiвняння
(4.1) i (4.3):

−m(x) = q +
1

S

dS

dx
= p q

S

P
+

1

P

dP

dx
.

Пiсля пiдстановки виходить, що

1

P

dS

dx
− S

P 2

dP

dx
= −q S

P
+ p q

[
S

P

]2
.

Зауважимо, що лiва частина є похiдною функцiї f(x) = S(x)
P (x) ,

яка є часткою сприйнятливих людей у популяцiї у вiцi x. Отже,

df

dx
= −q f + p q f2. (4.5)

Розв’язок рiвняння такого типу був вiдомим протягом декiль-
кох десятилiть завдяки роботi Якоба Бернуллi, дядька Данiе-
ля. Дiлячи це рiвняння на f2 i вважаючи g(x) = 1/f(x), ми
бачимо, що dg/dx = q g − p q й g(0) = 1/f(0) = 1. Вводячи
позначення h(x) = g(x) − p, ми отримаємо dh/dx = q h. Отже,
h(x) = h(0) eq x = (1 − p) eq x. Нарештi, g(x) = (1 − p) eq x + p й
f(x) = 1/g(x).

Для застосування своєї теорiї Бернуллi використовував таблицю
дожиття Галлея (див. роздiл 2). У цiй таблицi вказано кiлькiсть лю-
дей, якi ще живуть на початку року x (при x = 1, 2...) серед когорти
в 1 238 людей, що народилися в роцi 0. Але в рамках своєї моделi
Бернуллi потрiбно було знати кiлькiсть людей P (x), якi насправдi
досягають вiку x, що дещо вiдрiзняється. Оскiльки Бернуллi, як i
бiльшiсть його сучасникiв, не усвiдомлював рiзницi (стаття Галлея
насправдi не дуже зрозумiла), вiн залишив цифри в таблицi Гал-
лея, за винятком першого числа 1 238, яке вiн замiнив на 1 300, щоб
отримати реалiстичну смертнiсть протягом першого року життя.
Цi числа показанi в другому стовпчику таблицi 4.1.

Бернуллi вибрав для ймовiрностi смертi вiд вiспи значення p =
1/8 = 12,5%, що узгоджується зi спостереженнями того часу. Ймо-
вiрнiсть захворiти вiспою протягом року q не може бути оцiнена без-
посередньо. Тому Бернуллi, ймовiрно, спробував кiлька значень для
q та, зрештою, вибрав одне з них таким чином, що число смертей
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Таблиця 4.1: Таблиця Галлея та обчислення Бернуллi.

Вiк Живий Сприйнятливий Iмунiзований Померлi Не хворi
x P (x) S(x) R(x) вiд вiспи P ∗(x)

0 1 300 1 300 0 17,2 1 300
1 1 000 896 104 12,3 1 015
2 855 685 170 9,8 879
3 798 571 227 8,2 830
4 760 485 275 7,0 799
5 732 416 316 6,1 777
6 710 359 351 5,2 760
7 692 311 381 4,6 746
8 680 272 408 4,0 738
9 670 238 432 3,5 732

10 661 208 453 3,0 726
11 653 182 471 2,7 720
12 646 160 486 2,3 715
13 640 140 500 2,1 711
14 634 123 511 1,8 707
15 628 108 520 1,6 702
16 622 94 528 1,4 697
17 616 83 533 1,2 692
18 610 72 538 1,1 687
19 604 63 541 0,9 681
20 598 55 543 0,8 676
21 592 49 543 0,7 670
22 586 42 544 0,6 664
23 579 37 542 0,5 656
24 572 32 540 649
...

...
...

...
...

...
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вiд вiспи пiсля всiх наведених нижче обчислень становить близько
1/13 вiд загального числа смертей-частка, яка тодi спостерiгала-
ся в декiлькох європейських мiстах. Як ми зараз побачимо, вибiр
q = 1/8 виявився вдалим1.

За допомогою формули (4.4) i значень P (x) у другому стовпчику
таблицi можна розрахувати число S(x) сприйнятливих людей у вiцi
x: це третiй стовпчик таблицi, округлений до найближчого цiлого
числа. У четвертому стовпчику показано число R(x) = P (x)−S(x)
людей у вiцi x, якi пережили вiспу. У п’ятому стовпчику в ряд-
ку, що вiдповiдає вiку x, показано кiлькiсть смертей вiд вiспи мiж
вiком x i x+ 1. Теоретично, це число повинно виражатися через iн-
теграл: p q

∫ x+1

x
S(t) dt, але формула p q [S(x)+S(x+1)]/2 дає гарну

апроксимацiю, як показано на рисунку 4.2: площа трапецiї близька
до площi пiд кривою, тобто до iнтегралу функцiї.

Рис. 4.2: Область
трапецiї, показаної
пунктирною лiнiєю,
апроксимує iнтеграл
вiд функцiї s мiж x i
x + 1.

S

x x+1

Бернуллi зауважив, що сума всiх чисел у п’ятому стовпчику
дає 98 смертей вiд вiспи до 24 рокiв. Якби ми продовжили таблицю
для старших вiкових груп, то виявили б лише ще три смертi вiд
вiспи серед 32 осiб, якi все ще схильнi до цiєї хвороби у вiцi 24
рокiв. Таким чином, iз 1 300 новонароджених 101 помре вiд вiспи.
Це майже точно очiкувана пропорцiя 1/13.

Бернуллi тодi розглядав ситуацiю, коли вiспа буде щеплена всiм
при народженнi та не спричинить жодних смертей. Вiспа буде ви-
корiнена, й питання полягає в тому, щоб оцiнити збiльшення три-
валостi життя. Починаючи з того самого числа народжень P0, по-

1Той факт, що p i q тотожнi, просто збiг.
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значимо через P ∗(x) число людей у вiцi x за вiдсутностi вiспи. Тодi

dP ∗

dx
= −m(x)P ∗. (4.6)

Бернуллi показав, що

P ∗(x) =
P (x)

1− p+ p e−q x
, (4.7)

де P (x), як i вище, населення у вiцi x за наявностi вiспи.

Дiйсно, виключаючи, як i ранiше, m(x) з рiвнянь (4.6) i (4.3),
Бернуллi отримав пiсля перетворень

1

P ∗
dP

dx
− P

P ∗2
dP ∗

dx
= −p q S

P

P

P ∗
.

Вважаючи h(x) = P (x)/P ∗(x), та, помноживши в (4.4) чисель-
ник i знаменник на e−q x, вiн отримав

1

h

dh

dx
= −p q e−q x

1− p+ p e−q x
,

що еквiвалентно d
dx lnh(x) = d

dx ln(1−p+p e−q x), де ln позначає
натуральний логарифм. Але h(0) = 1, так що h(x) = 1 − p +
p e−q x.

Вiдзначимо, що вираз P (x)/P ∗(x) прямує до 1 − p, коли вiк
x зростає. Шостий стовпчик таблицi 4.1 показує P ∗(x). Способом
порiвняння P (x) i P ∗(x) є оцiнка очiкуваної тривалостi життя при
народженнi, теоретичний вираз якої з вiспою становить

1

P0

∫ +∞

0

P (x) dx .

Аналогiчний вираз з P ∗(x), що замiнює P (x), має мiсце за вiдсут-
ностi вiспи. Бернуллi використовував наближену формулу[

1

2
× P (0) + P (1) + P (2) + · · ·

]
/P0,

яка отримана методом трапецiй (рисунок 4.2). Продовжуючи таб-
лицю з 24 рокiв до 84 рокiв (див. таблицю 2.1), вiн, у результатi,



Pоздiл 4 31

отримав очiкувану тривалiсть життя E з вiспою, що дорiвнює[
1

2
× 1300 + 1000 + · · ·+ 20

]
/1300 ≈ 26,57 ,

тобто 26 рокiв i 7 мiсяцiв. Без вiспи вiн отримав очiкувану три-
валiсть життя E∗, що дорiвнює[

1

2
× 1300 + 1015 + · · ·+ 23

]
/1300 ≈ 29,65 ,

тобто 29 рокiв i 8 мiсяцiв. Щеплення при народженнi збiльшує
очiкувану тривалiсть життя бiльше, нiж на три роки.

Можна вiдзначити, що iснує бiльш простий i швидкий метод,
нiж той, який використовував Бернуллi для отримання цих
формул. Починаючи з диференцiального рiвняння (4.1) для
S(x), спочатку ми бачимо, що

S(x) = P0 e
−q x exp

(
−
∫ x

0

m(y) dy

)
.

Використовуючи цей вираз у рiвняннi (4.2) для R(x), ми зна-
ходимо, що

R(x) = P0 (1− p) (1− e−q x) exp

(
−
∫ x

0

m(y) dy

)
.

Рiвняння (4.6) для P ∗(x) показує, що

P ∗(x) = P0 exp

(
−
∫ x

0

m(y) dy

)
. (4.8)

Формули (4.4) i (4.7) випливають звiдси.

Звичайно, щеплення з менш вiрулентним штамом вiспи не зов-
сiм безпечна. Якщо p′ - це ймовiрнiсть смертi вiд вiспи вiдразу пiс-
ля iнокуляцiї (p′ < p), то очiкувана тривалiсть життя склала б
(1− p′)E∗, якби всi пройшли щеплення при народженнi. Ця очiку-
вана тривалiсть життя залишається вищою, нiж природна очiкува-
на тривалiсть життя E, якщо p′ < 1−E/E∗ або близько 11%. Данi
про p′ було важко отримати в той час. Але Бернуллi пiдрахував, що
ризик p′ був меншим, нiж 1%. Для нього не було жодних сумнiвiв:
держава мала сприяти щепленню. Вiн зробив висновок:
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«Я просто хочу, щоб у питаннi, яке так тiсно пов’язане з
благополуччям людського роду, жодне рiшення не прий-
малося без усiх знань, якi можуть бути отриманi в ре-
зультатi невеликого аналiзу i розрахункiв.»

Роботи Бернуллi були представленi в Академiї наук в Парижi
в квiтнi 1760 р. У листопадi д’Aламбер (d’Alembert) опублiкував
коментарi пiд назвою «Про застосування теорiї ймовiрностi до iно-
куляцiї вiспи». Цi коментарi були опублiкованi незабаром пiсля цьо-
го в другому томi його роботи «Opuscules mathématiques» з бiльш
докладними розрахунками i разом з iншою роботою, що має на-
зву «Математична теорiя щеплень». Д’Aламбер критикував при-
пущення Бернуллi про ймовiрнiсть зараження i про те, що ймовiр-
нiсть смертi вiд вiспи не залежить вiд вiку. Вiн запропонував iнший
розв’язок, який не потребує цих припущень. Позначимо через v(x)
смертнiсть вiд вiспи у вiцi x, через m(x) смертнiсть вiд iнших при-
чин i через P (x) кiлькiсть людей, якi ще живi. Тодi

dP

dx
= −v(x)P −m(x)P . (4.9)

Порiвнюючи це рiвняння з рiвнянням (4.3), ми бачимо, що насправ-
дi v(x) = p q S(x)/P (x). Ми отримуємо

P ∗(x) = P (x) exp

(∫ x

0

v(y) dy

)
, (4.10)

де P ∗(x) означає кiлькiсть людей у вiцi x, що залишилися в живих,
коли вiспа зникла.

Рис. 4.3:
Д’Аламбер (1717–1783)
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Дiйсно, ми можемо або виразити функцiюm(x) з рiвнянь (4.6)
i (4.9), або використовувати формулу (4.8) для P ∗(x) i помiти-
ти, що розв’язок (4.9) дається за формулою

P (x) = P0 exp

(
−
∫ x

0

[v(y) +m(y)] dy

)
.

Формула (4.10), дана д’Аламбером, не суперечить формулi Бер-
нуллi (4.7). У нiй просто використовується iнша залежнiсть v(x),
яка в той час була недоступна, оскiльки в реєстрах смертi була
вказана причина смертi, а не вiк жертви. Д’Aламбер висловив при-
пущення, що не можна зробити реальний висновок про те, чи було
корисним щеплення до того, як цей тип даних став доступний.

Д’Aламбер також критикував кориснiсть тривалостi життя як
критерiй для прийняття рiшення, оскiльки вона надає однакову
вагу всiм вiковим групам, чи то в найближчому або вiддаленому
майбутньому. Вiн зауважив, що з погляду iндивiда або держави
не всi вiковi групи мають однакову «кориснiсть», молодi та старi
менш цiннi, нiж середнi. Незважаючи на всi цi критичнi зауважен-
ня, д’Aламбер заявив про свою позицiю на користь щеплень.

Через затримки з публiкацiєю робота Бернуллi з’явилася лише
в 1766 р., тодi як д’Аламберу вдалося дуже швидко опублiкувати
свою працю. Бернуллi висловив свою гiркоту в листi до Ейлера:

«Що ви скажете про видатну посереднiсть великого
д’Aламбера в теорiї ймовiрностей: оскiльки я занадто
часто знаходжу несправедливу критику на свою адре-
су в його публiкацiях, я вже деякий час назад вирiшив
бiльше нiчого не читати, що виходить з-пiд його пера. Я
так вирiшив у зв’язку з рукописом про щеплення, який я
вiдправив до Академiї в Парижi вiсiм рокiв тому i який
був високо оцiнений через новизну аналiзу. Це було, на-
важуся сказати, як розвиток нової галузi в математицi.
Здається, що успiх цього нового аналiзу викликав у ньо-
го бiль у серцi. Вiн критикував його тисячу разiв однако-
во безглуздо, i пiсля того, як його добре розкритикували,
вiн видає себе за першого автора теорiї, яку вiн не лише
чув, а й згадував. Вiн, однак, знав, що мiй рукопис може
з’явитися лише через сiм-вiсiм рокiв. Вiн мiг знати про
це тiльки як член Академiї. Щодо цього мiй рукопис мав
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залишатися недоторканним доти, доки вiн не був опри-
люднений. Dolus an virtus quis in hoste requirat?»2

Незважаючи на твори Бернуллi та д’Aламбера, у Францiї ве-
ликомасштабнi щеплення не здiйснювалися. Король Людовик XV
помер вiд вiспи в 1774 р. Незабаром пiсля цього придворнi лiкарi
зробили щеплення iншим членам королiвської сiм’ї. Проблема втра-
тила свою актуальнiсть, коли Едуард Дженнер виявив, що щеплен-
ня коров’ячої вiспи людям («вакцинацiя») захищає вiд вiспи i є
безпечною. Його робота, «Дослiдження причин i наслiдкiв вакци-
нацiї проти вiспи», була опублiкована в 1798 р. Вакцинацiя швидко
поширилася по всiй Європi. Проте, методи, розробленi для розра-
хунку збiльшення тривалостi життя в разi усунення однiєї з причин
смертi, використовуються i донинi.

У наступнi десятилiття стали доступнi данi про вiк, у якому лю-
ди вмирали вiд вiспи. Проблема була переглянута, зокрема, такими
математиками як

• Йоганн Генрiх Ламберт, математик з Берлiнської академiї, в
1772 р.;

• Еммануель-Етьєн Дювiльяр, у той час вiдповiдальний за де-
мографiчну статистику в Мiнiстерствi внутрiшнiх справ в Па-
рижi, у своїй працi «Aналiз i таблицi впливу вiспи на смерт-
нiсть у кожному вiцi» (1806);

• П’єр-Симон Лаплас у своїй роботi «Aналiтична теорiя ймовiр-
ностi» (1812).

Дювiльяр i Лаплас показали, наприклад, як модифiкувати форму-
лу (4.7), коли параметри p i q залежать вiд вiку:

P ∗(x) =
P (x)

1−
∫ x
0
p(y) q(y) e−

∫ y
0
q(z) dz dy

.

Тут p(x) - ймовiрнiсть померти вiд вiспи при зараженнi у вiцi x, а
q(x) - ймовiрнiсть зараження вiспою у вiцi x.

Пiсля цiєї роботи з вiспи Данiель Бернуллi не розглядав жодних
iнших проблем у динамiцi популяцiї. Вiн помер у Базелi в 1782 р.
Д’Aламбер помер у Парижi рiк потому.

2«Пiдступ чи мужнiсть це буде, хто стане питать, коли йдеться про ворогiв?»
Вергiлiй: Енеїда, книга II, 390 (пер.: М.Й. Бiлика, Хapкiв, 2017).
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la petite vérole et des avantages de l’inoculation pour la prévenir. Hist.
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Мальтус i перешкоди на шляху геометрич-
ного зростання (1798)

У 1798 р. Мальтус опублiкував «Нарис про закон народонасе-
лення», в якому вiн стверджував, що постачання продоволь-
ства не може протягом тривалого перiоду часу слiдувати при-
роднiй тенденцiї людського населення до експоненцiального
зростання. Якщо чисельнiсть населення залишалася вiдносно
постiйною, то це вiдбувалося тому, що велика частина люд-
ства страждала вiд нестачi продовольства. Мальтус розглядав
«принцип населення» як аргумент проти записок Годвiна та
Кондорсе, в яких пiдкреслюється прогрес у людському сус-
пiльствi. Есе Мальтуса вплинуло на теорiю еволюцiї Дарвiна
й Уоллеса i було пiддано критицi з боку Маркса, але було ре-
алiзовано на практицi за допомогою китайської полiтики однiєї
дитини.

Томас Роберт Мальтус (Malthus) народився в 1766 р. неподалiк
вiд Лондона шостим iз семи дiтей. Його батько, друг i шанувальник
Жан-Жака Руссо, був його першим учителем. У 1784 р. молодий
Мальтус почав вивчати математику в Кембриджському унiверси-
тетi. Вiн отримав диплом в 1791 р., став стипендiатом коледжу Iсуса
в 1793 р. й англiканським священиком у 1797 р.

Рис. 5.1:
Мальтус (1766–1834)
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У 1798 р. Мальтус анонiмно опублiкував книгу пiд назвою «На-
рис про закон народонаселення, як вiн впливає на майбутнє полiп-
шення суспiльства, iз зауваженнями з приводу мiркувань мiстера
Годвiна, мiстера Кондорсе й iнших письменникiв». Вiн був пiдготов-
лений як реакцiя на роботи Годвiна «Дослiдження про полiтичну
справедливiсть» (1793) i Кондорсе «Ескiз iсторичної картини про-
гресу людського розуму» (1794). Незважаючи на жахи, якi зробила
Французька революцiя в iм’я прогресу, обидва автори стверджува-
ли, що прогрес суспiльства неминучий. Мальтус не подiляв того ж
оптимiзму. Вiн також стверджував, що англiйськi закони про бiд-
них, якi допомагали багатодiтним малозабезпеченим сiм’ям, спри-
яли зростанню населення, не заохочуючи аналогiчного зростання
виробництва продуктiв харчування. Йому здавалося, що цi зако-
ни насправдi не полегшують становище бiдних, а якраз навпаки. У
бiльш загальному планi, в умовах, коли населення схильне зростати
швидше, нiж виробництво продуктiв харчування, частина суспiль-
ства, здавалося, була приречена на страждання, голод або епiдемiї:
це тi лиха, якi уповiльнюють зростання населення, i якi, на думку
Мальтуса, є принциповими перешкодами на шляху прогресу сус-
пiльства. Всi теорiї, якi обiцяють прогрес, просто утопiчнi. Цi iдеї
спонукали Мальтуса опублiкувати свою книгу в 1798 р. Ось як вiн
узагальнив свою тезу:

[...] «сила населення нескiнченно бiльша, нiж здатнiсть
землi дати людинi засоби до iснування. Населення, якщо
його не контролювати, збiльшується в геометричнiй про-
гресiї. Засоби до iснування збiльшуються лише в ариф-
метичнiй прогресiї. Навiть незначне знайомство з чис-
лами покаже величезнiсть першої сили в порiвняннi з
другою. За тим законом нашої природи, який робить
їжу необхiдною для життя людини, наслiдки цих двох
нерiвних сил повиннi постiйно бути зрiвнянi. Це означає
сильний i постiйно дiючий контроль населення, виклика-
ний труднощами його прожитку. Ця складнiсть повинна
десь проявитися; й обов’язково повинна серйозно вiдчу-
ватися значною частиною людства.»

Книга Мальтуса була дуже успiшною. Вона мiстила небагато даних.
Мальтус зауважив, наприклад, що населення США подвоювалося
кожнi двадцять п’ять рокiв протягом вiсiмнадцятого столiття. На-
справдi вiн не намагався перенести свої тези на математичнi моделi,
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але проклав шлях для подальших робiт Адольфа Кетле i П’єра-
Франсуа Ферхюльста, яким буде присвячений наступний роздiл.

Пiсля публiкацiї книги Мальтус разом iз друзями подорожу-
вав спочатку в Нiмеччинi, Скандинавiї та Росiї, потiм у Францiї та
Швейцарiї. Зiбрану пiд час своїх подорожей iнформацiю вiн опуб-
лiкував пiд своїм iм’ям у значно збiльшеному другому виданнi в
1803 р. з iншим пiдзаголовком: «Нарис про закон народонаселення,
або погляд на його минуле i нинiшнiй вплив на людське щастя, з
оглядом наших перспектив щодо майбутнього усунення або пом’як-
шення зла, яке вiн робить». У цьому новому виданнi детально роз-
глядаються перешкоди на шляху зростання населення в рiзних краї-
нах: вiдкладенi шлюби, аборти, дiтовбивство, голод, вiйни, епiдемiї,
економiчнi фактори... Для Мальтуса вiдстроченi шлюби були най-
кращим варiантом стабiлiзацiї чисельностi населення. Чотири iн-
ших видання книги послiдували в 1806, 1807, 1817 i 1826 роках.
У 1805 р. Мальтус став професором iсторiї та полiтекономiї в но-
вiй школi, створенiй Вест-iндською компанiєю для своїх спiвробiт-
никiв. Вiн також опублiкував «Дослiдження природи та прогресу
орендної плати» (1815) i «Принципи полiтичної економiї» (1820). У
1819 р. Мальтус був обраний до королiвського товариства. У 1834
р. вiн був одним з членiв-засновникiв статистичного товариства. У
тому самому роцi вiн помер недалеко вiд м. Бат.

Робота Мальтуса мала сильний вплив на розвиток теорiї еволю-
цiї. Чарльз Дарвiн, повернувшись з подорожi на борту Beagle, про-
читав книгу Мальтуса про населення в 1838 роцi. Ось що вiн напи-
сав у вступi до своєї знаменитої книги «Походження видiв шляхом
природного добору», опублiкованiй у 1859 р.:

«У наступному роздiлi буде розглянуто боротьбу за iс-
нування мiж усiма органiчними iстотами в усьому свiтi,
яка неминуче випливає з геометричної прогресiї зростан-
ня їхньої чисельностi. Це-доктрина Мальтуса, поширена
на обидва царства-тварин i рослин.»

Альфред Рассел Уоллес, який розробив теорiю еволюцiї в той са-
мий час, що i Дарвiн, також сказав, що його iдеї виникли пiсля
прочитання книги Мальтуса.

Для контрасту, наведемо точку зору Карла Маркса на успiх кни-
ги Мальтуса, яку можна прочитати у виносцi його працi «Капiтал»:

«Якщо читач нагадає нам Малтуза, що його „Essay on
Population“ появився 1798 р ., то я нагадаю, що ця праця
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у своїй першiй формi є не що iнше, як по - школярсько-
му поверховий i по - попiвському пишномовний пляґiят
з де Фо, Сера Джемса Стюарта, Тавнсенда, Франклiна,
Уоллеса та iнших i не має в собi анi однiсiнької самостiй-
но продуманої тези. Велика сенсацiя, яку викликав цей
памфлет, пояснюється виключно партiйними iнтереса-
ми. Французька революцiя знайшла в Брiтанському ко-
ролiвствi палких оборонцiв; „принцип залюднення“, що
повiльно вироблявся у XVIII вiцi та що його потiм пiдчас
великої соцiальної кризи пiд звуки сурм i барабанний бiй
проголосили як непомильну протиотруту супроти теорiй
Кондорсе й iнших, англiйська олiгархiя вiтала з вели-
кою радiстю, вбачавши в ньому великого гасителя всiх
прагнень до дальшого розвитку людства. Малтуз, над-
звичайно здивований своїм успiхом, заходився тодi коло
того, щоб стару схему заповнити поверхово скомпiльова-
ним матерiялом i додати до нього новий, не Малтузом
вiдкритий, а ним лише присвоєний.»

Звичайно, тези Мальтуса не були абсолютно новими. Напри-
клад, йому часто приписують iдею про те1, що населення має тен-
денцiю до геометричного зростання, хоча в роздiлi 3 ми бачили,
що ця iдея вже була знайома Ейлеру на пiвстолiття ранiше. Од-
нак Мальтус надав їй популярнiсть, пов’язавши її полемiчним шля-
хом iз реальними законодавчими проблемами. За iронiєю долi саме
в комунiстичному Китаї пропозицiя Мальтуса про обмеження на-
роджуваностi знайшла своє найбiльш вражаюче застосування (див.
роздiл 25).
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Ферхюльст i логiстичне рiвняння (1838)

У 1838 р. бельгiйський математик Ферхюльст увiв логiстичне
рiвняння, яке є свого роду узагальненням рiвняння для екс-
поненцiального зростання, але з максимальним значенням для
населення. Вiн використовував данi з декiлькох країн, зокрема
з Бельгiї, для оцiнки невiдомих параметрiв. Робота Ферхюль-
ста була заново вiдкрита лише в 1920-х роках.

П’єр-Франсуа Ферхюльст (Verhulst) народився в 1804 р. в Брюс-
селi. Вiн отримав докторський ступiнь iз математики в гентському
унiверситетi в 1825 р. Вiн також цiкавився полiтикою. Перебуваю-
чи в Iталiї для стримування розвитку туберкульозу, вiн безуспiш-
но виступав на користь Конституцiї для Папської держави. Пiсля
революцiї 1830 р. i незалежностi Бельгiї, вiн опублiкував iсторич-
ний нарис про патрiота вiсiмнадцятого столiття. У 1835 р. вiн став
професором математики у новоствореному Вiльному унiверситетi в
Брюсселi.

Рис. 6.1:
Ферхюльст (1804–1849)

У тому самому 1835 р. його спiввiтчизник Адольф Кетле, ста-
тистик i директор обсерваторiї в Брюсселi, опублiкував «Трактат
про людину i розвиток її здiбностей». Кетле припускав, що насе-
лення не може зростати геометрично протягом тривалого перiоду
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часу, оскiльки згаданi Мальтусом перешкоди утворюють свого роду
«опiр», який, на його думку (за аналогiєю з механiкою), був про-
порцiйним квадрату швидкостi зростання населення. Ця аналогiя
не мала пiд собою реальної основи, але надихала Ферхюльста.

Дiйсно, Ферхюльст опублiкував в 1838 р. «Примiтку про закон
зростання населення». Ось деякi витяги:

«Ми знаємо, що знаменитий Мальтус показав принцип,
що людське населення має тенденцiю зростати в геомет-
ричнiй прогресiї так, щоб подвоювати чисельнiсть пiсля
певного перiоду часу, наприклад, кожнi двадцять п’ять
рокiв. Ця пропозицiя не пiдлягає сумнiву, якщо абстра-
гуватися вiд зростаючих труднощiв у пошуках їжi [...]

Таким чином, вiртуальне збiльшення населення обме-
жується розмiрами i народжуванiстю країни. В резуль-
татi населення все ближче i ближче наближається до
стiйкого стану.»

Ферхюльст, iмовiрно, зрозумiв, що механiчна аналогiя Кетле недо-
цiльна, i запропонував замiсть цього (все ще дещо довiльне) ди-
ференцiальне рiвняння для чисельностi населення P (t) в момент
часу t:

dP

dt
= r P

(
1− P

K

)
. (6.1)

Коли населення P (t) невелике в порiвняннi з параметром K, отри-
муємо наближене рiвняння dP/dt ≈ r P , чиїм розв’язком є P (t) ≈
P (0) er t, тобто експоненцiальне зростання1. Темп зростання зни-
жується коли P (t) наближається до K. Вiн навiть стане вiд’ємним,
якщо P (t) перевищитьK. Для отримання точного виразу розв’язку
рiвняння (6.1), ми можемо використовувати пiдхiд Данiеля Бернул-
лi для рiвняння (4.5).

Роздiливши рiвняння (6.1) на P 2 i використовуючи замiну змiн-
ної p = 1/P , отримаємо dp/dt = −r p + r/K. Замiнивши на
q = p − 1/K, отримаємо dq/dt = −r q, та q(t) = q(0) e−r t =
(1/P (0)− 1/K) e−r t. Звiдси можна вивести p(t) i P (t).

1Зазвичай говорять про геометричне зростання в дискретно - часових моде-
лях i про експоненцiальне зростання в моделях iз неперервним часом, але це,
по сутi, те саме.
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Зрештою, отримуємо пiсля пiдстановки:

P (t) =
P (0) ert

1 + P (0) (ert − 1)/K
. (6.2)

Загальна чисельнiсть населення поступово збiльшується з P (0) в
момент часу t = 0 до границi K при t→ +∞ (рисунок 6.2).

Рис. 6.2: Населення
Бельгiї (в мiльйонах) i
логiстична крива. Точ-
ки даних вiдповiдають
1815, 1830 i 1845 рокiв.
Значення параметрiв
вiдповiдають значенням зi
статтi 1845 року.
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Не наводячи значення невiдомих параметрiв r та K, Ферхюльст
порiвняв свiй результат iз даними про населення Францiї в 1817-
1831 рр., Бельгiї в 1815-1833 рр., графства Ессекс в Англiї в 1811-
1831 pp. та Росiї в 1796-1827 рр. точнiсть пiдгонки виявилася досить
непоганою.

У 1840 р. Ферхюльст став професором Королiвського вiйсько-
вого училища в Брюсселi. Наступного року вiн опублiкував «Еле-
ментарний трактат про елiптичнi функцiї» i був обраний до Ко-
ролiвської академiї Бельгiї. У 1845 р. вiн продовжив дослiдження в
галузi населення, написавши статтю пiд назвою «Математичнi до-
слiдження закону зростання населення». Спочатку вiн повернувся
до зауваження Мальтуса, згiдно з яким населення США подвоюва-
лося кожнi 25 рокiв (таблиця 6.1).

Таблиця 6.1: Офiцiйнi данi
переписiв населення США.

Рiк Населення Рiк Населення

1790 3 929 827 1820 9 638 131
1800 5 305 925 1830 12 866 020
1810 7 239 814 1840 17 062 566

Якщо (за даними таблицi 6.1) обчислити спiввiдношення мiж
чисельнiстю населення за рiк n + 10 та за рiк n, то вийде 1,350,
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1,364, 1,331, 1,335 i 1,326, вiдповiдно, що є досить постiйним. Таким
чином, населення множилося в середньому на 1,34 кожнi 10 рокiв
i на 1,3425/10 ≈ 2,08 кожнi 25 рокiв. Так, iз моменту написання
твору Мальтуса, майже за пiвстолiття до роботи Ферхюльста, на-
селення США продовжувало подвоюватися кожнi 25 рокiв. Однак
Ферхюльст додав:

«Ми не будемо наполягати на гiпотезi геометричної про-
гресiї, враховуючи, що вона може протiкати тiльки в аб-
солютно особливих обставинах; наприклад, коли на ро-
дючiй територiї майже необмеженого розмiру мешкають
люди з розвиненою цивiлiзацiєю, як це було у випадку
перших американських колонiй.»

У своїй статтi Ферхюльст також повернувся до рiвняння (6.1), яке
вiн назвав «логiстичним». Вiн помiтив, що крива P (t) збiльшуєть-
ся з додатною кривизною (вона опукла вниз) до тих пiр, поки
P (t) < K/2, а потiм продовжує збiльшуватися в напрямку K, але з
вiд’ємною кривизною (вона опукла вгору) при P (t) > K/2. Таким
чином, крива має форму спотвореної лiтери S (рисунок 6.2).

Дiйсно,
d2P

dt2
= r (1− 2P/K)

dP

dt
.

Так що d2P
dt2 > 0, якщо P < K/2, та d2P

dt2 < 0, якщо P > K/2.

Ферхюльст також пояснив, як параметри r i K можуть бути
оцiненi за населенням P (t) за три рiзнi, але однаково вiддаленi один
вiд одного роки. Якщо P0 - це населення в момент часу t = 0, P1, що
в момент часу t = T , i P2, що в момент часу t = 2T , то виснажливi
обчислення, що починаються з рiвняння (6.2), показують, що

K = P1
P0 P1 + P1 P2 − 2P0 P2

P1
2 − P0 P2

, r =
1

T
log

[
1/P0 − 1/K

1/P1 − 1/K

]
.

Використовуючи оцiнки чисельностi населення Бельгiї в 1815, 1830
i 1845 роках (вiдповiдно 3,627, 4,247 i 4,801 млн.), вiн отримав K =
6,584 млн. та r = 2,6% на рiк. Потiм вiн використав рiвняння (6.2),
щоб передбачити, що населення Бельгiї складе 4,998 млн. на почат-
ку 1851 р. i 6,064 млн. на початку 1900 р. (рис. 6.2). Ферхюльст про-
вiв аналогiчне дослiдження для Францiї. Вiн отримав K = 39,685
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млн. та r = 3,2% на рiк. Оскiльки населення Бельгiї та Францiї
значно перевищило величину K, ми бачимо, що логiстичне рiвнян-
ня може бути реалiстичною моделлю лише для перiодiв часу в кiль-
ка десятилiть, як у статтi Ферхюльста 1838 р., але не для бiльш
тривалих перiодiв.

У 1847 р. з’явилося «Друге дослiдження про закон зростання
населення», в якому Ферхюльст вiдмовився вiд логiстичного рiв-
няння i вибрав замiсть нього диференцiальне рiвняння, яке можна
написати у формi

dP

dt
= r (1− P/K) .

Вiн вважав, що це рiвняння буде виконуватися, коли чисельнiсть
населення P (t) перевищить деяке порогове значення. Розв’язком
рiвняння є:

P (t) = K + (P (0)−K) e−rt/K .

Використовуючи тi самi демографiчнi данi по Бельгiї, Ферхюльст
заново оцiнив параметри r i K. Цього разу вiн знайшов K = 9,4
мiльйонiв для максимальної чисельностi населення. Ми бачимо, на-
скiльки результат може залежати вiд вибору моделi!

Ферхюльст став президентом бельгiйської Королiвської академiї
в 1848 р., але на наступному роцi помер у Брюсселi, ймовiрно, вiд
туберкульозу. Незважаючи на вагання Ферхюльста мiж рiвняння-
ми моделi, логiстичне рiвняння було знову незалежно введено в обiг
кiлька десятилiть по тому рiзними людьми. Робертсон використову-
вав його в 1908 р. для моделювання iндивiдуального росту тварин,
рослин, людини i органiв тiла. Маккендрiк i Кесава Пай викори-
стовували його в 1911 р. для зростання популяцiй мiкроорганiзмiв.
Пiрл i Рiд використовували його в 1920 р. для моделювання зрос-
тання чисельностi населення США, яке почала сповiльнюватися. У
1922 р. Пiрл, нарештi, помiтив роботу Ферхюльста. З тих пiр ло-
гiстичне рiвняння надихало на багато робiт (див. роздiли 13, 20 i
24). Максимальна популяцiя K зрештою стала вiдома як «ємнiсть
середовища».
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Б’янеме, Курно i зникнення прiзвищ (1845–
1847)

Французький статистик Б’янеме в 1845 р. зрозумiв, як обчис-
лити ймовiрнiсть зникнення прiзвища, якщо у кожного чоло-
вiка є кiлька синiв вiдповiдно до заданого розподiлом ймовiр-
ностей. Якщо середнє число синiв менше або дорiвнює одиницi,
то прiзвище вимре. Якщо середнє число синiв бiльше одиницi,
то ймовiрнiсть зникнення строго менше одиницi. Доказ його
результату було опублiковано два роки по тому в книзi, напи-
санiй його другом Курно. Цi роботи були заново вiдкритi лише
нещодавно.

Iрене-Жюль Б’янеме (Bienaymé) народився в 1796 р. в Пари-
жi. Навчався в Полiтехнiчнiй школi i зробив кар’єру в Мiнiстер-
ствi фiнансiв, досягнувши високого рiвня генерального iнспектора.
Пiд впливом книги «Аналiтична теорiя ймовiрностей», написаної
Лапласом, Б’янеме також знайшов час для публiкацiї статей про
застосування теорiї ймовiрностей у багатьох галузях, таких як де-
мографiчна та медична статистика (дитяча смертнiсть, кiлькiсть
народжень, очiкувана тривалiсть життя), ймовiрнiсть помилок у
правосуддi, теорiя страхування та репрезентативнiсть виборчих си-
стем.

У 1845 р. Б’янеме написав невелику записку «Про закон мно-
ження i тривалостi життя сiмей», яка була опублiкована в бюле-
тенi Паризького Фiломатичного товариства. Ще до того, низка ав-
торiв уже писали на цю тему. В другому виданнi «Нарису про закон
народонаселення» (1803), Мальтус включив роздiл про населення
Швейцарiї i зауважив, що

«... у мiстi Бернi, з 1583 по 1654 роки, суверенна Рада
прийняла в буржуазiю 487 сiмей, 379 з яких вимерли
упродовж двох столiть, а в 1783 роцi їх залишилося лише
108.»

У 1842 р. Томас Даблдей у бiльш загальному планi стверджував, що



48

Рис. 7.1:
Б’янеме (1796–1878)

дворянськi або буржуазнi сiм’ї вищого класу мають бiльшу схиль-
нiсть до зникнення, нiж сiм’ї нижчого класу. Аналогiчнi iдеї були
висунутi у Францiї Емiлем Лiттре в 1844 р. в текстi вступу до пози-
тивiстської фiлософiї Огюста Конта i Бенуастоном де Шатонефом,
другом Б’янеме, який в 1845 р. опублiкував есе «Про тривалiсть
життя дворянських родiв у Францiї».

Саме в цьому контекстi Б’янеме намагався пояснити, як може
бути так, що населення країни має тенденцiю до геометричного
зростання, тодi як велика кiлькiсть сiмей зникає. Для вирiшення
цiєї проблеми, вiн розглянув спрощений випадок, коли всi чоловiки
мають однаковi шанси мати 0, 1, 2, 3,... синiв, якi досягають повно-
лiття. Точнiше, вiн задався питанням, яка ймовiрнiсть того, що у чо-
ловiка буде потомство, яке носить його прiзвище через n поколiнь.
Якщо середнє число синiв менше одного, то зрозумiло, що ця ймо-
вiрнiсть повинна прямувати до нуля, коли n прямує до нескiнченно-
стi. Б’янеме зауважив, що той самий висновок залишиться вiрним1,
якщо середнє число синiв буде точно рiвним одиницi, наприклад,
якщо iснує ймовiрнiсть 1/2 вiдсутностi сина i ймовiрнiсть 1/2 на-
родження двох синiв (Рис. 7.2). Але в цьому випадку ймовiрнiсть
мати нащадкiв у поколiннi n повiльнiше прямує до нуля: у прикла-
дi це все ще буде 5% через 35 поколiнь, тобто через одинадцять-
дванадцять столiть, якщо три поколiння складають одне столiття2.

1За винятком того, випадку, коли у кожної людини є рiвно один син.
2Як буде показано нижче, ця ймовiрнiсть дорiвнює 1−x35 з xn+1 = 1

2
+ 1

2
xn

2

та x0 = 0.



Pоздiл 7 49

Нарештi, Б’янеме, зауважив, якщо середнє число синiв бiльше оди-
ницi, то вимирання лiнiї сiмейства не гарантовано: цю ймовiрнiсть
можна обчислити, розв’язавши деяке алгебраїчне рiвняння.

Рис. 7.2: Штучний
приклад сiмейного
дерева. Предок зна-
ходиться на вершинi
дерева. У кожному
поколiннi чоловiки
мають iмовiрнiсть
1/2 вiдсутностi сина
та ймовiрнiсть 1/2
народження двох
синiв.

Стаття Б’янеме не мiстила iнших пояснень. У 1847 р. його друг
Антуан-Огюстен Курно (Cournot), математик i економiст, включив
деякi подробицi до книги пiд назвою «Про походження i про межi
подiбностi мiж алгеброю та геометрiєю». Вiн представив цю про-
блему у формi азартної гри, але визнав, що вона iдентична дослiд-
женню Б’янеме, присвяченому зникненню прiзвищ. Якщо зберегти
iнтерпретацiю в термiнах прiзвищ, то Курно спочатку розглянув
особливий випадок, коли у чоловiкiв максимум два сини, припус-
каючи p0, p1 та p2, вiдповiдно, як ймовiрнiсть мати 0, 1 або 2 сина.
Очевидно, p0+p1+p2 = 1. Починаючи з одного предка, ймовiрнiсть
зникнення пiсля лише одного поколiння, позначимо її x1, очевидно,
дорiвнює p0. Ймовiрнiсть вимирання протягом двох поколiнь ста-
новить x2 = p0 + p1 x1 + p2 x1

2: або прiзвище вимирає в першому
поколiннi (ймовiрнiсть p0), або в першому поколiннi був лише один
син, у якого не було потомства чоловiчої статi (ймовiрнiсть p1 x1),
або в першому поколiннi було два сини, i в обох не було потомства
чоловiчої статi (ймовiрнiсть p2 x12). У загальному випадку, ймовiр-
нiсть зникнення протягом n поколiнь становить

xn = p0 + p1 xn−1 + p2 (xn−1)2.

Дiйсно, якщо в першому поколiннi, наприклад, два сини (ймовiр-
нiсть p2), то прiзвище вимре ще через n − 1 поколiнь (тобто в по-
колiннi n) з iмовiрнiстю (xn−1)2. Курно зауважив, що xn - це зрос-
таюча послiдовнiсть з xn 6 1 для всiх n. Таким чином, xn має
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границю x∞ 6 1, яка є розв’язком рiвняння

x = p0 + p1 x+ p2 x
2.

Пiсля пiдстановки p1 = 1− p0 − p2, це рiвняння еквiвалентне

0 = p2(x− 1)(x− p0/p2).

Таким чином, є два коренi: x = 1 та x = p0/p2. Залежно вiд се-
редньої кiлькостi синiв p1 + 2p2, яка також дорiвнює 1 − p0 + p2 i
яку ми позначимо R0, можна видiлити три випадки. Якщо R0 < 1,
то p0/p2 > 1. Таким чином, x = 1 - єдине можливе значення для
границi x∞. Прiзвище гарантовано зникне. Якщо R0 = 1, то обидва
кореня будуть дорiвнювати 1, i висновок буде той самий. Якщо ж
R0 > 1, то Курно стверджував, що x∞ повинен дорiвнювати дру-
гому кореню p0/p2, оскiльки ймовiрнiсть зникнення, очевидно, має
дорiвнювати 0 в особливому випадку, коли p0 = 0.

Курно коротко згадав бiльш загальний випадок, коли чоловiки
можуть мати максимум m синiв з iмовiрнiстю p0, p1,. . . , pm. Ана-
логiчно попередньому випадку, висновок залежить вiд значення

R0 = p1 + 2 p2 + · · ·+mpm

середньої кiлькостi синiв у порiвняннi з 1. Рiвняння для x∞, яке
має вигляд

x = p0 + p1 x+ · · ·+ pm x
m,

завжди має корiнь x = 1. Якщо R0 > 1, то воно має ще один
додатний корiнь, який є ймовiрнiстю зникнення x∞.

На жаль, стаття Б’янеме та кiлька сторiнок книги Курно свого
часу залишилися абсолютно непомiченими. Стаття була помiчена
лише в 1970-х роках, а сторiнки книги - ще двадцять рокiв по тому!
Тим часом проблема та її розв’язок були заново вiдкритi iншими,
i тема значно розвинулася. Ми повернемося до цього в роздiлах 9,
17 та 18.

Пiсля революцiї 1848 р. Б’янеме був змушений пiти з роботи в
Мiнiстерствi фiнансiв. Кафедра теорiї ймовiрностей в Паризькому
унiверситетi, для якої вiн, безумовно, був найкращим кандидатом,
була також передана комусь iншому. Тим не менш, Б’янеме змiг
знову працювати в Мiнiстерствi фiнансiв пiсля 1850 р., але пiшов
у вiдставку в 1852 р. Пiзнiше в тому самому роцi, вiн був обраний
до Академiї наук, де був фахiвцем у галузi статистики. В 1853 р.
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вiн довiв нерiвнiсть, вiдому в сучасних пiдручниках як нерiвнiсть
Чебишева (рiдше - Б’янеме-Чебишева). У 1875 р. вiн став президен-
том новоствореного математичного товариства Францiї. Вiн помер
у Парижi в 1878 р.
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Мендель i спадковiсть (1865)

У 1865 р. Мендель опублiкував результати своїх новаторсь-
ких експериментiв iз гiбридизацiї гороху. У своєму аналiзi вiн
використовував деякi елементи теорiї ймовiрностi. Вiн також
розглянув динамiчну модель популяцiї самозапильних рослин.
Його робота, яка була заново вiдкрита лише в 1900 р., є важ-
ливою вiхою в iсторiї генетики.

Йоганн Мендель (Mendel) народився в 1822 р. в Моравiї, яка
на той час була частиною Австрiйської iмперiї, а нинi Чехiї. Дру-
га дитина в бiднiй селянськiй родинi, з хорошими результатами в
середнiй школi, але слабким здоров’ям, Мендель вважав за краще
продовжувати навчання, а не працювати на сiмейнiй фермi. Але вiн
не мав коштiв для навчання в унiверситетi. Тому в 1843 р. вiн всту-
пив до Абатства Святого Фоми в Брюнi (нинi Брно), де прийняв
iм’я Грегора. Вiн вивчав теологiю, а також вiдвiдував деякi курси
з сiльського господарства. У 1847 р. був висвячений на священика.
Протягом декiлькох рокiв вiн викладав у гiмназiї, але не витримав
iспити на отримання звання професора. З 1851 р., завдяки пiдт-
римцi його iєрархiї, вiн таки змiг продовжити своє навчання у Вi-
денському унiверситетi, де вiдвiдував лекцiї Крiстiана Допплера з
фiзики, а також курси з математики, хiмiї та природничих наук. У
1853 р. вiн повернувся в Брюн i викладав фiзику в технiчнiй школi.

У перiод з 1856 по 1863 р. Мендель провiв серiю експериментiв
на великiй кiлькостi рослин в саду свого абатства. У 1865 р. вiн
представив результати експериментiв на двох засiданнях Товари-
ства природничих наук Брюна, членом якого вiн був. Наступного
року його робота, «Експерименти iз рослинними гiбридами» нiме-
цькою мовою була опублiкована в матерiалах товариства. Мендель
пояснив, як вiн прийшов до вивчення варiацiї гороху, рослин, якi
природним чином розмножуються шляхом самозапилення i насiння
яких може набувати рiзних форм, якi легко визначити: гладенькi
або зморшкуватi, жовтi або зеленi тощо. Схрещуючи рослину з ро-
доводу з гладким насiнням i рослину з родоводу зi зморшкуватим



Pоздiл 8 53

Рис. 8.1:
Мендель (1822–1884)

насiнням, вiн зауважив, що завжди отримував гiбриди, що дають
гладке насiння. Вiн назвав домiнантною ознакою «гладке насiння»,
а ознаку «зморшкувате насiння» - рецесивною. Вiн також показав
у той самий спосiб, що ознака «жовте насiння» була домiнантною,
а ознака «зелене насiння» - рецесивною.

Мендель потiм помiтив, що самозапилення рослин, вирощених
iз гiбридного насiння, дало в першому поколiннi нове насiння, яке
мало або домiнантний, або рецесивний характер у, здавалося б, ви-
падкових пропорцiях. Крiм того, вiн зауважив, що, багаторазово
повторюючи експеримент, вiн отримав у середньому насiння з домi-
нантною ознакою втричi бiльше, нiж насiння з рецесивною ознакою.
Наприклад, у першому експериментi вiн отримав у цiлому 5 474
гладких насiнин i 1 850 зморшкуватих насiнин, що дає спiввiдно-
шення 2,96 до 1. Другий експеримент дав 6 022 жовтих i 2 001 зеле-
них насiнин, що спiввiдноситься як 3,01 до 1 1.

Мендель також зауважив, що серед рослин, вирощених iз насiн-
ня першого поколiння з домiнантною ознакою, тих, якi в резуль-
татi самозапилення дали насiння з домiнантною або рецесивною
ознакою, було приблизно вдвiчi бiльше, нiж тих, якi дали насiння
лише з домiнантною ознакою. Наприклад, серед 565 рослин, виро-
щених iз гладкого насiння першого поколiння, 372 дали як гладке,

1Як пiзнiше зауважив Р.А. Фiшер (див. роздiл 14), ймовiрнiсть отримання
експериментальних результатiв, настiльки близьких до теоретичної величини,
вельми мала. Ймовiрно, Мендель «упорядкував» свої данi. Наприклад, у друго-
му експериментi щодо n = 6022+2 001 = 8 023 ймовiрнiсть того, що отримане в
результатi спiввiдношення буде вiдрiзнятися вiд 3 менше нiж на 0,01, становить
лише близько 10%.
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так i зморшкувате насiння, тодi як 193 дали лише гладке насiння;
спiввiдношення дорiвнює 1,93. Аналогiчно, з 519 рослин, вирощених
iз жовтого насiння першого поколiння, 353 дали i жовте, i зелене на-
сiння, в той час як 166 дали тiльки жовте насiння; спiввiдношення
дорiвнює 2,13.

Щоб пояснити цi результати, Мендель запропонував блискучу
iдею розглянути очевидну ознаку насiння як результат поєднання
двох прихованих факторiв, кожен iз яких є або домiнантним (по-
значається A) або рецесивним (позначається a). Таким чином, iснує
три можливi комбiнацiї: AA, Aa i aa. Насiння з факторами AA або
Aa мають той самий домiнантний символ A. Насiння з факторами
aa мають рецесивний символ a. Крiм того, Мендель припустив, що
пiд час запилення пилок i яйцеклiтина (гамета) передають лише
один iз двох факторiв, кожен iз яких з iмовiрнiстю 1/2.

Таким чином, перетин чистих лiнiй AA та aa дає лише гiбриди
Aa з домiнантною ознакою a. Гамети гiбрида Aa передають фактор
A з iмовiрнiстю 1/2 та фактор a з iмовiрнiстю 1/2. Тому самоза-
пилення рослини, вирощеного з гiбридного насiння Aa, дає AA з
iмовiрнiстю 1/4, Aa з iмовiрнiстю 1/2 та aa з iмовiрнiстю 1/4, як
показано в таблицi 8.1.

Таблиця 8.1: Можливi результати самозапилення гiбрида AA та їх iмо-
вiрностi як функцiї факторiв, що передаються чоловiчими гаметами (в
рядках) i жiночими гаметами (в стовпчиках).

Фактор A a

Ймовiрнiсть 1/2 1/2

A AA Aa
1/2 1/4 1/4

a Aa aa
1/2 1/4 1/4

Мендель зауважив, що пропорцiї AA : Aa : aa, що становлять
1 : 2 : 1, також можуть бути отриманi формальним обчисленням
(A+ a)2 = AA+ 2Aa+ aa. Оскiльки насiння AA та Aa має видиму
ознаку A, тодi як лише насiння aa має видиму ознаку a, то, дiйсно,
насiння з ознакою A втричi бiльше, нiж насiння з ознакою a. Крiм
того, в середньому, насiння Aa вдвiчi бiльше, нiж насiння AA. Са-
мозапилення рослин, вирощених iз гiбридiв Aa, дає насiння або з
домiнантною ознакою (AA або Aa) або рецесивною ознакою (aa).
Що стосується самозапилення рослин, вирощених iз насiння AA,
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то вони завжди дають насiння AA з домiнантною ознакою. Таким
чином, всi спостереження пояснюються.

Мендель також розглянув наступнi поколiння. Починаючи з n
гiбридних насiнин Aa i припускаючи для простоти, що кожна рос-
лина дає самозапиленням лише чотири нових насiнин, вiн обчислив,
що середня кiлькiсть насiння (AA)n, (Aa)n i (aa)n в поколiннi n бу-
де дана таблицею 8.2, де для наочностi результати були роздiленi
на N .

Таблиця 8.2: Наступнi поколiння.

n 0 1 2 3 4 5

(AA)n 0 1 6 28 120 496
(Aa)n 1 2 4 8 16 32
(aa)n 0 1 6 28 120 496

Всього 1 4 16 64 256 1 024

Цi числа просто виходять з формул

(AA)n+1 = (Aa)n + 4 (AA)n , (8.1)
(Aa)n+1 = 2 (Aa)n , (8.2)
(aa)n+1 = (Aa)n + 4 (aa)n , (8.3)

якi показують, що AA дає пiсля самозапилення чотири насiнини
AA, що aa дає чотири насiнини aa i що Aa дає в середньому одну
насiнину AA, двi насiнини Aa i одну насiнину aa. Мендель також
зауважив, що

(AA)n = (aa)n = 2n−1(2n − 1), (Aa)n = 2n.

Дiйсно, це випливає з рiвняння (8.2) i з початкової умови (Aa)0 =
1, що (Aa)n = 2n. Замiнивши це в рiвняннi (8.1), ми отримаємо,
що (AA)n+1 = 4 (AA)n + 2n. Легко зрозумiти, що (AA)n = c 2n

є особливим розв’язком, коли c = −1/2. Загальним розв’язком
рiвняння «гомогенностi» (AA)n+1 = 4 (AA)n є (AA)n = C 4n.
Нарештi, додаючи цi два розв’язки, ми бачимо, що (AA)n =
C 4n − 2n−1 задовольняє початковiй умовi (AA)0 = 0, якщо
C = 1/2. Стосовно послiдовностi (aa)n, то вона задовольняє
тому самому рекурентному спiввiдношенню i тiй самiй почат-
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ковiй умовi, що й (AA)n. Таким чином, (aa)n = (AA)n.

На закiнчення, частка гiбридiв Aa в загальнiй популяцiї, яка
становить 2n/4n = 1/2n, в кожному поколiннi дiлиться на два шля-
хом самозапилення.

Роботи Менделя залишалися абсолютно невiдомими протягом
його життя. Кiлька рокiв по тому Мендель також пробував подiбнi
експерименти з iншими видами рослин, опублiкував кiлька статей
iз метеорологiї та дослiджував спадковiсть бджiл. Ставши абатом в
1868 р., вiн бiльшу частину часу займався вирiшенням адмiнiстра-
тивних проблем. Вiн помер у 1884 р.

Лише в 1900 р. робота Менделя була нарештi вiдкрита заново
незалежно i майже одночасно Гуго де Фрiзом в Амстердамi, Кар-
лом Корренсом у Тюбiнгенi й Ерiхом фон Чермаком у Вiднi. Це
поклало початок новiй ерi в тому, що ми зараз називаємо генети-
кою.
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Гальтон, Ватсон i проблема вимирання (1873)

У 1873 р. британський статистик Гальтон i його спiввiтчизник
математик Ватсон розглянули проблему зникнення прiзвищ, не
знаючи роботи Б’янеме. Ватсон зауважив, що твiрна функцiя,
пов’язана з iмовiрнiсним розподiлом числа чоловiкiв у кожно-
му поколiннi, може обчислюватися рекурсивно. Але вiн непра-
вильно проаналiзував iмовiрнiсть зникнення.

Френсiс Гальтон (Galton) народився в 1822 р., в тому самому
роцi, що i Мендель, неподалiк вiд Бiрмiнгема в Англiї. Вiн був мо-
лодшим iз семи дiтей. Його батько був багатим банкiром. Через
свою матiр вiн був двоюрiдним братом Чарльза Дарвiна. Гальтон
почав вивчати медицину в 1838 р., спочатку в лiкарнi в Бiрмiнгемi,
а потiм у Лондонi. Влiтку 1840 р. вiн здiйснив свою першу трива-
лу подорож Європою до Стамбула. Потiм протягом чотирьох рокiв
вiн навчався в Трiнiтi-коледжi Кембриджського унiверситету. Але
його батько помер у 1844 р., залишивши чималi статки. Гальтон
вiдмовився вiд iдеї стати лiкарем. Вiн подорожував до Єгипту, Су-
дану та Сирiї. Протягом наступних кiлькох рокiв вiн вiв дозвiльний
спосiб життя, проводячи час на полюваннi, подорожуючи на по-
вiтряних кулях i човнах або намагаючись удосконалити електрич-
ний телеграф. У 1850 р. вiн органiзував дослiдницьку експедицiю
в Пiвденно-Захiдну Африку (нинi Намiбiя). Пiсля повернення до
Англiї в 1852 р. вiн був обраний до Королiвського географiчного
товариства. Там вiн мiг стежити за новинами експедицiй до Схiдної
Африки в пошуках витоку Нiлу. Вiн оселився в Лондонi та напи-
сав путiвник для мандрiвникiв, який став бестселером. У 1856 р. вiн
був обраний до Лондонського королiвського товариства. Потiм вiн
зацiкавився метеорологiєю та винайшов слово «антициклон». Пiсля
публiкацiї в 1859 р. його двоюрiдним братом Дарвiном книги «По-
ходження видiв», Гальтон звернувся до вивчення спадковостi. Вiн
опублiкував роботу «Cпадковий генiй» в 1869 р., в якiй стверджу-
вав, що iнтелектуальнi здiбностi можуть передаватися у спадок.
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Рис. 9.1: Гальтон (лiворуч) i Ватсон (праворуч)

У 1873 р. швейцарський ботанiк Альфонс Декандоль опублiку-
вав книгу пiд назвою «Iсторiя науки та вчених в останнi два столiт-
тя», в якiй мiстилося також есе «Bплив спадковостi, мiнливостi та
вiдбору на розвиток людського виду та на ймовiрне майбутнє цього
виду». Там вiн зробив такi зауваження:

«Серед точної iнформацiї та дуже розсудливих думок
пана Бенуастона де Шатонефа, Гальтона й iнших ста-
тистикiв я не побачив того важливого зауваження, яке
вони повиннi були зробити щодо неминучого зникнення
прiзвищ. Звичайно, кожне прiзвище має зникнути [...]
Математик мiг би обчислити, як вiдбудеться зменшення
прiзвищ або титулiв, знаючи про ймовiрнiсть народжен-
ня дiтей жiночої або чоловiчої статi та про ймовiрнiсть
того, що у будь-якої даної пари не буде дiтей.»

Це та сама проблема, яку Б’янеме вивчав у 1845 р. Але Декандоль,
який не знав про роботу Б’янеме, вважав, що всi сiм’ї приреченi на
вимирання. Гальтон помiтив вищезгаданий параграф у книзi Де-
кандоля. Оскiльки вiн також не знав про роботу Б’янеме, Гальтон
поставив її як вiдкриту проблему для читачiв «Educational Times»:

«Проблема 4 001: велика нацiя, в якiй ми зосередимо ува-
гу лише на дорослих чоловiках, у кiлькостi N , кожен iз
яких носить окреме прiзвище, населяє округ. Їхнiй закон
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населення такий, що в кожному поколiннi a0 % дорослих
чоловiкiв не мають дiтей чоловiчої статi, якi досягають
дорослого життя; a1 мають одну таку дитину чоловiчої
статi; a2 мають двох; i так далi до a5, якi мають п’ять.

Знайти: 1) яка частка прiзвищ зникне через r поколiнь;
та 2) скiльки буде випадкiв, коли носiями прiзвища буде
m осiб.»

Зауважте, що друга частина проблеми не була розв’язана Б’янеме.
Гальтон не отримав задовiльної вiдповiдi вiд читачiв журналу i,
вочевидь, не змiг знайти розв’язок проблеми самостiйно. Тому вiн
попросив свого друга, математика Генрi Вiльяма Ватсона, спробу-
вати розв’язати її.

Ватсон (Watson) народився в Лондонi в 1827 р. Його батько
був офiцером британського флоту. Спочатку вiн навчався в Ко-
ролiвському коледжi в Лондонi, а потiм звернувся до математики в
Трiнiтi-коледжi Кембриджського унiверситету, з 1846 до 1850 року,
лише за кiлька рокiв пiсля Гальтона. Вiн став послiдовно: студен-
том Трiнiтi-коледжу, помiчником магiстра в школi Лондонського
Сiтi, лектором iз математики в Королiвському коледжi i професо-
ром математики в школi Герроу мiж 1857 та 1865 роками. Люби-
тель альпiнiзму, вiн брав участь в експедицiї, яка досягла вершини
Монте-Роза в Швейцарiї в 1855 р. У 1856 р. вiн був висвячений в
сан диякона, а два роки по тому - в сан англiканського священика.
З 1865 р. до виходу на пенсiю вiн був парафiяльним священиком
Берксвелла i Бартона бiля Ковентрi, - посада, яка залишала до-
статньо часу для дослiджень.

Гальтон i Ватсон разом написали статтю пiд назвою «Про ймо-
вiрнiсть зникнення сiмей», яка була опублiкована в 1875 р. в жур-
налi Королiвського антропологiчного iнституту. Гальтон предста-
вив проблему, а Ватсон пояснив свої обчислення i висновки, яких
вiн дiйшов. Вони припустили, що чоловiки мають максимум q синiв,
pk - це ймовiрнiсть мати k синiв (k = 0, 1, 2, . . . , q). Iншими словами,
pk = ak/100, якщо ми використовуємо позначення Гальтона. Так

p0 + p1 + · · ·+ pq = 1.

Розглянемо ситуацiю, коли поколiння 0 складається з однiєї люди-
ни. Поколiння 1 складається з s чоловiкiв з iмовiрнiстю ps. Викори-
стовуючи добре вiдомий свого часу трюк, який задовго до Ватсона
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був представлений Абрахамом де Муавром, Ватсон розглядав твiр-
ну функцiю

f(x) = p0 + p1 x+ p2 x
2 + · · ·+ pq x

q, (9.1)

пов’язану з ймовiрностями p0,. . . ,pq. Аналогiчно, нехай fn(x) буде
полiномом, для якого коефiцiєнтом при xs є ймовiрнiсть наявностi
s чоловiкiв у поколiннi n, починаючи з однiєї людини в поколiннi
0. Тодi

f1(x) = f(x).

Ватсон зауважив, що

fn(x) = fn−1(f(x)) , (9.2)

формула, яка дає змогу обчислити fn(x) рекурсивно.

Дiйсно, покладемо

fn(x) = p0,n + p1,n x+ p2,n x
2 + · · ·+ pqn,n x

(qn).

Звернiть увагу, що в поколiннi n є максимум qn чоловiкiв. Як-
що в поколiннi n− 1 є s чоловiкiв, пронумерованих вiд 1 до s,
позначимо t1, . . . , ts кiлькiсть їхнього чоловiчого потомства. У
такому випадку в поколiннi n буде t чоловiкiв iз iмовiрнiстю,
що дорiвнює ∑

t1+···+ts=t
pt1 × · · · × pts .

Коли s = 0, слiд розумiти, що ця ймовiрнiсть дорiвнює 1, якщо
t = 0, та 0, якщо t > 1. Тому

pt,n =
∑
s>0

ps,n−1 ×
∑

t1+···+ts=t
pt1 × · · · × pts .

З цього випливає, що

fn(x) =
∑
t>0

pt,n x
t

=
∑
s>0

ps,n−1
∑
t>0

∑
t1+···+ts=t

(pt1 x
t1)× · · · × (pts x

ts),
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fn(x) =
∑
s>0

ps,n−1
[
p0 x

0 + p1 x
1 + p2 x

2 + · · ·
]s

=
∑
s>0

ps,n−1[f(x)]s = fn−1(f(x)) .

Зокрема, ймовiрнiсть xn вимирання прiзвища в межах n по-
колiнь дорiвнює p0,n, що рiвнозначно fn(0). Для першого прикладу
Ватсон узяв

f(x) = (1 + x+ x2)/3,

тобто q = 3 i p0 = p1 = p2 = 1/3. Вiн обчислив полiноми fn(x) для
n = 1, . . . , 4 за допомогою рiвняння (9.2). Вiн отримав, наприклад,

f2(x) =
1

3

[
1 +

1 + x+ x2

3
+

(
1 + x+ x2

3

)2
]

=
13 + 5x+ 6x2 + 2x3 + x4

27

та f2(0) = 13/27 ≈ 0,481. Обчислення fn(x) для n > 3 стає дуже
виснажливим, настiльки виснажливим, що Ватсон зробив помилку
вже для n = 4. Оскiльки x5 = f5(0) = f4(f(0)) може бути отри-
мане без обчислення f5(x), вiн отримав такий список iмовiрностей
зникнення xn = fn(0):

x1 ≈ 0,333 , x2 ≈ 0,481 , x3 ≈ 0,571 , x4 ≈ 0,641 , x5 ≈ 0,675 .

Коректнi значення x4 ≈ 0,632 i x5 ≈ 0,677, що можна перевiрити
за простою формулою xn = f(xn−1), отриманою Б’янеме. Як ми
побачимо в роздiлi 17, останню формулу також можна вивести з
рiвняння (9.2).

Ватсон зауважив, що у кожного чоловiка в середньому

R0 = p1 + 2 p2 + · · ·+ q pq

синiв i що R0 = 1 в його першому прикладi. Таким чином, можна
було подумати, що якщо вихiдна кiлькiсть членiв сiм’ї чоловiчої
статi буде досить великою, то розмiр сiм’ї залишиться приблизно
постiйним. Тим не менш, Ватсон стверджував, що ймовiрнiсть ви-
мирання xn збiгається до 1, коли n→ +∞, хоча i досить повiльно.
Iншими словами, прiзвище досягне зникнення, як i передбачав Де-
кандоль. Рисунок 9.2a, який не ввiйшов до оригiнальної статтi, та
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0 1

1

0 1

1

(a) (b)

Рис. 9.2: Графiк функцiй y = f(x) та y = x. Ймовiрнiсть зникнення
xn = f(xn−1) в межах n - це висота n-го «кроку сходiв». (a): f(x) =
(1 + x + x2)/3. (b): f(x) = (3 + x)5/45.

результати Б’янеме пiдтверджують, що цей висновок для першого
прикладу вiрний.

Як другий приклад, Ватсон розглянув бiномiальний розподiл
iмовiрностей

pk =

(
q

k

)
aq−k bk

(a+ b)q
, (9.3)

для якого твiрна функцiя (9.1) дорiвнює

f(x) = (a+ bx)q/(a+ b)q.

Вiн обчислив f2(x) та x2 = f2(0). У цей момент вiн зрозумiв, що
x2 = f(x1), i що xn = f(xn−1) для всiх n. Але вiн думав, що ця
формула вiрна лише для окремого бiномiального випадку (9.3). За-
стосувавши її до випадку де q = 5, a = 3 i b = 1, вiн отримав

x1 ≈ 0,237, x2 ≈ 0,347, x3 ≈ 0,410, . . .

x9 ≈ 0,527, x10 ≈ 0,533, . . .

Ватсон зрозумiв, що послiдовнiсть xn повинна збiгатися до границi
x∞ при n→ +∞, яка задовольняє умовi

x∞ = f(x∞) = (a+ bx∞)q/(a+ b).
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Вiн зауважив, що x = 1 є розв’язком цього рiвняння, але не зро-
зумiв, що можуть бути й iншi розв’язки, коли R0 > 1. Тому вiн
помилково зробив висновок, введений в оману Декандолем, що в
кожному випадку вiдбувається вимирання (x∞ = 1), в тому числi
й у щойно розглянутому числовому прикладi. Рисунок 9.2b показує,
що це не так!

Ватсон звернув увагу, що середнє число синiв у цьому чисельно-
му прикладi було бiльше 1 (можна показати, що R0 = qb/(a+ b) =
5/4), тобто населення має тенденцiю до експоненцiального зростан-
ня. Але це не допомогло йому виявити його помилку. Вiн навiть
припустив, що зникнення прiзвища є безсумнiвним для будь-якого
розподiлу ймовiрностей (pk), тобто не лише для бiномiального ви-
падку. До цiєї проблеми ми повернемося в роздiлах 17 та 18.

Гальтон продовжив своє статистичне дослiдження сiмей книгою
пiд назвою «Aнглiйськi люди науки, їхня природа та виховання»,
в якiй увага була зосереджена на генеалогiї членiв Лондонського
королiвського товариства. Вiн також зацiкавився антропометрiєю-
вимiрами людського тiла. Вiн скористався мiжнародною виставкою
в 1884 р. в Лондонi для збору даних про велику кiлькiсть людей.
Його результати були опублiкованi в 1889 р. в книзi пiд назвою
«Природна спадковiсть», у додатку до якої була вiдтворена стаття,
написана у спiвпрацi з Ватсоном. У цiй книзi також були введенi
деякi новi статистичнi термiни, такi як «перцентиль» i «квартиль»,
а також слово «євгенiка», тобто полiпшення людського виду з по-
гляду спадкових ознак. Пiсля 1888 р. Гальтон розробив методику
розпiзнавання вiдбиткiв пальцiв, яка за кiлька рокiв була викори-
стана британською полiцiєю. Вiн також продовжував вивчати роль
спадковостi (природа) та середовища (виховання) у фiзичних та iн-
телектуальних характеристиках близнюкiв, у розмiрах гороху, ви-
рощеного протягом декiлькох поколiнь, або в кольорi мишей, ви-
рощених у лабораторiї. Це привело його до поняття «коефiцiєнта
кореляцiї» мiж двома змiнними. У 1904 р. при Унiверситетському
коледжi в Лондонi була заснована лабораторiя Гальтона. Гальтон
був посвячений у лицарi в 1909 р. i помер у 1911 р.

Ватсон опублiкував кiлька книг, зокрема трактат iз кiнетичної
теорiї газiв у 1876 р. i трактат iз математичної теорiї електрики та
магнетизму в двох томах (1885 та 1889 рр.). Вiн був обраний до
королiвського товариства в 1881 р. й помер у Брайтонi в 1903 р.

У 1924 р., у другому томi бiографiї Гальтона, Карл Пiрсон ко-
ротко виклав основнi моменти статтi про зникнення прiзвищ, не
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помiтивши помилки. Зрештою, ця помилка була помiчена в 1930 р.
(див. роздiл 18).
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Лотка i теорiя стабiльного населення (1907)

У 1907 р. американський хiмiк Альфред Лотка почав вивча-
ти зв’язок мiж народжуванiстю, вiковою смертнiстю i темпом
зростання чисельностi населення в моделi з неперервним ча-
сом. У 1911 р. вiн опублiкував ще одну статтю на ту саму те-
му спiльно з Ф. Р. Шарпом, у якiй також розглядалися вiковi
коефiцiєнти народжуваностi. Неявне рiвняння, що дає темпи
зростання населення, часто називають «рiвнянням Лотки».

Альфред Джеймс Лотка (Lotka) народився вiд американських
батькiв у 1880 роцi в Лемберзi, який входив до складу Австро-
Угорської iмперiї (нинi Львiв в Українi). Спочатку вiн навчався
у Францiї та Нiмеччинi, а в 1901 р. отримав ступiнь бакалавра фi-
зики та хiмiї в Бiрмiнгемському унiверситетi в Англiї. Потiм вiн
провiв один рiк у Лейпцигу, де роль термодинамiки в хiмiї та бiо-
логiї пiдкреслив Вiльгельм Оствальд, Нобелiвський лауреат iз хiмiї
в 1909 р. Лотка оселився в Нью-Йорку в 1902 р. i почав працювати
на Генеральну хiмiчну компанiю.

Рис. 10.1:
Лотка (1880–1949)

У 1907 i 19111 роках Лотка взявся за вивчення динамiки вiково-
структурованих популяцiй, не знаючи про роботу Ейлера з цiєї са-

1Друга стаття була написана у спiвпрацi з Ф. Р. Шарпом, математиком iз
Корнелльського унiверситету.
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мої теми (див. роздiл 3). На вiдмiну вiд Ейлера, вiн припускав, що
час i вiк є неперервними змiнними. Нехай b(t) - iнтенсивнiсть на-
роджень хлопчикiв (число народжень хлопчикiв за одиницю часу)
в момент часу t, p(x) - ймовiрнiсть бути ще живим у вiцi x (функцiя
дожиття) i h(x) - народжуванiсть у вiцi x: h(x) dx - ймовiрнiсть для
чоловiка мати одного новонародженого сина у вiцi вiд x до x+ dx,
якщо dx нескiнченно малий. Тодi∫ +∞

0

p(x) dx

це очiкувана тривалiсть життя при народженнi. Крiм того, B(t −
x) p(x) dx - це кiлькiсть чоловiкiв, що народилися мiж часом t− x i
t−x+dx, якi ще живi в час t. У цих чоловiкiв є B(t−x) p(x)h(x) dx
синiв за одиницю часу в момент часу t. Таким чином, iнтенсивнiсть
народження хлопчикiв у час t дорiвнює

B(t) =

∫ +∞

0

B(t− x) p(x)h(x) dx.

Шукаючи експоненцiальний розв’язок для цього iнтегрального рiв-
няння у формi B(t) = b er t, Лотка отримав дiленням обох сторiн на
B(t) рiвняння

1 =

∫ +∞

0

e−r x p(x)h(x) dx , (10.1)

яке демографи тепер називають «рiвнянням Лотки»2. Ейлер от-
римав аналогiчне неявне рiвняння (3.1) для швидкостi зростання,
коли час i вiк є дискретними змiнними. Права частина (10.1) - це
монотонна функцiя r, яка прямує до +∞ при r → −∞ та до 0 при
r → +∞. Таким чином, iснує єдиний розв’язок рiвняння (10.1) r,
позначимо його r∗. Крiм того, r∗ > 0 тодi й лише тодi, коли

R0 =

∫ +∞

0

p(x)h(x) dx > 1 . (10.2)

Параметр R0 (позначення було введене Даблiном i Лоткою в 1925 р.)
- це очiкувана кiлькiсть синiв, яка народиться в одного чоловiка
протягом усього його життя.

2До цього самого рiвняння Р. А. Фiшер дiйшов самостiйно в 1927 р. i пiз-
нiше iнтерпретував корiнь r∗ як мiру «дарвiнiвської пристосованостi» в теорiї
еволюцiї шляхом природного добору.
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Лотка припустив3, що, незалежно вiд початкової вiкової струк-
тури населення, iнтенсивнiсть народжень хлопчикiв така, щоB(t) ∼
b er

∗t при t → +∞, де b є константою. Загальна чисельнiсть насе-
лення дається спiввiдношенням

P (t) =

∫ +∞

0

B(t− x) p(x) dx .

З цього випливає, що P (t) також збiльшується або зменшується як
er

∗t, при t→ +∞, тобто асипмтотично темп зростання чисельностi
населення дорiвнює r∗. Бiльш того, вiкова структура населення,
виражена як B(t− x) p(x)/P (t), прямує до

e−r
∗x p(x)∫ +∞

0
e−r∗y p(y) dy

.

Це те, що Лотка назвав «стабiльним населенням»: вiкова пiрамiда
зберiгає ту саму форму в часi, але загальна чисельнiсть населення
збiльшується або зменшується в геометричнiй прогресiї. Таким чи-
ном, висновок такий самий, як i в моделi дискретного часу Ейлера.
Але дослiдження Лотки враховує вiкову залежнiсть народжувано-
стi. Тому вона в певному сенсi є бiльш загальною, нiж у Ейлера.

Лотка продовжував працювати над цiєю темою протягом усього
свого життя. У 1908-1909 роках вiн вiдновив навчання в Корнельсь-
кому унiверситетi щоб отримати ступiнь магiстра. Вiн працював у
Нацiональному бюро стандартiв з 1909 до 1911 року та редактором
журналу «Scientific American Supplement» з 1911 до 1914 року. В
1912 р. вiн отримав докторський ступiнь в унiверситетi Бiрмiнгема
за сукупнiсть статей, якi вiн опублiкував iз 1907 р. про динамiку на-
селення i демографiю. Пiд час Першої свiтової вiйни вiн знову пра-
цював на Генеральну хiмiчну компанiю над проблемою отримання
азоту з атмосфери. У 1920 р. одна з його статей про бiологiчнi ко-
ливання (див. роздiл 13) справила глибоке враження на Реймонда
Пiрла, професора бiометрiї Унiверситету Джонса Хопкiнса, який
саме «вiдкрив» логiстичне рiвняння (див. роздiл 6). Сподiваючись
знайти роботу в Iнститутi медичних дослiджень Рокфеллера в Нью-
Йорку, Лотка працював над математичними моделями, розробле-
ними Россом щодо малярiї (див. роздiл 12). Нарештi, вiн отримав

3Це було строго доведено в 1941 р. Вiльямом Феллером, який у той час був
професором математики в Браунiвському унiверситетi в США. Ймовiрнiсний
пiдхiд був розроблений в 1968 р. Крампом, Модом i Джейгерсом.



68

дворiчну стипендiю вiд Унiверситету Джонса Хопкiнса, що дало
йому змогу написати книгу пiд назвою «Eлементи фiзичної бiоло-
гiї», опублiковану в 1925 р. Потiм вiн став керiвником дослiдниць-
кого вiддiлу компанiї зi страхування життя Метрополiтан у Нью-
Йорку. Вiн зосередився на математичному аналiзi демографiчних
питань i опублiкував кiлька книг у спiвпрацi з колегою, фахiвцем
зi статистики та вiце-президентом компанiї Луї Iсраелем Даблiном:
«Грошова вартiсть людини» (1930), «Tривалiсть життя» (1936) i
«Двадцять п’ять рокiв прогресу в галузi охорони здоров’я» (1937).
Його було обрано президентом Асоцiацiї населення Америки в 1938-
1939 рр. Одна з безлiчi його статистичних моделей, «Закон Лотки»
(що сходить до 1926 р.) стверджує, що число авторiв, якi написали
n статей в данiй науковiй областi, зменшується приблизно як 1/n2

зi збiльшенням n.
Лотка також опублiкував книгу французькою мовою пiд назвою

«Aналiтична теорiя бiологiчних асоцiацiй». Перша частина, бiльш
фiлософська, з’явилася в 1934 р. Друга, бiльш технiчна, частина,
опублiкована в 1939 р., узагальнила всi його дослiдження в галузi
демографiї людини, починаючи з 1907 р. У своїй книзi Лотка та-
кож представив свiй внесок у проблему зникнення прiзвищ. Пiсля
публiкацiї в 1930 р. першої статтi Штеффенсена на цю тему (див.
роздiл 18), вiн застосував теорiю до даних, що мiстяться в пере-
писi бiлого населення США 1920 р. Вiн зауважив, що емпiричний
розподiл (pk)k>0 числа синiв добре апроксимується спадним гео-
метричним законом для всiх k > 1:

p0 = a, pk = b ck−1 (k > 1),

iз a = 0,4825, b = 0,2126 i c = 1−b/(1−a). Таким чином,
∑
k>0 pk = 1.

Пов’язана з цим твiрна функцiя має вигляд

f(x) = a+ b

+∞∑
k=1

ck−1 xk = a+
b x

1− c x
.

Два розв’язки рiвняння x = f(x) це x = 1 та x = a/c. Ймовiрнiсть
зникнення x∞ є найменшим iз цих двох розв’язкiв (див. роздiл 7).
При чисельних значеннях для США, вiн знайшов x∞ ≈ 0,819, тодi
як середня кiлькiсть синiв склала R0 = f ′(1) = (1 − a)2/b ≈ 1,260.
Незважаючи на те, що середнє число дiтей (включаючи синiв i до-
чок) близько до 2,5, ймовiрнiсть зникнення прiзвища вище 80%.
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Лотка був обраний президентом Американської статистичної асо-
цiацiї в 1942 р. Вiн пiшов на пенсiю в 1947 р. та помер у 1949 р. в
Нью-Джерсi. У 1956 р. вийшло нове видання його книги 1925 р. пiд
дещо iншою назвою «Елементи математичної бiологiї».
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Закон Гардi-Вайнберга (1908)

У 1908 р. британський математик Гардi та нiмецький лiкар
Вайнберг незалежно виявили, що в нескiнченно великiй попу-
ляцiї, яка розмножується випадковим чином за законами Мен-
деля, частоти генотипiв, отриманих з двох алелiв, залишають-
ся постiйними протягом поколiнь. Їхня математична модель
була однiєю з вiдправних точок для популяцiйної генетики.

Ґодфрi Гарольд Гардi (Hardy) народився в 1877 р. в Сурреї в Ан-
глiї. Його батьки були вчителями. Вiн вивчав математику в Трiнiтi-
коледжi в Кембриджському унiверситетi з 1896 р., став науковим
спiвробiтником свого коледжу в 1900 р. i викладачем математики в
1906 р. Пiсля першої книги «Iнтегрування функцiй однiєї змiнної»
(1905 р.), вiн опублiкував у 1908 р. «Курс чистої математики», який
був багато разiв перевиданий i перекладений багатьма iноземними
мовами.

Рис. 11.1:
Гардi (1877–1947)

У той час повторне вiдкриття праць Менделя викликало пев-
нi сумнiви. Деякi бiологи цiкавилися, чому домiнантнi особини не
з’являлися частiше з поколiння в поколiння. Реджинальд Паннетт,
який написав в 1905 р. книгу пiд назвою «Менделiзм», поставив
це питання Гардi, з яким вiн грав у крикет в Кембриджi. Гардi
навiв свiй розв’язок у статтi «Менделевi пропорцiї в змiшаному на-
селеннi», яка була опублiкована в 1908 р. Щоб спростити аналiз,
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вiн розглянув велику популяцiю, в якiй вибiр сексуального парт-
нера буде випадковим. Бiльше того, вiн обмежив свою увагу лише
двома факторами (або «алелями») A i a, A є домiнантним i a реце-
сивним. Для поколiння n нехай pn буде частотою «генотипу» AA,
2 qn - частотою Aa i rn - частотою aa. Звiсно, pn + 2 qn + rn = 1.
Гардi також припустив, що жоден iз цих генотипiв не призводить
до надмiрної смертностi або зниження фертильностi в порiвняннi
з двома iншими генотипами. Частоти в поколiннi n+ 1 можна лег-
ко обчислити, помiтивши, що один випадково обраний iндивiдуум
у поколiннi n передає алель A з iмовiрнiстю pn + qn: або генотип
дорiвнює AA й алель A передається з iмовiрнiстю 1, або генотип
дорiвнює Aa й алель A передається з iмовiрнiстю 50%. Аналогiч-
но, алель a передається з iмовiрнiстю qn + rn. Таким чином, можна
побудувати таблицю 11.1 так само, як i таблицю 8.1.

Таблиця 11.1: Обчислення частот генотипiв у поколiннi n+1 в залежностi
вiд частот алелiв батькiв (рядки для матерi, стовпчики для батька).

Аллель A a
Частота pn + qn qn + rn

A AA Aa
pn + qn (pn + qn)2 (pn + qn)(qn + rn)

a Aa aa
qn + rn (pn + qn)(qn + rn) (qn + rn)2

Частоти генотипiв AA, Aa i aa в поколiннi n + 1 становлять,
вiдповiдно, pn+1, 2qn+1 i rn+1. Отже, Гардi знайшов, що

pn+1 = (pn + qn)2 (11.1)
2qn+1 = 2(pn + qn)(qn + rn) (11.2)

rn+1 = (qn + rn)2 . (11.3)

Потiм вiн дослiджував, за яких умов частоти генотипiв можуть за-
лишатися постiйними через поколiння, дорiвнюючи p, 2q i r. Оскiль-
ки за визначенням p + 2q + r = 1, то ми бачимо, що всi рiвняння
(11.1)-(11.3) дають ту саму умову q2 = p r.

Наприклад, перше рiвняння дає p = (p + q)2 = p2 + 2pq + q2,
що еквiвалентно p(1− p− 2q) = q2 та, нарештi, p r = q2.

Починаючи з довiльних початкових умов (p0, 2q0, r0) з p0 +2q0 +
r0 = 1, Гардi зауважив, що q12 = (p0 + q0)2(q0 + r0)2 = p1 r1. Тому
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стан (p1, 2q1, r1) вже є рiвновагою. Тому (pn, 2qn, rn) залишається
тотожним (p1, 2q1, r1) для всiх n > 1. Якщо для частоти алеля A в
поколiннi 0 встановити x = p0 + q0, то 1 − x = q0 + r0 - це частота
алеля a. Використовуючи систему (11.1)–(11.3) ще раз отримуємо

pn = x2, 2 qn = 2x (1− x), rn = (1− x)2

для всiх n > 1 (рис. 11.2).

Рис. 11.2: Графiки функцiй x2,
2x (1−x) i (1−x)2, що вiдповiда-
ють рiвноважним частотам гено-
типiв AA, Aa й aa.

0 1

1

aa

Aa

AA

На закiнчення, наведенi вище гiпотези призводять до закону,
згiдно з яким частоти генотипiв AA, Aa й aa залишаються незмiн-
ними протягом поколiнь. Теорiя Менделя не призводить до посту-
пового збiльшення частоти домiнантної ознаки, як вважалося спо-
чатку.

Кiлька рокiв по тому Фiшер покаже на важливий наслiдок цьо-
го закону: у першому наближеннi (тобто за припущення, що гi-
потези моделi реалiстичнi) популяцiя зберiгає постiйну генетичну
дисперсiю. Це спостереження вирiшує одну з проблем, пiднятих
дарвiнiвською теорiєю еволюцiї шляхом природного добору. Дiйс-
но, Дарвiн, як i його сучасники, вважав, що в кожному поколiннi
фiзiологiчнi характеристики дiтей є своєрiдними усередненими ха-
рактеристиками двох батькiв, кожен iз яких робить свiй внесок.
Пiзнiше ця iдея була ретельно вивчена за допомогою статистичних
даних Френсiса Галтьона та його наступника в лабораторiї бiометрiї
Карла Пiрсона. Якби це було так, то дисперсiя цих характеристик
у популяцiї повинна була б дiлитися на два в кожному поколiннi,
i незабаром була б настiльки однорiдна, що природний добiр, що
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мав пояснити еволюцiю, був би неможливий. Проте, для того, щоб
цей механiзм усереднення був вiдкинутий, знадобилося ще кiлька
рокiв, оскiльки бiологи, якi захищали погляди Дарвiна, не бажали
визнавати, що закони Менделя неминучi для розумiння еволюцiї.

Пiсля цiєї роботи в 1908 р. Гардi повернувся до чистої матема-
тики. У своїй автобiографiї («Апологiя математика») вiн навiть iз
гордiстю стверджував, що уникав вiдкриттiв, якi мають практичне
значення. У 1910 р. вiн був обраний до Лондонського королiвсько-
го товариства. У 1913 р. вiн виявив iндiйського вундеркiнда Рама-
нуджана та запросив його працювати в Кембриджi. Пiсля Першої
свiтової вiйни вiн став професором Оксфордського унiверситету та
продовжив плiдну спiвпрацю зi своїм спiввiтчизником Лiттлвудом.
У 1931-1942 рр. вiн знову став професором у Кембриджi. Вiн опуб-
лiкував багато книг, часто у спiвпрацi: «Порядки нескiнченностi»
(1910), «Загальна теорiя рядiв Дiрiхле» з Марселем Рiсом (1915),
«Hерiвностi» з Лiттлвудом i Поя (1934), «Bступ до теорiї чисел» з
Е. М. Райтом (1938), «Рамануджан» (1940), «Ряд Фур’є» з Рого-
синським (1944) i «Pозбiжнi ряди». (1949). Гардi помер у Кембри-
джi в 1947 р.

Рис. 11.3:
Вайнберг (1862–1937)

Кiлька десятилiть по тому було виявлено, що закон Гардi про
частоту генiв був також вiдкритий у тому самому 1908 р. нiмецьким
лiкарем Вiльгельмом Вайнбергом. Вайнберг (Weinberg) народився
в Штутгартi в 1862 р. Пiсля навчання в Тюбiнгенi i Мюнхенi до от-
римання докторського ступеня з медицини вiн пропрацював кiлька
рокiв в лiкарнях Берлiна, Вiдня i Франкфурта. У 1889 р. вiн осе-
лився в Штутгартi як терапевт i акушер. Незважаючи на те, що
вiн був дуже зайнятий своєю роботою, вiн знайшов час, щоб напи-
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сати багато статей в нiмецьких наукових журналах. У 1901 р. вiн
вивчав зi статистичної точки зору частоту появи близнюкiв однiєї
статi. Стаття 1908 р., в якiй вiн пояснював той самий закон, який
знайшов Гардi, була опублiкована в мiсцевому науковому журналi
та не була помiчена. Але на вiдмiну вiд Гардi, вiн продовжив це до-
слiдження в наступнi роки, вiдкривши, наприклад, узагальнення, в
якому є бiльше двох алелей. Вiн також зробив свiй внесок у галузь
медичної статистики. Вайнберг помер у 1937 р. Пiсля вiдкриття
заново його статтi 1908 року генетики назвали закон стабiльностi
частот генотипу «законом Гардi-Вайнберга».

У наш час цей закон часто використовується таким чином. Як-
що рiдкiсний рецесивний алель a не впливає на виживання або фер-
тильнiсть, i якщо ми знаємо частоту x2 генотипу aa, тому що aa
виробляє певний фенотип, то ми можемо обчислити x i оцiнити ча-
стоту 2x(1 − x) ≈ 2x генотипу Aa. Як приклад, якщо частота aa
становить 1/20 000, то ми отримаємо x ≈ 1/140. Так що 2x ≈ 1/70
- це частота генотипу Aa. Рецесивний алель a, який може здатися
дуже рiдкiсним при оглядi фенотипiв, насправдi не такий уже й
рiдкiсний.
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Росс i малярiя (1911)

У 1911 р. британський лiкар Рональд Росс, який уже отримав
у 1902 р. Нобелiвську премiю за свою роботу з малярiї, вивчив
систему диференцiальних рiвнянь, що моделюють поширення
цiєї хвороби. Вiн показав, що малярiя може зберiгатися лише в
тому випадку, якщо кiлькiсть комарiв перевищує певний порiг.
Тому для викорiнення малярiї не обов’язково вбивати всiх ко-
марiв - досить убити лише певну частину. Подiбнi моделi епi-
демiї згодом були розробленi Кермаком i Маккендрiком.

Рональд Росс (Ross) народився в 1857 р. на пiвночi Iндiї, де його
батько був офiцером британської армiї. Вiн вивчав медицину в Лон-
донi, але вважав за краще писати вiршi та драми. Пропрацювавши
рiк на кораблi хiрургом, в 1881 р. вiн змiг вступив до iндiйської ме-
дичної служби. Його медична робота в Iндiї залишала йому багато
вiльного часу, пiд час якого вiн писав лiтературнi твори та вивчав
математику. У 1888 р. у вiдпустцi до Англiї вiн отримав диплом
у галузi охорони громадського здоров’я та вивчав бактерiологiю -
нову науку, створену кiлькома роками ранiше Пастером i Кохом.
Пiсля повернення до Iндiї, Росс почав вивчати малярiю. Пiд час
другої вiдпустки в 1894 р. вiн зустрiвся в Лондонi з Патрiком Мен-
соном, фахiвцем iз тропiчної медицини, який показав йому пiд мiк-
роскопом те, що помiтив у 1880 р. французький вiйськовий лiкар
Альфонс Лаверан: у кровi хворих на малярiю мiстяться паразити.
Менсон припустив, що паразити можуть з’являтися вiд комарiв,
оскiльки вiн виявив у Китаї паразита iншої тропiчної хвороби (фi-
лярiятозу) у цих комах. Однак вiн вважав, що люди заражаються
паразитами коли п’ють воду, заражену комарами. З 1895 до 1898 р.
Росс продовжував свої дослiдження в Iндiї та перевiряв iдею Мен-
сона. У 1897 р. вiн виявив у шлунку деяких видiв комарiв, яких вiн
не вивчав до цього (Anopheles), деякi паразити, схожi на тих, що
спостерiгав Лаверан. Коли начальство вiдправило його до Каль-
кутти пiд час сезону, коли випадки захворювання малярiєю були
рiдкiсними, вiн вирiшив дослiджувати малярiю у птахiв у клiтках.
Вiн виявив цього паразита в слинних залозах комарiв-анофелiв i
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зумiв заразити експериментально здорових птахiв, дозволивши ко-
марам вкусити їх: це довело, що малярiя передається пiд час уку-
сiв комарiв, а не з надходженням до органiзму забрудненої води.
У 1899 р. Росс залишив iндiйську медичну службу щоб викладати
в Лiверпульськiй школi тропiчної медицини, яка була створена за
рiк до цього. Вiн був обраний до Лондонського королiвського това-
риства в 1901 р. й отримав у 1902 р. Нобелiвську премiю з фiзiо-
логiї або медицини за дослiдження малярiї. Вiн їздив до Африки,
на Маврикiй i в Середземномор’я, щоб популяризувати боротьбу з
комарами. Метод був успiшно застосований у Єгиптi вздовж Суець-
кого каналу, уздовж споруджуваного Панамського каналу, на Кубi
та в Малайзiї. У деяких iнших галузях вiн був менш успiшним.
Росс опублiкував «Доповiдь про запобiгання малярiї на Маврикiї»
в 1908 р. та «Запобiгання малярiї» в 1910 р.

Рис. 12.1:
Росс (1857–1932)

Незважаючи на свої докази ролi певних комарiв у передачi ма-
лярiї, Росс зустрiв скептицизм, коли заявив, що малярiю можна
викорiнити, просто скоротивши число комарiв. У другому виданнi
своєї книги «Запобiгання малярiї», опублiкованому в 1911 р., вiн
спробував побудувати математичнi моделi передачi малярiї на пiд-
тримку своєї заяви. Одна з його моделей складалася з системи двох
диференцiальних рiвнянь. Введемо такi позначення:

• N : загальна кiлькiсть населення в данiй мiсцевостi;
• I(t): число людей, заражених малярiєю за час t;
• n: загальна чисельнiсть комарiв (передбачувана постiйною);
• i(t): кiлькiсть комарiв, заражених малярiєю;
• b: частота укусiв комарiв;
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• p (вiдповiдно p′): ймовiрнiсть передачi малярiї вiд людини до
комара (вiдповiдно вiд комара до людини) при одному укусi;

• a: швидкiсть одужання людини вiд малярiї;
• m: смертнiсть комарiв.

Протягом малого промiжку часу dt кожен заражений комар кусає
b dt людей, серед яких частка, рiвна N−I

N ще не заражена. Врахо-
вуючи ймовiрнiсть передачi p′, становить b p′ i N−IN dt нових iнфi-
кованих людей. За той самий промiжок часу кiлькiсть людей, якi
одужують, становить a I dt. Отже,

dI

dt
= b p′ i

N − I
N

− a I.

Точно так само, кожен незаражений комар кусає b dt людей, се-
ред яких частка, що дорiвнює I/N , вже iнфiкована. З урахуванням
iмовiрностi передачi p, становить b p (n − i) I

N dt нових заражених
комарiв. Тим часом, якщо припустити, що iнфекцiя не впливає на
смертнiсть, то кiлькiсть комарiв, що вмирають, становить midt.
Отже,

di

dt
= b p (n− i) I

N
−mi .

Оскiльки в бiльшостi iнфiкованих країн малярiя iснує постiйно,
Росс розглядав лише стiйкi стани своєї системи з двох рiвнянь: чис-
ло iнфiкованих людей I(t) i число iнфiкованих комарiв i(t) залиша-
ються постiйними в часi (dI/dt = 0 i di/dt = 0). По-перше, завжди
є стiйкий стан з I = 0 та i = 0, що вiдповiдає вiдсутностi малярiї.
По-друге, Росс шукав стiйкий стан iз I > 0 та i > 0 та виявив, що

I = N
1− amN/(b2 p p′ n)

1 + aN/(b p′ n)
, i = n

1− amN/(b2 p p′ n)

1 +m/(b p)
. (12.1)

Роздiливши рiвняння стiйкого стану на добуток I × i, отри-
маємо лiнiйну систему двох рiвнянь iз двома невiдомими 1/I i
1/i,

b p′

I
− a

i
=
b p′

N
, −m

I
+
b p n

N i
=
b p

N
.

Її розв’язок легко отримати.
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Можна помiтити, що I > 0 та i > 0, якщо кiлькiсть комарiв
перевищує критичний порiг:

n > n∗ =
amN

b2 p p′
.

У цьому випадку стiйкий стан вiдповiдає ситуацiї, коли хвороба
є ендемiчною, тобто постiйно присутня. Росс дiйшов висновку, що
якщо кiлькiсть комарiв n знижується нижче критичного порогу
n∗, то єдиним стiйким станом, що залишився є I = 0 та i = 0, тому
малярiя повинна зникнути. Зокрема, для викорiнення малярiї не
обов’язково знищувати всiх комарiв. Саме цей момент Росс хотiв
пiдкреслити своєю моделлю.

Для iлюстрацiї своєї теорiї Росс шукав розумнi числовi значення
параметрiв моделi. Вiн припускав, що

• смертнiсть комарiв така, що лише третина з них жива через
десять днiв; тому e−10m = 1

3 та m = (log 3)/10 на день;
• половина людей усе ще iнфiкована через три мiсяцi; так що
e−90 a = 1/2 та a = (log 2)/90 на день;

• один iз восьми комарiв кусають за день; так що e−b = 1− 1/8
та b = log(8/7) на день.

• зараженi комарi зазвичай не заразнi протягом перших десяти
днiв пiсля зараження, тому що паразити мають пройти через
кiлька стадiй трансформацiї. Оскiльки третина комарiв мо-
же вижити десять днiв, Росс припустив, що є також близько
третини всiх заражених комарiв, якi є заразними: p′ = 1/3;

• p = 1/4.

Потiм Росс змiг обчислити за формулою (12.1) заражену частку
I/N в людськiй популяцiї в залежностi вiд спiввiдношення n/N мiж
комарами та людською популяцiєю. Вiн показав свої результати в
таблицi, еквiвалентнiй рисунку 12.2.

Форма кривої показує, що частка iнфiкованих людей уже ви-
ще, нiж 50%, якщо спiввiдношення n/N трохи вище критичного
значення n∗/N . Але ця частка не сильно змiнюється, коли спiввiд-
ношення n/N ще бiльше зростає. Це пояснює, чому кореляцiя мiж
кiлькiстю комарiв i наявнiстю малярiї нiколи ранiше не була по-
мiчена. Росс, однак, зауважив, що числове значення порогу n∗/N
дуже чутливе до невеликих змiн коефiцiєнта частоти укусiв b, але
це не змiнило загальну форму кривої на рисунку 12.2. Його якiсне
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Рис. 12.2: Частка I/N
iнфiкованих людей в
залежностi вiд спiввiд-
ношення n/N мiж ко-
марами та людською
популяцiєю.

n*/N n/N

I/N

0

0.5

1

пояснення важливiше, нiж кiлькiснi результати, якi страждають
вiд невизначеностi числових значень параметрiв.

Для iнтерпретацiї критичного порогу n∗, виявленого Россом1,
розглянемо одну iнфiковану людину, введену в популяцiю, тодi як
iншi люди та комарi не зараженi. Ця людина залишається iнфiкова-
ною в середньому протягом перiоду часу, що дорiвнює 1/a. Вона от-
римує b n/N укусiв за одиницю часу, так що в середньому b n/(aN)
укусiв загалом протягом перiоду часу, коли вона є iнфiкованою. Та-
ким чином, вона заражає в середньому b p n/(aN) комарiв. Кожен
iз цих заражених комарiв живе в середньому перiод часу, що дорiв-
нює 1/m, кусає b/m людей i заражає b p′/m людей. В цiлому, пiсля
передачi захворювання вiд першої iнфiкованої людини до комарiв i
вiд цих комарiв до iнших людей, середнє число щойно iнфiкованих
людей є добутком двох попереднiх формул, тобто:

R0 =
b2 p p′ n

amN
. (12.2)

Тут R0 - кiлькiсть вторинних випадкiв зараження людини, викли-
каних первинним зараженням. Таким чином, процес зараження, що
вiдбувається неперервно в часi, може розглядатися i через наступ-
нi поколiння. Малярiя може «заразити» населення тiльки в тому
випадку, якщо R0 > 1. Ця умова точно еквiвалентна N > n∗.

На закiнчення Росс у бiльш загальному планi висловився на ко-
ристь математичного моделювання в епiдемiологiї:

1Ця iнтерпретацiя була пiдкреслена лише через довгий час пiсля роботи
Росса.
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«По сутi, вся епiдемiологiя, яка цiкавиться розвитком
захворювань у залежностi вiд часу i вiд мiсця, повинна
розглядатися математично, незалежно вiд того, скiльки
змiнних задiяно, для того, щоб вважатися наукою. Ска-
зати, що хвороба залежить вiд певних факторiв, буде не
дуже корисно до тих пiр, поки ми не зможемо оцiнити,
наскiльки сильно кожен фактор впливає на весь резуль-
тат. А математичний метод, насправдi, є нiчим iншим,
як застосуванням ретельної аргументацiї до розгляну-
тих проблем.»

Росс був посвячений у лицарi в 1911 р. Вiн переїхав до Лондона i
став консультантом британської армiї пiд час Першої свiтової вiйни.
У 1923 р. вiн опублiкував свою автобiографiю «Mемуари з повним
звiтом про велику проблему малярiї та її вирiшення». У 1926 р.
було вiдкрито Iнститут тропiчних хвороб Росса (в даний час вхо-
дить до складу Лондонської школи гiгiєни та тропiчної медицини),
директором якого вiн став. Росс помер у Лондонi в 1932 р.

Додаткове читання

1. G.H.F.N.: Sir Ronald Ross, 1857-1932. Obit. Not. Fellows Roy. Soc. 1,
108–115 (1933)

2. Ross, R.: The Prevention of Malaria, 2nd edn., John Murray, London
(1911) archive.org

3. Ross, R.: Memoirs. John Murray, London (1923) archive.org
4. Rowland, J.: The Mosquito Man. Roy Publishers (1958)

https://archive.org/details/b21351508
http://www.archive.org/details/memoirswithfulla00rossuoft


Pоздiл 13

Лотка, Вольтерра i система хижак-жертва
(1920–1926)

У 1920 р. Альфред Лотка вивчив модель «хижак-жертва» i
показав, що чисельнiсть популяцiй може постiйно коливатися.
Вiн розробив це дослiдження у своїй книзi 1925 р. Основи фi-
зичної бiологiї. У 1926 р. iталiйський математик Вiто Вольтер-
ра випадково зацiкавився тiєю самою моделлю, щоб вiдповiсти
на питання бiолога Умберто д’Анкона: чому пiд час Першої
свiтової вiйни, коли промисловий вилов був низьким, в Адрiа-
тичному морi рибалки зловили бiльше хижакiв?

У 1920 р. Лотка опублiкував статтю пiд назвою «Aналiтична за-
писка про певнi ритмiчнi вiдносини в органiчних системах». На той
час уже протягом кiлькох рокiв його цiкавили деякi хiмiчнi реакцiї,
що демонстрували в лабораторних експериментах незвичайнi пере-
хiднi коливання. Мета його статтi полягала в тому, щоб показати,
що система, яка складається з двох бiологiчних видiв, може коли-
ватися постiйно. Як приклад вiн розглянув популяцiю травоїдних,
що харчуються рослинами. За аналогiєю з рiвняннями, що викори-
стовуються в хiмiчнiй кiнетицi, нехай x(t) - сумарна маса рослин i
y(t) - сумарна маса травоїдних в момент часу t. Як модель Лотка
використовував таку систему диференцiальних рiвнянь

dx

dt
= a x− b x y , (13.1)

dy

dt
= −c y + d x y , (13.2)

де a, b, c та d - додатнi параметри. Параметр a - це швидкiсть ро-
сту рослин за вiдсутностi травоїдних, c - це швидкiсть зменшення
популяцiї травоїдних за вiдсутностi рослин. Вирази −b x y i d x y
означають, що чим бiльше тварин i рослин, тим вище перенесення
маси вiд рослин до тварин (перенесення включає в себе деяку втра-
ту маси, d 6 b). Поклавши dx/dt = 0 та dy/dt = 0, Лотка помiтив,
що iснують два стiйких стани:
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• (x = 0, y = 0), популяцiя травоїдних вимерла, i рослин бiльше
немає;

• (x = c/d, y = a/b), спiвiснують травоїднi та рослини.

Вiн також написав без доказiв, що якщо в момент часу t = 0,
(x(0), y(0)) не є одним з цих двох стiйких станiв, то функцiї x(t) i
y(t) перiодично коливаються: iснує число T > 0 таке, що x(t+T ) =
x(t) та y(t+T ) = y(t) для всiх T > 0 (рисунок 13.1)1. Якщо, напри-
клад, рослин дуже багато, то популяцiя травоїдних збiльшиться,
що призведе до зменшення загальної маси рослин. Коли цiєї ма-
си стає недостатньо для того, щоб нагодувати травоїдних, деякi
тварини вмирають вiд голоду, i загальна маса рослин знову почне
збiльшуватися, поки не досягне значення, рiвного їхнiй початковiй
величинi. Цей процес повторюється.

Рис. 13.1: Коливання
загальної маси рослин
x(t) i загальної маси
травоїдних y(t) як
функцiї часу.

0 t

x(t)

y(t)

Лотка бiльш детально вивчив цю модель у другiй статтi, опуб-
лiкованiй в 1920 р. пiд назвою «Незатухаючi коливання, що вип-
ливають iз закону дiючих мас». Вiн пояснив, чому система може
перiодично коливатися. Це випливає з того, що точка (x(t), y(t))
повинна залишатися на замкнутiй траєкторiї в площинi з x на го-
ризонтальнiй осi та y на вертикальнiй осi; точнiше, у квадрантi, де
x > 0 та y > 0 (рисунок 13.2).

Дiйсно, дiлячи рiвняння (13.1) на рiвняння (13.2), ми отримує-

1Перiод T залежить вiд вихiдних умов, але Лотка усвiдомив цей факт лише
в 1925 роцi.
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мо пiсля деяких перетворень:(
− c
x

+ d
) dx
dt

=

(
a

y
− b
)
dy

dt
.

В результатi iнтегрування отримуємо

d x(t)− c log x(t) = a log y(t)− b y(t) +K ,

де K - константа, яка залежить лише вiд початкового стану.
Отже, точка (x(t), y(t)) залишається на замкнутiй кривiй d x−
c log x = a log y − b y +K (рисунок 13.2).

Рис. 13.2: Дiаграма з
загальною масою рос-
лин x(t) по горизон-
тальнiй осi та загаль-
ною масою травоїдних
y(t) по вертикальнiй
осi. Три замкнутi кривi
навколо стiйкого ста-
ну вiдповiдають рiзним
початковим умовам.

t=0

0
x

y

Траєкторiя (x(t), y(t)) обертається навколо стiйкого стану
(c/d, a/b) проти годинникової стрiлки, що легко видно за знаком
dx/dt та dy/dt. Поблизу стiйкого стану система демонструє невели-
кi коливання з перiодом рiвним 2π/

√
a c.

Дiйсно, покладемо x = c
d+x∗ i y = a

b +y∗ де |x∗| � c
d i |y∗| � a

b .
Тодi

dx∗

dt
= −b y∗

( c
d

+ x∗
)
≈ −b c

d
y∗ ,

dy∗

dt
= d x∗

(a
b

+ y∗
)
≈ a d

b
x∗ .
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З цих двох рiвнянь ми отримуємо

d2x∗

dt2
≈ −a c x∗, d2y∗

dt2
≈ −a c y∗ .

Цi рiвняння є такими самими, як i для коливань простого ма-
ятника у фiзицi. Перiод дорiвнює 2π/

√
a c.

Реймонд Пiрл, який передав першу статтю 1920 р. в журнал
«Proceedings of the National Academy of Sciences», допомiг Лотцi от-
римати дворiчну стипендiю вiд Унiверситету Джона Хопкiнса для
написання книги пiд назвою «Основи фiзичної бiологiї». Книга бу-
ла опублiкована в 1925 р. У роздiлi, що пiдбиває пiдсумки робо-
ти 1920 р., згадувалося, що системи двох видiв, господар-паразит
i хижак-жертва можуть бути описанi тiєю самою моделлю (13.1)–
(13.2). На жаль, книга Лотки не привернула до себе особливої уваги,
коли вона була опублiкована. Однак вiдомий математик Вольтерра
незабаром пiсля цього незалежно вiдкрив цю саму модель пiд час
вивчення проблеми рибальства.

Вiто Вольтерра (Volterra) народився в єврейському гетто Ан-
кони в 1860 р. незадовго до об’єднання Iталiї, коли мiсто ще на-
лежало Папськiй державi. Вiн був єдиною дитиною. Його бать-
ко, торговець тканинами, помер, коли Вiто було два роки, i зали-
шив сiм’ю без грошей. Хороший учень середньої школи, Вольтер-
ра зумiв продовжити навчання, незважаючи на бiднiсть, спочат-
ку в унiверситетi Флоренцiї, а потiм в Scuola Normale Superiore в
Пiзi. У 1882 р. вiн отримав докторський ступiнь з фiзики, а на-
ступного року став професором механiки в Пiзанському унiверси-
тетi. Вiн приєднався до унiверситету Турина в 1892 р. та переї-
хав на кафедру математичної фiзики в унiверситетi La Sapienza в
Римi в 1900 р. Вiн став сенатором у 1905 р. Багато з лекцiй, якi
вiн дав у Римi або в зарубiжних унiверситетах були опублiкованi у
виглядi книги: «Три уроки про деякi останнi досягнення в матема-
тичнiй фiзицi» (Унiверситет Кларка, 1909), «Уроки iнтегральних та
iнтегрально-диференцiальних рiвнянь» (Рим, 1910), «Уроки лiнiй-
них функцiй» (Париж, 1912), «Tеорiя перестановочних функцiй»
(Прiнстон, 1912). Пiд час Першої свiтової вiйни вiн служив офi-
цером в iталiйськiй армiї та очолював бюро вiйськових винаходiв.
Пiсля вiйни брав активну участь у створеннi Iталiйського матема-
тичного союзу (1922 р.) та Iталiйської нацiональної дослiдницької
ради (1923 р.), ставши її першим головою. Вiн також став прези-
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дентом Мiжнародної комiсiї з наукових дослiджень Середземного
моря (1923 р.) i президентом академiї деї Лiнчеї (1924 р.). Iнша мо-
нографiя, написана у спiвпрацi з Ж. Пересом, «Уроки композицiї
та перестановочних функцiй», була опублiкована в 1924 р.

Рис. 13.3: Вольтерра
(1860–1940) отримав
почесний докторський
ступiнь в Кембридж-
ському унiверситетi в
1900 р.

У 1925 р., у вiцi 65 рокiв Вольтерра зацiкавився дослiдженням
зоолога Умберто д’Анкони, який згодом став його зятем, про частку
хрящових риб (таких як акули i скати), що доставлялися рибними
господарствами протягом 1905-1923 рокiв у три гаванi Адрiатично-
го моря: Трiєст, Фiуме2 i Венецiя. Д’Анкона зауважив, що частка
цих риб збiльшилася пiд час Першої свiтової вiйни, коли промисел
риби скоротився (таблиця 13.1).

Хрящова риба є хижачкою дрiбних риб, i зниження промислу
риби сприяє хижакам. Вольтерра, який не знав про роботу Лотки,
пояснив це спостереження використанням тiєї самої моделi:

dx

dt
= a x− b x y , dy

dt
= −c y + d x y ,

де x(t) позначає кiлькiсть жертв, а y(t) - кiлькiсть хижакiв. Вiн
зауважив, як i Лотка, що ця система може перiодично коливатися з
перiодом T , який залежить вiд початкової умови (x0, y0). Вiн також
зауважив, що

d

dt
log x = a− b y, d

dt
log y = −c+ d x.

2Тепер Рiєка в Хорватiї.
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Таблиця 13.1: Вiдсоток хрящової риби в рибному промислi в Трiєстi,
Фiумi i Венецiї до, пiд час i пiсля Першої свiтової вiйни.

року 1910 1911 1912 1913 1914 1915 1916

Трiєст 5,7 8,8 9,5 15,7 14,6 7,6 16,2
Фiуме - - - - 11,9 21,4 22,1
Венецiя 21,8 - - - - - -

року 1917 1918 1919 1920 1921 1922 1923

Трiєст 15,4 - 19,9 15,8 13,3 10,7 10,2
Фiуме 21,2 36,4 27,3 16,0 15,9 14,8 10,7
Венецiя - - 30,9 25,3 25,9 25,8 26,6

Iнтегруючи за один перiод T (так що x(0) = x(T ) та y(0) = y(T )),
вiн отримав

1

T

∫ T

0

y(t) dt =
a

b
,

1

T

∫ T

0

x(t) dt =
c

d
.

Таким чином, середнє значення за один перiод як кiлькостi жертв,
так i кiлькостi хижакiв не залежить вiд початкових умов. Бiльш
того, якщо рибний вилов знижується, то темп приросту жертв a
збiльшується, тодi як темп вимирання хижакiв c зменшується. Тому
середнє значення x(t) зменшується, а середнє значення y(t) збiль-
шується: збiльшується частка хижакiв. Саме це спостерiгалося що-
до статистики рибальства в Адрiатичному морi.

Вольтерра вперше опублiкував свою статтю iталiйською мовою
в 1926 р. Англiйське резюме з’явилося кiлька мiсяцiв по тому в
«Nature». Лотка поiнформував Вольтерра та iнших учених про свої
роботи з вивчення систем хижак-жертва, але його стаття 1920 р.
i книга 1925 р. не завжди цитувалися. Тодi Лотка вже працював
у страховiй компанiї, тому його робота була присвячена демогра-
фiї. Вольтерра продовжував працювати над варiантами системи
«хижак-жертва» протягом десятилiття. У 1928-1929 роках вiн чи-
тав серiю лекцiй у нещодавно створеному Iнститутi Анрi Пуанкаре
в Парижi. Конспекти цих лекцiй були опублiкованi в 1931 р. пiд
назвою «Уроки математичної теорiї боротьби за життя». У 1935 р.
Вольтерра спiльно з Умберто д’Анконою опублiкував iще одну кни-
гу пiд назвою «Бiологiчнi асоцiацiї з математичної точки зору».
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Хоча модель «хижак-жертва» правильно пояснює данi про ри-
бальство, дебати про реалiзм спрощених моделей в екологiї тiльки
починаються i досi є предметом наукового спору. В даний час мо-
дель «хижак-жертва» також вiдома як модель Лотки-Вольтерри та
є однiєю з найбiльш часто згадуваних в екологiї.

У 1931 р. Вольтерра вiдмовився пiдтримувати владу Муссолiнi.
Вiн втратив професуру в унiверситетi в Римi та був виключений iз
iталiйських наукових академiй, одним iз найвiдомiших членiв яких
вiн був. Вiдтодi вiн залишався в переважно за межами Iталiї, по-
дорожував Європою та читав лекцiї. Спiльно з Ж. Пересом вiн
опублiкував перший том книги «Загальна теорiя функцiй» (1936) i
книгу з Б. Хостiнскiм «Hескiнченно малi лiнiйнi операцiї» (1938).
Вiн помер у Римi в 1940 р.
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Фiшер i природний добiр (1922)

У 1922 р. британський математичний бiолог Рональд Фiшер
опублiкував iстотну роботу про генетику популяцiї. У цьому
роздiлi розглядається лише один роздiл статтi, який присвяче-
ний варiанту моделi Гардi-Вайнберга, включаючи природний
добiр. Фiшер показав, що якщо перевага вiддається гетерози-
готi, то можуть спiвiснувати обидва алелi. Якщо перевага вiд-
дається однiй з двох гомозигот, то другий алель зникає. Ос-
новною проблемою є пояснення того, чому деякi гени можуть
мати кiлька алелiв.

Рональд Ейлмер Фiшер (Fisher) народився в Лондонi в 1890 р.
останнiм iз шести дiтей. Його батько був аукцiонiстом, але пiзнi-
ше оголосив про банкрутство. Фiшер вивчав математику i фiзику
в Гонвiл-енд-Кiз коледжi Кембридзького унiверситету мiж 1909 та
1913 роками. Генетика саме тодi швидко розвивалася. Починаючи
з 1911 р. Фiшер брав участь у засiданнях Товариства євгенiки, iнi-
цiйованих Гальтоном. Вiн почав зосереджуватися на статистичних
проблемах, пов’язаних iз роботою Гальтона та Менделя. Пiсля за-
кiнчення навчання в унiверситетi вiн провiв одне лiто, працюючи на
фермi в Канадi, а потiм працював у компанiї Mercantile and General
Investment Company в лондонському Сiтi. Через свою сильну корот-
козорiсть вiн не змiг взяти участь у Першiй свiтовiй вiйнi, незважа-
ючи на те, що був добровольцем. Вiн провiв цi роки, викладаючи
в середнiх школах. У вiльний час вiн опiкувався фермою та про-
довжував свої дослiдження. Вiн отримав новi важливi результати,
що пов’язують коефiцiєнти кореляцiї з генетикою Менделя. У 1919
р. вiн почав працювати як статистик на експериментальнiй станцiї
Ротамстед, яка зосереджувалася на сiльському господарствi.

У 1922 р. Фiшер опублiкував статтю пiд назвою «Про коефiцiєнт
домiнування». Серед низки iнших важливих нових iдей у цiй статтi
була розглянута математична модель, що поєднує закони Менделя
та iдею природного добору, пiдкреслену Дарвiном для теорiї еволю-
цiї. Фiшер розглядав ту саму ситуацiю, що i Гардi з двома алелями
A та a i з випадковою гiпотезою спарювання. Але вiн припускав,
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Рис. 14.1:
Фiшер (1890–1962)

що iндивiдууми з генотипами AA, Aa i aa мають рiзну смертнiсть
до досягнення повнолiття, iмiтуючи тим самим природний добiр.
Позначаючи pn, 2qn i rn частоти трьох генотипiв серед дорослих
iндивiдуумiв у поколiннi n, отримаємо (pn+qn)2, 2(pn+qn)(qn+rn)
i (qn+rn)2 новонароджених в поколiннi n+1, що мають цi генотипи,
вiдповiдно. Нехай u, v та w будуть вiдповiдними ймовiрностями ви-
живання вiд народження до дорослого вiку. Тодi частоти генотипiв
серед дорослих iндивiдуумiв у поколiннi n + 1, pn+1, 2qn+1 i rn+1,
можуть бути знайденi за формулами

pn+1 =
u(pn + qn)2

dn
(14.1)

qn+1 =
v(pn + qn)(qn + rn)

dn
(14.2)

rn+1 =
w(qn + rn)2

dn
, (14.3)

де ми для зручностi вважаємо dn = u(pn + qn)2 + 2v(pn + qn)(qn +
rn)+w(qn+rn)2. Беручи до уваги, що pn+2qn+rn = 1, ми бачимо,
що коли u = v = w (тобто коли немає природного добору), система
(14.1)-(14.3) зводиться до системи (11.1)-(11.3), що була розглянута
Гардi.

Нехай xn = pn+qn буде частотою алеля A серед дорослих людей
у поколiннi n. Тодi qn+rn = 1−xn - це частота алеля a. Складаючи
(14.1) та (14.2), ми отримаємо

xn+1 =
uxn

2 + v xn(1− xn)

uxn2 + 2 v xn(1− xn) + w(1− xn)2
.



90

Це рiвняння може бути переписане у виглядi

xn+1 − xn = xn (1− xn)
(v − w)(1− xn) + (u− v)xn

uxn2 + 2 v xn(1− xn) + w(1− xn)2
. (14.4)

Завжди iснує принаймнi два стiйких стани, в яких частота xn за-
лишається постiйною: x = 0 (популяцiя повнiстю складається з го-
мозиготних aa) i x = 1 (популяцiя повнiстю складається з гомози-
готних AA).

Використовуючи рiвняння (14.4), можна показати, що якщо го-
мозиготнi AA мають бiльше шансiв на виживання, нiж два iнших
генотипи (u > v i u > w), то алель a поступово зникне з популяцiї.
Цей випадок не повинен бути дуже поширеним у природi, якщо ми
знаємо, що обидва алелi спiвiснують. Проте, якщо гетерозиготний
Aa має еволюцiйну перевагу перед гомозиготними AA й aa (v > u та
v > w), то в популяцiї можуть спiвiснувати три генотипи. Це найпо-
ширенiший випадок, який може пояснити виживання гiбридiв, що
спостерiгається в природi.

Дiйсно, стацiонарний стан x = 1 стiйкий, коли u > v, тому що
xn+1 − xn ≈ (1 − xn) (u − v)/u, коли xn близько до 1. Попу-
ляцiя прямує до цього стацiонарного стану. Стацiонарний стан
x = 1 нестiйкий, коли u < v, у цьому випадку iснує третiй
стацiонарний стан

x∗ =
v − w

2 v − u− w
з 0 < x∗ < 1. Бiльш того, ми можемо перевiрити, що вiн стiй-
кий. Стацiонарний стан x∗ вiдповiдає сумiшi мiж трьома гено-
типами.

Таким чином, поєднуючи закони Менделя та гiпотезу природно-
го добору (тут - рiзнi ймовiрностi виживання для трьох генотипiв),
ми можемо пояснити двi ситуацiї спiвiснування або зникнення ге-
нотипiв. Пiсля Фiшера ця модель була також вивчена Голдейном
(див. роздiл 17) i Райтом (див. роздiл 19).

В очiкуваннi роздiлу 20, вiдзначимо, що якщо A повнiстю домi-
нує i гомозиготний генотип aa знаходиться в невигiдному становищi
порiвняно з двома iншими генотипами, то числа u : v : w знаходять-
ся в спiввiдношеннi 1 : 1 : 1− ε, то рiвняння (14.4) має вигляд

xn+1 − xn =
ε xn (1− xn)2

1− ε(1− xn)2
≈ ε xn (1− xn)2 (14.5)
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для ε� 1. Якщо виживання гетерозиготних Aa дорiвнює напiвсумi
виживання гомозиготних генотипiв, то числа u : v : w знаходяться
в спiввiдношеннi 1 : 1− ε/2 : 1− ε та

xn+1 − xn =
ε
2 xn(1− xn)

1− ε(1− xn)
≈ ε

2
xn(1− xn) (14.6)

коли ε� 1.
У компанiї Rothamsted Фiшером були проаналiзованi довгостро-

ковi данi з урожайностi та метеорологiї. Але вiн також зробив ве-
ликий внесок у методологiю статистики. У 1925 р. вiн опублiкував
книгу «Cтатистичнi методи для науковцiв», яка користувалася ве-
ликим успiхом i була багаторазово перевидана. У 1929 р. вiн став
членом Лондонського королiвського товариства. У 1930 р. Фiшер
опублiкував книгу «Генетична теорiя природного добору», яка ста-
ла важливою вiхою в iсторiї генетики популяцiї. Вiн став професо-
ром євгенiки в Унiверситетському коледжi Лондона в 1933 р., на-
ступником Карла Пiрсона в лабораторiї Гальтона. У 1943 р. вiн пе-
рейшов на кафедру генетики в Кембридзькому унiверситетi, цього
разу змiнивши на цiй посадi Р.К. Паннета (див. роздiл 11). Вiн та-
кож опублiкував кiлька книг: «Планування експериментiв» (1935),
«Теорiя iнбридингу» (1949) i «Cтатистичнi методи i науковi вис-
новки» (1956). Ставши лицарем в 1952 р., вiн оселився в Австралiї
пiсля виходу на пенсiю в 1959 р. та помер в Аделаїдi в 1962 р. До
iншої частини його роботи ми повернемося в роздiлi 20.
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Юл i еволюцiя (1924)

У 1924 р. британський статистик Юл вивчав модель еволюцiї,
в якiй види можуть продукувати новi види шляхом малих му-
тацiй, а роди можуть продукувати новi роди шляхом великих
мутацiй. Його метою було пояснити розподiл кiлькостi видiв
всерединi родiв: бiльшiсть родiв мiстить тiльки один вид i кiль-
ка родiв мiстить велику кiлькiсть видiв. Стохастичний «процес
народження», який Юл увiв у свою модель, досi є основним iн-
струментом у вивченнi фiлогенетичних дерев i багатьох iнших
галузей.

Джордж Уднi Юл (Yule) народився в Шотландiї в 1871 р., його
батько займав високий пост в Британськiй адмiнiстрацiї в Iндiї. У
вiцi 16 рокiв Юл почав учитися в Унiверситетському коледжi Лон-
дона, щоб стати iнженером. У 1892 р. вiн змiнив свою спецiалiзацiю
та протягом року проводив дослiдження в Боннi пiд керiвництвом
фiзика Генрiха Герца, який кiлька рокiв тому продемонстрував iс-
нування електромагнiтних хвиль. Коли Юл повернувся до Англiї,
Карл Пiрсон запропонував йому посаду доцента з прикладної мате-
матики в Унiверситетському коледжi. Юл, слiдом за Пiрсоном, по-
чав фокусуватися на статистицi. У 1911 р. вiн опублiкував «Bступ
до теорiї статистики», який було передруковано 14 разiв. Наступно-
го року вiн переїхав до Кембриджського унiверситету. Його дослiд-
ницька робота була присвячена теоретичним аспектам статистики,
а також прикладним аспектам сiльського господарства й епiдемiо-
логiї. У 1922 р. вiн став членом Лондонського королiвського това-
риства.

У 1924 р. Юлом була опублiкована стаття «Математична теорiя
еволюцiї, що грунтується на висновках доктора Дж.К. Вiллiса».
Вiллiс був його колегою по Лондонському королiвському товари-
ству, який опублiкував у 1922 р. книгу пiд назвою «Biк i ареал,
дослiдження географiчного розподiлу та походження видiв». Вiн
вивчав розподiл видiв мiж рiзними родами при класифiкацiї рос-
лин i тварин. Зiбранi ним данi свiдчать про те, що бiльшiсть родiв
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Рис. 15.1:
Джордж Юл (1871-1951)

мiстять тiльки один вид, що все менше i менше родiв мiстять бiльшу
кiлькiсть видiв i що все ще iснує кiлька родiв, що мiстять велику
кiлькiсть видiв. У таблицi 15.1 наведенi данi по змiях, ящiрках i
двох сiмействах жукiв (Chrysomelidae та Cerambycinae). Вiдомi на
той час 1580 видiв ящiрок були вiднесенi до 259 родiв, 105 родiв
мiстили лише один вид, 44 - лише два види, 23 - лише три види
тощо, а два роди - бiльше ста видiв. Для iнших родин тварин i рос-
лин розподiл родiв за кiлькiстю включених до них видiв мав дуже
схожу форму.

Юл запропонував Вiллiсу спробувати побудувати графiк iз ло-
гарифмiчними шкалами. Це дало вражаючий результат (рисунок
15.2): логарифм числа Qn родiв, що мiстять n видiв, зменшується
бiльш-менш лiнiйно з log(n). Iншими словами, iснують константи
α > 0 та β > 0, такi, що Qn ≈ αn−β : функцiя розподiлу має «сте-
пеневе спадання». У своїй статтi 1924 р. Юл шукав математичну
модель еволюцiї, яка могла би пояснити такий статистичний роз-
подiл.

Для цього вiн спочатку уявив собi неперервну в часi стохастичну
модель 1 зростання числа видiв в межах одного роду (рис. 15.3). По-
чинаючи лише з одного виду в момент часу t = 0, вiн припускав, що
ймовiрнiсть для виду народити новий вид того самого роду шляхом
мутацiй протягом «малого» часового iнтервалу dt (на шкалi часу
еволюцiї) дорiвнює r dt з r > 0.

Нехай pn(t) - це ймовiрнiсть того, що в момент часу t iснує вид

1Маккендрiк (див. роздiл 16) уже почав дослiджувати такi моделi в динамiцi
населення в статтi, опублiкованiй в 1914 р.
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Таблиця 15.1: Данi зiбранi
Вiллiсом. (1) Chrysomelidae,
(2) Cerambycinae, (3) Змiї,
(4) Ящiрки.

Кiлькiсть Кiлькiсть родiв
видiв (1) (2) (3) (4)

1 215 469 131 105
2 90 152 35 44
3 38 82 28 23
4 35 61 17 14
5 21 33 16 12
6 16 36 9 7
7 15 18 8 6
8 14 17 8 4
9 5 14 9 5
10 15 11 4 5

11-20 58 74 10 17
21-30 32 21 12 9
31-40 13 15 3 3
41-50 14 8 1 2
51-60 5 4 0 0
61-70 8 3 0 1
71-80 7 0 1 0
81-90 7 1 0 0
91-100 3 1 1 0
101- 16 4 0 2

всього 627 1 024 293 259

Рис. 15.2: Кiлькiсть родiв
у залежностi вiд кiлькостi
включених до них видiв,
з десятковою логарифмiч-
ною шкалою. Данi для
Chrysomelidae. Для згла-
джування коливань, коли
n (кiлькiсть видiв) вели-
ка, число родiв було по-
раховане для дiапазонiв
n-значень, як показано в
таблицi 15.1. Таким чи-
ном, середнє число родiв
для одного значення n мо-
же бути менше 1. 10
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Рис. 15.3: Моделю-
вання еволюцiї числа
видiв у рамках одного
роду. Вид 1 генерує
види 2 та 3. Вид 3
генерує вид 4.

t

1

1

1

2

3

3

4

n (n - цiле число, але t - дiйсне число). Для обчислення pn(t + dt)
Юл розглянув кiлька випадкiв:

• якщо в момент часу t iснує n− 1 вид, то кожен вид має ймо-
вiрнiсть r dt генерацiї одного нового виду мiж t i t+ dt; в гра-
ницi dt → 0, в момент часу t + dt буде n видiв iз iмовiрнiстю
(n− 1) r dt;

• якщо в момент часу t буде n видiв, то в момент часу t + dt
видiв буде n+ 1 з iмовiрнiстю n r dt.

Таким чином, pn(t) задається такою системою диференцiальних
рiвнянь

dp1
dt

= −r p1 , (15.1)

dpn
dt

= (n− 1) r pn−1 − n r pn (15.2)

для всiх n > 2. З першого рiвняння ми отримуємо p1(t) = e−r t, тому
що p1(0) = 1. Можна показати, що розв’язок другого рiвняння, що
задовольняє початковiй умовi pn(0) = 0, дорiвнює

pn(t) = e−r t (1− e−r t)n−1 (15.3)

для всiх n > 2 (рисунок 15.4). Таким чином, у деякий фiксований
час t розподiл ймовiрностей (pn(t))n>1 є «геометричним» зi спiввiд-
ношенням мiж двома послiдовними членами, що дорiвнює 1−e−r t.
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Рис. 15.4: Ймовiр-
нiсть pn(t) того, що
iснують види од-
ного i того самого
роду для 1 6 n 6 4.

0

1

n=1

n=2

n=3

n=4

t

Дiйсно, спочатку зауважимо, що рiвняння (15.2) еквiвалентне
рiвнянню

d

dt

[
pn e

n r t
]

= (n− 1) r pn−1 e
n r t , (15.4)

з яких можна послiдовно обчислити p2(t), p3(t)... Ми отри-
муємо p2(t) = e−r t (1 − e−r t), потiм p3(t) = e−r t (1 − e−r t)2,
що передбачає формулу (15.3) для загального розв’язку. Наре-
штi, можна перевiрити, що ця формула є розв’язком рiвняння
(15.4).

З формули (15.3) Юл також вивiв, що очiкувана кiлькiсть видiв
iз часом зростає експоненцiально:

+∞∑
n=1

n pn(t) = er t .

Дiйсно, спочатку ми зауважимо, що для |x| < 1,

+∞∑
n=1

nxn−1 =
d

dx

+∞∑
n=0

xn =
d

dx

(
1

1− x

)
=

1

(1− x)2
.
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Тодi
+∞∑
n=1

n pn(t) = e−r t
+∞∑
n=1

n
(
1− e−r t

)n−1
= er t .

Зокрема, якщо T - це час подвоєння, що визначається спiввiд-
ношенням erT = 2, то розподiл ймовiрностi (pn(t))n>1 числа видiв
у момент часу t = T є геометричним iз коефiцiєнтом 1/2:

1

2
,

1

4
,

1

8
,

1

16
· · ·

У момент часу t = kT , вiн геометричний iз коефiцiєнтом 1− 1/2k i
p1(kT ) = 1/2k.

Далi Юл розглядав паралельно зi зростанням числа видiв, що
належать до того самого роду, подiбний процес, викликаний бiль-
шими мутацiями, що призводять до появи нових родiв. Нехай s dt
буде ймовiрнiсть того, що наявний рiд згенерує новий рiд за малий
промiжок часу dt. Як i ранiше, якщо припустити, що в момент часу
t = 0 iснує тiльки один рiд, то очiкувана кiлькiсть родiв у момент
часу t становитиме es t. Середнє число родiв, створених за одини-
цю часу в момент часу t, є похiдною s es t. В границi2, де t→ +∞,
середнє число родiв, якi в момент часу t iснували мiж x i x + dx,
дорiвнює s es (t−x) dx. Ймовiрнiсть того, що випадково вибраний рiд
у момент часу t має тривалiсть iснування в промiжку мiж x i x+dx
становить s e−s x dx.

Якщо рiд, обраний випадковим чином у момент часу t, мав три-
валiсть iснування мiж x та x+ dx, то ймовiрнiсть того, що цей рiд
мiстить n видiв, за формулою (15.3), дорiвнює e−r x (1 − e−r x)n−1

для всiх n > 1. Таким чином, iмовiрнiсть qn що випадково обраний
рiд в момент часу t має n видiв, дорiвнює

qn =

∫ +∞

0

s e−s x e−r x (1− e−r x)n−1 dx .

Покладемо u = r/s. Легко обчислити, що q1 = 1/(1 + u) i що

qn =
1

1 + u

u

1 + 2u

2u

1 + 3u
· · · (n− 1)u

1 + nu
(15.5)

для всiх n > 2.
2Юл також розглядав випадок, коли t не можна вважати дуже великим

порiвняно з часом подвоєння es t. Обчислення трохи складнiшi, але кiнцевi ре-
зультати не сильно вiдрiзняються.
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Дiйсно, маємо (1− e−r x)n−1 = (1− e−r x)n−2 (1− e−r x). Отже,

qn = qn−1 − s
∫ +∞

0

e−(r+s) x (1− e−r x)n−2 e−r x dx .

Iнтегруючи частинами, отримуємо

qn = qn−1 −
r + s

(n− 1) r
qn, qn =

(n− 1) r/s

1 + n r/s
qn−1 .

Формула (15.5) показує, що послiдовнiсть iмовiрностей (qn)n>1

спадає. Таким чином, максимум досягається при n = 1: бiльшiсть
родiв включають тiльки один вид. Саме це показали данi. До того
ж, зменшення qn до 0, коли n прямує до нескiнченностi, вiдбуваєть-
ся вiдносно повiльно, оскiльки qn/qn−1 → 1. Це може пояснити, чо-
му деякi роди мiстять велику кiлькiсть видiв. Точнiше, Юл показав,
що log qn зменшується лiнiйно з log(n).

Введемо гамма-функцiю Ейлера Γ(z) =
∫ +∞
0

tz−1 e−t dt. Тодi
Γ(n+ 1) = n! = n× (n− 1)× · · · × 2× 1, якщо n - цiле число, i
Γ(z + 1) = z Γ(z). Отже, (15.5) набуває форми

qn =
(n− 1)!

u(1 + 1
u )(2 + 1

u ) · · · (n+ 1
u )

=
Γ(n) Γ(1 + 1

u )

u Γ(n+ 1 + 1
u )

.

Але наближення Стерлiнга дає log Γ(n) ≈ n log n−n− 1
2 log n+

C, де C константа. Так само, log Γ(n+ 1 + 1/u) ≈ n log n− n+(
1
u + 1

2

)
log n+ C. Таким чином, log qn ≈ −(1 + 1

u ) log n+ C ′.

Розглянемо, наприклад, випадок ящiрок. Параметр u можна
оцiнити з пропорцiї q1 = 1/(1+u) родiв, якi мiстять тiльки один вид.
Згiдно таблицi 15.1, ми маємо q1 = 105/259, тому u ≈ 1,467. Потiм
ми можемо обчислити теоретичну ймовiрнiсть qn i очiкуване число
Qn родiв, що включають n видiв, помноживши qn на загальне чис-
ло видiв, що дорiвнює 259 (таблиця 15.2). Юл зауважив, що узгод-
женiсть мiж спостереженнями та розрахунками вiдносно добра3,

3Для кiлькостi родiв, що мiстять бiльше 100 видiв, результати виходять кра-
ще, нiж у таблицi 15.2, враховуючи, що t не велике порiвняно з часом подвоєння
est.
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зважаючи простоту моделi, яка не враховує, наприклад, катаклiз-
ми, якi види пережили за мiльйони рокiв еволюцiї.

Таблиця 15.2: Порiвняння даних i теорiї у випадку ящiрок (1 580 видiв,
класифiкованих у 259 родiв).

Кiлькiсть видiв Спостережувана Розрахункова
на рiд кiлькiсть родiв кiлькiсть родiв

1 105 105,0
2 44 39,2
3 23 21,3
4 14 13,6
5 12 9,6
6 7 7,2
7 6 5,6
8 4 4,5
9 5 3,7
10 5 3,1

11-20 17 16,6
21-30 9 6,9
31-40 3 3,9
41-50 2 2,6
51-60 0 1,9
61-70 1 1,4
71-80 0 1,1
81-90 0 0,9
91-100 0 0,7
101- 2 10,1

всього 259 259

Пiсля 1931 р. Юл поступово пiшов на пенсiю з Кембриджського
унiверситету. Вiн зацiкавився статистичним розподiлом довжини
речень для виявлення авторiв книг. Вiн застосував це, зокрема, до
книги, опублiкованої Джоном Граунтом (див. роздiл 2), але, мож-
ливо, написаної Вiльямом Петтi. У 1944 р. вiн опублiкував кни-
гу «Cтатистичне дослiдження лiтературної лексики». Вiн помер у
1951 р.

На даний час модель Юла досi використовується для аналiзу
фiлогенетичних дерев (генеалогiчних дерев видiв). Цi дерева, схо-
жi на тi, що показанi на рисунку 15.3, бiльш вiдомi завдяки новим
даним, що отриманi з молекулярної бiологiї. Але застосування сто-
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хастичного процесу, що визначається рiвняннями (15.1)-(15.2), не
обмежується теорiєю еволюцiї. Цей процес є складовим блоком ба-
гатьох моделей в динамiцi популяцiй, починаючи з мiкроскопiчного
рiвня (наприклад, для моделювання колонiй бактерiй) i закiнчую-
чи макроскопiчним рiвнем (для моделювання початку епiдемiї). Вiн
називається «процесом чистого народження» або «процесом Юла».
Простий варiант цього процесу мiстить iмовiрнiсть mdt смертi про-
тягом будь-якого невеликого промiжку часу dt: очiкуваний розмiр
популяцiї в момент часу t для цього «процесу народження i смер-
тi» становить тодi e(r−m)t. Стосовно розподiлу ймовiрностi (15.5),
то його iнодi називають розподiлом Юла. Розподiли з хвостами,
що задовольняють степеневому закону, привернули велику увагу в
рiзних галузях науки. Вивчення епiдемiй у випадкових мережах iз
розподiлом за степеневим законом є лише одним iз прикладiв.
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Маккендрiк i Кермак прo моделювання епi-
демiї (1926–1927)

У 1926 р. Маккендрiк вивчив стохастичну модель епiдемiї i
знайшов метод розрахунку ймовiрностi того, що епiдемiя до-
сягне певного кiнцевого розмiру. Вiн також вивiв диферен-
цiальне рiвняння з частинними похiдними, що описує популяцiї
з вiковою структурою в рамках неперервного часу. У 1927 р.
Кермак i Маккендрiк дослiджували детермiновану (невипад-
кову) модель епiдемiї та отримали рiвняння для кiнцевого роз-
мiру епiдемiї, яке пiдкреслює певний порiг для щiльностi насе-
лення. Великi епiдемiї можуть вiдбуватися вище, але не нижче
цього порогу. Цi роботи досi широко використовуються в су-
часнiй епiдемiологiї.

Андерсон Грей Маккендрiк (McKendrick) народився в 1876 р. в
Единбурзi останнiм з п’яти дiтей. Вiн вивчав медицину в Унiверси-
тетi Глазго, де його батько був професором фiзiологiї. У 1900 р. вiн
вступив до Iндiйської медичної служби. Перед тим, як вiдправити-
ся до Iндiї, вiн супроводжував Рональда Росса в мiсiї з боротьби
проти малярiї в Сьєрра-Леоне. Потiм вiн служив в армiї 18 мiсяцiв
в Суданi. Пiсля прибуття до Iндiї його було призначено лiкарем до
в’язницi в Бенгалiї, де вiн намагався контролювати дизентерiю. У
1905 р. вiн вступив на роботу до нового Центрального iнституту ме-
дичних дослiджень в Касаулi (на пiвночi Iндiї). Вiн працював над
дослiдженням сказу, але також вивчав математику. У 1920 р., за-
ражений тропiчною хворобою, вiн повернувся до Единбургу i став
суперiнтендантом лабораторiї Королiвського коледжу лiкарiв.

У 1926 р. Маккендрiк опублiкував статтю «Застосування ма-
тематики до медичних проблем», в якiй мiстилося кiлька нових
iдей. Вiн представив, зокрема, математичну модель для епiдемiй
iз урахуванням стохастичного аспекту iнфекцiї та одужання.

Розглянемо популяцiю розмiром в N зi, спочатку, лише однiєю
зараженою людиною. Люди можуть послiдовно проходити через
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Рис. 16.1: Маккендрiк (1876-1943) i Кермак (1898-1970).

три стани: сприйнятливий S, iнфiкований I i вiдновлений R (рису-
нок 16.2)1.

S I R

Рис. 16.2: Можливi стани: сприйнятливий (S), iнфiкований (I), що одужав
(R).

Нехай pi,r(t) - це ймовiрнiсть того, що населення мiстить в мо-
мент часу t рiвно i людей в станi I та r людей в станi R, де i та r є
цiлими числами, такими, що 1 6 i+r 6 N . У цьому випадку будемо
говорити, що населення знаходиться в станi (i, r). Кiлькiсть сприй-
нятливих людей дорiвнює s = N− i−r. Слiдом за роботами Росса з
малярiї (див. роздiл 12), Маккендрiк припустив, що протягом неве-
ликого промiжку часу dt ймовiрнiсть виникнення нового випадку
зараження дорiвнює a s i dt (тобто пропорцiйна як кiлькостi сприй-
нятливих людей, так i кiлькостi iнфiкованих). Ймовiрнiсть одного
нового одужання дорiвнює b i dt (тобто пропорцiйна як кiлькостi
сприйнятливих людей, так i кiлькостi iнфiкованих). Як a, так i b є
додатними параметрами. Для обчислення pi,r(t+dt) слiд розрiзняти
кiлька випадкiв:

• населення перебуває в станi (i − 1, r) в момент часу t й одна
1Модель Данiеля Бернуллi (див. роздiл 4) включала стани S i R, але не I,

при цьому тривалiсть зараження була значно меншою за середню тривалiсть
життя.
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нова iнфекцiя переводить населення в стан (i, r) мiж t та t+dt;
ймовiрнiсть цiєї подiї становить a s (i−1) dt iз s = N(i−1)−r;

• населення перебуває в станi (i, r) в момент часу t й одна нова
iнфекцiя переводить населення в стан (i+ 1, r) мiж t та t+ dt;
ймовiрнiсть цiєї подiї становить a s i dt iз s = N − i− r;

• населення перебуває в станi (i + 1, r − 1) в момент часу t й
одне нове одужання перемiщує населення в стан (i, r) мiж t та
t+ dt; ймовiрнiсть цiєї подiї становить b (i+ 1) dt;

• населення перебуває в станi (i, r) в момент часу t й одне нове
одужання перемiщує населення в стан (i − 1, r + 1) мiж t та
t+ dt; ймовiрнiсть цiєї подiї становить b i dt.

Отже, Маккендрiк отримав рiвняння

dpi,r
dt

= a (N − i− r + 1) (i− 1) pi−1,r − a (N − i− r) i pi,r

+ b (i+ 1) pi+1,r−1 − b i pi,r (16.1)

для 1 6 i+ r 6 N . Перший член у правiй частинi рiвняння вiдсут-
нiй, якщо i = 0, а третiй вiдсутнiй, якщо r = 0. Початковi умови
pi,r(0) = 0 для всiх (i, r), окрiм p1,0(0) = 1.

За допомогою цiєї моделi Маккендрiк зумiв обчислити ймовiр-
нiсть того, що епiдемiя закiнчиться iз зараженням n, що є грани-
цею p0,n(t) при t → +∞. Дiйсно, немає необхiдностi розв’язувати
систему (16.1). Досить зауважити, що поки є зараженi i та тi, хто
одужав r, ймовiрнiсть нового зараження протягом невеликого про-
мiжку часу dt становить a (N − i− r) i dt, а ймовiрнiсть нового оду-
жання b i dt. Таким чином, iмовiрностi переходу (як їх зазвичай
називають у теорiї ланцюгiв Маркова) зi стану (i, r) в стан (i+ 1, r)
або стан (i− 1, r + 1) вiдповiдно дорiвнюють

P(i,r)→(i+1,r) =
a (N − i− r)

a (N − i− r) + b
,

P(i,r)→(i−1,r+1) =
b

a (N − i− r) + b
,

для всiх i > 1 (рисунок 16.3).
Нехай qi,r - це ймовiрнiсть того, що пiд час епiдемiї населення

пройде через стан (i, r). Оскiльки i = 1 та r = 0, коли t = 0, ми
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Рис. 16.3: Дiаграма, що
показує можливi стани по-
пуляцiї з N = 5 (i по го-
ризонтальнiй осi, r по вер-
тикальнiй осi) i можливi
переходи в результатi iн-
фiкування (горизонтальнi
стрiлки) або одужання (iн-
шi стрiлки).
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маємо q1,0 = 1. Решта станiв досягаються або пiсля зараження, або
пiсля одужання:

qi,r = qi−1,r P(i−1,r)→(i,r) + qi+1,r−1 P(i+1,r−1)→(i,r) .

Перший член виразу в правiй частинi пропущений, якщо i = 0
або i = 1. Друга умова вiдсутня, якщо r = 0. З цiєї формули
можна обчислити спочатку (qi,0)26i6N , потiм (qi,1)06i6N−1, потiм
(qi,2)06i6N−2 тощо. Ймовiрнiсть того, що епiдемiя остаточно зара-
зитьN людей, становить q0,n. У 1926 р. такi обчислення були досить
трудомiсткими. Тому Маккендрiк обмежився прикладами, що сто-
суються дуже маленьких популяцiй, наприклад, сiм’ї. При N = 5
осiб та b/a = 2 вiн отримав таблицю 16.1. Найбiльшi ймовiрностi
вiдповiдають випадку, коли заражена лише одна особа в сiм’ї, та
випадку, коли заражена вся сiм’я.

Таблиця 16.1: Ймовiрнiсть епiдемiї в сiм’ї з п’яти осiб заразити n, якщо
b/a = 2.

n 1 2 3 4 5

q0,n 0,33 0,11 0,09 0,13 0,34

У тiй самiй статтi 1926 р. мiститься i нове формулювання демо-
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графiчних проблем, коли час розглядається як неперервна змiнна.
Для dx нескiнченно малого, нехай P (x, t) dx - це населення з вiком
вiд x до x+ dx в момент часу t. Нехай m(x) буде смертнiсть у вiцi
x. Тодi

P (x+ h, t+ h) ≈ P (x, t)−m(x)P (x, t)h

для h нескiнченно малого. Вводимо частиннi похiднi функцiї P (x, t):

∂P

∂x
(x, t) = lim

h→0

P (x+ h, t)− P (x, t)

h
,

∂P

∂t
(x, t) = lim

h→0

P (x, t+ h)− P (x, t)

h
.

Використовуючи це

P (x+ h, t+ h) ≈ P (t, x) + h
∂P

∂x
(x, t) + h

∂P

∂t
(x, t) ,

Маккендрiк отримав таке диференцiальне рiвняння з частинними
похiдними:

∂P

∂t
(x, t) +

∂P

∂x
(x, t) +m(x)P (x, t) = 0 .

Це рiвняння природним чином з’являється в демографiчних зав-
даннях, структурованих неперервною змiнною, такою як вiк у де-
мографiї (див. роздiл 25) або час, що минув iз моменту зараження
в епiдемiологiї.

У 1921 р. Вiльям Огiлвi Кермак (Kermack) був призначений вiд-
повiдальним за хiмiчну секцiю лабораторiї Королiвського коледжу
лiкарiв в Единбурзi. Кермак народився в 1898 р. в маленькому мiстi
в Шотландiї. Вiн навчався в Абердинському унiверситетi та почав
дослiдження в галузi органiчної хiмiї в промисловiй лабораторiї в
Оксфордi. Незважаючи на те, що пiсля вибуху в своїй Единбурзь-
кiй лабораторiї в 1924 р. вiн повнiстю ослiп, вiн продовжив свою
хiмiчну роботу за допомогою колег i студентiв. Крiм того, Кермак
почав спiвпрацювати з Маккендрiком в галузi математичного мо-
делювання епiдемiй. Починаючи з 1927 р., вони разом опублiкува-
ли серiю «Bнесок у математичну теорiю епiдемiй», в якiй вивчали
детермiнiстичнi моделi епiдемiй. Нехай N буде розмiр популяцiї з
N досить велике. Припустимо, як у статтi 1926 р., що люди мо-
жуть бути або сприйнятливими, або iнфiкованими, або такими, що
одужали. Якщо хвороба смертельна, то третiм станом насправдi
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є смерть. Нехай S(t), I(t) i R(t) будуть числом людей у кожному
з трьох станiв. Модель є (у спрощеному виглядi) системою трьох
диференцiальних рiвнянь:

dS

dt
= −aS I, (16.2)

dI

dt
= aS I − b I, (16.3)

dR

dt
= b I. (16.4)

Таким чином, кiлькiсть нових випадкiв iнфiкування за одиницю
часу, як i в стохастичнiй моделi 1926 р., пропорцiйна як кiлько-
стi сприйнятливих людей, так i кiлькостi iнфiкованих. На початку
епiдемiї, в момент часу t = 0, заражено певну кiлькiсть людей:
S(0) = N − I0, I(0) = I0 та R(0) = 0, припускаючи 0 < I0 < N .

Хоча система (16.2)-(16.4) не має явного розв’язку, деякi її вла-
стивостi можуть бути доведенi:

• Загальна чисельнiсть населення S(t)+I(t)+R(t) залишається
постiйною i дорiвнює N ;

• S(t), I(t) i R(t) залишаються невiд’ємними (як i повинно бути,
оскiльки мова йде про популяцiї);

• коли t→ +∞, S(t) зменшується до границi S∞ > 0, I(t) пря-
мує до 0, а R(t) зростає до границi R∞ < N ;

• бiльше того, формула

− log
S∞
S(0)

=
a

b
(N − S∞) , (16.5)

опосередковано дає S∞ й, отже, також остаточний розмiр епi-
демiї R∞ = N − S∞.

Дiйсно, спочатку ми бачимо, що d
dt (S+I+R) = 0. Таким чином,

S(t) + I(t) + R(t) = S(0) + I(0) + R(0) = N . Рiвняння (16.2) i
(16.3) можуть бути переписанi як

d

dt

[
S(t) ea

∫ t
0
I(τ) dτ

]
= 0 ,

d

dt

[
I(t) eb t−a

∫ t
0
S(τ) dτ

]
= 0 .
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З одного боку випливає, що

S(t) = S(0) e−a
∫ t
0
I(τ) dτ > 0

а з iншого боку, що

I(t) = I(0) ea
∫ t
0
S(τ) dτ−b t > 0.

Рiвняння (16.2) i (16.4) показують, що функцiя S(t) зменшуєть-
ся, а функцiя R(t) збiльшується (зокрема, R(t) > 0). Оскiльки
S(t) > 0 i R(t) 6 N , функцiї S(t) i R(t) мають обмеження
при t → +∞. Починаючи з I(t) = N − S(t) − R(t), I(t) також
має границю, коли t → +∞, який може бути лише нулем, як
може бути видно iнтегруванням (16.4). Рiвняння (16.2) також
показує, що

− d

dt
[logS] = a I.

Iнтегруючи вiд t = 0 до t = +∞, ми знаходимо :

logS(0)− logS∞ = a

∫ +∞

0

I(t) dt.

Рiвняння (16.3) можна переписати як

dI

dt
= −dS

dt
− b I.

Iнтегруючи вiд t = 0 до t = +∞, ми отримуємо

−I(0) = S(0)− S∞ − b
∫ +∞

0

I(t) dt.

Комбiнуючи два результати, ми отримуємо формулу (16.5), яка
показує, що S∞ > 0.

Коли початкова кiлькiсть iнфiкованих I0 мала порiвняно з чи-
сельнiстю населення N , що часто буває на початку епiдемiї в мiстi,
формулу (16.5) можна переписати, використовуючи S∞ = N −R∞
як

− log

(
1− R∞

N

)
≈ R0

R∞
N

, (16.6)
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де за визначенням

R0 =
aN

b
.

Рiвняння (16.6) має додатний розв’язок, тiльки якщо R0 > 1. Та-
ким чином, Кермак i Маккендрiк дiйшли такого висновку: епiде-
мiя зачепить суттєву частку населення лише в тому випадку, якщо
R0 > 1. Iснує порiг щiльностi населення N∗ = b/a, нижче якого
епiдемiя не може виникнути.

Коли розмiр популяцiї N трохи вище цього порогу (N = N∗ +
ε), вiдбувається епiдемiя малої амплiтуди. З (16.6) випливає, що
R∞ ≈ 2 ε. Так що S∞ ≈ N∗ − ε: епiдемiя призводить до того, що
сприйнятливе населення опускається нижче порогового значення
N∗ у тiй самiй мiрi, в якiй спочатку було вище.

Дiйсно, використовуючи наближення − log(1 − x) ≈ x + x2

2 ,
рiвняння (16.6) стає

R∞
N

+
1

2

(
R∞
N

)2

≈ R0
R∞
N

.

Отже, R∞ ≈ 2(R0 − 1)N = 2 ε
N∗ (N∗ + ε) ≈ 2ε.

Як i в малярiйнiй моделi Росса (роздiл 12), умова R0 > 1 має
просту iнтерпретацiю. Оскiльки aN - це кiлькiсть людей, яку од-
на заражена людина заражає за одиницю часу на початку епiдемiї,
а 1/b - це середнiй iнфекцiйний перiод, то R0 = aN/b - це серед-
ня кiлькiсть вторинних випадкiв захворювання, зумовлена однiєю
зараженою людиною на початку епiдемiї.

Для смертельних хвороб R(t) - це сукупне число смертей з по-
чатку епiдемiї, а dR/dt - число смертей за одиницю часу. Кермак
i Маккендрiк помiтили, що графiк функцiї dR/dt в їхнiй матема-
тичнiй моделi справдi має форму дзвона, яку можна очiкувати вiд
кривої епiдемiї (рисунок 16.4).

Для отримання dR/dt вони роздiлили (16.2) на (16.4), щоб от-
римати dS/dR = −aS/b. Так

S(t) = S(0) exp(−aR(t)/b).
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Рис. 16.4: Крива dR/dt
в залежностi вiд ча-
су i даних про кiль-
кiсть смертей на ти-
ждень пiд час епiдемiї
чуми в Бомбеї в 1905-
1906 рр. 0 2010 305 15 25
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Замiнивши це на рiвняння (16.4) i використовуючи

S(t) + I(t) +R(t) = N,

вони отримали рiвняння

dR

dt
= b

[
N −R− S(0) exp

(
−a
b
R
)]

, (16.7)

яке досi не може бути розв’язане однозначно. Проте, якщо
a
b R(t) залишиться невеликим протягом всiєї епiдемiї, то апрок-
симацiя exp(−u) ≈ 1− u+ u2/2 дає

dR

dt
≈ b

[
N −R− S(0) + S(0)

a

b
R− S(0)

a2

2 b2
R2

]
. (16.8)

Це так зване рiвняння Рiккатi з двома постiйними розв’язками,
одним додатним R+ i одним вiд’ємним R−, задане коренями
полiнома другого порядку в R у правiй частинi рiвняння (16.8).
Нехай R̃(t) буде точним розв’язком (16.8), а Q(t) = R̃(t)−R+.
Тодi Q(t) задовольняє диференцiальному рiвнянню Бернуллi,
аналогiчному рiвнянню Данiеля Бернуллi та Ферхюльста (див.
(4.5) i (6.1)). Таким чином, можна безпосередньо адаптувати
формулу (6.2), щоб отримати Q(t). Легкий, але нудний розра-
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хунок показує, що dQ/dt має форму

α

cosh2(βt− γ)
,

де α, β i γ є константами, якi складним чином залежать вiд
параметрiв моделi. Оскiльки dR/dt ≈ dR̃/dt = dQ/dt, Кермак
i Маккендрiк могли вибрати (α, β, γ) вiдповiдно до своїх да-
них. Звичайно, сучаснi комп’ютери та програми можуть легко
розв’язати чисельно диференцiальне рiвняння (16.7) без про-
ходження через цi наближення.

Таким чином, крива для dR/dt добре пiдiгнана пiд данi про кiль-
кiсть смертей на тиждень пiд час епiдемiї чуми в Бомбеї в перiод
iз грудня 1905 р. до липня 1906 р. (рис. 16.4).

Кермак i Маккендрiк також розглянули бiльш загальну модель,
де заразнiсть a(x) залежить вiд часу x з моменту зараження, i де
показник одужання b(x) також залежить вiд x. Рiвняння, що дає
остаточну величину епiдемiї (коли початкове число iнфiкованих ви-
падкiв мале), все ще (16.6), але з

R0 = N

∫ +∞

0

a(x) e−
∫ x
0
b(y) dy dx. (16.9)

Параметр R0 має ту саму iнтерпретацiю, що й у попередньому ви-
падку: це середнє число вторинних випадкiв, викликаних одним iн-
фiкованим на початку епiдемiї. Звернiть увагу на подiбнiсть (16.9) i
формули Лотки (10.2) для R0 в демографiї: вiк замiнюється часом
iз моменту iнфiкування, виживання - ймовiрнiстю e−

∫ x
0
b(y) dy бути

все ще iнфiкованим, фертильнiсть - показником контакту N a(x).
Кермак i Маккендрiк розробили кiлька iнших математичних мо-

делей епiдемiй протягом 1930-х рокiв. Вони досi є будiвельними
блоками для бiльшостi складнiших моделей, що використовують-
ся в даний час в епiдемiологiї. Параметр R0, як i ранiше, вiдiграє
центральну роль в аналiзi моделi.

Маккендрiк пiшов у вiдставку в 1941 р. й помер у 1943 р. Мiж
1930 р. та 1933 р. Кермак був спiвавтором декiлькох статей з ма-
тематичної фiзики з Вiльямом Мак-Крi i Едмундом Вiттекером,
обидва з математичного факультету Единбурзького унiверситету.
У 1930-х i 1940-х роках команда хiмiкiв Кермака намагалася син-
тезувати новi молекули з протималярiйною активнiстю, але з обме-
женим успiхом. У 1938 р. Кермак разом з Фiлiпом Егглтоном висту-
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пив спiвавтором популярної книги з елементарної бiохiмiї, «Pечi, з
яких ми зробленi». У 1944 р. його було обрано членом Лондонсько-
го королiвського товариства, а в 1949 р. вiн зайняв кафедру бiохiмiї
в Абердинському унiверситетi. Пiзнiше вiн працював деканом фа-
культету природничих наук. У 1968 р. вiн пiшов на пенсiю i помер
у 1970 р.
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Голдейн i мутацiї (1927)

В iншому роздiлi своєї статтi 1922 р. Фiшер розглянув пробле-
му мутантного гена, який може бути переданий випадковому
числу нащадкiв iз заданим розподiлом iмовiрностей. Формаль-
но проблема була такою самою, як i проблема зникнення сiмей,
але в генетичному контекстi. Фiшер показав, якщо розподiл
iмовiрностей був розподiлом Пуассона, i якщо мутантний ген
не мав селективної переваги, то мутантний ген мiг би зникнути
з популяцiї дуже повiльно. У 1927 р. британський бiолог Гол-
дейн продовжив дослiдження цiєї моделi та показав, що ймо-
вiрнiсть того, що мутантний вигiдний ген збереже себе, вдвiчi
вище його селективної переваги. Вiн також дав бiльш ретельне
трактування проблеми зникнення.

Джон Бердон Сандерсон Голдейн (Haldane) народився в 1892 р.
в Оксфордi, де його батько був професором фiзiологiї в унiверси-
тетi. Голдейн навчався в Iтонському коледжi та пiсля 1911 р. в Нью
коледжi Оксфордського унiверситету. Зосередившись на математи-
цi на першому курсi, пiзнiше вiн звернувся до гуманiтарних наук.
Його навчання було перервано Першою свiтовою вiйною, пiд час
якої вiн служив у Францiї та Iраку. Будучи пораненим, вiн був вiд-
правлений у якостi вiйськового iнструктора в Iндiю. У 1915 р. вiн
опублiкував першу статтю про генетичнi експерименти на мишах,
якi вiн почав до вiйни. У 1919 р. вiн став стипендiатом Нью коле-
джу, викладаючи фiзiологiю i вивчаючи дихання, як i його батько.
У 1923 р. вiн приєднався до лабораторiї бiохiмiї Ф.Г. Гопкiнса1 у
Кембриджському унiверситетi, де вiн зосередився на кiнетицi фер-
ментiв. Вiн також опублiкував науково-фантастичний роман «Де-
дал або наука i майбутнє» (1923 р.) та есе пiд назвою «Каллiнiк,
захист хiмiчної вiйни» (1925 р.). У перiод з 1924 р. до 1934 р. вiн
написав серiю з десяти статей пiд назвою «Математична теорiя при-
родного i штучного добору».

1Фредерик Гоуленд Гопкiнс, який отримав Нобелiвську премiю з фiзiологiї
та медицини в 1929 р. за роботу з вiтамiнiв.
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Рис. 17.1:
Голдейн (1892–1964)

У п’ятiй статтi цiєї серiї, опублiкованiй у 1927 р., Голдейн пере-
глянув iншу генетичну модель, вивчену Фiшером у 1922 р., модель,
яка зосереджується на мутацiях. Фiшер вивчив iмовiрнiсть того,
що мутантний ген вторгнеться в популяцiю або зникне. Ця пробле-
ма формально така сама, як i у Б’янеме, Гальтона i Ватсона, щодо
зникнення сiмей. Але Фiшер не робив жодних посилань на цi робо-
ти, хоча, можливо, вiн читав статтю Гальтона i Ватсона, вiдтворену
в додатку до книги Гальтона 1889 р. «Природна спадщина». Як i
в роздiлi 9, позначимо pk ймовiрнiсть передачi гена потомству k в
першому поколiннi (k > 0). Фiшер розглянув також твiрну функцiю

f(x) = p0 + p1 x+ p2 x
2 + · · ·+ pk x

k + · · · ,

за винятком того, що вiн не зафiксував верхню границю для k: сума
може включати в себе нескiнченну кiлькiсть елементiв. Вiн зрозу-
мiв, що починаючи з однiєї особини з мутантним геном у поколiннi
0, ймовiрнiсть знаходження цього гена в k особинах є коефiцiєнтом
xk в f1(x) = f(x) для поколiння 1, в f2(x) = f(f(x)) для поколiння
2, в f3(x) = f(f(f(x)) для поколiння 3 тощо. Таким чином, стає
зрозумiло, що це рiвняння виконується:

fn(x) = f(fn−1(x)) (17.1)

Це рiвняння набагато практичнiше, нiж рiвняння fn(x) = fn−1(f(x)),
отримане Ватсоном. Зокрема, з (17.1) випливає, що ймовiрнiсть
зникнення в межах n поколiнь xn = fn(0) задовольняє iтерацiй-
нiй формулi xn = f(xn−1), як уже зауважив Б’янеме.



114

Як приклад, Фiшер розглянув випадок рослини з мутантним
геном, яка може виробляти N насiнин, кожна насiнина має ймовiр-
нiсть q вижити, щоб виробити нову рослину. Ймовiрнiсть pk отри-
мання k потомства з мутантним геном є бiномiальною:

pk =

(
N

k

)
qk(1− q)N−k

для всiх 0 6 k 6 N i pk = 0 для k > N . Таким чином, твiрна
функцiя записується так: f(x) = (1− q + q x)n. Нехай R0 = Nq бу-
де середньою кiлькiстю насiнин, якi виживуть, щоб виробити нову
рослину. Якщо N велике, а q маленьке, то

f(x) =

(
1 +

R0

N
(x− 1)

)N
≈ eR0(x−1) = e−R0

+∞∑
k=0

(R0x)k

k!
.

Ймовiрнiсний розподiл (pk) прямує до e−R0 (R0)k/k!, який нази-
вається пуассонiвським розподiлом. Потiм Фiшер обчислив iмовiр-
нiсть зникнення мутантного гена в межах поколiнь n, використову-
ючи x0 = 0, xn ≈ eR0(xn−1−1) i числовi значення N = 80 та q = 1/80.
В цьому випадку R0 = Nq = 1. Громiздкi обчислення показують,
що x100 ≈ 0,98: мутантний ген без селективної переваги (R0 = 1)
зникає дуже повiльно. Iснує ще 2% шанс, що цей ген буде присутнiй
у популяцiї через 100 поколiнь. У 1922 р. Фiшер зупинив подальшi
дослiдження цiєї моделi.

Продовжуючи роботу Фiшера, Голдейн вперше помiтив у своїй
статтi 1927 р., що за будь-якого ймовiрнiсного розподiлу (pk) тако-
го, що p0 > 0, рiвняння x = f(x) має рiвно два коренi в iнтервалi
(0, 1], коли середнє число потомства, що несе мутантний ген R0

строго бiльше 1, тобто коли у мутантного гена є селективна пере-
вага. Бiльше того, ймовiрнiсть зникнення x∞, яка є границею xn
коли n→ +∞, є найменшим iз двох коренiв x = f(x): ген має нену-
льову ймовiрнiсть осiдання в популяцiї. На вiдмiну вiд Б’янеме i
Курно, Голдейн навiв доказ цього висновку.

Дiйсно, f ′(x) > 0 i f ′′(x) > 0 на iнтервалi [0, 1]. Iншими слова-
ми, функцiя f(x) є зростаючою i опуклою. Припущення f(0) =
p0 > 0 i

f ′(1) = R0 = p1 + 2 p2 + 3 p3 + · · · > 1

мають на увазi, що рiвняння f(x) = x має рiвно два розв’язки
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на iнтервалi (0, 1]: x = 1 та x∗ таким чином, що 0 < x∗ < 1.
Потiм Голдейн послався на статтю Габрiеля Кенiгса 1883 р.,
в якiй показано, що якщо xn = f(xn−1) i xn → x∞, то x∞ =
f(x∞) i |f ′(x∞)| 6 1. Коли f ′(1) > 1, єдиною можливiстю є
x∞ = x∗.

Для випадку пуассонського розподiлу з f(x) = eR0(x−1) та R0

трохи бiльше 1, ймовiрнiсть зникнення x∞ дуже близька до 1. Рiв-
няння f(x∞) = x∞ тодi еквiвалентно

R0(x∞ − 1) = log x∞ ≈ (x∞ − 1)− (x∞ − 1)2

2
.

З цього випливає, що

1− x∞ ≈ 2(R0 − 1).

Голдейн зробив висновок, що ймовiрнiсть того, що мутантний ген
не вимре, вдвiчi перевищує його селективну перевагу R0 − 1. Не
цитуючи Голдейна, Фiшер взяв як приклад у своїй книзi 1930 р.
випадок, коли R0 = 1,01, що дає 2% ймовiрнiсть того, що мутант-
ний ген не вимре.

Голдейн став членом Лондонського королiвського товариства в
1932 р. Вiн покинув Кембридж, щоб стати професором генетики,
а потiм бiометрiї в Унiверситетському коледжi Лондона. Тодi його
особливо цiкавила генетика людини: оцiнка частоти мутацiй, ге-
нетичнi карти хромосом тощо. Крiм його наукових книг («Бiоло-
гiя тварин» в 1927 р. з Джулiаном Гакслi, «Eнзими» в 1930 р. i
«Причини еволюцiї» в 1932 р., «Бiохiмiя генетики» в 1954 р.), вiн
опублiкував велику кiлькiсть статей iз науки у пресi (наприклад,
про походження життя) i деякi есе («Hерiвнiсть людини» в 1932 р.,
«Фiлософiя бiолога» в 1935 р., «Mарксистська фiлософiя i наука» в
1938 р., «Спадковiсть i полiтика» в 1938 р. i «Hауковi досягнення» в
1947 р.). Пiсля кiлькох вiзитiв до Iспанiї пiд час громадянської вiйни
вiн намагався переконати свою країну побудувати укриття вiд по-
вiтряних бомбардувань. Пiд час Другої свiтової вiйни вiн працював
над проблемами дихання на пiдводних човнах. Член Комунiстичної
партiї з 1942 р., вiн пiшов у вiдставку в 1950 р. через офiцiйну вiд-
мову вiд менделевської генетики з iдеологiчних причин в СРСР пiд
впливом Лисенка. У 1957 роцi вiн оселився в Iндiї, де продовжив
свої дослiдження, спочатку в Iндiйському статистичному iнститутi
в Калькуттi, а потiм в Бхубанешварi. Ставши громадянином Iндiї,
вiн помер в 1964 роцi.
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Ерланг i Штеффенсен про проблему вими-
рання (1929–1933)

У 1929 р. данський телефонний iнженер Ерланг в черговий раз
розглянув проблему зникнення прiзвищ. Його спiввiтчизник
статистик Штеффенсен розробив повний розв’язок цiєї про-
блеми. Вiн показав, зокрема, що математичне сподiвання кiль-
костi нащадкiв у кожному поколiннi зростає в геометричнiй
прогресiї, тим самим перетворюючись на мiст мiж стохастич-
ною i детермiнiстичною моделями населення.

Агнер Краруп Ерланг (Erlang) народився в 1878 р. в Лонборзi,
Данiя. Його батько був шкiльним учителем. Мiж 1896 i 1901 рока-
ми молодий Ерланг вивчав математику, фiзику i хiмiю в Копенга-
генському унiверситетi. Потiм вiн викладав кiлька рокiв у серед-
нiх школах, зберiгаючи при цьому iнтерес до математики, особли-
во до теорiї ймовiрностей. Вiн познайомився з Йенсеном, головним
iнженером копенгагенської телефонної компанiї та математиком-
любителем, який переконав його в 1908 р. приєднатися до нової
науково-дослiдної лабораторiї компанiї. Ерланг почав публiкувати
статтi про застосування теорiї ймовiрностей для управлiння теле-
фонними дзвiнками. У 1917 р. вiн вiдкрив формулу часу очiкуван-
ня, яка швидко стала використовуватися телефонними компанiями
по всьому свiту. Його статтi, вперше опублiкованi данською мовою,
були потiм перекладенi кiлькома iншими мовами.

У 1929 р. Ерланг зацiкавився тiєю самою проблемою вимирання,
яку Б’янеме, Гальтон i Ватсон вивчали до нього стосовно прiзвищ,
а Фiшер i Голдейн - стосовно мутантних генiв. Як i його поперед-
ники, вiн не знав про всi опублiкованi роботи. Знову назвавши pk
ймовiрнiстю для однiєї людини мати потомство k, вiн зауважив, що
ймовiрнiсть xn вимирання в межах n поколiнь задовольняє рiвнян-
ню

xn = p0 + p1 xn−1 + p2 (xn−1)2 + · · · = f(xn−1)

з x0 = 0. Вiн також зауважив, що загальна ймовiрнiсть вимиран-
ня x∞, яка є границею xn при n → +∞, є розв’язком рiвняння
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Рис. 18.1:
Ерланг (1878–1929)

x∞ = f(x∞). Вiн зрозумiв, що x = 1 завжди є розв’язком, i що
iснує iнший розв’язок мiж 0 та 1, коли середня кiлькiсть потомства
R0 = f ′(1) бiльше 1. Але, схоже, вiн не змiг зрозумiти, який iз цих
двох розв’язкiв є правильним. Як i Гальтон, вiн представив цю про-
блему в 1929 р. в данському математичному журналi «Matematisk
Tidsskrift»:

«Питання 15. Коли ймовiрнiсть того, що людина має k
дiтей, дорiвнює pk, де p0 + p1 + p2 + · · · = 1, Знайдiть
iмовiрнiсть того, що його сiм’я вимре.»

На жаль, Ерланг помер у тому самому 1929 р. у вiцi 51 рiк. Власне
кажучи, вiн помер бездiтним1.

Професор актуарної математики Копенгагенського унiверсите-
ту Йохан Фредерiк Штеффенсен (Steffensen) вiдповiв на запитання
Ерланга. Вiн опублiкував у 1930 р. свiй розв’язок у тому самому
данському журналi: ймовiрнiсть зникнення x∞ завжди найменший
корiнь рiвняння x = f(x) в замкнутому iнтервалi [0, 1], як уже по-
мiтили Б’янеме та Голдейн. Доведення Штеффенсена можна знай-
ти в сучасних пiдручниках.

Дiйсно, ми бачили, що ймовiрнiсть зникнення x∞ - це розв’язок
x = f(x) на замкненому iнтервалi [0, 1]. Нехай x∗ буде наймен-
шим таким розв’язком. За визначенням x∗ 6 x∞. Спочатку

1В пам’ять про нього Мiжнародний телефонний консультативний комiтет у
1946 р. вирiшив назвати «ерланг» одиницею вимiрювання iнтенсивностi теле-
фонного трафiку. «Ерланг» - це також назва мови програмування, дана ком-
панiєю Ericsson.
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Штеффенсен помiтив, що x∗ = f(x∗) > p0 = x1. Припустимо
шляхом iндукцiї, що x∗ > xn. Тодi x∗ = f(x∗) > f(xn) = xn+1,
оскiльки функцiя f(x) зростає. Так що x∗ > xn для всiх n.
Взявши границю, маємо x∗ > x∞. Так що x∞ = x∗.

Штеффенсен також дав бiльш формальне пояснення, чому x =
1 є єдиним коренем x = f(x), коли середнє число потомства R0 =
f ′(1) менше або дорiвнює 1 (рисунок 18.2a), i чому є лише один
корiнь, вiдмiнний вiд x = 1, у випадку, коли R0 > 1 (рисунок 18.2b).
Звернiть увагу, що R0 = f ′(1) - це нахил функцiї f(x) при x = 1.

Вiн помiтив, що для будь-якого кореня x = f(x),

1− x = 1− f(x) = 1− p0 −
+∞∑
k=1

pk x
k =

+∞∑
k=1

pk(1− xk) .

Припустивши x 6= 1 та роздiливши на 1− x, ми отримаємо

1 = p1 + p2(1 + x) + p3(1 + x+ x2) + · · · . (18.1)

Коли x збiльшується з 0 до 1, права частина рiвняння (18.1)
збiльшується з 1− p0 до R0 = f ′(1). Якщо R0 < 1, то рiвняння
(18.1) не має розв’язку. Якщо R0 > 1 i якщо ми виключимо
тривiальний випадок p1 = 1, то права частина рiвняння (18.1) є
строго зростаючою функцiєю x. Iнакше не було б k > 2, такого,
що pk 6= 0, i R0 дорiвнювало б p1 < 1. Як наслiдок, коли R0 > 1,
рiвняння (18.1) в iнтервалi [0, 1] має один i лише один розв’язок.

Штеффенсен, який також був президентом Данського актуар-
ного товариства та Данського математичного товариства, був за-
прошений до Лондонського унiверситету в 1930 р. Його Британсь-
кий колега В Елдертон розповiв йому про роботу Гальтона i Ват-
сона. У 1933 р. Штеффенсен опублiкував нову статтю в анналах
Iнституту iм. Анрi Пуанкаре, де в 1931 р. вiн провiв конференцiю.
Вiн пiдсумував результати своєї статтi данською мовою i порiвняв
їх iз результатами Ватсона. Вiн також показав, що математичне
сподiвання числа нащадкiв у поколiннi n дорiвнює (R0)n.

Дiйсно, нехай pk,n - це ймовiрнiсть того, що iснує k нащадкiв у
поколiннi n, починаючи з однiєї людини в поколiннi 0. У своїй
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Рис. 18.2: Графiк функцiй y = x та y = f(x) в прикладi Роздiлу 17,
f(x) = eR0(x−1), з R0 = 0,75 < 1 (а) або R0 = 1,5 > 1 (b).

статтi 1930 р. Штеффенсен, як i його попередники, зауважив,
що твiрна функцiя

fn(x) =

+∞∑
k=0

pk,n x
k

для поколiння n задовольняє f1(x) = f(x) та

fn(x) = f(fn−1(x)). (18.2)

НехайMn буде математичним сподiванням кiлькостi нащадкiв
у поколiннi n. Тодi

Mn =

+∞∑
k=1

k pk,n = f ′n(1) .

Диференцiюючи (18.2), ми отримуємо f ′n(x) = f ′(fn−1(x)) ×
f ′n−1(x). Отже,

Mn = f ′n(1) = f ′(fn−1(1))×f ′n−1(1) = f ′(1)×Mn−1 = R0×Mn−1.



Pоздiл 18 121

Оскiльки M1 = f ′1(1) = f ′(1) = R0, з цього випливає, що Mn =
(R0)n для всiх n.

Отже, очiкувана кiлькiсть потомства збiльшується або змен-
шується в геометричнiй прогресiї в залежностi вiд того, чи R0 є
бiльшим або меншим за 1. Очiкувана кiлькiсть потомства пово-
диться як в детермiнiстичних моделях зростання населення, роз-
глянутих Ейлером, Мальтусом та iн. Однак, навiть коли R0 > 1,
iснує ненульова ймовiрнiсть x∞, що сiм’я вимре. У детермiнiстич-
них моделях така ймовiрнiсть не виникає.

Вивчений Штеффенсеном i його попередниками стохастичний
процес досi є основним елементом багатьох iнших реалiстичних мо-
делей динамiки населення. Ми ще раз згадаємо про цю проблему
в роздiлi 20. Щодо Штеффенсена, то вiн залишався професором
Копенгагенського унiверситету до 1943 р. i помер у 1961 р.
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Райт i випадковий генетичний дрейф (1931)

У 1931 р. американський бiолог Сьюал Райт розробив дослiд-
ження стохастичної моделi в популяцiйнiй генетицi, яке засно-
ване на тих самих припущеннях, що i в законi Гардi-Вайнберга,
за винятком того, що популяцiя не вважається нескiнченно ве-
ликою. Частоти генотипiв перестали бути постiйними. Один iз
двох алелiв насправдi зникне, але, можливо, пiсля дуже дов-
гого часу. Тлумачення цiєї моделi залишалося предметом су-
перечки мiж Райтом i Фiшером, який вважав, що природний
добiр вiдiграє в еволюцiї бiльш важливу роль, нiж стохастич-
нiсть.

Сьюалл Райт (Wright) народився в Массачусетсi в 1889 р. Вiн
навчався в невеликому коледжi в Iллiнойсi, де його батько викладав
економiку. Пiсля отримання ступеня магiстра бiологiї в Унiверси-
тетi Iллiнойсу в Урбанi та лiтньої школи в лабораторiї Cold Spring
Harbor, Райт отримав ступiнь доктора фiлософiї в Гарвардському
унiверситетi з питання про успадкування кольору шерстi у морсь-
ких свинок. З 1915 до 1925 р. вiн продовжував працювати над
експериментами зi схрещування морських свинок у вiддiлi тварин-
ництва Мiнiстерства сiльського господарства США у Вашингтонi.
Для аналiзу цих експериментiв вiн розробив «метод коефiцiєнтiв
шляху». Потiм вiн вступив на факультет зоологiї Чиказького унiвер-
ситету.

Пiд впливом статтi Фiшера 1922 р. про генетику популяцiї (див.
роздiл 14) Райт написав в 1925 р. довгу статтю пiд назвою «Eво-
люцiя в популяцiях Менделя», яка була остаточно опублiкована в
1931 р. Зокрема, вiн вивчав математичну модель, яка також побiч-
но з’явилася в книзi Фiшера в 1930 р. «Генетична теорiя природного
вiдбору». Як i в законi Гардi-Вайнберга, ця модель розглядає випа-
док, коли iснує лише два можливi алеля A й a для одного локусу,
але передбачається, що популяцiя не нескiнченно велика. Сенс по-
лягає в тому, щоб зрозумiти, як впливає це обмеження на генетич-
ний склад популяцiї. Так нехай N буде загальним числом iндивiдiв,
яке передбачається однаковим для всiх поколiнь. Кожний iндивiд
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Рис. 19.1:
Райт (1889–1988)

має два алеля. Таким чином, у популяцiї в кожному поколiннi є в
цiлому 2N алелiв. Модель також передбачає, що спарювання вiд-
бувається випадковим чином. Якщо є i алелiв A та 2N − i алелiв a
в поколiннi n, то алель, обраний випадковим чином серед iндивiдiв
у поколiннi n+1, буде A з iмовiрнiстю i

2N та a з iмовiрнiстю 1− i
2N .

Таким чином, кiлькiсть алелiв A в поколiннi n + 1 дорiвнюватиме
j з iмовiрнiстю1:

pi,j =

(
2N

j

)(
i

2N

)j (
1− i

2N

)2N−j

, (19.1)

де
(
2N
j

)
- бiномiальний коефiцiєнт, що дорiвнює (2N)!

j!(2N−j)! . Нехай Xn

буде числом алелiв A в поколiннi n: це випадкова змiнна (рисунок
19.2).

Знаючи, що Xn = i, можна показати, що сподiвання Xn+1 дорiв-
нює i: це нагадує закон Гардi-Вайнберга, де частота алеля A зали-
шалася незмiнною протягом поколiнь.

Дiйсно, розглянемо твiрну функцiю

f(x) =

2N∑
j=0

pi,j x
j =

(
1− i

2N
+

ix

2N

)2N

,

1Малеко (1944) представив це формулювання в термiнах ланцюгiв Маркова.
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Рис. 19.2: Двi симу-
ляцiї, що показують
варiацiї числа Xn

алелiв A упродовж 30
поколiнь, якщо N = 20
та X0 = 10.
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Сподiвання Xn+1, знаючи, що Xn = i буде тодi

2N∑
j=0

j pi,j = f ′(1) = i. (19.2)

Проте в данiй моделi можливо, що, починаючи з початкової умови
X0 = i для 0 < i < 2N , через деяку кiлькiсть поколiнь випадко-
во настає подiя Xn = 0. У такому випадку всi алелi матимуть тип
a, й Xn залишаться рiвними 0 у всiх майбутнiх поколiннях. Така
сама фiксацiя вiдбудеться i з алелем A, якщо Xn = 2N через пев-
ну кiлькiсть поколiнь. Таким чином, коли передбачається нескiн-
ченно велика популяцiя, як у моделi Гардi-Вайнберга, два алеля
не можуть зникнути, оскiльки їхнi частоти залишаються постiйни-
ми. Якщо взяти до уваги скiнченний розмiр популяцiї, як у моделi
Фiшера-Райта, частоти двох алелiв коливаються, й один iз алелiв
може зникнути i зникне.

Починаючи з X0 = i, можна легко обчислити ймовiрнiсть Qi
для популяцiї, яка буде зафiксована в станi X = 0. Дiйсно, Qi має
задовольняти «граничним умовам».

Q0 = 1, Q2N = 0. (19.3)

Бiльше того,

Qi =

2N∑
j=0

pi,j Qj , (19.4)

тому що pi,j Qj - це ймовiрнiсть, зафiксована в станi X = 0, почи-
наючи з X0 = i та проходячи через X1 = j. Оскiльки

∑2N
j=0 pi,j = 1,



Pоздiл 19 125

то ми бачимо (19.2), що Qi = 1 − i
2N є розв’язком системи (19.3) -

(19.4). Отже, ймовiрнiсть того, що, починаючи з i алелiв типу A в
популяцiї розмiром N , система розвивається в бiк популяцiї, що мi-
стить лише алель a, дорiвнює 1− i

2N . Аналогiчно, ймовiрнiсть того,
що вона еволюцiонує в бiк сукупностi, яка мiстить лише алель A,
дорiвнює i

2N .
Райту вдалося показати, що кiлькiсть поколiнь, якi проходять

до фiксацiї в одному з двох крайнiх станiв, становить близько 2n
поколiнь (рисунок 19.3). Для населення в кiлька мiльйонiв людей
цей час був би настiльки тривалим, що частоти алелiв можна було
б вважати майже постiйними, як у законi Гардi-Вайнберга.

Дiйсно, припустимо, що в популяцiї в поколiннi 0 є i0 алелiв
типу A. Нехай u

(n)
i буде ймовiрнiсть того, що в населеннi в

поколiннi n присутнi i алелiв типу A. Тодi

u
(n+1)
j =

2N∑
i=0

u
(n)
i pi,j

для всiх j = 0, . . . , 2N . Ми вже бачили це, коли n→ +∞,

u
(n)
0 → 1− i0

2N
, u

(n)
2N →

i0
2N

, u
(n)
i → 0

для всiх 0 < i < 2N . Райт зауважив, що якщо u(n)i = v для всiх
i = 1, . . . , 2N − 1, тодi

u
(n+1)
j = v

(
2N

j

) 2N−1∑
i=1

(
i

2N

)j (
1− i

2N

)2N−j

(19.5)

для всiх 1 < j < 2N , тому що p0,j = p2N,j = 0. Коли N досить
велике,

1

2N

2N−1∑
i=1

(
i

2N

)j (
1− i

2N

)2N−j

≈
∫ 1

0

xj(1− x)2N−j dx

=
j! (2N − j)!
(2N + 1)!

, (19.6)
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значення iнтеграла, що отримується послiдовним iнтегруван-
ням по частинах. Об’єднуючи (19.5) i (19.6), ми отримуємо,
нарештi, що при 0 < j < 2N

u
(n+1)
j ≈ 2N

2N + 1
v =

(
1− 1

2N + 1

)
u
(n)
j .

Таким чином, iмовiрностi u(n)j для всiх 0 < j < 2N зменшу-
ються зi швидкiстю близько 1/2N за поколiння. Ця швидкiсть
дуже повiльна, якщо N велике. Зменшення практично не вiд-
бувається, якщо, наприклад, N має порядок мiльйонiв.

Рис. 19.3: Ймовiрнiсть
того, що в популяцiї є i
алелiв A (i = 0, . . . , 2N
по горизонтальнiй осi)
пiсля 30 поколiнь, як-
що N = 20 та X0 = 10.

0 2NN

0.1

У 1922 р. Фiшер уже намагався оцiнити цей коефiцiєнт фiкса-
цiї (1/2N), але пропустив множник 2. У будь-якому випадку, два
вчених не погодилися щодо типового розмiру N для популяцiй, що
розмножуються. Для теорiї еволюцiї, робота Райта показала, що
випадковий генетичний дрейф у невеликiй популяцiї може бути
механiзмом походження видiв. Бiологи, якi працюють над класи-
фiкацiєю видiв, дiйсно помiтили, що вiдмiнностi мiж видами або
пiдвидами часто не мають очевидного пояснення з погляду при-
родного добору. У 1940-х-1950-х роках Фiшер i його колега Е. Форд
вiдкидали цю iдею. Вони обидва думали, що випадковий генетич-
ний дрейф був такий, яким можна знехтувати, порiвняно з при-
родним добором. Вони посилалися, зокрема, на своє дослiдження
коливань частоти генiв у невеликiй iзольованiй популяцiї метеликiв
(Panaxia dominula) поблизу Оксфорда, де три генотипи для певного
гена (загальна гомозигота, гетерозигота i рiдкiсна гомозигота) мож-
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на було вiдрiзнити вiзуально. Ще одна вiдома дискусiя з приводу
вiдповiдного впливу природного добору i випадкового дрейфу сто-
сувалася еволюцiї равликiв роду Cepaea. Бiльш реалiстичнi моделi
еволюцiї тепер поєднують випадковий дрейф, селекцiю, мутацiю,
мiграцiю, невипадкове спарювання тощо. Пiзнiше роль випадково-
го дрейфу була знову пiдкреслена японським вченим Мото Кiмура з
його «нейтральною теорiєю молекулярної еволюцiї». Iншим наслiд-
ком став розвиток коалесцентної теорiї (введеної Джоном Кiнгма-
ном в 1982 р.), в якiй простежується походження генiв у минулому,
до того моменту, коли у них з’явився єдиний загальний предок.

Райт став членом Нацiональної академiї наук у 1934 р. Про-
тягом багатьох рокiв вiн працював з Феодосiєм Добжанським над
генетикою природних популяцiй мух (Drosophila pseudoobscura) в
районi Долини Смертi (США). У 1955 р. вiн пiшов на пенсiю з Чи-
казького унiверситету, але ще п’ять рокiв пропрацював професо-
ром в Унiверситетi Вiсконсiна-Медiсона. У перiод з 1968 до 1978 р.
вiн опублiкував чотиритомний трактат, що узагальнює його роботу
«Eволюцiя i генетика популяцiй». Вiн отримав премiю Бальцана в
1984 р. i помер у 1988 р. у вiцi 98 рокiв.
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Поширення генiв (1937)

У 1937 р. Рональд Фiшер i три росiйських математика - Колмо-
горов, Петровський i Пiскунов - самостiйно дослiджували рiв-
няння з частинними похiдними для географiчного поширення
вигiдного гена. Вони показали, що частота гена поводиться як
хвиля, що рухається з чiтко визначеною швидкiстю в залеж-
ностi вiд вигоди гена та коефiцiєнта дифузiї. Їхнi роботи стали
початком для теорiї реакцiйно-дифузiйних рiвнянь.

У 1937 р. були опублiкованi двi статтi, що знайомлять з новим
пiдходом до вивчення просторової неоднорiдностi в динамiцi насе-
лення. Фiшер був автором першої статтi пiд назвою «Xвиля про-
сування корисних генiв», що з’явилася в «Annals of Eugenics». Вiн
вивчав просторове поширення сприятливого гена в популяцiї. Як
спрощення вiн розглядав простiр, зведений до одного вимiру i на-
звав u(x, t) пропорцiєю популяцiї, що знаходиться в точцi x в мо-
мент часу t, що має сприятливий ген. Так що 0 6 u(x, t) 6 1. Для
включення природного добору вiн використовував рiвняння (14.6)
з неперервною часовою змiнною

∂u

∂t
= a u (1− u) ,

де a - додатний параметр. Для заданого значення x ми впiзнаємо
логiстичне рiвняння Ферхюльста (див. роздiл 6) з розв’язком u(x, t),
який прямує до 1 коли t → +∞. Крiм того, Фiшер припустив, що
потомство особини, що знаходиться в точцi x зi сприятливим геном,
не залишається в тiй самiй точцi, а випадковим чином розсiюється
в околi x. За аналогiєю з фiзикою вiн стверджував, що до рiвнян-
ня для u(x, t) необхiдно додати дифузiйний член, що призведе до
диференцiального рiвняння з частинними похiдними

∂u

∂t
= a u

(
1− u

)
+D

∂2u

∂x2
. (20.1)

Коли коефiцiєнт добору a дорiвнює нулю, це зводиться до рiвняння
дифузiї, введеного Фур’є у свою теорiю тепла i згодом використа-
ного Фiком для дифузiї фiзичних частинок. У 1904 р. Рональд Росс
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почав розглядати випадкове розсiювання в динамiцi населення. То-
дi вiн зацiкавився, як зменшується щiльнiсть комарiв зi збiльшен-
ням вiдстанi вiд мiсця розмноження. Ця проблема привернула увагу
Карла Пiрсона та лорда Рейлi. До 1937 р. значно зрiс обсяг науко-
вої лiтератури з рiвнянь дифузiї, зокрема, пiсля роботи Ейнштейна
про броунiвський рух.

Фiшер показав, що iснують розв’язки рiвняння (20.1) виду

u(x, t) = U(x+ v t),

що задовольняють трьом умовам

0 6 u(x, t) 6 1, u(x, t) −→
x→−∞

0, u(x, t) −→
x→+∞

1,

за умови, що v > v∗, де

v∗ = 2
√
aD .

Цi розв’язки поєднують стацiонарний стан u = 1 зi сприятливим
геном, а стацiонарний стан u = 0 - з вiдсутнiстю такого гена. Вони
являють собою хвилi, що поширюються зi швидкiстю v в напрямку
зменшення значень x. Дiйсно, u(x − v T, t + T ) = u(x, t): частина
хвилi, яка перебувала в позицiї x в момент часу t, перемiщається в
позицiю x− v T в момент часу t+ T .

Рис. 20.1: Поширення
справа налiво сприят-
ливого гена зi швид-
кiстю v∗. Частота гена
u(t, x) при t = 0 є «схо-
динкою».
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Дiйсно, поклавши z = x + v t, Фiшер помiтив, якщо u(x, t) =
U(z), то

∂u

∂t
= v U ′(z),

∂u

∂x
= U ′(z),

∂2u

∂x2
= U ′′(z).

Якщо u є розв’язком рiвняння (20.1), тодi

v U ′(z) = aU(z) (1− U(z)) +DU ′′(z) . (20.2)

Коли u близьке до 0, тобто коли z → −∞, Фiшер очiкував,
що U(z) → 0 i U ′(z) → 0. Позначивши k границю U ′(z)/U(z),
коли z → −∞, ми знаємо з правила Лопiталя, що U ′′(z)/U ′(z)
також прямує до k. Тому,

U ′′(z)/U(z) = [U ′′(z)/U ′(z)]× [U ′(z)/U(z)] −→ k2.

Роздiливши рiвняння (20.2) на U(z) i поклавши z → −∞, ми
отримуємо рiвняння другого порядку

Dk2 − v k + a = 0.

Але k має бути дiйсним числом. Тому дискримiнант цього рiв-
няння повинен бути невiд’ємним: v2 − 4 aD > 0, або

v > 2
√
aD = v∗.

Отже, v > v∗ є необхiдною умовою iснування хвилi, що по-
ширюється зi швидкiстю v. Також ця умова є достатньою, як
пояснюється нижче.

Фiшер зауважив, що для великого класу початкових умов, на-
приклад для «сходинки», вибирається лише та хвиля, яка поши-
рюється точно зi швидкiстю v∗: u(x, 0) = 0 для x < 0, u(x, 0) = 1
для x > 0. На рисунку 20.1 показано, як ця розривна початкова
умова поступово перетворюється на гладку хвилю, що поширюєть-
ся в напрямку зменшення x зi швидкiстю v∗.

У тому самому 1937 р., незалежно вiд робiт Фiшера, Андрiй
Миколайович Колмогоров, Iван Георгiйович Петровський i Микола
Семенович Пiскунов вивчали одну й ту саму проблему поширення
домiнантного гена.

Колмогоров народився в 1903 р. в Тамбовi, Росiя. Вивчаючи
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математику в Московському державному унiверситетi вiн виконав
ряд важливих робiт з тригонометричних рядiв. Вiн став науковим
спiвробiтником Iнституту математики i механiки в 1929 р. та про-
фесором унiверситету в 1931 р. Вiн працював над стохастичними
процесами та їхнiм зв’язком iз диференцiальними рiвняннями та
диференцiальними рiвняннями з частинними похiдними. У 1933 р.
вiн опублiкував трактат, який заклав сучаснi основи теорiї ймо-
вiрностей. Його дослiдницькi iнтереси включали топологiю, теорiю
наближення, марковськi ланцюги, броунiвський рух, а також засто-
сування до бiологiчних проблем. У 1935 р. вiн опублiкував статтю
з генетики, в якiй обговорювалися результати робiт Гардi, Фiшера
та Райта. У 1936 р. опублiкував статтю про узагальнення системи
Лотки-Вольтерри.

Рис. 20.2: Колмогоров (1903–1987) i Петровський (1901–1973)

Петровський народився в 1901 р. в Севську. Вiн також вивчав
математику в Московському державному унiверситетi, де вiн став
професором у 1933 р. Вiн працював переважно над теорiєю дифе-
ренцiальних рiвнянь iз частинними похiдними i топологiєю дiйсних
алгебраїчних кривих, а також написав кiлька статей про звичайнi
диференцiальнi рiвняння i про теорiю ймовiрностей. Пiскунов, що
народився в 1908 р., також закiнчив факультет математики Мос-
ковського державного унiверситету.

Протягом 1930-х рокiв Колмогоров мав контакти з А.С. Сереб-
ровським, пiонером популяцiйної генетики в Москвi. У той час за-
хист генетики в СРСР ставав все бiльш небезпечним через злiт Ли-
сенка, агронома, якому вдалося переконати Сталiна в тому, що ге-
нетика Менделя - це лише «буржуазна псевдонаука». Сьомий мiж-
народний конгрес iз генетики, спочатку запланований на 1937 р. у
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Москвi, був скасований. Багато радянських генетикiв були страченi
або вiдправленi в трудовi табори.

У своїй статтi 1937 р. пiд назвою «Дослiдження рiвняння ди-
фузiї зi зростанням кiлькостi речовини та його застосування до
бiологiчної проблеми», опублiкованiй у Вiснику МДУ, Колмогоров,
Петровський i Пiскунов проте використовували математичну мо-
дель, засновану на генетицi Менделя. Їхня модель була диферен-
цiальним рiвнянням iз частинними похiдними виду

∂u

∂t
= f(u) +D

∂2u

∂x2
(20.3)

де u(x, t) - це частота сприятливого гена в точцi x та в момент часу
t. Передбачається, що функцiя f(u) задовольняє кiльком умовам:
f(0) = f(1) = 0, f(u) > 0 якщо 0 < u < 1, f ′(0) > 0 та f ′(u) < f ′(0)
якщо 0 < u 6 1. Автори показали результат, аналогiчний Фiшеру,
але з бiльш суворим доведенням: якщо початкова умова така, що
0 6 u(x, 0) 6 1, u(x, 0) = 0 для всiх x < x1 та u(x, 0) = 1 для всiх
x > x2 > x1, то ген поширюється зi швидкiстю

v∗ = 2
√
f ′(0)D.

Пошук розв’язку u(x, t) = U(z), де z = x + vt призводить до
очевидного узагальнення рiвняння (20.2) v U ′(z) = f(U(z)) +
DU ′′(z). Це диференцiальне рiвняння другого порядку мож-
на переписати як систему диференцiальних рiвнянь першого
порядку.

dU

dz
= p,

dp

dz
=
v p− f(U)

D
. (20.4)

Нагадаємо, що U(z) має бути таким, що U(z)→ 0 при z → −∞
та U(z)→ 1 при z → +∞. В околi стiйкого стану (U = 0, p = 0)
системи (20.4), маємо f(U) ≈ f ′(0)U . Так що (20.4) можна
апроксимувати лiнiйною системою

dU

dz
= p,

dp

dz
=
v p− f ′(0)U

D
. (20.5)

Пошук експоненцiйних розв’язкiв у виглядi U(z) = U0 e
kz та

p(z) = p0 e
kz дає характеристичне рiвнянняDk2−vk+f ′(0) = 0,

як у статтi Фiшера. Знову ж таки k має бути дiйсним (iнакше
u коливалося б i набуло б вiд’ємних значень). Таким чином,
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v > 2
√
f ′(0)D = v∗. Тодi два кореня для k будуть дiйсними i

додатними. Якщо v > v∗, то обидва коренi рiзнi, а стацiонарний
стан (U = 0, p = 0) - нестiйкий вузол. Якщо v = v∗, то два
кореня iдентичнi й (U = 0, p = 0) - нестiйкий дегенеративний
вузол, як показано на рисунку 20.3. Аналогiчно, система (20.4)
в околi стiйкого стану (U = 1, p = 0) веде до лiнiйної системи

d(U − 1)

dz
= p,

dp

dz
=
v p− f ′(1)(U − 1)

D

i до характеристичного рiвняння Dk2−vk+f ′(1) = 0. Дискри-
мiнант v2 − 4Df ′(1) > 0 оскiльки f ′(1) 6 0. Якщо f ′(1) < 0, то
iснують два дiйсних кореня протилежного знака i (U = 1, p =
0) є сiдлоподiбною точкою. Якщо f ′(1) = 0, то один корiнь
дорiвнює нулю, а iнший додатний (див. рисунок 20.3). Деталь-
ний аналiз показує, що для всiх

v > 2
√
f ′(0)D

iснує єдина iнтегральна крива, що з’єднує два стацiонарних
стани (U = 0, p = 0) i (U = 1, p = 0), як в особливому випадку
рисунка 20.3.

Колмогоров, Петровський i Пiскунов далi строго показали,
що диференцiальне рiвняння з частинними похiдними (20.3)
має єдиний розв’язок u(x, t), який задовольняє початковiй умо-
вi, такий, що 0 < u(x, t) 6 1 для всiх x та t > 0, що u(x, t)
залишається висхiдною функцiєю x, якщо вона така при t = 0,
i, нарештi, що u(x, t) дiйсно збiгається в напрямку хвильово-
го профiлю, що поширюється зi швидкiстю v∗. Доведення тут
занадто довгi, щоб їх можна було навести.

Звернiть увагу, що функцiя f(u) = a u (1 − u), що використо-
вується Фiшером, дiйсно задовольняє всiм цим умовам iз f ′(0) = a.
Спираючись на рiвняння (14.5), Колмогоров, Петровський i Пiску-
нов розглянули функцiю f(u) = a u (1 − u)2, яка задовольняє тим
самим умовам i дає ту саму швидкiсть поширення.

Статтi Фiшера i Колмогорова, Петровського i Пiскунова стали
початком для побудови багатьох математичних моделей iз геогра-
фiчною дифузiєю в генетицi, екологiї та епiдемiологiї. Цi моделi
вiдомi як «реакцiйно-дифузiйнi системи».

Стосовно Колмогорова, то, починаючи з 1938 р., вiн також вив-
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Рис. 20.3: На дiагра-
мi (U, p) показанi дея-
кi iнтегральнi кривi си-
стеми (20.5) i, зокре-
ма, єдина крива, що
з’єднує (U = 1, p = 0)
з (U = 0, p = 0), що дає
форму хвилi, що поши-
рюється. Тут f(u) =
au(1−u)2, a = 1, D = 1
i v = v∗ = 2.

чав проблему зникнення прiзвищ, що розглядалися Б’янеме, Галь-
тоном, Ватсоном, Фiшером, Голдейном, Ерлангом i Штеффенсе-
ном: стохастичний процес, який є спiльним для всiх цих робiт, вiн
назвав «гiллястим процесом». У 1939 р. вiн став членом Академiї
наук СРСР. Пiзнiше вiн зробив важливий внесок у проблему тур-
булентностi в механiцi рiдин (1941), в теорiю динамiчних систем,
пов’язаних з механiкою небесних тiл (1953) i в теорiю iнформацiї
(починаючи з 1956). Вiн також зробив внесок у написання енцикло-
педiї, шкiльних i унiверситетських пiдручникiв, допомiг заснувати
експериментальну середню школу i редагував науково-популярний
журнал. Вiн отримав безлiч мiжнародних премiй (в тому числi пре-
мiю Бальцана в 1963 р. i премiю Вольфа в 1980 р.) i помер у 1987 р.
в Москвi.

Петровський став деканом механiко-математичного факультету
МДУ в 1940 р. З 1951 р. i до своєї смертi в 1973 р. вiн був ректором
унiверситету. З 1946 р. вiн був дiйсним членом Академiї наук СРСР
i президентом Мiжнародного конгресу математикiв, який проходив
у Москвi в 1966 р. Вiн також написав пiдручники зi звичайних
диференцiальних рiвнянь, диференцiальних рiвнянь з частинними
похiдними й iнтегральних рiвнянь.

Пiскунов став професором вiйськової академiї. Його пiдручник
iз диференцiального та iнтегрального числення використовувався
в багатьох технiчних унiверситетах. Помер вiн у 1977 р.
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Матриця Леслi (1945)

У 1945 р. британський еколог П.Х. Леслi проаналiзував мат-
ричну модель популяцiї гризунiв iз вiковою структурою, адап-
тувавши роботу Лотки до дискретно-часових рамок. Вiн пока-
зав, що швидкiсть зростання вiдповiдає власному значенню i
стабiльна вiкова структура - власному вектору матрицi. Вiн та-
кож чисельно оцiнив чистий коефiцiєнт вiдтворення R0 сiрого
пацюка.

Патрiк Холт Леслi (Leslie) народився в 1900 р. неподалiк вiд
Единбурга в Шотландiї. Вiн навчався в коледжi Крайст-Черч Окс-
фордського унiверситету i в 1921 р. отримав ступiнь бакалавра
фiзiологiї. Але вiн не змiг закiнчити свої медичнi дослiдження че-
рез проблеми зi здоров’ям. Пiсля кiлькох рокiв роботи асистентом
iз бактерiологiї в Департаментi патологiї, вiн звернувся до стати-
стики й у 1935 р. приєднався до Бюро з популяцiй тварин, ново-
го дослiдницького центру, створеного Чарльзом Елтоном (Elton).
Метою цього центру було вивчення коливань популяцiй тварин за
допомогою польових дослiджень i лабораторних експериментiв. Ве-
лика частина дослiджень проводилася на гризунах: аналiз циклiв
зайця i його хижака рисi з використанням архiвiв Компанiї Гудзо-
нової затоки в Канадi, спостереження за територiальним розширен-
ням популяцiї сiрої бiлки за рахунок бiлки звичайної в Англiї, збiр
даних про полiвки в околицях Оксфорда тощо. Леслi застосував
до даних про полiвки методи, розробленi Лоткою для демографiї
людини. Пiд час Другої свiтової вiйни дослiдження центру були зо-
середженi на методах боротьби зi щурами та мишами в зернових
сховищах.

У 1945 р. Леслi опублiкував свою найвiдомiшу статтю в «Bio-
metrika», журналi, який був заснований Гальтоном, Пiрсоном i Уел-
доном у 1901 р. Стаття мала назву «Про використання матриць у
математицi населення». Леслi розглядав модель зростання кiлько-
стi самиць у популяцiї тварин, наприклад, у популяцiї пацюкiв (але
це можуть бути i люди). Популяцiя роздiлена на K+1 вiкову групу:
Pk,n - це число самиць у вiцi k в момент часу n (k = 0, 1, . . . ,K;
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Рис. 21.1: П. Х. Леслi (1900–1972)

n = 0, 1, . . .). Позначимо через fk народжуванiсть у вiцi k, а точ-
нiше кiлькiсть дочок, що народилися на одну самицю в промiжку
мiж n та n+1. ТодiK - це максимальний вiк з ненульовою народжу-
ванiстю (fK > 0). Позначимо sk ймовiрнiсть того, що тварина у вiцi
k виживе, принаймнi доти, поки не досягне вiку k + 1. Тодi вiкова
структура популяцiї буде задаватися таким набором рiвнянь:

P0,n+1 = f0 P0,n + f1 P1,n + · · ·+ fK PK,n
P1,n+1 = s0 P0,n

P2,n+1 = s1 P1,n

...
...

PK,n+1 = sK−1 PK−1,n .

Всi числа fk є невiд’ємними, тодi як sk виконує умову 0 < sk < 1.
В кiнцi дев’ятнадцятого-початку двадцятого столiття у математи-
кiв з’явилася традицiя писати такi системи рiвнянь у скороченому
виглядi1

Pn+1 = M Pn , (21.1)

де Pn - вектор-стовпчик (P0,n, . . . , PK,n), а M - квадратна матриця
(тобто таблиця чисел з K + 1 рядком та K + 1 стовпчиком)

M =


f0 f1 f2 · · · fK
s0 0 0 · · · 0
0 s1 0 · · · 0
...

. . . . . . . . .
...

0 . . . 0 sK−1 0

 .

Щоб зрозумiти поведiнку системи (21.1) як функцiї часу, Леслi шу-
кав геометрично висхiдний або спадний розв’язок Pn = rn V . Число

1Це означає, що Pk,n+1 = Mk,0 P0,n+Mk,1 P1,n+ · · ·+Mk,K PK,n для всiх k.
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r та вектор V повиннi вiдповiдати умовi

M V = r V . (21.2)

У цьому випадку r називається власним значенням, а V - власним
вектором матрицi M . Iншими словами, завдання полягає в тому,
щоб знайти вiковий розподiл V , який на кожному кроцi множиться
на постiйну r. Дотримуючись термiнологiї Лотки, такi розподiли
називаються стабiльними. Повертаючись до бiльш звичайних по-
значень, рiвняння (21.2) можна переписати як{

f0 V0 + f1 V1 + · · ·+ fK VK = r V0,
s0 V0 = r V1, s1 V1 = r V2, . . . , sK−1 VK−1 = r VK .

З останнiх K рiвнянь випливає, що

V1 =
s0 V0
r

, V2 =
s0 s1 V0
r2

, . . . , VK =
s0 s1 · · · sK−1 V0

rK
.

Пiдставивши це в перше рiвняння, скоротивши на V0 i помноживши
на rK , Леслi отримав характеристичне рiвняння

rK+1 = f0 r
K + s0 f1 r

K−1 + s0 s1 f2 r
K−2 + · · ·+ s0 s1 · · · sK−1 fK .

(21.3)
Це полiномiальне рiвняння змiнної r степеня K + 1. Таким чином,
iснують K + 1 дiйсних або комплексних кореня r1, . . . , rK+1. Бiльш
того, Леслi помiтив (використовуючи правило знакiв Декарта для
полiномiв), що iснує тiльки один дiйсний додатний корiнь. Назвемо
його r1.

Леслi також припустив, що за найбiльш бiологiчно реалiстич-
них умов (якi можна формалiзувати, використовуючи теорiю
Перона-Фробенiуса для невiд’ємних матриць), власне значен-
ня r1 строго бiльше модуля всiх iнших дiйсних або комплекс-
них власних значень (назвемо їх r2, . . . , rK+1). Крiм того, всi
коренi (21.3) зазвичай рiзнi. Для кожного власного значення
ri можна знайти асоцiйований власний вектор. Нехай Q буде
квадратною матрицею розмiру K + 1, чиї K + 1 стовпчикiв
мiстять власнi вектори, вiдповiдно пов’язанi з r1, . . . , rK+1, то-
дi M Q = QD, де D - дiагональна матриця [r1, . . . , rK+1]. Так
що M = QDQ−1, та

Pn = Mn P0 = QDnQ−1 P0 .
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Звернiть увагу, що Dn - це дiагональна матриця

[(r1)n, . . . , (rK+1)n],

i що
Dn/rn1 −→ D = [1, 0, . . . , 0],

коли n→ +∞, тому що r1 > |ri| для всiх i 6= 1. Тому Pn/(r1)n

збiгається до QD Q−1 P0.

Кожен компонент вектора вiкової структури Pn збiльшується
або зменшується як (r1)n. Якщо r1 > 1, то населення збiльшується
експоненцiйно. Якщо r1 < 1, то воно зменшується експоненцiйно.
З рiвняння (21.3) можна легко показати, що умова r1 > 1 iстинна,
якщо i лише якщо параметр R0, заданий як

R0 = f0 + s0 f1 + s0 s1 f2 + · · ·+ s0 s1 · · · sK−1 fK ,

строго бiльше 1. Звернiть увагу, що s0 s1 · · · sk−1 - це ймовiрнiсть
дожити, принаймнi, до вiку k. Таким чином, параметр R0 - це се-
реднє число дочок, народжених однiєю самицею за все її життя, i
є аналогом формул (10.2), (12.2) та (16.9). Наведена модель є свого
роду дискретно-часовим аналогом роботи Лотки (див. роздiл 10)
i узагальненням, що включає в себе народжуванiсть, залежну вiд
вiку з роботи Ейлера (див. роздiл 3).

Леслi проiлюстрував свiй метод даними, опублiкованими амери-
канським колегою, про коефiцiєнти народжуваностi та виживання
fk та sk для сiрого пацюка. Пiсля деяких статистичних операцiй
для заповнення даних у прийнятний спосiб, вiн отримав R0 ≈ 26.

Матричне формулювання Леслi проблем динамiки популяцiй за-
раз використовується багатьма бiологами. Обчислення значно спро-
щуються сучасними комп’ютерами та науковим програмним забез-
печенням, здатним обчислювати власнi значення i власнi вектори
будь-якої матрицi. Можна легко обчислити як параметр R0, так i
швидкiсть зростання r1.

Пiсля Другої свiтової вiйни Леслi використовував свiй метод
для розрахунку швидкостi зростання популяцiй iнших видiв тва-
рин: птахiв, жукiв тощо. Вiн також працював над стохастичними
моделями, над моделями конкуренцiї мiж видами та над аналiзом
даних методу мiчення-повторного вилову. Вiн пiшов на пенсiю в
1967 р. У тому самому роцi, коли Чарльз Елтон також вийшов
на пенсiю, Бюро з популяцiй тварин припинило своє iснування як
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незалежний дослiдницький центр i стало частиною кафедри зооло-
гiї Оксфордського унiверситету. Леслi помер у 1972 р.
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Перколяцiя та епiдемiї (1957)

У 1957 р. Хаммерслi та Бродбент розглядали поширення «рiди-
ни» в нескiнченнiй регулярнiй квадратнiй мережi, де два сусiд-
нiх вузли пов’язанi з заданою ймовiрнiстю. Серед можливих
прикладiв вони згадали поширення епiдемiї у фруктовому са-
ду. Вони показали, що iснує критична ймовiрнiсть, нижче якої
не може вiдбутися велика епiдемiя, i вище якої з додатною ймо-
вiрнiстю вiдбуваються великi епiдемiї. Їхня стаття стала почат-
ком теорiї перколяцiї.

Джон Майкл Хаммерслi (Hammersley) народився в 1920 р. в
Шотландiї, де його батько працював на американську компанiю
з експорту сталi. Вiн почав вчитися в Еммануель-коледжi Кем-
бриджського унiверситету, але в 1940 р. мусив вступити до армiї.
Вiн працював над удосконаленням обчислень для артилерiї. Пiсля
закiнчення навчання в 1948 р. вiн став асистентом в Оксфордському
унiверситетi в групi, яка працювала над проектуванням i аналiзом
експериментiв. У 1955 р. вiн почав працювати в Центрi дослiдження
атомної енергiї в Гарвеллi неподалiк вiд Оксфорда.

Рис. 22.1:
Хаммерслi (1920–2004)

Саймон Ральф Бродбент (Broadbent) народився в 1928 р. Вiн
вивчав iнженерну справу в Кембриджi, математику в Магдаленсь-
кому коледжi в Оксфордi (де вiн також писав вiршi) i почав роботу
над докторською дисертацiєю «Деякi випробування вiдхилення вiд
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однорiдної дисперсiї» зi статистики в Iмперському коледжi в Лон-
донi. Пiд час докторантури вiн мав пiдтримку Британської дослiд-
ницької асоцiацiї з використання вугiлля для вивчення статистич-
них проблем, якi можуть бути пов’язанi з видобутком вугiлля.

У 1954 р. в Королiвському статистичному товариствi в Лондонi
був проведений симпозiум з методiв Монте-Карло, спонсором яко-
го виступив Центр дослiдження атомної енергiї. У цих методах,
iнiцiйованих в 1940-х роках Джоном фон Нейманом, Станiславом
Уламом i Нiколасом Метрополiсом у Лос-Аламоськiй лабораторiї,
використовуються стохастичнi комп’ютернi моделi для оцiнки невi-
домих математичних величин. Хаммерслi представив на лондонсь-
кому симпозiумi доповiдь, яку вiн пiдготував у спiвпрацi з Морто-
ном, колегою з Гарвелла. Ця доповiдь була також опублiкована в
журналi Королiвського статистичного товариства. Пiд час дискусiї
пiсля виступу на симпозiумi, Бродбент згадав цiкаву проблему, яку
можна було б вивчити за методом Монте-Карло: враховуючи, що
звичайна мережа пор в двох або трьох вимiрах така, що двi сусiднi
пори з’єднанi з iмовiрнiстю p, яка частина мережi буде заповне-
на газом, якщо вiн буде введений через одну з цих пор? Насправ-
дi Бродбент думав про проектування протигазiв для шахтарiв i,
зокрема, про розмiри пор, якi необхiднi для їхнього ефективного
функцiонування.

Потiм Хаммерслi почав працювати з Бродбентом над пробле-
мою протигазу. Вони зрозумiли, що це всього лише прототип ще
не вивченого сiмейства проблем: поширення «рiдини» (значення в
залежностi вiд контексту) у випадковому середовищi. Хаммерслi
назвав це «перколяцiєю» за аналогiєю з тим, що вiдбувається в
кавоварцi. У Центрi дослiджень атомної енергiї Хаммерслi також
мав доступ до деяких з найпотужнiших комп’ютерiв свого часу для
застосування методiв Монте-Карло до проблем перколяцiї.

У 1957 р. Бродбент i Хаммерслi, нарештi, опублiкували першу
статтю з математичної теорiї перколяцiї. Серед розглянутих ними
прикладiв була модель динамiки населення, а саме поширення епi-
демiї в саду. Передбачається, що дерева дуже великого фруктового
саду розташовнi у вузлах квадратної мережi. Кожне з чотирьох
найближчих дерев даного зараженого дерева має ймовiрнiсть зара-
ження p. Питання в тому, чи буде заражено велику кiлькiсть дерев
або епiдемiя залишиться локальною. Звiсно, це залежить вiд iмо-
вiрностi p, яка, в свою чергу, пов’язана з вiдстанню, що роздiляє
дерева, тобто шириною вiчка сiтки.



Pоздiл 22 143

Бродбент i Хаммерслi подивилися на граничний випадок, коли
фруктовий сад нескiнченний i покриває всю площину, а на початку
є лише одне заражене дерево. Нехай f(p) - це ймовiрнiсть того,
що нескiнченна кiлькiсть дерев буде заражена з цього джерела.
Можна очiкувати, що f(p) буде висхiдною функцiєю p з f(0) = 0
та f(1) = 1. Їхнiм основним результатом було, що iснує критична
ймовiрнiсть p∗, 0 < p∗ < 1 така, що:

• якщо p < p∗, то f(p) = 0, тому заражене лише скiнченне число
дерев;

• якщо p > p∗, то f(p) > 0 й тодi нескiнченна кiлькiсть дерев
може бути заражена.

Доказ полягає у порiвняннi кiлькостi «блукань без самопере-
тинiв» у площинi, починаючи з джерела iнфекцiї. Цi блукання
проходять через певну кiлькiсть сусiднiх дерев (нагадаємо, що
у кожного дерева є чотири сусiда), не вiдвiдуючи жодного де-
рева бiльше одного разу. Блукання без самоперетинiв iз кроком
в n - це шлях зараження з iмовiрнiстю pn, оскiльки iнфекцiя
може бути передана вiд кожного вiдвiданого дерева до наступ-
ного з iмовiрнiстю p. Тепер нехай q(j, n) буде ймовiрнiсть того,
що серед усiх n-крокових блукань без самоперетинiв є точно j
таких блукань, якi є шляхами зараження. Якщо iснує нескiн-
ченна кiлькiсть заражених дерев, то для всiх цiлих n iснує хоча
б одне n-крокове блукання без самоперетинiв, яке є шляхом за-
раження. Отже,

0 6 f(p) 6
+∞∑
j=1

q(j, n) 6
+∞∑
j=1

j q(j, n)

для всiх n. Але
∑+∞
j=1 j q(j, n) - це очiкувана кiлькiсть блукань

без самоперетинiв у n крокiв, якi є шляхами зараження. Це
число дорiвнює pn s(n), де s(n) - загальне число n-крокових
блукань без самоперетинiв. Хаммерслi змiг показати в супро-
вiднiй статтi, що s(n) зростає як eκn при n → +∞, де κ нази-
вається сполучною константою. Якщо p < e−κ, то pns(n) пря-
мує до 0 при n→ +∞ та f(p) = 0. Таким чином, p∗ > e−κ > 0.

Тому на практицi краще, якщо дерева розташовуються не дуже
близько, щоб тримати p нижче p∗ в разi епiдемiї. Але чим ближче
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дерева, тим вище продуктивнiсть iз гектара. Таким чином необхiд-
но знайти компромiс.

Як помiтили Бродбент i Хаммерслi, iснує певна схожiсть мiж
iснуванням критичної ймовiрностi в перколяцiйних процесах та iс-
нуванням порога в гiллястих процесах (див. роздiл 7).

Можна спробувати чисельно оцiнити критичну ймовiрнiсть p∗.
Для цього зафiксуємо значення p й апроксимуємо нескiнченну ме-
режу мережею скiнченних квадратiв розмiром N ×N iз достатньо
великим N . Припустимо, наприклад, що заражене дерево в сере-
динi мережi. За допомогою комп’ютера можна випадковим чином
обирати, якi дерева можуть заразити iншi. На рисунку 22.2 i ри-
сунку 22.3 показанi випадково вибранi шляхи зараження викори-
стовуючи ребра, як на графiку. На рисунку 22.2, p менше нiж p∗.
На рисунку 22.3, p бiльше p∗. Легко визначити, якi дерева можуть
бути зараженi, а саме тi, до яких можна дiстатися по ребрах, що
починаються вiд зараженого дерева в центрi. На рисунках вони по-
значенi маленькими чорними квадратами.

Рис. 22.2: Перколяцiя з
p = 0,4.

Потiм можна перевiрити, чи досягла епiдемiя хоча б границi ме-
режi N×N . Якщо це так i якщо N досить велика, то можна вважа-
ти, що кiлькiсть заражених дерев «майже нескiнченна». Багатора-
зово повторюючи подiбну симуляцiю, можна знайти приблизне зна-
чення ймовiрностi f(p) таке, що кiлькiсть заражених дерев нескiн-
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Рис. 22.3: Перколяцiя з
p = 0,55.

ченна (метод Монте-Карло). Нарештi, дозволивши p варiюватися
вiд 0 до 1, можна отримати апроксимацiю порогу p∗, найменшого
значення, такого що f(p) > 0, якщо p > p∗.

У статтi Бродбента i Хаммерслi наводилися лише докази iсну-
вання порогу p∗. У наступнi роки Хаммерслi продовжував розвива-
ти математичну теорiю перколяцiї, в той час як Бродбент звернувся
до iнших предметiв. Iз розвитком комп’ютерiв у 1970-х роках ста-
ло легше проводити симуляцiї, описанi вище (рисунок 22.4). Потiм
з’явилося припущення, що p∗ = 1/2. Цей результат був остаточ-
но пiдтверджений в 1980 роцi Гаррi Кестеном з Корнелльського
унiверситету.

У 1959-1969 рр. Хаммерслi працював в Iнститутi економiки i
статистики Оксфордського унiверситету. Вiн став членом Трiнiтi-
коледжу. У 1964 р. Хаммерслi спiльно з Девiдом Хендскомбом опуб-
лiкував книгу пiд назвою «Mетоди Монте-Карло». У 1976 р. вiн був
обраний до Лондонського королiвського товариства. У 1987 р. вiн
пiшов на пенсiю, але продовжував вiдвiдувати Оксфордський центр
промислової та прикладної математики. Помер Хаммерслi в 2004 р.

Бродбент отримав докторський ступiнь в Iмперському коледжi
в 1957 р. Вiн знайшов роботу в промисловiй компанiї «Об’єднанi
виробники скляних пляшок». Пiсля десяти рокiв роботи в проми-
словостi вiн почав працювати в iнформацiйному агентствi «Лон-
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Рис. 22.4: Ймовiрнiсть
f(p) того, що нескiнченно
велика кiлькiсть дерев
заразиться як функцiя p.
Крива отримана шляхом
проведення 1 000 симу-
ляцiй в мережi розмiру
200× 200.

0 0.5 1

1

p

f(p)

донська бiржа преси», яке проводило науковi дослiдження чита-
цької аудиторiї. Агентство було куплене в 1969 р. американською
рекламною компанiєю Лео Бернетт. Бродбент працював над тим,
як вимiряти ефективнiсть реклами й опублiкував кiлька книг iз цєї
теми: «Bитрати на рекламу» (1975), «Pекламний бюджет» (1989),
«Biдповiдальна реклама» (1997) i «Коли рекламувати» (1999). У
1980 р. Бродбент допомiг заснувати премiю «За ефективнiсть ре-
клами». Кiлька рокiв вiн пропрацював у головному офiсi Лео Бер-
нетта в Чикаго директором iз економiки бренду. Вiн також керу-
вав власною консалтинговою компанiєю BrandCon Limited. Помер
Бродбент у 2002 р.

Додаткове читання

1. Grimmett, G., Welsh, D.: John Michael Hammersley. Biogr. Mem.
Fellows R. Soc. 53, 163–183 (2007)

2. Broadbent, S.R.: Discussion on symposium on Monte Carlo methods.
J. R. Stat. Soc. B 16, 68 (1954)

3. Broadbent, S.R., Hammersley, J.M.: Percolation processes I: Crystals
and mazes. Proc. Camb. Philos. Soc. 53, 629–641 (1957)

4. Broadbent, T.: Simon Broadbent – The man with a sense of fun who
gave advertising a value. Campaign, 26 April 2002. www.campaign-
live.co.uk/news/143366/

http://www.campaignlive.co.uk/news/143366/
http://www.campaignlive.co.uk/news/143366/


Pоздiл 22 147

5. Hammersley, J.M.: Percolation processes II: The connective constant.
Proc. Camb. Philos. Soc. 53, 642–645 (1957)

6. Hammersley, J.M.: Percolation processes: lower bounds for the critical
probability. Ann. Math. Stat. 28, 790–795 (1957)

7. Hammersley, J.M.: Origins of percolation theory. In: Deutscher, G.
Zallen, R., Adler, J. (eds.) Percolation Structures and Processes, 47–
57. Israel Physical Society (1983)

8. Hammersley, J.M., Morton, K.W.: Poor man’s Monte Carlo. J. R. Stat.
Soc. B 16, 23–38 (1954)

9. Hammersley, J.M., Handscomb, D.C.: Monte Carlo Methods. Fletcher
& Son, Norwich (1964)

10. Kesten, H.: The critical probability of bond percolation on the square
lattice equals 1/2. Comm. Math. Phys. 74, 41–59 (1980)

11. Metropolis, N., Ulam, S.: The Monte Carlo method. J. Amer. Stat.
Assoc. 44, 335–341 (1949)



Pоздiл 23

Теорiя iгор та еволюцiя (1973)

У 1973 р. Мейнард Смiт i Прайс опублiкували статтю, в якiй
аналiзували, чому тварини уникають застосування своєї най-
небезпечнiшої зброї у внутрiшньовидових конфлiктах. Їхня мо-
дель використовувала теорiю iгор i була однiєю з тих, якi за-
початкували застосування цiєї математичної теорiї до еволю-
цiйних задач.

Джон Мейнард Смiт (Maynard Smith) народився в Лондонi в
1920 р. Його батько був хiрургом i помер, коли синовi було вiсiм
рокiв. Мейнард Смiт навчався в Iтонському коледжi та звернувся
до iнженерних спецiальностей в Трiнiтi-коледжi Кембриджського
унiверситету. У той час вiн був членом Комунiстичної партiї Вели-
кобританiї. У 1939 р., коли почалася вiйна, вiн спробував вступити
добровольцем до армiї, але не був прийнятий через поганий зiр. Вiн
закiнчив iнженерне училище i кiлька рокiв працював над констру-
юванням вiйськових лiтакiв. Зрештою, вiн вирiшив звернутися до
бiологiї, вивчаючи генетику в Унiверситетському коледжi Лондона
пiд керiвництвом Голдейна. У 1952 р. вiн став викладачем зоологiї.
Пiсля подiй 1956 р. в Угорщинi вiн вийшов iз Комунiстичної партiї.
Його перша книга пiд назвою «Tеорiя еволюцiї» була опублiкована
в 1958 р. У 1965 р. вiн став професором бiологiї у новоствореному
Унiверситетi Сассекса. Потiм вiн опублiкував iще двi книги: «Mа-
тематичнi iдеї в бiологiї» (1968) i «Про еволюцiю» (1972).

Джордж Р. Прайс (Price) народився в 1922 р. у США. Вивчав
хiмiю в Чиказькому унiверситетi, отримавши докторський ступiнь
в 1946 р. пiсля роботи над Манхеттенським проектом зi створення
атомної бомби. У 1950 р. вiн став молодшим науковим спiвробiтни-
ком iз медицини в Унiверситетi Мiннесоти. Пiзнiше вiн працював
незалежним журналiстом в рiзних журналах, а потiм повернувся
до дослiджень в компанiї IBM. У 1967 р., пiсля лiкування раку
щитовидної залози, вiн оселився в Англiї та звернувся до вивчен-
ня зовсiм iншої теми: еволюцiйної бiологiї. З 1968 р. вiн працював у
Лондонi в лабораторiї Гальтона в Унiверситетському коледжi. Його
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Рис. 23.1: Мейнард Смiт
(1920–2004)

перша робота в цiй новiй областi, «Добiр i коварiацiя», була опублi-
кована за допомогою В. Д. Гамiльтона в 1970 р. в номерi «Nature»
i мiстила те, що зараз називається рiвнянням Прайса.

Прайс також подав iще одну роботу в журнал «Nature», цього
разу про конфлiкти тварин. Але вона не мала вiдповiдного форма-
ту для цього журналу. Тому Мейнард Смiт, який був рецензентом,
запропонував пiдготувати коротшу версiю. Прайс почав працювати
над чимось iншим, в той час як Мейнард Смiт почав розробляти
iдею Прайса самостiйно. Нарештi, Мейнард Смiт i Прайс опублiку-
вали спiльну статтю пiд назвою «Логiка конфлiкту тварин», яка
в 1973 р. була опублiкована в «Nature». Стаття зробила цiкавий
внесок у використання теорiї iгор в еволюцiйнiй бiологiї. До цьо-
го теорiя iгор розроблялася переважно для економiки i полiтики,
особливо пiсля книги Джона фон Неймана й Оскара Моргенштерна
1944 р. пiд назвою «Теорiя iгор i економiчна поведiнка». Вiдправ-
ною точкою для Мейнарда Смiта i Прайса стало таке питання: як
це сталося, що в конфлiктах мiж тваринами одного виду «зброя»,
що вони мають (роги, кiгтi, отрута тощо), рiдко використовується
для вбивства? Згiдно iдеям Дарвiна про боротьбу за життя, бiльш
агресивнi тварини повиннi вигравати бiльше битв i мати бiльш чис-
ленне потомство, що призведе до ескалацiї використання «зброї».
Зауважимо, що це був час Холодної вiйни, так що ця тема також
мала полiтичне забарвлення.

Мейнард Смiт i Прайс уявили послiдовнiсть iгор, у яких двi
тварини можуть брати участь у боротьбi за ресурс, наприклад,
територiю в сприятливому довкiллi. У спрощеному викладi, який
Мейнард Смiт використав у своїй книзi 1982 р. «Eволюцiя та тео-
рiя iгор», кожна тварина дотримується або «стратегiї яструба», або
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«стратегiї голуба». Далi ми говоримо просто про яструбiв i голубiв,
але маємо на увазi стратегiї, яких дотримуються тварини одного
виду. Нехай V > 0 буде значенням ресурсу, тобто якщо R0 - нор-
мальна середня кiлькiсть потомства тварини, то у переможця зма-
гання в середньому R0 + V потомства.

Якщо яструб зустрiчає iншого яструба, то вiн бореться за ре-
сурс: переможець отримує ресурс вартiстю V , а переможений зазнає
«втрат» вартiстю C > 0. Кожен iз двох яструбiв має ймовiрнiсть
виграшу в змаганнi, рiвну 1/2 i таку саму ймовiрнiсть програшу. Та-
ким чином, вартiсть очiкуваного виграшу вiд боротьби мiж двома
яструбами становить 1

2 (V −C) для двох учасникiв. Якщо ж яструб
зустрiчає голуба, то яструб отримує ресурс V , голуб тiкає без бою i
вартiсть становить 0. Нарештi, якщо зустрiчаються два голуби, то
один з них отримує ресурс V , iнший бiжить без бою i безоплатно.
Кожен iз двох голубiв з однаковою ймовiрнiстю виграшу 1/2, тому
вартiсть очiкуваного виграшу при зустрiчi двох голубiв становить
V/2. Розмiри виграшiв наведено в таблицi 23.1.

Таблиця 23.1: Очiку-
ваний виграш у грi
яструб-голуб.

яструб голуб

виграш яструба проти... 1
2

(V − C) V
виграш голуба проти... 0 V/2

Загальнiше, можна уявити собi бої мiж особами, якi можуть до-
тримуватися однєї з двох стратегiй, називаючи їх 1 та 2, з матри-
цею очiкуваних виплат (Gi,j)16i,j62. У наведеному вище прикладi
яструби дотримуються стратегiї 1, голуби - дотримуються стратегiї
2, G1,1 = 1

2 (V − C), G1,2 = V , G2,1 = 0 i G2,2 = V/2. У згаданiй
вище статтi 1973 р. Мейнард Смiт i Прайс фактично вже використо-
вували комп’ютерне моделювання для перевiрки бiльше, нiж двох
можливих стратегiй. Вони називалися «яструб», «миша», «громи-
ло», «месник (retaliator)» i «провокатор (prober-retaliator)».

Уявiть собi зараз велику популяцiю тварин одного виду з част-
кою яструбiв xn i часткою голубiв 1− xn у поколiннi n. Яструби в
поколiннi n мають середню кiлькiсть потомства:

R1(n) = R0 + xnG1,1 + (1− xn)G1,2 . (23.1)

Подiбним чином, у голубiв середня кiлькiсть потомства дорiвнює

R2(n) = R0 + xnG2,1 + (1− xn)G2,2 . (23.2)
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Таким чином, середня чисельнiсть потомства в усьому населеннi
становить R(n) = xnR1(n) + (1 − xn)R2(n). Не беручи до уваги
можливi тонкощi, пов’язанi зi статевим розмноженням, ми бачимо,
що частка яструбiв у наступному поколiннi становить

xn+1 = xnR1(n)/R(n) . (23.3)

Отже, xn+1 > xn якщо R1(n) > R(n) та xn+1 < xn якщо R1(n) <
R(n). Iснує три можливих стацiонарних стани: x = 0, x = 1 та

x∗ =
G1,2 −G2,2

G2,1 −G1,1 +G1,2 −G2,2

за умови 0 < x∗ < 1. У грi яструб-голуб, x∗ = V/C < 1 за умови
V < C.

Дiйсно, x = 0 - це очевидний стацiонарний стан (23.3). Якщо
x 6= 0 є ще одним стацiонарним станом, то R1 = R = xR1 +
(1 − x)R2. Так що x = 1, або R1 = R2. Остання можливiсть
еквiвалентна xG1,1 + (1−x)G1,2 = xG2,1 + (1−x)G2,2, що дає
стацiонарний стан x∗.

Стацiонарний стан x = 1 вiдповiдає населенню з 100% осiб,
якi дотримуються стратегiї 1. Цей стацiонарний стан є стiйким,
якщо в нього не можуть вторгнутися кiлька осiб, якi дотриму-
ються стратегiї 2. Iз (23.3) видно, що ця умова еквiвалентна то-
му, що R1(n) > R(n) для всiх xn досить близьких до 1. Оскiльки
R(n) = xnR1(n) + (1− xn)R2(n), то умова стає R1(n) > R2(n) для
всiх xn досить близьких до 1. Дивлячись на вирази (23.1)-(23.2) R1

та R2, ми робимо висновок, що x = 1 є стiйким, якщо i тiльки якщо
виконано одну з двох умов:

• G1,1 > G2,1;
• G1,1 = G2,1 та G1,2 > G2,2.

Якщо це так, то кажуть, що стратегiя 1 є еволюцiйно стiйкою стра-
тегiєю. У грi яструб-голуб умова G1,2 > G2,2 є завжди iстинною.
Таким чином, стратегiя яструба є еволюцiйно стiйкою, якщо i тiль-
ки якщо G1,1 > G2,1, тобто V > C.

Стацiонарний стан x = 0 вiдповiдає популяцiї, всi особини якого
дотримуються стратегiї 2. Ця ситуацiя симетрична з попередньою,
якщо ми помiняємо iндекси 1 та 2. У грi яструб-голуб ми маємо
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G1,2 = V > G2,2 = V/2, так що стацiонарний стан x = 0 завжди
нестiйкий. Введення невеликої кiлькостi яструбiв в популяцiю го-
лубiв призведе до прогресуючого вторгнення яструбiв.

Точно так само можна показати, що третiй стацiонарний стан x∗,
за умови 0 < x∗ < 1, завжди стiйкий. У грi яструб-голуб x∗ = V/C
вiдповiдає змiшанiй популяцiї як iз яструбами, так i з голубами.

На закiнчення, є два випадки в грi яструб-голуб. Якщо V > C,
тобто якщо вартiсть ресурсу V бiльше можливої вартостi ресурсу
C, то популяцiя має тенденцiю до стацiонарного стану з яструбами,
але без голубiв, незалежно вiд початкової умови x(0) з 0 < x(0) < 1.
Тодi стратегiя «яструба» є еволюцiйно стiйкою стратегiєю. Якщо ж,
навпаки, V < C, то популяцiя прямує до змiшаного стацiонарного
стану з часткою x∗ яструбiв i часткою 1−x∗ голубiв. Таким чином,
модель дає пояснення того, чому люди з менш агресивною поведiн-
кою можуть вижити при V < C. Крiм того, формула x∗ = V/C по-
казує, що чим вище вартiсть C для переможених, тим менше частка
x∗ яструбiв у популяцiї. Тому види з найнебезпечнiшою «зброєю»
рiдко використовують її для внутрiшньовидових боїв: вони вiдда-
ють перевагу нешкiдливiм ритуальним боям, в яких конкуруючi
тварини намагаються справити враження один на одного, але уни-
кають реальних боїв, якi можуть завдати травми.

В оригiнальнiй статтi Мейнарда Смiта i Прайса 1973 р. обгово-
рювалася концепцiя еволюцiйно стiйкої стратегiї та використову-
валося в основному комп’ютерне моделювання конфлiктiв тварин,
що фiксувало вiддачу вiд рiзних стратегiй. Пiдхiд, що використовує
динамiчнi рiвняння типу (23.3), був розроблений дещо пiзнiше, зо-
крема Тейлором i Джонкером. Вiдтодi багато авторiв застосували
iдеї теорiї iгор до питань еволюцiйної бiологiї або, навпаки, засто-
сували динамiчнi еволюцiйнi пiдходи до бiльш класичних завдань
теорiї iгор. Крiм питань, що стосуються конфлiктiв тварин, мож-
на навести, наприклад, проблеми батькiвського iнвестування або
спiввiдношення статей (спiввiдношення мiж числом самцiв i сами-
ць при народженнi), останнє вже вивчалося Карлом Дюзiнгом в
1884 р. та Рональдом Фiшером у його книзi 1930 р. «Генетична тео-
рiя природного добору». Деякi iншi моделi фокусуються на дина-
мiчних аспектах «дилеми в’язня» або гри в «камiнь-папiр-ножицi».
Також було з’ясовано, що концепцiя еволюцiйно стiйкої стратегiї
тiсно пов’язана з концепцiєю рiвноваги Неша в теорiї iгор.

Прайс, який був переконаним атеїстом, пережив мiстичний до-
свiд у 1970 р. i звернувся до християнської вiри. Вiн вiдмовився вiд
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своїх дослiджень у 1974 р., оскiльки вважав, що «теоретична мате-
матична генетика, якою вiн займався, не дуже стосується людських
проблем». Вiн вiддав усе своє майно безпритульним i за кiлька мi-
сяцiв наклав на себе руки.

Мейнард Смiт, навпаки, продовжив цю думку i був обраний до
Лондонського королiвського товариства в 1977 р. Вiн опублiкував
багато книг: «Mоделi в екологiї» (1974), «Eволюцiя статi» (1978),
«Eволюцiя i теорiя iгор» (1982), «Проблеми бiологiї» (1986), «Чи
Дарвiн мав рацiю?» (1988) i «Eволюцiйна генетика» (1989). Вiн та-
кож опублiкував у спiвпрацi з E. Szathmáry «Основнi переходи в
еволюцiї» (1995) i «Походження життя: вiд народження життя до
походження мови» (1999). Вiн пiшов на пенсiю в 1985 р. У 1999 р. вiн
отримав премiю Крафорда в галузi бiологiчних наук вiд Шведсь-
кої королiвської академiї наук за свiй «фундаментальний внесок у
концептуальний розвиток еволюцiйної бiологiї». У 2003 р. вiн опуб-
лiкував у спiвпрацi з Харпером «Cигнали тварин». Помер Мейнард
Смiт у Сассексi в 2004 р.
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Хаотичнi популяцiї (1974)

У 1974 р. Роберт Мей, австралiйський фiзик, який став еколо-
гом, вивчав дискретно-часове логiстичне рiвняння як модель
динамiки популяцiї. Вiн зауважив, що в цiй моделi вiдбува-
ються несподiванi бiфуркацiї i що асимптотична поведiнка мо-
же бути навiть хаотичною. Тому довгостроковi прогнози мо-
жуть бути неможливi навiть за простої детермiнiстичної мо-
делi. Стаття Мея була однiєю з тих, якi започаткували «теорiю
хаосу».

Роберт МакКредi Мей (May) народився в 1936 р. в Австралiї.
Пiсля вивчення теоретичної фiзики й отримання ступеня докто-
ра фiлософiї в Унiверситетi Сiднея в 1959 р., вiн провiв два роки
на кафедрi прикладної математики в Гарвардському унiверситетi.
Пiсля повернення до Австралiї, вiн став професором теоретичної
фiзики. У 1971 р., пiд час вiдвiдування Iнституту перспективних
дослiджень у Принстонi, вiн змiнив тематику своїх дослiджень i
став придiляти особливу увагу динамiцi популяцiй тварин. У 1973
р. вiн став професором зоологiї в Принстонi. У тому самому роцi вiн
опублiкував книгу пiд назвою «Cтiйкiсть i складнiсть у модельних
екосистемах».

Рис. 24.1:
Р. М. Мей (1936–2020)

У 1974 р. в журналi «Science» Мей опублiкував статтю пiд на-
звою «Бiологiчнi популяцiї з неперетинними поколiннями: стабiльнi
точки, стабiльнi цикли i хаос», у якiй вiн показав, що дуже простi
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математичнi моделi в динамiцi популяцiй можуть поводитися хао-
тично.

Щоб зрозумiти походження цiєї проблеми, слiд повернутися при-
близно на десять рокiв тому. У 1963 р. американський метеоролог
Едвард Лоренц, який працював у Массачусетському технологiчно-
му iнститутi (M.I.T.), пiд час чисельного моделювання на своєму
комп’ютерi помiтив, що спрощена модель атмосфери лише з трьо-
ма диференцiальними рiвняннями, може поводитися дуже дивно:
найменша змiна початкових умов може повнiстю змiнити кiнцевий
результат моделювання, а отже, й метеорологiчнi прогнози. Мате-
матик Анрi Пуанкаре, вивчаючи рух планет у Сонячнiй системi,
фактично вже передбачав цю можливiсть на початку двадцятого
столiття, задовго до комп’ютерної ери. Але на початку 1970-х ро-
кiв лише кiлька дослiдникiв почали уважнiше придивлятися до цiєї
дивної властивостi. В унiверситетi Мерiленда Джеймс Йорк розмiр-
ковував про роботу Лоренца i ввiв у цьому контекстi термiн «хаос».
Стаття, яку вiн написав разом зi своїм студентом Тянь-Iєн Лi, на-
звана «Tретiй перiод означає хаос»1, з’явилася в 1975 р.

Зi свого боку, Мей зосередився на моделi виду

pn+1 = pn + a pn(1− pn/K), (24.1)

де a та K - додатнi параметри, а pn - розмiр популяцiї тварин у
роцi n. Коли pn малий порiвняно з ємнiстю середовища K, дина-
мiка близька до геометричного зростання pn+1 ≈ (1 + a) pn. Повне
рiвняння є свого роду дискретно-часовим аналогом логiстичного
рiвняння, введеного Ферхюльстом (див. роздiл 6). Але на вiдмiну
вiд останнього, Мей показав, що дискретно-часове рiвняння може
мати набагато бiльш дивну поведiнку, яку легко спостерiгати за
допомогою простого кишенькового калькулятора, що робить дода-
вання i множення (рисунок 24.2). Мейнард Смiт уже розглядав рiв-
няння (24.1) у своїй книзi 1968 р. «Mатематичнi iдеї в бiологiї». Але
незважаючи на те, що вiн спробував кiлька числових значень для
a вiн не зрозумiв, що там є щось особливе.

Рисунок 24.2, схожий до того, що є в статтi Мея 1974 р., показує,
що населення pn переходить у стацiонарний стан, коли 0 < a < 2.
Коли 2 < a 6 2,449 (верхня границя 2,449 є наближенням), населен-
ня pn прямує до циклу перiоду 2. Коли 2,450 6 a 6 2,544, населення

1Цiкаво, що бiльш загальний результат був доведений О. М. Шарковським у
1964 р., але його стаття, опублiкована в Українському математичному журналi,
була маловiдома.
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Рис. 24.2: У всiх випадках: n на горизонтальнiй осi, pn на вертикальнiй
осi i p0 = K/10. Лiнiї отримуються об’єднанням точок з координатами
(n, pn). Лiворуч угорi: 0 < a < 2 (стацiонарний стан). Вгорi праворуч:
2 < a 6 2,449 (перiод 2 циклу). Знизу лiворуч: 2,450 6 a 6 2,544 (перiод
4 циклу). Знизу праворуч: 2,570 6 a 6 3 (можливо хаос).

pn прямує до циклу перiоду 4. Коли 2,545 6 a 6 2,564, pn прямує до
циклу перiоду 8 тощо. Iнтервали параметра a, для якого pn прямує
до циклу перiоду 2n, зменшуються зi збiльшенням n й нiколи не пе-
ревищують 2,570. Коли a > 2,570, pn може поводитися «хаотично».

У 1976 р. Мей опублiкував огляд проблеми в «Nature» пiд на-
звою «Простi математичнi моделi з дуже складною динамiкою».
Там вiн зiбрав не тiльки власнi результати, а й результати iнших
дослiдникiв. По-перше, встановивши xn = a pn

K (1+a) та r = 1 + a (так
що r > 1), ми бачимо, що рiвняння (24.1) можна переписати в про-
стiшому виглядi.

xn+1 = r xn (1− xn) . (24.2)

Для того, щоб це рiвняння мало сенс у динамiцi населення, xn пови-
нен бути невiд’ємним для всiх n. Тому ми припускаємо, що почат-
кова умова x0 задовольняє 0 6 x0 6 1, i що r 6 4. Остання умова
гарантує, що права частина (24.2) залишиться мiж 0 та 1. Примiтно,
що хаотичний випадок r = 4 вже використовувався як генератор
випадкових чисел Станiславом Уламом i Джоном фон Нейманом ще
в 1947 р. Якщо ми введемо функцiю f(x) = r x(1 − x), то рiвнян-
ня (24.2) можна переписати як xn+1 = f(xn), а стацiонарнi стани
є розв’язками x = f(x). Графiчно це перетини кривих y = f(x) та
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y = x (рисунок 24.3). Звернiть увагу, що x = 0 є завжди стацiо-
нарним станом. Оскiльки r > 1, iснує ще один стацiонарний стан
x∗ > 0, такий, що x∗ = r x∗ (1− x∗), тобто x∗ = 1− 1/r.

0
1

1

x*x0
0

1

1

x*x0

(a) (b)

Рис. 24.3: Функцiя y = f(x) = r x(1− x), пряма y = x, стацiонарний стан
x∗ i послiдовнiсть, яка визначається xn+1 = f(xn). (a) : r = 2,75, послi-
довнiсть прямує до x∗. (b) : r = 3,4, стацiонарний стан x∗ нестабiльний i
послiдовнiсть прямує до циклу перiоду 2.

Оскiльки r > 1, стацiонарний стан x = 0 нестiйкий. Дiйсно,
коли xn близький до 0, ми маємо xn+1 ≈ r xn. Таким чином, xn має
тенденцiю вiдхилятися вiд 0. Що стосується стацiонарного стану
x∗, то вiн локально стiйкий тiльки для 1 < r < 3.

Дiйсно, позначимо yn = xn − x∗. Тодi рiвняння (24.2) є еквiва-
лентним yn+1 = (2 − r − r yn) yn. Якщо xn близький до x∗, то
yn близький до 0 та yn+1 ≈ (2 − r) yn. Але якщо yn+1 = k yn
тодi yn = kn y0 так що yn → 0 коли n→∞ якщо i тiльки якщо
−1 < k < 1. Тут стацiонарний стан x∗ локально стiйкий тодi i
тiльки тодi, коли −1 < 2− r < 1, тобто 1 < r < 3.

Коли 1 < r < 3, то можна показати, що для всiх початкових
умов 0 < x0 < 1, послiдовнiсть xn дiйсно прямує до x∗ (рисунок
24.3a). Але що станеться, коли 3 < r 6 4? Щоб вiдповiсти на це
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питання, звернемо увагу, що xn+2 = f(xn+1) = f(f(xn)). Введемо
функцiю

f2(x) = f(f(x)) = r2 x (1− x)
(
1− r x (1− x)

)
i розглянемо розв’язки рiвняння x = f2(x), якi називаються фiк-
сованими точками функцiї f2(x). Графiчно - це перетини кривих
y = f2(x) та y = x (рисунок 24.4).

0
1

1

x*
0

1

1

x*x− x+

(a) (b)

Рис. 24.4: Кривi y = f2(x) = f(f(x)) й y = x та стацiонарний стан x∗.
(a) r = 2,75. (b) r = 3,4 i два iнших розв’язки x− та x+ рiвняння x = f2(x).

Якщо x = f(x), то x = f(f(x)) = f2(x). Таким чином, x = 0
та x = x∗ також є фiксованими точками функцiї f2(x). Але коли
r > 3, функцiя f2(x) має ще двi фiксованi точки, x− та x+, так що
f(x−) = x+ й f(x+) = x−.

Дiйсно, ми помiчаємо, що f ′2(x) = f ′(f(x)) f ′(x) так що f ′2(x∗) =
[f ′(x∗)]2. Але f ′(x) = r(1−2x) та x∗ = 1−1/r. Так що f ′(x∗) =
2 − r та f ′2(x∗) = (2 − r)2. Отже, нахил функцiї f2(x) при
x = x∗ такий, що f ′2(x∗) > 1. Якщо r > 3. Але оскiльки
f2(0) = 0, f ′2(0) = r2 > 1 та f2(1) = 0, то на рисунку 24.4b
видно, що обов’язково iснують iще два розв’язки x− та x+ рiв-
няння x = f2(x), де 0 < x− < x∗ та x∗ < x+ < 1. Iнший спо-
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сiб дiйти такого самого висновку полягає у розв’язку рiвняння
x = f2(x), яке є полiномiальним рiвнянням степеня 4 з двома
вiдомими коренями: x = 0 та x = x∗. Два iнших розв’язки x−
i x+ є коренями полiнома

x2 − 1 + r

r
x+

1 + r

r2
= 0 . (24.3)

Вони є дiйсними, якщо дискримiнант додатний, тобто якщо
r > 3. Оскiльки

f2(f(x−)) = f(f(f(x−))) = f(f2(x−)) = f(x−),

то точка f(x−) також є фiксованою точкою f2(x). Але f(x−) 6=
x−, тому що x− не є фiксованою точкою f(x). А f(x−) 6= x∗,
iнакше ми б мали x− = f(f(x−)) = f(x∗) = x∗. Оскiльки
f(x−) 6= 0, ми робимо висновок, що f(x−) = x+. Аналогiчно
f(x+) = x−.

Отже, для r > 3 ми бачимо, що якщо, наприклад, x0 = x−, то
x1 = x+, x2 = x−, x3 = x+ тощо. Можна також показати, що майже
для кожної початкової умови 0 < x0 < 1, послiдовнiсть xn прямує
при n→ +∞ до циклу перiоду 2 x−, x+, x−, x+ тощо (рисунок 24.3b
i 24.4b). Цей цикл залишається стiйким доти, доки r знаходиться
нижче критичного значення r1 = 1 +

√
6 ≈ 3,449, де f ′2(x−) = −1.

Дiйсно, ми бачимо, використовуючи (24.3), що

f ′2(x−) = f ′(f(x−)) f ′(x−) = f ′(x+) f ′(x−)

= r2 (1− 2x+)(1− 2x−) = r2 (1− 2(x+ + x−) + 4x+x−)

= r2
(
1− 2 1+r

r + 4 1+r
r2

)
= −r2 + 2r + 4 .

Так, f ′2(x−) = −1 якщо −r2 + 2r + 5 = 0 та, зокрема, якщо
r = 1 +

√
6.

Для r1 < r < r2 цикл перiоду розмiру 4 стає стiйким:
з’являються чотири новi фiксованi точки функцiї f4(x) = f2(f2(x))
= f(f(f(f(x)))) (рисунок 24.5a). Для r2 < r < r3 це цикл розмi-
ру 8 й так далi. Числа rn прямують до границi r∞ ≈ 3,570, коли
n→ +∞ . Коли r∞ < r 6 4, система може бути навiть хаотичною!
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Рисунок 24.5b показує бiфуркацiйну дiаграму2, що дає уявлення
про складнiсть динамiки.

0
1

1

x*x− x+

x

r2.5 3 3.5 4

0

1

(a) (b)

Рис. 24.5: (a) Крива y = f4(x) коли r = 3,5 та бiсектриса y = x. Крiм x∗,
x+ i x− є ще чотири фiксованi точки, якi не так просто розрiзнити. (b)
Бiфуркацiйна дiаграма рiвняння (24.2).

Р. М. Мей на закiнчення пiдкреслив, що навiть дуже простi
динамiчнi системи можуть мати дуже складну поведiнку. Це не є
особливим для рiвняння xn+1 = r xn (1− xn). Така сама «бiфурка-
цiя подвоєння перiоду», що призводить до хаосу, з’являється i для
iнших рiвнянь iз функцiєю f(x), що має форму «горба». Це сто-
сується, наприклад, iншого рiвняння, яке використовується в попу-
ляцiйнiй бiологiї: xn+1 = xn exp(r(1− xn)).

Це дослiдження передбачає, що не слiд дивуватися, якщо багато
наборiв даних про динамiку населення важко пiддаються аналiзу.
Модель також показує, що рiзниця мiж детермiнованими та стоха-
стичними моделями не так очевидна, як вважалося ранiше: навiть
iз простою детермiнованою моделлю неможливо робити довгостро-
ковi прогнози, якщо параметри знаходяться в хаотичному режимi.

У 1979 р. Мей був обраний до Лондонського королiвського това-
риства. З 1988 до 1995 р. вiн був професором Оксфордського унiвер-

2Ця дiаграма була отримана шляхом побудови графiкiв для кожного за-
даного значення r точок iз координатами (r, x200), (r, x201), ..., (r, x220), де
xn+1 = f(xn) та x0 = 0,1. Якщо xn прямує до стацiонарного стану, то на
дiаграмi ми бачимо тiльки одну точку. Якщо xn прямує до циклу перiоду 2, то
ми бачимо двi точки i так далi.
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ситету та Iмперського коледжу в Лондонi, з 1995 до 2000 р. був
головним науковим радником британського уряду. У 1996 р. Мей
отримав премiю Крафорда «за його новаторське екологiчне дослiд-
ження стосовно теоретичного аналiзу динамiки популяцiй, спiльнот
i екосистем». Вiд екологiї вiн звернувся до епiдемiологiї та iмуноло-
гiї, опублiкувавши двi книги: «Iнфекцiйнi захворювання людини»
(1991, з Роєм Андерсоном) i «Biрусна динамiка, математичнi осно-
ви iмунологiї та вiрусологiї» (2000, з Мартiном Новаком). В остан-
нiй книзi аналiзується взаємодiя мiж клiтинами iмунної системи
та ВIЛ (вiрусом, що викликає СНIД) як якоїсь системи хижак-
жертва (див. роздiл 13). З 2000 до 2005 р. Мей був президентом
Лондонського королiвського товариства. Вiн був посвячений у ли-
царi в 1996 р. i прийнятий до Палати лордiв у 2001 р. Мей помер у
2020 р.
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Полiтика однiєї дитини в Китаї (1980)

У 1980 р. Сун Цзянь i його колеги, якi були фахiвцями з теорiї
керування, що застосовувалася в авiацiйнiй технiцi, пiдраху-
вали, що, якщо народжуванiсть у Китаї залишиться на по-
точному рiвнi, то в XXI столiттi населення країни сягне по-
над два мiльярди осiб. Їхнi результати, заснованi на вiково-
структурованiй математичнiй моделi, сприяли рiшенню уряду
перейти до полiтики однiєї дитини.

Сун Цзянь1 (пiньїнь: Song Jian) народився в 1931 р. в мiстi Жун-
чен в китайськiй провiнцiї Шаньдун. У 1950-х роках навчався в Ра-
дянському Союзi в Московському державному технiчному унiвер-
ситетi iменi Н. Е. Баумана та на механiко-математичному факуль-
тетi Московського державного унiверситету. Потiм вiн повернувся
до Китаю i став керiвником Бюро кiбернетичних дослiджень в Iн-
ститутi математики Китайської академiї наук. Вiн був фахiвцем iз
застосування теорiї керування до наведення ракет. Вiн також пра-
цював у Сьомому машинобудiвному мiнiстерствi, яке пiзнiше бу-
ло перейменоване в Мiнiстерство аерокосмiчної промисловостi. У
1978 р. вiн почав придiляти увагу зв’язкам мiж теорiєю керування
та демографiєю.

Рис. 25.1: Сун Цзянь

Щоб зрозумiти контекст роботи Сун Цзяня над динамiкою на-
селення, спочатку потрiбно дати уявлення про те, що таке «теорiя

1Сун - прiзвище, воно завжди пишеться першим китайською мовою.
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керування». Це-вивчення динамiчних систем, поведiнка яких зале-
жить вiд деяких параметрiв, якi можуть бути модифiкованi з пли-
ном часу з метою оптимiзацiї заданого критерiю. Ця теорiя була
особливо розвинена у зв’язку з космiчними програмами в США
i СРСР. Дiйсно, iнженерам доводилося контролювати траєкторiю
руху космiчних човникiв, щоб вивести супутники на орбiту навко-
ло Землi. Але застосування не обмежувалося фiзичними або iнже-
нерними проблемами. Полiтику контролю народжуваностi також
можна розглядати як певну проблему оптимального управлiння в
математичному сенсi.

Слiд також згадати есе пiд назвою «Межi зростання: доповiдь за
проектом Римського клубу про проблеми людства», опублiковане в
1972 р. та написане групою з Массачусетського технологiчного iн-
ституту (M.I.T.). Це дослiдження було засноване на математичнiй
моделi свiтового економiчного зростання, що враховує природнi ре-
сурси, чисельнiсть населення та забруднення довкiлля. У доповiдi
висловлюється думка про те, що свiтова економiка рухається до
катастрофи, викликаної виснаженням невiдновлюваних ресурсiв,
нестачею продовольства для населення або надмiрним забруднен-
ням. Одним iз запропонованих рiшень було добровiльне обмеження
народжуваностi. В пiдсумку, це була свого роду сучасна версiя тез
Мальтуса. Доповiдь отримала великий резонанс на заходi в 1970-i
роки.

З моменту заснування Народної Республiки в 1949 р. народжу-
ванiсть в Китаї була дуже високою, за винятком перiоду катастро-
фiчного «Великого стрибка». У серединi 1970-х рокiв Китай повiль-
но вiдновлювався пiсля культурної революцiї. Планування сiм’ї за-
кликало жiнок вiдкладати народження, збiльшувати час мiж двома
послiдовними пологами та народжувати менше дiтей. Ден Сяопiн,
який став новим лiдером пiсля смертi Мао Цзедуна в 1976 р., в
1978 р. почав полiтику «чотирьох модернiзацiй»: сiльське господар-
ство, промисловiсть, наука i технiка, нацiональна оборона. Розмiр
i зростання населення Китаю тодi сприймалися як важливi переш-
коди для цих модернiзацiй. Науковцi, якi до того часу працювали
над вiйськовими розробками, заохочувалися знайти вирiшення цiєї
складної проблеми.

На цьому тлi, Сун Цзянь в 1978 р. вiдправився до Гельсiнкi на
конгрес Мiжнародної федерацiї автоматичного управлiння. Там вiн
зауважив, що деякi дослiдники в Європi намагалися застосувати
теорiю керування до проблем населення з думкою про те, що суво-
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рий контроль народжуваностi може зрештою запобiгти катастро-
фам, представленим у доповiдi «Межi зростання». Пiсля повернен-
ня до Китаю, вiн створив невелику команду, до якої увiйшли його
колега Юй Цзiньюань i комп’ютерний експерт Лi Гуанюань, для
застосування такого роду математичного моделювання до даних,
що стосуються населення Китаю. У той час науковий зв’язок мiж
Китаєм i рештою свiту був незначний. Команда розробила заново
рiвняння, що описують еволюцiю вiкової структури населення, в
той самий спосiб, як це робили Лотка i Маккендрiк (див. роздiли
10 i 16). Використовуючи модель неперервного часу, введемо позна-
чення:

• P (x, t) - населення у вiцi x в часi t;

• m(x) - смертнiсть у вiцi x;

• P0(x) - вiкова структура населення в часi t = 0;

• b(t) - сумарний показник народжуваностi, тобто середнє чис-
ло дiтей, яке жiнка народила би протягом свого життя, якби
вiкова народжуванiсть залишалася на тому самому рiвнi, що
й у часi t;

• f - частка дiвчаток серед народжених;

• h(x) - щiльнiсть розподiлу вiку матерi при народженнi дитини
(
∫ +∞
0

h(x) dx = 1).

За допомогою цих позначень i гiпотез еволюцiя вiкової структури
може бути змодельована за допомогою диференцiального рiвняння
з частинними похiдними

∂P

∂t
(x, t) +

∂P

∂x
(x, t) = −m(x)P (x, t) ,

з початковою умовою P (x, 0) = P0(x) та граничною умовою

P (0, t) = b(t) f

∫ +∞

0

h(x)P (x, t) dx ,

де b(t) - керований параметр. Якщо сумарний показник народжу-
ваностi постiйний i перевищує критичний порiг

b∗ = 1/

[
f

∫ +∞

0

h(x) e−
∫ x
0
m(y) dy dx

]
,
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то населення збiльшується в геометричнiй прогресiї. Цей критерiй
подiбний до отриманого Лоткою з формули (10.2). Команда Сун
Цзяня також розглянула дискретно-часову версiю моделi, схожу
до моделi Леслi (див. роздiл 21). Позначимо Pk,n населення у вiцi
k в рiк n. Введемо аналогiчно mk, bn та hk. Тодi

Pk+1,n+1 = (1−mk)Pk,n , P0,n+1 = bn f
∑
k>0

hk Pk,n .

Знаючи з вибiркових обстежень смертнiстьmk (рисунок 25.2), част-
ку дiвчаток серед народжених f ≈ 0,487, вiковий розподiл матерiв
hk (рисунок 25.3), початкову умову Pk,0 - вiкову структуру насе-
лення в 1978 р. (рисунок 25.4) i варiюючи сумарний показник на-
роджуваностi b (що припускається постiйним у кожнiй симуляцiї),
команда Сун Цзяня могла робити демографiчнi прогнози для своєї
країни з часовим горизонтом у сто рокiв, з 1980 до 2080 р. (ри-
сунок 25.5). Враховуючи тисячi необхiдних операцiй додавання та
множення (рiк n змiнюється вiд 0 до 100 рокiв, вiк k вiд 0 до 90
рокiв), необхiдний був комп’ютер. У той час в Китаї доступ до та-
кого обладнання мали лише деякi, за винятком тих, хто працював
на вiйськових. Одним iз них був Сун Цзянь, провiдний експерт в
областi наведення ракет.

Рис. 25.2:
Смертнiсть у
залежностi вiд
вiку в 1978 р.
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Згiдно з прогнозами, навiть якби Китай зберiг народжуванiсть
на рiвнi 1978 р., 2,3 на одну жiнку, що трохи вище критичного по-
рогу, що оцiнювався в b∗ = 2,19, населення зросло б iз 980 мiльйонiв
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Рис. 25.3: Згладже-
на крива функцiї
народжуваностi в
залежностi вiд вiку в
1978 р.
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Рис. 25.4: Вiкова
пiрамiда населення
Китаю в 1978 р.
Горизонтальна вiсь:
вiк. Вертикальна
вiсь: населення (у
мiльйонах).
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Рис. 25.5: Демо-
графiчнi прогнози
(в мiльярдах) для
Китаю, заснованi
на рiзних гiпотезах
про середню кiль-
кiсть дiтей на одну
жiнку. Знизу вгору:
1,0, 1,5, 2,0, 2,3, 2,5,
3,0.
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осiб у 1980 р. до 2,12 мiльярда осiб до 2080 р. Але Китай уже вико-
ристовував майже всi землi, придатнi для сiльського господарства.
Вiдбувалася навiть тенденцiя втрати частини цих земель унаслiдок
опустелювання й урбанiзацiї. Як прогодувати таке населення, якщо
прогрес у пiдвищеннi врожайностi фермерських господарств недо-
статнiй? Це саме питання Мальтус розглядав два столiття ранiше.
При народжуваностi 1975 р. в 3,0, населення могло навiть досяг-
ти 4,26 мiльярда осiб у 2080 р. При b = 2, чисельнiсть населення
могла досягти максимуму в 1,53 мiльярда осiб приблизно в 2050 р.,
перш нiж почалося б її незначне скорочення. При b = 1,5, максимум
1,17 мiльярда був би досягнутий приблизно в 2030 р. При b = 1,0,
максимум склав би тiльки 1,05 мiльярда осiб i був би досягнутий
приблизно в 2000 р. За такого припущення чисельнiсть населення
повернулася б на рiвень 1978 р. лише до 2025 р.

Найдивовижнiшим у цiй роботi було її практичнi наслiдки, дiйс-
но безпрецедентної важливостi в iсторiї математичної динамiки на-
селення. Справдi, Лi Гуанюань показав результати моделювання
команди в груднi 1979 р. пiд час симпозiуму з теми населення в Чен-
ду, провiнцiя Сичуань2. У сiчнi 1980 р. Сун Цзянь, Юй Цзiньюань
i Лi Гуанюань опублiкували цi результати в китайському економiч-
ному журналi, до речi, пропагуючи полiтику однiєї дитини. Вони
також надiслали свою статтю – «Звiт про кiлькiснi дослiдження
з питання розвитку населення Китаю» – провiдному китайському
вченому Цянь Сюесену, який направив її з рекомендацiєю керiв-
нику адмiнiстрацiї планування народжуваностi. Результати роботи
команди Сун Цзяня глибоко вразили бiльшiсть полiтичних лiдерiв.
Вони вже були переконанi в необхiдностi посилення контролю над
народжуванiстю всупереч тому, що написав Маркс (див. роздiл 5),
але все ще вагалися щодо рiвня контролю. У лютому 1980 р. Дер-
жавна рада та Центральний Комiтет партiї поставили мету для
китайського населення в 1,2 мiльярда осiб на горизонтi 2000 р. У
березнi 1980 р. результати роботи команди Сун Цзяня були опублi-
кованi в «Женьмiнь жибао» («Народна газета»). У квiтнi комiсiя
з полiтичних лiдерiв i фахiвцiв з населення, вивчила екологiчнi й
економiчнi наслiдки зростання населення та дiйшла висновку, що
полiтика однiєї дитини є необхiдною для досягнення мети, поставле-
ної Ден Сяопiном щодо доходу на душу населення в 2000 р. Полiти-
ка стала офiцiйною у вереснi того самого року, i вiдкритий лист,
що роз’яснює її населенню, був опублiкований на першiй сторiнцi

2Тут i далi ми пiдбиваємо пiдсумки докладного звiту Сьюзан Грiнхалг [1,2].
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«Женьмiнь жибао».
До 1983 р. буде ще багато несанкцiонованих пологiв. Було ви-

рiшено, що з кожної пари, яка вже має двох дiтей, одну людину
стерилiзують i кожна заборонена вагiтнiсть буде перервана. Од-
нак, починаючи з 1984 р., сiльським парам, якi мають тiльки одну
дочку, було дозволено народити другу дитину. Пiзнiше були вне-
сенi певнi корективи: якщо в парi i чоловiк, i жiнка були єдиними
дiтьми, то вони могли мати двоє дiтей. Репресивнi заходи щодо пар,
якi мають бiльше однiєї дитини, були суворими: державнi службов-
цi могли втратити роботу, доводилося платити великий штраф щоб
отримати адмiнiстративнi документи для навчання другої дитини
тощо. Полiтика однiєї дитини закiнчилася в 2015 роцi. Пiдводя-
чи пiдсумок, важко знайти в iсторiї математичного моделювання
iнший приклад iз таким сильним соцiальним впливом. Звичайно,
робота Сун Цзяня та його спiвробiтникiв була лише одним iз еле-
ментiв, якi призвели до вибору полiтики однiєї дитини. Але, схоже,
вона зiграла важливу роль.

Як i в попереднiх роздiлах, роль математичного моделювання
може бути предметом занепокоєння. Починаючи з реальної ситуа-
цiї, будується модель. Вона може бути проаналiзована математично
або змодельована за допомогою комп’ютера. Потiм можна зрозу-
мiти, як модель поводиться при змiнi деяких параметрiв. Однак
математика не говорить, чи є модель вiрною картиною реального
життя. Деякi дуже важливi аспекти, можливо, були проiгнорованi.
Деякi моделi також мiстять цiльову функцiю, наприклад, утриман-
ня населення Китаю менше 1,2 мiльярда осiб. Математика не гово-
рить, чи була ця мета доречною3.

У 1980 р. Сун Цзянь також був спiвавтором нового видання
книги «Iнженерна кiбернетика» Цяня Сюесеня, «батька» китайсь-
кої космiчної програми. Потiм вiн обiймав рiзнi полiтичнi поса-
ди високого рiвня: заступник мiнiстра та головний iнженер-вчений
Мiнiстерства аерокосмiчної промисловостi (1981-1984 рр.), член Цен-
трального комiтету Комунiстичної партiї Китаю (1982-2002 рр.), го-
лова Державної комiсiї з науки i технiки (1985-1998 рр.), державний
радник (1986-1998 рр.) та iн. Вiн також опублiкував двi iншi книги,
якi були перекладенi англiйською мовою: «Контроль населення в

3Чисельнiсть населення в 2000 р. оцiнювалася в 1,264 мiльярда осiб. У перiод
з 1980 до 2000 р. дохiд на душу населення вирiс приблизно з $200 до $1 000.
У той самий час спiввiдношення статей стало вкрай змiщеним у бiк бiльшої
частки хлопчикiв, головним чином через аборти за ознакою статi.
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Китаї» (1985 р., у спiвавторствi з Туан Чи-Сянь i Юй Цзiн’юань)
i «Контроль системи населення» (1988 р., у спiвавторствi з Юй
Цзiн’юань). У цих книгах розвивається теорiя оптимального ке-
рування стосовно динамiки населення. Сун Цзянь був обраний у
1991 р. до Китайської Академiї Наук, а в 1994 р. до Академiї iнже-
нерiв, президентом якої вiн був iз 1998 до 2002 р.
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Деякi сучаснi проблеми

У цому роздiлi дається короткий огляд деяких сучасних про-
блем математичної динамiки населення: старiння населення в
демографiї; новi хвороби (СНIД, атипова пневмонiя, трансмi-
сивнi хвороби...) i полiтика щодо вакцинацiї в епiдемiологiї;
полiтика в галузi рибальства в екологiї; розсiювання генетично
модифiкованих органiзмiв у популяцiйнiй генетицi. Згадують-
ся спецiалiзованi установи, що працюють у Францiї над моде-
люванням цих проблем. Також пiдкреслюються рiзнi аспекти
дослiдницької роботи.

У демографiї в останнi десятилiття з’явилася вiдносно нова про-
блема: старiння населення. Ця проблема актуальна не тiльки у
Францiї (рисунок 26.1), але й у багатьох iнших європейських краї-
нах, а також у Японiї. Вона має важливi економiчнi та соцiальнi
наслiдки: пенсiйнi системи, iммiграцiйна полiтика тощо. У Фран-
цiї математичнi моделi, якi намагаються проаналiзувати феномен
старiння, розробляються Нацiональним iнститутом демографiчних
дослiджень (INED) i Нацiональним iнститутом статистики та еко-
номiчних дослiджень (INSEE). Одна з труднощiв демографiчних
прогнозiв полягає в тому, що рiвень народжуваностi може знач-
но варiюватися в часi та не може бути передбачуваним навiть на
одне десятилiття вперед. Це особливо вражає, якщо подивитися на
прогнози, зробленi в 1968 р., для населення Францiї на 1985 р.:
цi прогнози не передбачали зниження народжуваностi, яке стало-
ся протягом 1970-х рокiв. Було б цiкаво переглянути всi прогнози,
заснованi на математичних моделях, якi виявилися помилковими,
особливо тi, якi знайшли вiдгук у засобах масової iнформацiї. Це
врiвноважило б враження «прогресу», створене цiєю книгою, вра-
ження, яке, можливо, вже здалося читачевi пiдозрiлим пiсля про-
читання роздiлу, присвяченого китайськiй полiтицi однiєї дитини.
Що стосується останньої теми, то наразi виникає нова проблема:
як пом’якшити полiтику, щоб уникнути явища швидкого старiння,
яке очiкується в найближчi кiлька десятилiть. Математичнi моделi
знову роблять свiй внесок у дискусiю.
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Рис. 26.1: Вiкова пiра-
мiда французького на-
селення на 1 сiчня
2010 року. Джерело:
www.insee.fr.
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В епiдемiологiї серед нових проблем, що виникли в усьому свiтi
за останнi три десятилiття, розвиток епiдемiї СНIДу є особливо
вражаючим. Деякi моделi намагаються вгадати майбутнє епiдемiї
в таких порiвняно недавно iнфiкованих країнах, як Росiя, Iндiя або
Китай. Важко передбачити, чи сповiльниться епiдемiя, як у Захiд-
нiй Європi та Пiвнiчнiй Америцi, або вона досягне значної частки
населення, як у деяких країнах, розташованих на пiвдень вiд Са-
хари. Iншi новi захворювання, такi як лихоманка Ебола в Африцi,
лихоманка Захiдного Нiлу в Пiвнiчнiй Америцi, атипова пневмонiя
(SARS) (гострий респiраторний синдром), пташиний грип, чикун-
гунья або грип H1N1 - всi вони були ретельно вивченi за допомогою
математичних моделей, хоча, за загальним визнанням, вони вияви-
лися малоуспiшними.

Щодо атипової пневмонiї, одна з труднощiв моделювання поля-
гала в тому, що епiдемiя залишалася вiдносно обмеженою в кожнiй
країнi, але могла дуже швидко поширюватися вiд країни до країни
(Гонконг i Китай, Сингапур, Канада ...). Не можна було нехтува-
ти випадковим характером епiдемiчних кривих у кожному новому
напрямку. Як ми бачили в роздiлах 16 i 22, зi стохастичними моде-
лями, зазвичай, складнiше працювати.

Для епiдемiї чикунгуньї, яка сталася в 2005-2006 роках на остро-
вi Реюньйон (Французька Заморська територiя в Iндiйському оке-
анi), деякi моделi були натхненнi моделлю Росса для малярiї (див.
роздiл 12). Цi двi хвороби передаються комарами. Важливим ас-
пектом, який слiд брати до уваги, є вплив сезонностi. Дiйсно, по-
пуляцiя комарiв зменшується протягом пiвденної зими, таким чи-
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ном зменшуючи передачу хвороби. Це можна побачити на рисунку
26.2, де показано кiлькiсть нових випадкiв, що повiдомляються що-
тижня невеликою мережею з приблизно тридцяти лiкарiв загальної
практики, що охоплює лише малу частину населення острова. Ця
мережа не виявила жодних нових випадкiв захворювання протя-
гом кiлькох тижнiв у вереснi та жовтнi 2005 р., але його передача
все ще тривала. Математичнi моделi епiдемiї були розробленi в На-
цiональному iнститутi охорони здоров’я та медичних дослiджень
(INSERM) та в Iнститутi тропiчних дослiджень (IRD). Незважа-
ючи на цi моделi, нiхто не мiг передбачити, що епiдемiя не при-
пиниться до кiнця зими 2005 р. (у пiвденнiй пiвкулi), коли вона
заразила лише кiлька тисяч людей. Зрештою, майже третина насе-
лення острова заразилася, тобто близько 266 000 осiб. Це показує,
що передбачити майбутнє епiдемiї може бути досить складно, i що
в першi днi епiдемiї не так просто вiдрiзнити, чи буде це мала чи
велика епiдемiя. Можна провести паралель iз прогнозуванням пого-
ди. Такий вид прогнозування в даний час спирається на iнтенсивне
комп’ютерне моделювання складних математичних моделей океану
й атмосфери. Тим не менш, прогнози, бiльше, нiж на кiлька днiв,
не є надiйними.
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Рис. 26.2: Епiдемiя чикунгунья на островi Реюньйон в 2005-2006 ро-
ках. Кiлькiсть нових випадкiв захворювання, зареєстрованих за тиждень
невеликою мережею лiкарiв, в залежностi вiд часу. Перший невеликий
пiк був досягнутий у травнi 2005 р., другий великий пiк - у лютому
2006 р. Щоб отримати реальнi масштаби епiдемiї, числа на цьому рисун-
ку повиннi бути помноженi приблизно на 67. Джерело: www.invs.sante.fr.
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З бiльш теоретичного погляду, епiдемiя чикунгунья поставила
питання про те, як адаптувати поняття базового репродукцiйно-
го числа R0 в моделях, якi припускають, що довкiлля має сезоннi
(наприклад, перiодичнi) коливання. Адаптацiя не така проста, i це
викликає певне занепокоєння тим, як параметр R0 був використа-
ний для iнших епiдемiй, схильних до впливу сезонних коливань,
таких як пандемiя грипу H1N1 2009 р.

Ще одна проблема, що викликає все бiльшу стурбованiсть, яку
розробники моделей намагалися проаналiзувати, це проблема стiй-
костi до лiкiв (антибiотикiв, протималярiйних препаратiв). Досi в
епiдемiологiї з часiв Данiеля Бернуллi та д’Аламбера повторюване
питання про те, як збалансувати витрати i вигоди, коли iн’єкцiя
вакцини несе в собi потенцiйний ризик, усе ще є предметом супере-
чок i може залишитися таким, оскiльки чутливiсть до ризику змi-
нюється. Тому, згiдно з деякими припущеннями, що вакцина проти
гепатиту В може спричиняти серйознi ускладнення в дуже неве-
ликiй кiлькостi випадкiв, Мiнiстерство охорони здоров’я Францiї в
1998 р. припинило свою кампанiю з вакцинацiї в школах, хоча ризик
виявився незначним порiвняно з ризиком смертi пiсля iнфiкування
вiрусом гепатиту В.

В екологiї вивчення динамiки популяцiй риб все ще створює ба-
гато проблем. Проте, воно повинно слугувати науковим пiдгрунтям
для вибору квот вилову й iнших обмежень. Перевищення вилову
анчоуса в Бiскайськiй затоцi та червоного тунця в Середземному
морi - лише два недавнiх приклади. Оскiльки оцiнка рибних запасiв
часто буває неточною, до моделей, що використовують такi данi,
слiд ставитися з обережнiстю. У Францiї такого роду дослiдження
в основному проводяться Науково-дослiдним iнститутом з експлу-
атацiї морських ресурсiв (IFREMER). Деякi математичнi моделi
також вiдiгравали певну роль у попереднiх рiшеннях Мiжнародної
китобiйної комiсiї.

У популяцiйнiй генетицi розсiювання генетично модифiкованих
органiзмiв також є предметом суперечок, якi вченi намагалися до-
слiдити i вирiшити, використовуючи моделi «реакцiї-дифузiї», на-
тхненнi моделлю Фiшера (див. роздiл 20). Це галузь дiяльностi На-
цiонального iнституту сiльськогосподарських дослiджень (INRAE).

З бiльш теоретичного боку дослiдження, можна згадати:

• роботи щодо рiвнянь iз частинними похiдними, такими як рiв-
няння дифузiї (див. роздiл 20) або рiвняння з вiковою струк-
турою (див. роздiл 16);
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• роботи зi стохастичних моделей iз просторовим розподiлом
або без нього (див. роздiл 16 i 22), в тому числi щодо випад-
кових мереж, якi моделюють поширення епiдемiй, а також iз
пошуку детермiнованих наближень цих моделей.

Цей вид дослiджень в основному здiйснюється прикладними мате-
матиками. В останнi роки у французьких унiверситетах та iнших
вищих навчальних закладах було запроваджено кiлька магiстерсь-
ких курсiв iз математичної бiологiї.

Як i в iнших наукових галузях, математичне вивчення динамiки
населення органiзовується в переважно за такими напрямками:

• «вченi товариства»: Товариство математичної бiологiї (з
1973 р.), Французьке товариство теоретичної бiологiї (1985),
Японська спiлка математичної бiологiї (1989), Європейське
товариство математичної та теоретичної бiологiї (1991) та iн.

• спецiалiзованi журнали: «Bulletin of Mathematical Biology» (з
1939 р.), «Mathematical Biosciences» (1967), «Journal of
Mathematical Biology» (1974), «Mathematical Medicine and Bio-
logy» (1984), «Mathematical Population Studies» (1988), «Mathe-
matical Biosciences and Engineering» (2004) та iн.

• конференцiї (Щорiчна зустрiч Товариства математичної бiо-
логiї, Математична й обчислювальна динамiка населення, Єв-
ропейська конференцiя з математичної та теоретичної бiологiї
тощо).

Були згаданi лише тi елементи, якi чiтко вказують на те, що вони
знаходяться на межi мiж математикою та її застосуванням до ди-
намiки населення. Але для кожної конкретної галузi (демографiя,
екологiя, популяцiйна генетика, епiдемiологiя тощо) можна знайти
подiбнi елементи з рiзним ступенем математичного моделювання.

На закiнчення, зацiкавленому читачевi пропонується ознайоми-
тися з оригiнальними статтями, доступними у Всесвiтньому паву-
тиннi. Адреси вказанi в посиланнях наприкiнцi кожного роздiлу.
Як написав колись Рональд Фiшер про Менделя:

«Iсторiя науки сильно постраждала вiд використання
вчителями вживаних матерiалiв i, як наслiдок, стиран-
ня обставин та iнтелектуальної атмосфери, в якiй були
зробленi великi вiдкриття минулого. Вивчення з перших
рук завжди є повчальним i часто . . . повне сюрпризiв.»
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