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INTRODUCTION

L’objectif de ce travail est d’étudier des modeles d’équations aux dérivées partielles décrivant
un fluide & trois phases, dont deux sont miscibles. Nous souhaitons proposer un schéma numérique
pour simuler ce type d’écoulement.

Un exemple typique de ce genre de fluide est un mélange d’eau liquide, d’eau vapeur et d’'un
autre gaz.

Dans un premier temps, il sera nécessaire de se familiariser avec quelques notions de ther-
modynamique, notamment les premier et deuxiéme principes qui seront fondamentaux pour
construire des modéles ayant un sens physique.

Nous allons travailler avec un type de modele construit a partir du systéeme d’équations
d’Euler compressibles, auquel on adjoint des équations d’advection portant sur les fractions de
masse, de volume et d’énergie. Ils ont déja été étudiés dans [6] [7] par exemple, et nous allons
reprendre une partie de la littérature les concernant pour nous familiariser avec.

Dans un premier temps, on traitera un cas plus simple : un modele diphasique, présenté
dans [6]. On s’inspirera de ce travail dans le but de construire un schéma volumes finis pour la
partie convective, construire des problémes de Riemann afin de valider les codes et construire un
premier type de termes sources.

Dans un second temps, on s’intéressera au cas triphasique : deux types de modeles présentés
dans [IT] seront abordés, HEM et HRM, ce dernier étant la version triphasique de modéle étudié
dans [6]. On reprendra en grande partie la théorie qui y est présentée, pour ensuite appliquer
I’étude numérique vue plus tot au cas présent.



CHAPITRE 1

DESCRIPTIONS THERMODYNAMIQUES

1.1 (QUELQUES NOTIONS DE THERMODYNAMIQUE

Nous devons décrire la thermodynamique d’un systeme, il nous est donc nécessaire d’intro-
duire les notions de base. On se référera a [1] pour plus de précisions.

L’état thermodynamique d’un fluide peut se décrire a ’aide de sa masse M, son volume V et
son énergie interne F. Ce sont des variables thermodynamiques : elles permettent de caractériser
un systeme. On en distingue deux types : celles qui sont proportionnelles a la taille du systéme
sont dites extensives, celles qui n’en dépendent pas sont dites intensives.

Ainsi, M, V et E sont des variables extensives. Précisons la notion d’énergie interne : elle
correspond a I’énergie microscopique, constituée par exemple des interactions entre les particules,
de I’énergie d’agitation moléculaire, etc. On considerera également 1’énergie totale du systeme,
somme de ’énergie interne et de I’énergie macroscopique qui, pour nous sera, principalement
cinétique (terme en “72, oll u est une vitesse moyenne des particules).

Remarque. On prendra garde de ne pas confondre les notations concernant les énergies internes
ou totales par la suite.

On considérera un systeme isolé, c’est-a-dire qu’il n’échange ni matiere, ni chaleur, ni travail
avec l'extérieur. Autrement dit, nous aurons d’'une par la conservation de la masse, et d’autre
part la conservation de l’énergie : c’est le premier principe de la thermodynamique.

Nous allons en particulier chercher a caractériser ’équilibre thermodynamique du systéme (il
n’y a plus ni mouvement macroscopique, ni flux d’aucune sorte). Pour cela, énongons le second
principe :

Second principe de la Thermodynamique. Pour tout systéme, il existe une fonction
d’état de parametres extensifs S(M,V, E) appelée entropie. De plus, tout systéme tend vers un
état d’équilibre, pour lequel S est maximale.

Enfin, entropie est additive selon les composants, et elle est extensive (voir les hypotheses
dans la partie suivante).

1.2 DESCRIPTION D’UNE PHASE
A. DESCRIPTION EXTENSIVE

On consideére un fluide de masse M, de volume V' et d’énergie interne F, notons W = (M, V, E)
le vecteur d’état de ce fluide.



D’apreés le second principe de la thermodynamique, il existe une fonction S, dite entropie, dé-
terminée par W, on admet de plus qu’elle décrit entierement le comportement thermodynamique
du systeme, voir [I].

S: R =R
W — S(W)

Afin de faire les hypothéses qui suivent sur S, on étend son domaine de définition a R? en la
prolongeant par S(W) = —oo pour tout W en dehors de (R*)3.

Hypothese 1. Hypothéses extensives sur l’entropie
(i) L’ensemble des états admissibles : C = {W € (RT)3, S(W) > —oo} est convexe non vide,
(ii) W +— S(W) est concave sur C,
(iii) S est positivement homogene de degré 1, ou extensive :

VA RS,V € C, S(A\W) = AS(W),
(iv) S est semi-continue supérieurement :

i <
VW, € C, Wh—>H{}V0 supS(W) < S(Wy),

(v) S est de classe C? sur C' et de plus,

oS
YW e C, 8—E>0.

Notons que I'entropie n’est pas strictement concave puisque PHI.
De plus, en définissant la température T', la pression p et le potentiel chimique u par :

1 08 oS oS
i =T == =T — 1.1
T OF MV ’ p oV M.E ’ H OM v.E ) ( )

on obtient, la relation fondamentale (extensive) de la thermodynamique :
7dS =dE + pdV — pdM. (1.2)

Remarque 1. Ces quantités sont, en tant que dérivées de potentiels extensifs, des potentiels
intensifs (ou PHO). De plus, S vérifie grace a son caractére PH1, la relation d’Euler (1.3]) dont
on trouve une preuve dans [9], qui donne une caractérisation du potentiel chimique :

VwsS - Wh =38, (1.3)
Mu= TS +pV+E. (1.4)

B. DESCRIPTION INTENSIVE
Gréce au caractere extensif de ’entropie, on peut définir I’entropie spécifique s qui est ’entropie
d’une unité de masse de ce systeme :

V FE 1 W V FE
$(—=,—=)==85SW)=S5 () =S (1,,) ,
en utilisant ’homogénéité de S.

Ainsi en introduisant le volume spécifique 7 := %, I’énergie spécifique e = % et en notant
w = (7,€), on obtient une équation d’état du systéme :



s:(RY)2 - R
w > s(w).

Notons qu’on a, d’apres les définitions (|1.1)) des expressions de la pression et de la température
en version intensive, donc fonctions de w = (7, €), qui nous seront utiles par la suite :

1 s 0s
Tza‘r, P:Tge. (15)

On a alors la relation fondamentale de la thermodynamique :

Tds = de + Pdr. (1.6)
On a l’expression suivante pour le potentiel chimique :

pw=-Ts+ Pr+e (1.7)
On retrouve les hypotheses sur ’entropie en version intensive :

Hypotheése 2. Hypothéses intensives
(i) L’ensemble des états admissibles : ¢ = {w € (R")?, s(w) > —oo} est convexe non vide,

(ii) s est de classe C? sur ¢ avec
9 —1
T= (88 ) > 0,
€ T

(iii) La matrice Hessienne est définie négative, i.e.

2

0?5 S0 0?%s

. OT0e Toor?

En particulier, 'entropie spécifique d’'une phase est strictement concave. Cela jouera un roéle
dans la suite, et ne sera plus nécessairement le cas lorsqu’on considerera deux phases.

s
Oe?

s
., 0e?

9%s

= o <0

T

det(Hsy) :

<0,

€

C. VITESSE DU SON

On introduit ici une grandeur fondamentale pour la suite : la vitesse du son d’un fluide. C’est
la vitesse de propagation des ondes sonores dans le fluide, elle varie par exemple avec la masse
volumique.

Ici nous donnons la définition de la vitesse du son ¢(7, €) pour une phase, qui se généralisera
naturellement par la suite :

c(r,e) = —1*(P— — =) (1.8)
On retrouvera la vitesse du son lorsqu’il sera question d’hyperbolicité d’un systéme d’équa-

tions, dans ’expression de ses valeurs propres, et dans les parties numériques ou son calcul est
incontournable.



1.3 DESCRIPTION DE DEUX PHASES

Dans cette partie, on présente la description d'un mélange diphasique immiscible et miscible.
C’est un prérequis pour le systéme final triphasique, et nous allons mettre en application les
algorithmes en seconde partie sur un modele diphasique.

A. SYSTEME DIPHASIQUE

Considérons un systéme isolé de masse M >0, de volume V>0 et d’énergie interne FE>0,
constitué de deux phases A et B.

Chaque phase a une masse M} > 0, un volume Vi > 0 et une énergie interne E; > 0,
k € {A, B}, et est décrite par son entropie Sy et vérifie les Hypothéses 1.. Nous noterons par la
suite Wy, = (Mk,Vk,Ek) et Wk = (Mk,Ek).

Par les conservations de masse et d’énergie, nous avons les relations :

My + Mp = M,
E,+FEg=FE.
Concernant les volumes, nous distinguons les cas :
- Mélange immiscible, les phases sont donc séparées par une interface :
Va+Ve =V,
- Mélange miscible, elles sont confondues et on ne peut distinguer leurs volumes :

Va=Vp=V.

Remarque 2. On considére qu’il n’y a pas d’apparition de vide (sinon on devrait considérer
Va4 + Vg < V), et pas d’interactions moléculaires entre les composants pouvant mener au cas
inverse : V4 + Vg >V (qui se produit par exemple avec un mélange d’alcool et d’eau).

B. ENTROPIE DU SYSTEME, CARACTERISATION DE L’EQUILIBRE

L’entropie du mélange est la somme des entropies de chaque phase, notons la ¥. On a donc
pour un mélange W = W, + Wpg :

E(Wa,Wg) = Sa(Wa) + Sp(Wp). (1.9)

Notons que X est définie pour un couple d’états. On souhaite caractériser I’équilibre thermo-
dynamique, il s’agit de maximiser I’entropie du mélange, définissons les entropies d’équilibre de
mélange.

Definition 1. Entropie d’équilibre d’un mélange immiscible. Soit W € (RT)3 le vecteur d’état

du mélange.

Simmi () = max  X(Wa, Wa),
(WA 7WB)€Q’LWL7YL’l

Avec QImmi = (W4, Wg) € Ca x Cp t.q. W = Wa + Wg}.



Definition 2. Entropie d’équilibre d’un mélange miscible. Soient Vy > le volume du mélange et
W € (RT)? le vecteur d’état du mélange.

S™MW) = max  S((Vo, Wa), (Vo. Wn)),
(WA,WB)GQ’HLL

Avec Q™ == {(Wa,Wg) € Ca x Cp t.q. W = W4 + Wg}.

Remarque 3. Notons que I’entropie d’équilibre d’un mélange ne dépend pas directement des états
des phases, mais implicitement. Elle se définit en maximisant, a un état donné W, 'entropie du
mélange sur les états phasiques sous la contrainte W = W4 4+ Wp.

En fait, ces entropies d’équilibre peuvent se réécrire a ’aide de 'opérateur de sup-convolution
(que 'on note O) :

STmmi W) = S408p(W) = sup Sa(Wa)+ Sp(W — Wp),
WaeCa

S™ (Vo, W) = S0y, Sp(Vo, W) = sup  Sa(Vo,Wa) + Sp(Vo, W — Wp).
WaeCa
Gréace aux propriétés de 'opérateur de sup-convolution, on sait que ces entropies d’équilibre
de mélange existent bien et sont concaves. On renvoie & [15] pour les détails.

Afin de donner une caractérisation de 1’équilibre, on définit température T', pression p et
potentiel chimiques p a I’équilibre & partir de 'entropie d’équilibre comme en (1.1). On obtient
alors la relation fondamentale (avec i = mi,immi) :

TdS* = dE + pdV — pudM.
De la méme fagon, la vitesse du son d’un fluide & deux phases se définit comme en (|L.8]).

Proposition 1. Lorsque le maximum sur C4 + Cp est atteint & Uintérieur du domaine par X,
il est caractérisé par les relations suivantes :

T=Ty=Tg, (1.10)

K= HA = UB; (1.11)

Enfin, on distingue les cas pour la pression selon la miscibilité des phases. Dans le cas im-
miscible, on a :

P =P, = Pg, (1.12)
Dans le cas miscible, le maximum est caractérisé par la loi de Dalton :
P =Py + Pg. (113)

Remarque 4. L’équilibre peut étre atteint sur les bords du domaine. Dans ce cas, le maximum
est caractérisé par des inégalités sur les pressions et températures.

Démonstration. (Prop.1) A Iéquilibre, Pentropie de mélange atteint son maximum, en particulier
ses dérivées partielles sont nulles. Dans le cas immiscible, on a la contrainte W = W, + Wp,
d’ou :

ox _05a

0SB 1 1
OFE 4 (W) 0E 4

BW —Wa) = - — - =0 = Ta =Tg,
BEA( 4) Ty Tp ATIB

(Wa) +



ox
7IUI7A7M73:0 = A = UB,

OM 4 T Th  Tp

% Py Pp
Zwy=2_B_0 — P,=Pp.
avA( T, Tz ATB

Dans le cas miscible, on ne distingue pas les volumes des phases, le volume de I’ensemble est
Vo, et pour la températue et le potentiel chimique, le méme raisonnement avec W = W, + Wp

s’applique. Pour la pression, on renvoie a [12].
Enfin, le fait que ces égalités caractérisent 1’équilibre résulte de la concavité des entropies de
mélange (Pannulation des dérivées est équivalente a atteinte du maximum, éventuellement en

plusieurs points, puisque la concavité n’est pas stricte).
O

C. CARACTERISATION INTENSIVE

On termine cette partie en présentant la version intensive des caractérisations précédentes.
Le systéme est entierement défini par son entropie spécifique, fonction de 7 = V/M et e =
E/M, dont on suppose qu’elle vérifie les hypotheses intensives. On notera wa = (74,e4) et
wp = (TB, eB).
On introduit les fractions volumiques, massiques et d’énergie relatives a la phase i = A, B
définies par :
Vi M; E;
ai:V7 ylzﬁv ZZ:E
On peut exprimer les volumes spécifiques et énergies internes spécifiques de chaque phase en
utilisant ses fractions :
Vi o Ei  z

Tiziz—’r’ ei: =

e.
M, y; M; oy

Enfin, les entropies spécifiques phasiques sont définies comme dans la partie précédente par
8i(1i,e;) = Si(1, 7, e;) et vérifient :

On traduit les contraintes extensives en contraintes intensives, portant sur les fractions :
1= Yya + YB,

1 =24+ 25,

De plus, la contrainte volumique se traduit dans le cas immmiscible par :
1=a4+ag.
On peut alors finalement décrire les parametres du systeme en fonction de ceux des phases :
T =YaATA +YBTB, (1.15)
e =1yaea + YBeR. (1.16)

Et enfin, ’entropie spécifique du mélange s’écrit, hors équilibre :



X(Wa,Wg)

i =yasa(wa) +ypsp(wg), (1.17)

o(wa,wpg) =
On peut remarquer que o peut s’écrire comme fonction de 7, e et des fractions :

QA 2aA ap  zB
o(r e, (i)is (Yi)is (2i)i) = yasa(—r7,—e) + ypsp(—T1, —e). (1.18)
Yya  Yya Ys YB
Remarque 5. La notation suivante est un abus que ’on se permet sur les variables, en toute
rigueur on devrait définir une autre fonction et utiliser un changement de variable.

Remarque 6. L’entropie de mélange étant une combinaison linéaire a coefficients positifs de
fonctions strictement convexes, elle est strictement convexe.

Donnons enfin I’entropie spécifique de mélange a 1’équilibre pour le cas immiscible.

Proposition 2. Soit w € (R*)? le vecteur d’état du mélange. Le probléme d’optimisation de la
Définition 1 s’écrit sous forme intensive :

zmmZ(w) — max O'(wAawB)'
l=yat+ys
W=YAWA+YBWE

S

De plus, on peut reformuler cette expression avec l’enveloppe concave des maximums de sa
et sp :

s () = Conv(max(s4(w), sp(w)).

Remarque 7. Cette caractérisation géométrique permet de remarquer que s"™* est concave mais
pas strictement concave. Le cas miscible nécessite d’utiliser les variables et entropies volumiques,

que l'on n’a pas introduites. Le cas immiscible nous suffira pour la premiére partie.



CHAPITRE 2

MODELE DIPHASIQUE HOMOGENE

Avant de traiter le cas triphasique, on va étudier un modele diphasique eau-vapeur, présenté
dans [6]. C’est un modele d’équations aux dérivées partielles hyperbolique qui décrit I’évolution
en espace et en temps d’un écoulement diphasique immiscible compressible. On étudiera d’abord
sa loi de pression qui permettra de construire un probléeme de Riemann. Puis on s’intéressera
aux termes sources, et on décrira le schéma numérique proposé dans 'article dans le cas d’un
mélange de gaz raides.

Cette étude sera l'occasion de se familiariser avec les notions et calculs similaires au cas
triphasique. C’est pourquoi on n’insistera pas sur les éléments théoriques que 'on traitera dans
la partie concernée.

2.1 PRESENTATION THEORIQUE DU MODELE

A. MODELE

Il est basé sur le systeme d’Euler, auquel on adjoint des équations de transport a vitesse u pour
des fractions, et des termes sources sur ces dernieres. Le sens du terme "homogene" correspond au
fait qu’on considére que la dynamique du mélange entier est u. On notera p la masse volumique,
E énergie totale spécifique et u la vitesse. Soit Y = («, vy, z) = (au, yi, 21) le vecteur des fractions,
respectivement volumique, massique et d’énergie de la phase liquide :

_ Vi _ M, _ Ei7Lt,l
a=— =—, z=

V’ Yy Ma m:

ol Ej,; désigne I'énergie interne du systeme et Ej,.; I'énergie interne de la phase liquide.

. s . 7’ . . 7 . N 2 :
Dans le suite, e désigne I'énergie interne spécifique du systeme, on a donc E' = e+, et e = %
Notons que les conservations de la masse et de I’énergie ainsi que 'immiscibilité des phases

permettent d’écrire les fractions de la phase gazeuse ainsi :
ay=1-a, yp=1-y, z,=1-2z

On a enfin les relations suivantes concernant les fractions ('indice ¢ étant relatif & la phase) :

Pi

p

€
P = Yi—. 2.2
& =i (2.2)

10



De plus, on a :
p=ap +(1—a)p,, (2.3)
e=ye + (1 —y)e,. (2.4)

La dynamque compressible du mélange est décrite par les équations de conservations de
masse, moment et énergie. Désormais, p,e,u,Y’) sont des fonctions du temps ¢ et de Pespace x.
Les équations d’advection pour les fractions ont une vitesse de transport u, et un terme source
I'y = (I'1,T9,T'3). On obtient alors le systéme suivant :

6tY + u@IY = FY
Otp + Oppu =0

Opu+ Op(pu?> +P)=0 (2.5)
Op+ 0:((pE + P)u) =0
que 'on peut détailler et écrire sous forme conservative :

O(par) + 0z (pua) =Ty

9(py) + Oz (puy) =T’z

O (pz) + 0z (puz) =T'3 (2.6)

Op + 0z(pu) =0 '

0

0

Le systéme n’est pas fermé tant que 'on ne connait pas les termes sources (I';);, qui doivent
avoir un sens physique, et la loi de pression P = P(p,e,Y) reste a préciser. C’est 'objet de la
partie suivante.

2.2 FERMETURE DU SYSTEME ET PROPRIETES

Comme nous ’avons vu, une loi de pression et la connaissance des termes sources sont né-
cessaires a la fermeture du systéme. On va ici expliciter la pression du mélange en fonction des
pressions et températures partielles. Pour déterminer les termes sources, on utilisera le second
principe. On illustrera la démarche par un exemple sur un mélange de gaz dits raides.

2.2.1 PRESSION DU MELANGE

On rappelle que 'entropie extensive du mélange S est la somme des entropies phasiques.
L’entropie qui nous intéresse ici, puisque nous travaillons sur le cas immiscible, est ’entropie
spécifique o(7,¢,Y"). On remarquera la dépendance en les fractions. D’apres (|1.18)), on a :

o(r,e,Y) = yisy (jT Ze) + Yoy (8 - Z)) 7, 8 - Z e> . (2.7)

On utilisera aussi les notations introduites précédemment 7, = %T et ey = ;—ie. Ainsi,
en définissant les entropies phasiques, l’entropie et par conséquent la pression du systéme sont
définies. En effet la pression s’écrit :

avec —

8sl asv 1 . 8£
’ T e’



De plus, en définissant les températures phasiques (ou partielles) de fagon similaire a ([1.5)
pour une phase k donnée :

1 88k 85;.3
=" P =T,.—
Tk 8€k, k kaTk’

on obtient alors par des regles de dérivation :

per(Ga )

Enfin, en explicitant 7" de la méme maniere :

1—a)
%Pl + (TPU

(1-2)
Tt

P(r,e,Y) = (2.8)

Les expressions des pressions et températures partielles étant données des lors qu’on connait
celles des entropies phasiques.
2.2.2 TERMES SOURCES

Afin de conserver une cohérence physique, on va trouver une condition suffisante pour définir
des termes sources (I';); admissibles. Pour cela, on utilise le deuxiéme principe de la thermody-
namique.

Proposition 3. Pour des solutions réguliéres, l'entropie o = o(7,e,,y,2) = o(1,e,Y1,Ys,Y3)
vérifie l’équation de transport suivante :

00 +udyo =Y Tidy,o0. (2.9)

Démonstration. On a, pour des solutions régulieres, et en utilisant des regles de dérivation :

o

o “or

0o 0o
5t7' + %ate + Z 87}/7/8)5}/;

P 1 do
:TatT + Tate + ; aiy;atyvl

P 1 0o
:T(Tﬁxu —u0,T) + T(—T@,cu — udze) + XZ: B—Yi(f‘i —ud,Y;)

=—u ({;8937' + %awe ~ Zi:ayiaam> + Zayr
= —u@xo—l-zayifi.

O

L’entropie o doit satisfaire un principe de croissance, et pour cela, on peut imposer la posi-
tivité du terme source de I’équation de transport (2.9), i.e. V(Y, 1, ¢),

> oyTi >0 (2.10)
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On définit alors les termes sources de la maniére suivante : soient (6;);=1,2,3 > 0 des temps ca-
ractéristiques pour chaque I';, et (Yz,,:)i=1,2,3 les valeurs des fractions correspondant & 1’équilibre.
On choisit :

(2.11)

Ce type de termes sources est standard pour les modeles homogenes de relaxation. Grace a
la concavité de I’entropie, on obtient & partir de la définition précédente :
(1,€,Yeq,i(7,€)) — s(1,€,Y)
0;

Zayil—‘i(’rv evyi) Z 5

Ainsi, en imposant :
V(r,e), VY, s(1,e,Yeq(7,€)) > s(7,¢,Y),

les termes sources définis en (2.11) vérifient la condition de positivité (2.10).

Attardons-nous enfin sur les fractions d’équilibre Y7 = (Y, 1, Yaq.2, Y4.3)- Elles sont définies
en suivant [I7], comme les fractions qui, & un volume spécifique 7 et & une énergie interne e
donnés (7, e), maximisent ’entropie du mélange :

§(Yeq(T,0),7,€) = {0?3;(1} s(Y,T,e). (2.12)

Cette définition est bien en adéquation avec le second principe, et pour calculer ces fractions,
on utilise le fait qu'a 1’équilibre, les égalités suivantes sont vérifiées (Prop.1) :

Tl(Tv 67 )/;'zq) = T’U(T7 67 }/éq)a
PI(T,QYéJ = P’U(Tvey}/éq)a (213)
Ml(Tv €, }/éq) = MU(Ta €, YVéq)-

Or, cette traduction de I’état d’équilibre n’est valable que lorsqu’il est atteint a I'intérieur du
domaine des contraintes. Dans ce cas, la résolution du systéme doit mener a Yz,. Lorsque le
maximum de I’entropie est atteint aux bords du domaine, les égalités ci-dessus sont des inégalités,
on se ramenera alors a la définition de Yy, :

{ si s(0,7,e) > s(1,7,€), Yoq =0, (2.14)

si s(0,7,e) <s(1,7,e), Yoq = 1.

Nous reviendrons sur ce point dans la partie numérique concernant les termes sources.

2.3  SCHEMA NUMERIQUE

Le schéma proposé repose sur deux étapes : la résolution de la partie convective de (2.5) (i.e.
sans terme source), que 1’on résout par des méthodes standard volumes finis, puis la discrétisation
des termes sources sur les fractions qui consistera a déterminer les fractions a 1’équilibre Yz, pour
résoudre des EDO. On parle de méthode a pas fractionnaire.
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2.3.1 LoI DE FERMETURE POUR UN MELANGE DE GAZ RAIDES

A .PRESENTATION

Cette équation se comporte de fagon satisfaisante pour une phase liquide et évolue naturel-
lement vers une équation d’état de gaz parfait pour la vapeur. Voici la définition des entropies
phasiques pour la phase k :

Sk(Tk,ek) = Ckln ((ek — Hk’rk)’l']zkil) + Sg. (215)

On rappelle les significations des variables et définissons certaines constantes :
- T et e sont le volume spécifique et I’énergie spécifique de la phase k,
- C) désigne la capacité thermique,
—1II; est la pression minimale pour la phase k, telle que II; > 0.
- 7y est le coefficient adiabatique

. 32 est I’entropie phasique de référence.

Remarque 8. Notons que le produit v;II; traduit les effets d’attraction moléculaire, qui garan-
tissent la cohésion de la matiere a I’état liquide, c’est pourquoi dans le cas d’un cas parfait on
choisit IIj, = 0, voir [4].
L’entropie d’'un phase étant définie, on peut calculer ses dérivées partielles et en déduire
pression et température :
€k . ZE €
Pk(Tk,ek) = 7(,)% — 1) — Hk'Vk, soit Pk(T,e,Y) = 77(,7]6 - 1) - Hk’}/k. (216)
Tk T
Zk

Zkp (o773
e — L1 € Hkyk'r

Tk(Tk,ek) = Ck y soit Tk(T,e,Y) = Yk Ck (217)

B. CHANGEMENT DE VARIABLE P/e

Il est difficile de travailler avec un telle loi d’état. En effet, nous avons besoin, particulierement
pour la partie convective, de passer de la pression P a I’énergie interne spécifique e et inversement.
Par exemple, dés l'initialisation, les conditions initiales portant sur la pression et non ’énergie,
il faut pouvoir passer de 'une a ’autre pour calculer le vecteur d’état initial.

Connaissant e, un calcul direct permet d’avoir P, en utilisant les expressions vues précédem-
ment, que ’on rappelle ici :

ap+Uz9p,

p=4t- T " ° (2.18)
2 (1—=2) ’
Tt
avec :
kae—Hk%T 2L €
T y)y=%__ "uw_  p V) =220y — 1) = s
k(Ta €, ) Ck ) k(T7 €, ) ap T (7/(: ) kVk

Pour trouver I’énergie interne d’'un état donné, connaissant la pression, on a la proposition
suivante :
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Proposition 4. L’énergie interne du systéme e vérifie I’équation polynomiale du second degré :
A(Y, T, P)e? + B(Y, T, P)e + C(Y,7,P) =0, (2.19)
avec :

AW, 7, P) =2(1 = )~ (yCil — 1) + (1 = 5)Culr — 1),
B(Y,7,P)=—Pz(1—2)(yC; + (1 —y)C,)

—yCi(a(l = 2)ll — (1 — a)z(v — DIL,)

—(1=y)Cy (1 = @)z Il, — (1l = 2) (7, — DIL),
C(Y,7,P) =a(l — )IGIL,7(yCivi + (1 — y)Coys)

+ P7((1 — a)yzCiI1, + a(1 — y)(1 — 2)C,II,).

Démonstration. Connaissant P, on peut, en réinjectant les expressions des pressions et tempé-
ratures partielles dans (2.18)), obtenir ce polynéme en e. O

Dés que P > 0, I’équation admet deux solutions positives (la plus petite vaut zéro dans le
cas d’'un gaz parfait, i.e. ITp = 0), on conserve la plus grande des deux comme 'unique solution
physique.

Au final, on retiendra que (Y,7,e) — (Y,7,P) se fait par un calcul direct, tandis que
(Y,7,P) — (Y, 7,e) demande la résolution d’un polynéme du second degré.

C. CALCUL DES FRACTIONS D’EQUILIBRE

L’étape clé de la résolution des termes sources est le calcul des fractions a 1'équilibre Yz,
nous en donnons une méthode ici, proposée dans [6].

On a vu une caractérisation de I’équilibre par le systéme (2.13) a l'intérieur du domaine
des contraintes, permettant de conclure sinon. En explicitant (2.13), on se ramene a la
résolution d’une équation non linéaire en o,.

Pour un vecteur d’état donné W = (pY, p, pu, pE), on peut calculer le couple (7, e) associé a
cet état. Il nous suflira & déterminer Yz, :

La premiére équation de (2.13) donne une expression de zg, en fonction de 7, e et ag, :

Asq(Yo — 1) — (1 — aveq) (Hoyw — Wyyi)7 /e
g(Vo — 1) + (1 — agg) (1 — 1) '

(2.20)

Zéq(Ta €, aéq) =

La deuxiéme équation de (2.13) donne une expression de ys, en fonction de 7, e, alphag, et
Zéq -
(GZéq - HlaéqT)/Cl
ezeq — o) /C1 + (e(l — 259) — I, (1 — agq)7)/Cy

Yeq(T, €, eq, 26q) = ( (2.21)

Enfin, la troiséme équation nous permet, a l'aide des deux précédentes, d’obtenir ’équation
non linéaire en oy, :

i (T7 €, Qgq, yéq(aéqv Zéq)7 Zéq (aéq)) = Uy (7_7 €, Qgq, Yéq (Oléq7 ZéQ)7 Zéq(aéq)) (222)

Donc, & (7,e) donnés, on résout :

(T, e, eq) — pho (T, €, 089) =0 (2.23)
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En pratique, on la résout par dichotomie.

Cette équation n’admet pas toujours de solution sur ]0;1[, auquel cas on utilise (2.14) : si
s(r,e,0) > s(7,e,1), alors Ys; = 0 et si s(7,e,0) < s(7,e,1), alors Yz, = 1.

Notons qu’il est difficile d’estimer la probabilité d’une existence d’une fraction non triviale
permettant la coincidence des deux phases & 7 et e donnés. Les auteurs dans [I4] mentionnent
que pour des gaz parfaits, on a généralement qu’une phase.

On renvoie a I’Annexe B pour le cas des gaz parfaits et une méthode de vérification de cette
méthode dans ce cas précis.

2.3.2 FETAPE DE CONVECTION

On utilise un schéma Volumes Finis classique, avec différentes possibilités pour le flux :

- Rusanov, dans [6],
- VFRoe-ncv, dans [I§].

Notons W = (pY, p, pu, pE) et F(W) = (puY, pu, pu® + P,(pE + P)u). On considére un
maillage en espace uniforme de longeur de cellule Az avec conditions aux bords de Neumann
homogenes, sur le domaine [0;1]. Le maillage en temps est construit sous contrainte CFL, avec
un pas de temps noté A" = "1 — " W désigne Papproximation de W a l'instant t" sur la
i-eme cellule, et la mise & jour en temps est calculée par la relation suivante :

At

Wit =w — Ax (F(W] W) = F(W, W), (2.24)

ou F(-,-) est le flux numérique défini par le schéma choisi, que nous détaillons ci-dessous.

A. SCHEMA DE RUSANOV

On utilise ce schéma pour sa simplicité d’implémentation : il permet de travailler un premier
code sans rajouter de difficulté a ce niveau. Le flux est défini par :

maX(AR, AL)

F(Wp, Wg) = 5

(FWL) + F(Wr)) — (Wr — WrL),

DN | =

ou Ay = Ak (W) désigne le rayon spectral de la matrice de convection Vy F(Wy). Connais-
sant le spectre de cette matrice, on a en fait :

Or,01) = +
max(0r, 0r) k:%?%z(‘ up £ c)
Enfin, on prendra comme CFL : At" = C’m

C < % (On privilégie cette notation plutdt qu’'une inégalité sans coefficient qui peut laisser un
doute).

avec C' le coefficient positif tel que

B. SCcHEMA DE VFROE-NCV
Rappelons ici le principe de ce schéma. Quelques détails sont fournis en Annexe A. Comme

pour le schéma de Roe, on linéarise le systéme, et on considere un changement de variable pour
des solutions régulieres :

WiV =U"YW),
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avec ¥ un C'-difféomorphisme. On obtient le systéme non-conservatif suivant :
oV + A(V)o,V =0, (2.25)

avec A(V) = (Vy¥) "1V F(Vy¥) la nouvelle matrice de convection. On linéarise en fixant
un V = (V, Vg), et on prend la moyenne des deux états, notée V = YotV

Le flux numérique est alors défini a partir de la solution exacte du probléeme de Riemann
associé au systeme linéaire suivant :

oV + A(V)0,V =0.
En notant cette solution V(§ = 0;Vz, Vg), on a le flux numérique suivant :
F(Wg,Wg) = F(Y(V(xz/t =0,VL; VR))),
la solution du probléeme linéaire étant donnée par :

V(/t=0,V;Ve) =VL+ > _ %,
X <0
ott (A\;); sont les valeurs propres de A(V), (7;); ses vecteurs propres et (7;); les coefficients
solutions du systeme AV = 3" ;7;, avec AV = Vg — VL.
Enfin, on doit apporter un terme de correction au schéma sinon il peut converger vers une
solution non physique. C’est un terme diffusif, voir [I3]. Le flux numérique final est alors :

F(W5 Wi) = F(E(V(2/t = 0,Vi Vi) — (W — W), (2.26)
min(—(u+¢)r,(u+c)g) si (u+c)p <0et (u+c)gr >0,

ound=<¢ min(—(u—c)r,(u—c)r) si(u—c)r <0et(u—c)g >0, (2.27)
0 sinon.

2.3.3 FETAPE DE RESOLUTION DES TERMES SOURCE

Une fois I'étape de convection réalisée, on obtient un état dit "intermédiaire" que I'on note
Wf“’*, a partir duquel on travaille & présent. Notons que 'on suppose que les (6;);=1,2,3 ne
dépendent pas du temps, mais seulement de I'itération. Enfin on note Yz, = (g, Ysq, 2éq)-

La prise en compte des termes sources se fait par la résolution de ce systéeme d’EDO :

O = 7%0(916)*0‘

Oy = 7%4;;6)) -

gtz = 07*(1 5 7 (2.28)
tP =

Ogpu =0

(9t,0E =0

avec Y4(1,€) la fraction d’équilibre (voir partie suivante) correspondant au couple (7, ¢) du
vecteur d’état, qui dépend a priori du temps. Le systéme se réécrit de fagon équivalente :
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Orav = 70‘6‘1(2’16)"1

oy = s

gtz = OT . (2.29)
tT =

6{& =0

ate =0

D’aprées la seconde moitié du systéme, 7 et e ne dépendent en fait pas du temps, on peut
donc calculer Yi, & l'instant initial, c’est-a-dire pour le couple (7,e) issu de Wi"H’*. Notons
YZ;+17* = (042; 1’*,y2q+1’*722q+1’*) les fractions obtenues. On peut donc intégrer exactement le
systeme suivant :

nt1,x
! —a
— Yéq
atOt = 0:
Vig Y 2.30
_ Jé
aty = qT ’ ( . )
Lty
_ Zéq
5}2 = 03

et obtenir le systéme complet :

Oé(t) = eft/elan+1,* + (1 . Git/el)ag(;rl’*
t) = e_t/ezyn-i-l,* + (1 _ e—t/92)yg+1,*

y(t)
_ ,—t/03 ,n+1,% _ —t/03\ nt1x
e AT (231)
p(t) =p"Tor
U(t):unJrl’*

On obtient donc en résolvant en t = At, avec Wi"'"1 I’approximation finale :

an+1 — efAt/t%anJrl,* + (1 o efAt/Ol)aréLqul,*

yn-‘rl _ e—At/92y7L+1,* + (1 _ e—At/02>ygq+1,*

Lt — e—At/93zn+1,* + (1 _ e—At/93)qu+1,* (2 32)
pn+1 _ pn+1,* : :
7‘Ln+1 — un+1,*

en+1 — en-i—l,*

Remarque 9. 11 est primodial que les (6;);=1,2,3 ne dépendent pas du temps pour que les systémes
(2.23) et (2.26) soient équivalents. Ce sont des quantités homogenes & un temps. La valeur de ces
parametres détermine la vitesse a laquelle le systéme est ramené a I’équilibre, nous y reviendrons
dans la partie triphasique.
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2.3.4 CONSTRUCTION D’UN PROBLEME DE RIEMANN POUR LE PROBLEME
CONVECTIF

Nous allons construire un probleme de Riemann dont on connait la solution analytique afin
de vérifier le schéma qui concerne la partie convective. Pour cela, on fixe un état gauche, puis
on définit progressivement les trois autres états en respectant les conditions imposées. Ici, on
considére une onde de gauche qui conserve 'état (dite "ghost-wave', voir [6]), un contact et un
choc a droite, les conditions seront donc les relations de Rankine-Hugoniot entre 1’état central et
I’état de droite.

On consideérera dans cette partie le vecteur des variables primitives Z = (Y, p,u, P). On
considere donc la situation suivante :

Zr | Zv| 22| Zg

Calcul de Z; : puisqu’on considére une onde fantéme, on a donc Z; = 7.

Calcul de Z5 : considérons le contact. Les invariants de Riemann y sont préservés, ils sont u
et P. Ainsi on a u; = us et P; = P;. Reste a définir Y5 et ps.

- Zp : Pour déterminer cet état on étudie les relations de Rankine-Hugoniot. On note o la
vitesse du choc, et [x] =z — x5 :

(2.33)

Proposition 5. Soit J = p(u—o). On a [J] = 0 et les relations de Rankine-Hugoniot impliquent
que :

Dans le cas d’un contact, la pression et la vitesse sont conservés.

- Dans le cas d’un choc, on a les relations suivantes :

[Y]=0
Jg=-H
otk (2.34)

] + [ 558 =0

Démonstration. Etablissons des relations dans le cas général d’une discontinuité, puis distinguons
les cas.

- La conservation de la masse implique que [J] = 0. En effet :
—olp] + [pY] = [-op+ pY] = [J] = 0.

Ainsi J est préservé, ce dont on va se servir plusieurs fois dans la suite.

- La premiere relation sur les fractions se traduit par :
—o[pY] + [puY] = —[opY 4+ puY]| = [JY]| = J[Y] = 0.
- La conservation du moment donne :

—o[pu] + [pu® + P] = [—opu + pu®] + [P] = J[u] + [P] = 0.
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- On établit la derniére relation nécessaire en utilisant les troiseéme et quatriéme relations de
Rankine-Hugoniot. En partant de la troisieme et en multipliant par u = %, ona:

[—opu + pu® + P] =0,

u[—opu + pu?] + a[P] = 0,
u[pvu] + u[P] =0,
pv% + u[P] =0,

[?]

par identité remarquable et car J = pv est préservé a travers une discontinuité. Explicitons
a présent la quatrieme relation de Rankine-Hugoniot :

[-poE + puE +uP] =0,
[pvE] + [uP] =0,
J|E] + [uP] =0,

Je] +J[u72] + [uP] =0,

et donc en utilisant le fait que [uP] = u[P] + Plu], et que [u] = [v] = [pTv] :
(e
Jle] +J 5 T u[P]+Plu] =0,
—_————

i Jle] + Plu] =0,
Jle] + Plpvt] = 0,
J(le] + P[r]) = 0.

On a donc les relations suivantes :
=0

Jlu] + [If] =0 . (2.35)
+ P

- Dans le cas d’'un contact, J = u — ¢ = 0. D’une part la pression P est conservée par la
deuxiéme relation ci-dessus. D’autre part, u = J7 4 o donc [u] = J[7], ainsi la vitesse u est
également conservée.

- Dans le cas d’un choc, J # 0. On en déduit directement de (2.35)) 3 des 4 relations recher-
chées. La derniere s’obtient avec [u] = J[7] et une relation déja démontrée :

P P P
P D R |
[u] J[7] (7]
Ainsi on a démontré 'ensemble des relations dans le cas d’un contact et d’un choc. O
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Calcul de Zy.

on fixe les fractions et la densité de 1’état 2 (la vitesse et la pression son conservées dans le
contact),

on fixe la densité dans I’état de droite,

la derniére relation du systéme de la proposition permet de calculer Pgr, la deuxiéme relation
donne J, et la troiseme ug puis o.

L’équation permettant de trouver Pr est non linéaire puisqu’on exprime e en fonction de P,
voir Proposition 5.

Probleme de Riemann proposé

On fixe les parameétres thermodynamiques suivants :

C, =20, v, = 1.5, I, = 1500, C; = 1.0, v = 1.4, II, = 1000

Les valeurs calculées sont écrites en gras, les autres sont celles que 1’on a fixé. Le choc est de
vitesse o = 52.334661535806909 m.s ™.

contact 1 A
up choc
\ o
\
ghost-wave \ 7 ,
\ Z \ 2 ’
\ 1 \ /
\ \ /
\ \ ’
N ’
7 \\ \\ / ZR
L \ \ S
AY
\ \ /
\ \ ’
\ \ d
N\ \ //
N\
A
Y
]
>

FIGURE 2.1 — Structure du probléeme de Riemann

Z,=2

ZZ ZR
a 0.1 08 0.8
y 0.1 0.7 0.7
z 0.1 0.6 0.6
t 1.0 0.05 0.1
u 5.0 5.0 -62.334661535806895
P 10° 10° 34254.731731489301
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2.4 RESULTATS NUMERIQUES

On présente enfin quelques résultats numériques obtenus. L’objectif ici est de s’assurer du
bon fonctionnement des méthodes présentées précédemment, de leurs implémentations, avant de
les adapter au cas triphasique.

2.4.1 PROBLEME DE RIEMANN

Ce probleme modélise une situation avec des fractions de l'ordre d’un dixiéme, donc deux
phases présentes de fagon conséquentes. La solution analytique est constituée d’un contact de
vitesse négative et d’'un choc de vitesse positive.

contact ! A
up choc
\ (8]
‘ I
\ /
\ ’
\ ’
\ /
/
\\ ;
/
\ ’
\ ’
\ /
\ ’
\ /
\ p 4
) ’
A}
\l s

v

FIGURE 2.2 — Structure du probléeme de Riemann

Dans toute cette partie, on présente des résultats numériques a CFL fixée : elle vaut 0.45,
hormis sur [0; ] ott elle croit linéairement de 0.045 en 0 & 0.45 en T/4.

Les tracés d’approximation de solutions ont été faits avec 500 points sur [0;1].

Le temps final est, sauf cas particulier, T=0.001, y compris pour les études de convergence des
schémas (temps final permettant d’observer toutes les ondes, dépendant donc de leurs vitesses).
On effectuera un tracé a T=0.008 pour mettre en évidence les vitesses d’ondes.

On utilisera Ierreur L' définie par :

Ziv:l |¢approx(xi7 T) - (bexacte(xia T)| )

T) =
err((b’ ) le\i1 |¢exacte(xi7T)‘
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densité

vitesse

rho
2

'/“

solution approchée
solution exacte

solution approchée
solution exacte

02

pression

08

100000

09

08

06

alpha

03

solution approchée
solution exacte

0000

80000

70000

60000

50000

40000

solution approchée
solution exacte

On obtient bien une approximation de la forme attendue. Remarquons tout de méme, et
ce sera valable pour VFRoe également, que 'onde de gauche est visible numériquement sur les
tracés de vitesse et pression, et que I'impact est visible sur toute la partie gauche (clair sur la

vitesse).
On trace ci-dessous le log de l'erreur L' en fonction du log du pas d’espace. La droite jaune

FIGURE 2.3 — Probléme de Riemann (1) & T=0.001 (Rusanov)

est de pente 1/2.

30000
o

23

08




Erreur L1 - CFL = 0.45 - PB (1)

loglerr Ly)

-4
o & 7
log(dx)

FIGURE 2.4 — Convergence du schéma de Rusanov

Pour mettre en évidence la structure de la solution, c’est-a-dire les deux ondes contact-choc,

on représente ici la solution et I’approximation au temps 0.008 :

densité vitesse
solution approchée
olutionexacte

7 <olution approchée |
/ solution exacte |

pression

+a00c0 :
solution approchée ||
solution exacte -

09
solution approchée
solution exacte

-
/ 80000
” /
[ 70000
5 o8
/ -

o
/
10000

/ ‘
L

P
30000
o 02 04 08

FIGURE 2.5 — Probléme de Riemann (1) & T=0.008 (Rusanov)

On rappelle que le contact a la vitesse uy, = —5.0, ce qui a T' = 0.008 donne un décalage
de 0.040 par rapport a la discontinuité initiale située en xg = 0.5. Il préserve la vitesse et la
pression. Le choc lui, de vitesse environ ¢ ~ 52, ne préserve que les fractions. A 7' = 0.008, on
observe un décalage d’environ 0.42. La densité n’étant préservée par aucune de ces deux ondes,

on peut confirmer ces vitesses a ’aide de son tracé :
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densité

v solution appmchée\I—
e y solution exacte
1
16 |
I
u / ‘
I
[
12 I.
! 0.42
I
£ 1 | U
I
8 |
—
| 0.040
6 I
I
I
a / |
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FIGURE 2.6 — Densité a T=0.008 ; Vitesse des ondes

On s’intéresse a présent au schéma de VFRoe :

densité vitesse
20 - 0
solution a_pproch ée e solution approchée
. solution exacte = —= solution exacte
-0
1
S 20
2
30
z E
2w H
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8
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0 70
o 02 04 L 08 1 ] a2 04 s [ 1
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v - - 100000 — -
solution a_pproch ée solution approchée
solution exacte solution exacte
0
96000
o7
80000
[
- 0000
[ =
60000
0
50000
02
40000
o
o 30000
Ll LE! 04 06 08 1 o 0z 04 06 0s 1

FIGURE 2.7 — Probléme de Riemann (1) & T=0.001 (VFRoe))

On peut constater que le schéma converge bien & l'ordre 1/2, avec une erreur plus faible que
Rusanov (la droite jaune a une pente 1/2) :
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Erreur L1- CFL =0.45- PB (1)

alpha —

densité — e

loglerr Ly)

Ell -10 -8 -8 -7 -6 -5 -4

log(dx)

FIGURE 2.8 — Convergence du schéma de VFRoe

Enfin, sur les tracés a 500 points et & CFL égale, 'approximation obtenue par le schéma de
VFRoe semble plus proche de la solution celle obtenue par Rusanov, comme on peut le voir en
figure (2.9).
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FIGURE 2.9 — Rusanov vs. VFRoe & T=0.001, CFL=0.45, 500 points

La diffusion numérique est moins importante avec VFRoe qu’avec Rusanov.

2.5 CONCLUSION SUR LE MODELE DIPHASIQUE

Ce modele construit par ajout d’équations d’advection sur les fractions a un systeme d’Euler
permet une premiere approche des modeles de fluides multiphasiques immiscibles compressibles
homogenes a ’équilibre.

Cette construction est relativement simple et constitue un avantage, puisque cela nous a
permis d’avoir rapidement des résultats numériques. On peut noter qu’elle dépend fondamenta-
lement de I’hypothése d’homogénéité du modele, ce qui limite d’ors et déja son utilisation.

Pour approfondir un peu cette premiere étude, il faudrait créer un second cas test, & haute
pression cette fois-ci, et également travailler sur I'influence des termes sources, notamment le
choix des temps caractéristiques 6. Nous n’avons que vérifié leur bon fonctionnement dans le
cas des gaz parfaits. Enfin, il peut étre intéressant de se concentrer sur la ghost-wave et 'erreur
numérique produite en particulier a cet endroit.

Nous allons donc étudier un modele triphasique en essayant de lui adapter ce modele.
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CHAPITRE 3

MODELE TRIPHASIQUE HOMOGENE

On s’intéresse a présent a la modélisation d’un écoulement constitué de trois phases : eau
sous formes liquide et vapeur ainsi qu’un gaz autre. On reprend le plan de la partie précédente :
thermodynamique, systemes homogenes, hyperbolicité, numérique.

3.1 DESCRIPTION DU SYSTEME THERMODYNAMIQUE
A. DESCRIPTION THERMODYNAMIQUE

On considére un systéeme de masse M, de volume V et d’énergie interne E, et I'on indexe
les variables correspondant aux différentes phases par [ pour la phase liquide, v pour la phase
vapeur et g pour la phase gazeuse. On notera W = (M, V, E) le vecteur d’état du systéme et
Wi = (My, Vi, Ex) celui de la phase k avec Cy, le domaine de définition de l’entropie Sy relative
a la phase k, convexe (on demande les mémes hypotheéses que dans le cas diphasique, voir Hypo-
théses 1 partie 1.2).

On considere deux cas d’étude : le premier sans transition de phase entre le liquide et la
vapeur, et le second avec. Dans les deux situations, on considére que le gaz ne peut échanger de
masse avec les autres phases. Enfin, le gaz et la vapeur sont considérés comme miscibles, et le
liquide non miscible avec les autres phases.

La conservation de la masse se traduit donc par :

M = M; + My + M,, (3.1)
la conservation de I’énergie par :
E=E+E;,+E,, (3.2)
et enfin, d’apres les hypotheses de miscibilité, on a :
V=V+ Vga
{ vV, =V, (3.3)

Comme dans le cas diphasique, on considere qu’il n’y a pas d’apparition de vide, et que les
deux phases gazeuses sont parfaitement mélangées (volumes égaux), ce qui implique en particulier
que nous les considérons comme des gaz idéaux (qui sont des gaz parfaits dont les capacités
thermiques C, et C, peuvent varier). Notons que ces relations sur les volumes ne sont pas
symétriques, et ce sont elles qui compliquent I’étude en général.
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Remarque 10. Absence d’une phase gazeuse.

On se doit d’étre prudent avec un cas ou une des phases gazeuses vient a disparaitre : en effet,
physiquement, cela se traduit entre autre par un volume nul, or dans notre modélisation, cela
entralnerait la disparition des deux phases gazeuses. On doit donc traiter ces cas en imposant
I’annulation de la masse uniquement. Concernant la phase liquide, on a simplement M; = V; = 0.

B. ENTROPIES EXTENSIVES, CARACTERISATION DE L’I:]QUILIBRE THERMODYNAMIQUE

Tout d’abord, rappelons qu’on demande que les entropies phasiques vérifient les Hypotheses
1 vues en partie 1.2 : c’est primordial pour que les définitions & venir soient valables.

Par additivité de ’entropie selon les composants, on peut écrire ’entropie de mélange X de
la facon suivante : pour (W;, Wy, W,) € C; x Cy x C,,

E(Wy, Wy, Wy) = Si(Wy) + Sg(Wy) + Sy (Wy).

Ainsi, on va pouvoir définir les entropies de mélanges a 1’équilibre selon les cas considérés.
Dans la suite, NPT signifie "no phase transition" et PT "phase transition".

Definition 3. Soient M, > 0et W = (M, V, E) € (RT)? le vecteur d’état du systéme. On définit
les entropies de mélange a 1’équilibre en distinguant les deux cas suivants :

- 8’il n’y a pas de transition de phase, M; et M, sont fixées et vérifient (3.1) et on définit :

SNPT(M; V,E,MZ,MQ) = max E(WZ,WQ,WU),
(W1, Wy, Wy) QDT

avec QNET .= {W), € Ok, k =1, g,v tels que (3.2) et (3.3) soient vérifiées},

- §’ll y peut y avoir transition de phase :

Spr(M,V,E, M) = max (Wi, Wy, Wy),
(Wi, Wy, W,)eQET,

ext

avec QUL := (W}, € Cr, k =1, g,v tels que (3.1), (3.2) et (3.3) soient vérifibes}

ext

Les entropies de mélange sont bien définies grace aux hypotheses faites sur les entropies
phasiques : les domaines QFY% et ONET sont convexes non vides, les semi-continuités supérieures
des entropies phasiques entrainent celles des entropies de mélange, qui permettent de s’assurer
que le maximum est atteint, voir [I5,[8]. Enfin, le maximum est bien unique mais peut étre atteint

en différents points.

Remarque 11. Notons que les variables des entropies de mélange a 1’équilibre sont celles néces-
saires a décrire le mélange : en plus de W, on adjoint dans le cas ou il n’y a pas de transition
de phase M; et My, et donc implicitement M,,. En effet aucune des masses ne peut varier dans
ce cas, 'optimisation se fait sur d’autres variables. Dans le cas ou il y a transition de phase, M;
n’est plus une variable de Spr, car elle peut varier avec M, et la conservation de la masse est

alors une contrainte définissant QL.

On démontre uniquement la concavité de Sxpr. Pour des justifications complémentaires, on
pourra consulter [10].

Proposition 6. Les entropies de mélange a ’équilibre sont des fonctions concaves et PHI en
leurs variables.
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Démonstration. Le caractére PH1 résulte de celui de I'entropie de mélange, préservé par passage
au maximum.

Démontrons la concavité. On traite le cas ou 'on ne considere pas de transition de phase. On
notera par souci de lisibilité dans cette preuve S = Sypr. Montrons que, VW = (M, V, E, M;, M,)etW’ =
(M'", V', E', M], M) tels que 'entropie de mélange soit bien définie, Vt € [0;1], on a :

tS(W) + (1 —t)S(W') < S(UtW + (1 —t)W").

Remarquons dans un premier temps que les masses de chaque phase sont fixées, on peut
ainsi retirer la dépendance de S en M; et M,. De plus, la contrainte sur les volumes des phases
miscibles nous permet de remplacer V;; par V,, :

S(M, V, E) = E:Efr-ﬁ;}z-i-Ev E(Wl, (Mg, Vs, Eg), Wv)
V=V +V,

= E:Efr-}-aE)z-l-Ev Sl(Mlv Wa El) + Sg(Mga V'm Eg) + Sv(Mva V'm Ev)
V=Vi+V,

Fixons deux états W et W', ainsi que ¢ € [0; 1]. Soit € > 0, on a par définition du sup qui est
ici un max, Pexistence de (V<, Vi, Ef, B, ES) et (V,"°, V<, B, B, E) tels que :

S(W) — € S Sl(Mh‘/lE’ElE) + Sg(Mg’ ‘/ivE_(E)) + SU(MinvveaEf))a

S(W') — € < Si(M[, Vi By) + Sg(My, Vi, Bg©) + Sy (My, Vi<, Ej).

Démontrons alors 'inégalité de concavité voulue :

tHSW) =€)+ (1 =) (SW') —e)=tSW)+ (1 —t)S(W') — ¢
<t (SU(My, VS EY) + Sg(My, Vi, Eg) + S, (M, VS, By))
+ (1= 0) (Si(M[, V) Ep) + So(Mg, Vi Bg©) + 8o (M), Ve EL))
<tSI(My, VS, EBf) + (1= 6)S,(M], V", Ep)
+ tSy(My, Vi, E5) + (1 = t)Sg(M,, V<, E;F)
+ 8, (Mo, Vi, EBy) + (1 — )8, (M, VoS, BF).

En utilisant la concavité des entropies phasiques puis la définition de I’entropie d’équilibre,
on a :

HS(W) —e) + (1= t)(S(W') =€) < Si(t(My, VS, Ef) 4+ (1 — t) (M, V;"*, E))
+ Sy(t(Mg, Vi, Eg) + (1 — t)(My, V<, EgF))
+ So(t(M, Vi, By) + (1= t)(M,, VS, By°))
< SEW + (1 — )W'.

Ceci étant vrai pour tout € > 0, on obtient I'inégalité de concavité désirée pour 'entropie de
mélange a [’équilibre. O

Si lentropie de mélange a 1’équilibre (cas NPT) est différentiable par rapport a V' et E, on
peut définir la température et la pression du mélange a 1’équilibre :
_ 8SNPT aSNPT

1
T 9E (M,V,E, M;, M), P—TW(M,V,E,Ml,Mg)‘ (3.4)
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Si de plus Sxpr est différentiable par rapport a M, M; et My, on peut définir le potentiel
chimique a I’équilibre et les potentiels relatifs aux masses partielles M;, M, :

aSNpT aSNPT
oM M,

:U’:T (Ma‘/;EaMlng)v )‘k:T (M7V7E7MlﬂM9)7 k:lag (35)

Des détails sur les (Ag)r=i1,4 sont fournis dans [I0]. On a finalement la relation :
TdSxpr =dFE + PAV — pudM + N\ dM; + /\ngg. (3.6)

En procédant similairement, on obtient dant le cas avec transition de phase, puisque M; n’est
plus une variable de Spr :

TdSpr = dE + PAV — pdM + \,dM,. (3.7)

Intéressons nous finalement a 1’équilibre thermodynamique : lorsque l’entropie du systéme
atteint son maximum & l'intérieur du domaine, les trois phases sont alors présentes a 1’équilibre,
et on peut établir la proposition suivante.

Proposition 7. Lorsqu’il est atteint a l'intérieur du domaine de contraintes, I’équilibre thermo-
dynamique est caractérisé par :

l’égalité des températures :
T =T, =T,

la loi de Dalton sur les pressions partielles des phases gazeuses :
Pl = Rq + Pva

Enfin, si on considére d’éventuelles transitions de phase liquide-vapeur, on a également [’égalité
des potentiels chimiques liquide et vapeur :

Hi = M-

Démonstration. Les entropies de mélange sont différentiables & I'intérieur de leurs domaines de
contraintes QUL et QNET. [’optimisation étant la méme par rapport & l’énergie et au volume,
on traite ensemble ces deux cas. Soient k, k', k" € {l, g,v} deux & deux distincts, on regarde une
variation de Fy a Ej fixé. Elle est nulle lorsque ¥ atteint son maximum et puisque dFE, =

7dEk// on a :

0% 00X
3Ek/ 8Ek/

82k/
OE)

(“)Ek " 1 1

(Mk‘ij‘7Ek) (Mk:’ Vk’ Ek’) (Mk” Vk” Ek”) = — =0.
Tk" Tk”

Ainsi, par symétrie des indices, le maximum est atteint pour T; = T, = T,. A présent, on
optimise par rapport & V; sous la contrainte (3.50) :

oY 0% 0%, OX b P, P
— M, Vi, E My, V-V, E M, V-V,E,)=—=—|—=+=2)=0.
v, ~ oy MoV B+ av( b Ba)+ 5y LB =7 T, " T,

Or, T; = T,, = T, donc on obtient la loi de Dalton sur le pressions partielles. Il reste a traiter
le cas ot il peut y avoir transition de phase : on optimise alors par rapport a M; dans Q0L.
Puisqu’on a M, fixée, dM; = —dM, et :

62 821 8§]k// i Moy
MV, E Mgy, Vg, E M-M—-M,V,,E,) == ——=—=0.
o, ~ ang MoV B) + g o)+ g, ¢ T )=T T,
Enfin, le fait que ces égalités caractérisent I’équilibre résulte de la concavité des entropies de
mélange : il ne peut y avoir de point selle. O
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C. CARACTERISATION INTENSIVE

L’entropie de mélange intensive s définie par s = ﬁE décrit entierement le systeme, avec
les variables 7 = V/M et e = E/M. On reprend les notations précédemment utilisées pour les
fractions; pour k € {l,g,v},

My o — Vi L Ey
yk - M i k — V 9 k — E .
On a alors les volumes spécifiques et les énergies spécifiques des phases :

Vi oy

Ek Zk
= = 7'7 —_— = —
My yk

T = = —e.
¥ My

€k

Les entropies phasiques spécifiques sont définies par s (g, ex) = Sk (1, 7%, ex) et elles vérifient
la relation de Gibbs :

Tidsy = deg + Prdry. (38)

Les contraintes extensives se traduisent en les contraintes intensives suivantes :

L=y +yo+yy, (3.9)

1 =2+ 2z, + 24, (3.10)
l=a;+ay (3.11)
g = Oy ’ )

Enfin, 'entropie de mélange s’exprime en fonction des entropies phasiques :
a2 g Zg Qy 2y
o(T,e, (u)r, (Ur)k, (2e)k) = Yisi (7'7 6) + YgS <T,6) + Yy S (7’,6) . (3.12)
(6 (o)t (widis (21)1) T T\ gy U\ Ty (

A un couple (1,e) donné, 1'équilibre est atteint lorsque l’entropie intensive o atteint son
maximum (voir hypotheéses et propriétés sur les entropies intensives). On peut alors définir les
entropies intensives de mélange a 1’équilibre dans les deux cas étudiés, la fraction massique du
gaz yg étant toujours fixée.

Proposition 8. Soit (,¢e) € (RT)? le vecteur d’état spécifique du systéme. Les entropies spéci-
fiques de mélange a I’équilibre s’écrivent :

s’il n’y a pas de transition de phase, y; et y, sont fixés et vérifient (3.9)) et on définit :

snpr(T, e,y Yg) = max o(r,e, (Yi)k),
I (ann (s eET

avec QNPT = {(an)r, (zx)k, k = 1, g,v tels que (3.10) et (3.11) soient vérifiés}

s’il peut y avoir transition de phase :

spr(T,e,yg) = max o(r,e, Yi)k),
() ks (ar) k> (21) k) EQLT,

avee QP = Ly )k, ()i, (26)k, k =1, g,v tels que (3.9), (3.10) et (3.11) soient vérifiés}

De plus, les entropies intensives a I’équilibre sont concaves.
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Démonstration. Ces expressions des entropies intensives a 1’équilibre se déduisent des versions
extensives en divisant par M les relations extensives, et en utilisant ’homogénéité de ’entropie
de mélange.

La concavité est préservée par linéarité. O

On va a présent s’intéresser a des propriétés sur ces entropies et notamment les nuances entre
les deux cas.

Proposition 9. Fizons y,. Dans le cas sans transition de phase, l’entropie intensive d’équilibre :

dépend uniquement de T et e,
est une fonction strictement convexe de (T,e),

vérifie la relation T'dsypr = de + Pdr, ou T et P sont les température et pression d’équi-
libre.

Démonstration. - Les masses étant fixées, les fractions massiques le sont et, par conséquent,
spT(T,€,41,Yg) ne dépend que de 7 et e.

- On a donc, & couple (7,e) donné, 'existence des couples (7, ex)y tels que :
e =yier + Ygeg + Yvey
T =Y+ YgTy . (3.13)

YoTo = YgTg

Montrons que spr vérifie la relation de Gibbs.
On a, puisque les températures des phases sont égales a I'équiilibre, Vk € {I, g, v},

Tdsy = dey + Prpdry,
ce qui donne, en multipliant par y; et en sommant :
Td| Y yesk | =d | D wwen |+ D wkPrdmi.
k=l,g,v k=l,g,v k=l,g,v
En utilisant la définition de I’entropie de mélange et les relations (3.13), on obtient :
Tdsypr = de+ Pd(yim) + Pyd(yey) + Pod(yoTy)-
Or la miscibilité des phases gazeuses implique y,7y = ¥, 7y, d’'ol :
Tdsypr = de + Pd(yim) + (Py + Py)d(yg7).
Enfin, la loi de Dalton vérifiée a 1’équilibre nous permet de conclure :
Tdsypr = de + Pdr.

- Montrons finalement la stricte concavité : elle découle des strictes concavités des entropies
phasiques. Soient y;, v, et y, fixés, montrons que V((7,e), (7/,€')) € ((RT)?)? tels que
(r,e) # (7/,€¢'), on a:

T—1
snpr (T e) < SNPT(TIv 6/) + V(T,e)SNPT(TIa 6/) : <€ - e/> .
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Or, pour chaque couple il existe (7%, ex)r et (77, €}, )x tels que :

SNPT(Tv 6) = yle(Tu el) + ygsg(Tgv eg) + yvsv(Tva ev)7
sner(7' €)= wsi(r], €)) + Yg54(7ys €g) + Yusu(T,, €5

Les entropies phasiques spécifiqgues étant strictement concaves, on a l'inégalité :

T — T4
SNPT(T76) < Z yksk(T];ae%) +ykv8k(’r]€7€;€) ' (62 o 656) .
4 k
k=l,g,v

Or, Vsg(},, €)

se réécrit alors :

1
_ 1 VAN . v s 1eis
Tt el (Pk(7é762)> et Ty (7, €},) = T pour tout k = [, g, v. L'inégalité

1 1
snpr (T, e) < snpr (7', €) + f(e —e)+ T (i P(m =) + Yy Py(mg — 75) + Yo Po (10 — 7)) -

En utilisant finalement la loi de Dalton et les contraintes volumiques sur les fractions :

snpr(T,e) < snpr(t,€)+ =(e—€)+ =(r —7'),

. N , . 1
ce qui nous ameéne au résultat voulu puisque Vsypt = % ( p)

O

Le cas avec transition de phase est différent, ou 'on perd la propriété de stricte convexité de
s =s(r,e).

Proposition 10. Fizons y,. Dans le cas avec transition de phase, l’entropie intensive d’équi-
libre :

dépend uniquement de T et e,

vérifie la relation T'dspr = de+ Pdr, ou T et P sont les température et pression d’équilibre.

Démonstration. Le raisonnement est similaire a celui de la démonstration précédente. O

3.2 SYSTEMES HOMOGENES A L'EQUILIBRE

Dans cette partie on va s’intéresser a différents modeles reposant sur la méme base : le systéme
d’équations d’Euler.

Dans un premier temps, on s’intéresse aux modeles homogene & 1’équilibre (HEM dans la
littérature). Ils portent la dénomination d’homogene pour la méme raison que précédemment
dans le rapport : on suppose que les trois phases ont une vitesse commune. Le terme équilibre lui,
signifie qu’on va utliser les caractérisations de ’équilibre thermodynamique vues précédemment
pour fermer le systéme. Autrement dit on suppose le fluide a ’équilibre. On se contente d’une
breve étude théorique de ces modeles avec 'hyperbolicité, I’étude numérique étant rendue difficile
a cause de lois de pression et valeurs propres trop complexes.

Dans un second temps, on propose des modéles homogenes de relaxation, construits a partir
des précédents en quittant I’hypotheése d’équilibre, et en ajoutant des équations d’advections avec
termes sources sur les fractions. Alors, une étude numérique est envisageable.
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3.2.1 MODELE HOMOGENE A L'’EQUILIBRE SANS TRANSITION DE PHASE

A. PRESENTATION DU MODELE

On décrit le fluide avec le systéme suivant :

9(y1p) + Oz (yipu) =0
9¢(ygp) + 0z (ygpu) =0
Orp + Ozpu =0

Orpu + O, (pu® + P) =0
OpE + 0y (pE + P)u=0
E= %uz +e

Pk = Pk(Tk,ek), k= l,g7v
Ytyg+y, =1

(3.14)

Le fluide est décrit par sa densité p = 1/7, sa vitesse u et sont énergie interne e. On rappelle
les relations F = ”72 +eet = ik

On rappelle les relations suivantes qui relient ’énergie interne et le volume spécifiques avec
les énergies internes et volumes spécifiques phasiques :

e =yier + Ygeg + Yuy
T=yT+YgTy . (3.15)
YuTy = YgTg

Le systeme, constitué de 10 equations, a 17 inconnues qui sont :

(p’ u, B, Pe, (yk)kv (Tk)kv (ek)ka (Pk)k)'

On doit donc adjoindre 7 relations de fermeture : (3.13) en fournit 3, que I'on compléte avec
les conditions d’équilibre de la Proposition 6 :

(3.16)

T=T=T,=T,
P=P=P,+P, °

T et P désignant la température et pression du fluide triphasique, avec P = P(7,e,y;,yg)-

Remarque 12. On peut expliciter la loi de pression du mélange a 1’équilibre dans le cas de gaz
parfaits, ce sera utile plus tard pour vérifier le code.

B. HYPERBOLICITE

Proposition 11. Le systéme (3.14) est hyperbolique.

Démonstration. On propose une démonstration différente de celle présentée dans [I1] : on effectue
un changement de variables sur la partie Euler et advection, puis on étudie la matrice définissant
le systeme obtenu. On réécrit le systeme (3.14) avec le jeu de variable W = (y,y4, 7, u, P). On
obtient alors le systéme suivant, équivalent au premier pour des solutions régulieres :

Oy + udzy; =0

Oyg + u0zyy =0

T + U0, — TO,u =0
Oy + u0,u+ 170, P =0
0P + Cdyu+ ud, P =0

; (3.17)
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ou :—Z = PJ.P — 0;P. Le changement de variable effectué ci-dessus est détaillé en guise

d’exemple en annexe C.
On a donc le systéme quasi-linéaire suivant :

W + A(W)a,W = 0,

v 0 0 0 0
0O 0 0 O
avec AW)= |0 0 u —7 0] et Sp(4) = {u—c,u,u+c}, dont les sous-espaces propres
0 00 uw 71
000 £ u
sont :
0 0
0 0
E, = Vect(ey,ea,e3), Ey_.=Vect| 7 |, Eyje=Vect| 7 [,

c —c
62 C2

T T

ot (e;)i—1..5 désigne la base canonique de R®. Ainsi le systéme est hyperbolique dés que ¢? > 0,
qui 8’écrit (voir Annexe C) :

2

2= PO.P — 0, P = —T(P?decsnpT — 2P0 eSNPT + Orr SNPT)-
Mais alors, en utilisant la stricte concavité de sypt et 'expression :

62 -1
ﬁ =-T (71 P) (V%T)G)SNP'I) (P) .

Oou (V%T e)SNPT) désigne la matrice hessienne de sxpr, on en conclut que ¢ > 0 dés que

T > 0 puisque cette derniere est définie négative.
O

3.2.2 MODELE HOMOGENE A L'EQUILIBRE AVEC TRANSITION DE PHASE

A. PRESENTATION DU MODELE

On s’intéresse a présent au modele équivalent avec transition de phase : M,, et M, interagissent
donc, cela se traduit dans le systeme par la disparition de I’équation de transport en y;, qui sous-
entend une équation de transport en y; + y, (pour des solutions réguliéres, combiner 1’équation
de transport en y, avec la conservation de la masse).

Le systeme considéré est alors :

9(Ygp) + Oz (ygpu) =0

Op + Oz (pu) =0

Oy (pu) + 0z (pu® + P) =0

O (pE) + 0z ((pE+ P)u) =0 . (3.18)
E = %u2 +e

P = Py(7k,ex), k=1,g,v

Yt Ygt+y, =1
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On a alors un systéme de 9 équations avec 17 inconnues :

(p,u, B, Pre, (Yk) ks (Th) ks (€x) ks (Pr)k)-

Notons tout de suite que la fermeture du systeme sera identique au cas sans transition de
phase, ’égalité des potentiels chimiques a 1’équilibre étant la relation de fermeture supplémen-
taire. Ces relations sont donc en détail :

e =yie;r + Ygeyg + Yvey
T=yT+ YgTy , (3.19)
YTy = YgTg

ainsi que :

T=T=T,=T,
P=P=F,+P, . (3.20)
Hi = Moy

B. HYPERBOLICITE

Contrairement au cas sans transition de phase, I’entropie d’équilibre spt n’est pas strictement
concave ce qui complique la démonstration, toutefois le systéme est hyperbolique.

Proposition 12. Le systéme (3.18) est hyperbolique.

Démonstration. On peut réécrire le systéme sous forme quasi-linéaire 0; W + A(W)9, W = 0 avec
W = (yq,T,u,P) et :

AW) = . Sp(A) = {u—c,u,u+c}.

o oo
o o2 O
a |
hU‘w: 3 o
IS i e R an)

O

La matrice A(W) est diagonalisable (méme argument que dans le cas sans transition de
phase) dés lors que ¢ > 0. Mais spr n’étant pas strictement concave, sa matrice hessienne n’est
pas définie négative. Dans le domaine ou (7,e) — spr(7,e) est strictement concave, on raisonne
comme précédemment. Pour le reste, une preuve est donnée dans [L1], avec des détails des calculs
dans [5]. On démontre alors que ¢ > 0 dés que T > 0.

C. INCONVENIENTS DE CES MODELES

Bien qu'hyperboliques, ces modeles sont difficiles a utiliser en pratique. Ceci en di en grande
partie a la complexité des lois de pressions qui peuvent présenter des défauts de régularité ce qui
meéne & des ondes composites dans la résolution du probléme de Riemann, voir par exemple [16].

Indépendamment du probleme ci-dessus, la complexité de ces lois rend déja le calcul des
valeurs propres de la jacobienne du flux difficile, et la résolution d’un probléme de Riemann
également, ce qui nous est nécessaire pour construire un cas test et faire une étude numérique.

On va donc approcher ces modeles par d’autres, plus accessibles numériquement.
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3.3 SYSTEMES HOMOGENES DE RELAXATION

Ces modeles (dits "HRM") sont basés sur les précédents, auxquels on adjoint des équations
de transport sur les fractions avec termes sources.

Le fluide n’est plus considéré a 1’équilibre, ainsi ’entropie du systéme est ’entropie hors-
équilibre, et la pression dépendra de I’ensemble des fractions.

Pour assurer le retour a I’équilibre, les équations de transport ajoutées contiennent des termes
sources qui ont pour role de faire tendre le systéme vers 1’équilibre.

Il faudra construire ces termes sources de fagon cohérente physiquement, c’est-a-dire de fagon
a satisfaire la croissance de ’entropie.

Numériquement, on utilisera une méthode de splitting similaire & ce que ’on a fait dans le
cas diphasique.

Remarque 13. On attire 'attention du lecteur sur le fait que dorénavant, le vecteur Y désigne
les fractions rajoutées au systeme précédent.

3.3.1 MODELE HRM SANS TRANSITION DE PHASE

A. PRESENTATION DU MODELE

Notre choix se porte sur Y = (ay, 2, 24)-

On modélise I’évolution de Y par une équation de transport de vitesse u. Remarquons que
ceci reste cohérent pour ¢ car il n’y a pas d’échange de masse entre les phases liquide et vapeur
(qui entraineraient entre autre des variations de volume). Ainsi on consideére :

0Y +ud,Y =T(r,e,Y).

En combinant cette équation avec I’équation de conservation de la masse, on a pour des
solutions régulieres :

O (pY) + 0, (puY) = pI'(1,¢,Y). (3.21)

Ainsi, le modele HRM s’écrit en variables conservatives :

9 (pyr) + O (puyr) =0, k=1lg

O¢(pau) + Oy (pucy) =Ty

O¢(pz1) + O0x(puz) =Ty

O(pzg) + Ox(puzy) =T'3 , (3.22)
Oip + Ozpu =0

Ospu+ Ox(pu? + P) =0
0pE + 0u(pE + P)u=0

avec la loi de pression calculée & partir de I'entropie du mélange o = o(7,e,41,y4,Y) =

> ykow vue en ([3.12) :

1 2k
= — (3.23)
T(T7 €, Y1, Yg, Y) k:lz,g,v Tk) (%7— ﬂe)

Ye ' Yk
Py (Se, 2e)
P(T7 €, Yi,Yg, Y) = T(Ta €U, Yg, Y) Z Qg a B . (324)
pirew T (ST 2e)
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Enfin, on conserve les contraintes habituelles sur les fractions (3.9), (3.10), (3.11) énoncées
au début de la partie.
Concernant ’hyperbolicité du systeme, le systéme s’écrit :

W + A(W)0,W =0,

A A u —17 0
avec A(W) = (A; Ai) ot Ay =uls, Ao =A3=0et Ay = 1[0 u T
0 £ w

p
Ainsi, Sp(A) = Sp(As) = {u — ¢, u,u + ¢}, et les sous-espaces propres associés sont :

0 0
0 0
0 0
0 0
E, = Vect(ey,ea,€e3,e4,€5), FEy_.= Vect ' E Ey4c = Vect 0 ,
T T
c —c
2 2

ou (e;)i—1.8 désigne la base canonique de R®. Ainsi le systéme est hyperbolique dés que
c? > 0, mais 'argument utilisé dans le cas du modele HEM ne tient plus ici. Cependant, on peut
exprimer la pression en fonction des entropies phasiques (voir Annexe C) de cette fagon :

02

ﬁ — _;(_ak PZk)V(Tk,ek)sk (PZk) '

Puisque les entropies phasiques sont strictement concaves, leurs hessiennes sont définies né-
gatives. Ainsi pour tout état du systéme, au moins un des termes de la somme ci-dessus est
strictement négatif (on ne peut avoir tous les («y) nuls simultanément par exemple). Finale-
ment, ¢2 > 0, et le systéme est hyperbolique.

On peut définir une entropie de Lax pour ce systéme a partir de ’entropie de mélange o. On
rappelle tout d’abord qu’on a la relation :

Tdo =de+ Pdr+T Y 0y sdys + Oaysday + T 0., sdz. (3.25)
k=l,g k=l,g

Proposition 13. En notant W = (p, pu, pE, py1, pyq, pou, pzi, pzg) le vecteur des variables conser-
vatives, la fonction W — n(W) = —pa(W) est une entropie de Lax pour le systéme (3.22).

Démonstration. Remarquons d’abord qu’on sait que o est concave en fonction des variables
(T,e,Y1,Yq,0u, 21, 2g) €n tant que somme de fonctions concaves. On peut en fait montrer que
cette concavité est équivalente a la concavité de W — po (W), voir [2] 3].

Ayant la convexité de n, il suffit de montrer qu’il existe une fonction @ telle que, pour des
solutions régulieres, on ait :

In(W) + 0,Q(W) = 0. (3.26)

Or, il est facile de vérifier que pour une telle solution, on a la relation d;0 + ud,o = 0, qui
donne en la combinant avec I’équation de conservation de masse :

O¢(pu) + 0z (puo) = 0.
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Les solutions faibles vérifient alors d;(pu) 4+ 0 (puc) > 0, et donc :

—0(pu) — 05 (puo) < 0.

En prenant Q(W) = —puo, on a un couple voulu :

Din(W) + 0,Q(W) <0,

B. CHOIX DES TERMES SOURCES

On propose ici deux choix de termes sources pour ;Y +ud,Y = 0, le premier étant similaire
a ce qu'on a vu dans la partie diphasique, voir [6], le second étant un choix provenant du critére
de production d’entropie, voir [11].

Notons Y\pp = (a?IPT, lePT, ngPT) le vecteur de fractions correspondant a 1’équilibre ther-
modynamique a (7, e, y;, yy) donnés. On le définit donc naturellement par :

YNe(llDT = argmax O—(Taevylaygaalazhzg)- (327)
(a,21,29)

On peut en particulier en déduire la loi de pression a 1’équilibre :
P;]%T(Ta €, Y1, yg) = P(Ta €, Y1, Yg, Yﬁ%T(Tv €, Y1, yg)) (328)
Ainsi on peut définir le terme source I' dépendant d’un parametre A > 0 :

YNG%T(Ta €, Ui, yg) -Y

F:
A

(3.29)

Une fois de plus, faire tendre A vers 0 correspond a un systéme qui tend rapidement vers
I’équilibre.

Il est par contre nécessaire que ce terme source satisfasse la critére de production d’entropie.
On a, pour des solutions régulieres :

0r0 + u0,0 = 04,0(0pay + udz )
+0.,0(0cz1 + u0z21) + 02,0(0rzg + 10z 2y)
= O, 0'1 + 0,02 + azgaFg
= Vya -
= AVyo - (Ypr(T e 4,59) =),

Yl (e yg)—Y e s
M Par concavité de o, on a :

puisque I' =
Ovo + udgo > Mo (7, e,y1,yg, Yapr) — 0(T, 6,41, Y9,Y)),
et par définition de Yyp, on en conclut :
0o + udyo > 0.
On a ainsi construit un premier terme source satisfaisant les conditions sur I’entropie du

systéme. Néanmoins, ainsi défini, le parametre de relaxation A est commun aux trois fractions, ce
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qui signifie que les temps de relaxation pour les équilibres mécanique et thermique sont identiques,
cela n’a a priori pas de raisons d’étre le cas.

On propose alors lalternative donnée dans [I1], utilisant le fait que 0io + udy,0 = Vyo -T.
Choisissons :

I'=Vyo(r,e,y,yq,Y). (3.30)

Puisque |Vya|? > 0, la croissance de I'entropie est satisfaite, et on peut choisir des paramétres
(Ai)i=1,2,3 distincts en la conservant :

)q@ala
r= [ aono|. (3.31)
)\38,290'

En effet, on a :

0o + udyo = Vyo -T' > min(\, \g, )\3)|Vya|2 >0

3.3.2 MODELE HRM AVEC TRANSITION DE PHASE

La construction est similaire au modele précédent, la différence repose sur 'ajout d’un
terme source a 1’équation d’advection de la fraction en masse liquide. Ainsi on prend ici Y =

(Y, ous 21, 2g)-
Le modele HRM s’écrit :

Oryg + udryy, =0

Otp + Ozpu =0 (3.32)
Oepu+ Ox(pu? + P) =0

OpE + 05 (pE + P)u =0

La loi de pression est encore donnée par (3.24)), et on a, comme précédemment, une entropie
de Lax qui s’obtient a partir de ’entropie de mélange.

Pour le choix des termes sources, on note Y;% = (yll\IPT,a%\IPT,lePT,ngPT) le vecteur de
fractions correspondant & ’équilibre thermodynamique a (7, e, y;, y4) donnés. On le définit encore
par :

YPe'CIl‘ = argmax U(T?eayhygaalvzlyzg)- (333)
(y1,00,21,2g)

On a alors la loi de pression a 1’équilibre :

NPT NPT _NPT _NPT
Plqu(T767yg) = P(Taevyl yYg, O ) 2l 7Zg ) (334)
Ainsi, on définit comme dans le cas sans transition de phase, les deux possibilités de termes

sources :

Yl\eI%T (rye,y9) =Y

I =
)\ )

(3.35)

avec A > 0 un parametre de relaxation.
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Remarque 14. Ce type de terme source a déja été vu en diphasique. Il nécessite de calculer Y,
a (7,e,y,) donnés. Ce calcul se compliquant en triphasique, nous nous sommes tournés d’abord
vers le second type de termes sources présenté ci-dessous, qui ne fait pas appel a des fractions a
I’équilibre mais au gradient en Y de l'entropie physique du systeme.

Ainsi on considére :
I'=Vyo(r ey, g au, 21, 2g), (3.36)

P e P, ey
ST~ m St Tt
P (P Py

T(Tl (TQ+TU

e

r— (3.37)

1
T’U

1
Ty

S S

e

En utilisant (1.7, on peut exprimer la premiére coordonnée de I" par :

b o

8yl0—:71'vl T’u

On peut alors pondérer chacun des termes sources de facon indépendante avec des (\;)i=1,.. 4.

3.4 ScHEMA NUMERIQUE

L’étude numérique des modeles d’Euler homogenes de relaxation est basée sur celle présentée
dans le cas diphasique. Ainsi, on sera plus succint sur la présentation des schémas numériques,
qui est similaire. On va par contre s’attarder sur les difficultés spécifiques au cas triphasique.

On étudiera ensuite le cas avec transition de phase.

A. CALCUL DE LA VITESSE DU SON POUR UN MELANGE DE GAZ RAIDES

Commencons par détailler une maniere de calculer la vitesse du son c¢. On utilise la formule
suivante, vue précédemment et détaillée en annexe :

2

C
i —T(P?0ees — 2P0res + Orr8), (3.38)

avec s = sypT ou s = spr selon le cas étudié.
On a donc besoin de P et T' d’une part, et des dérivées partielles secondes de s. On explicite
ces termes avec des variables que l’on peut exprimer :

9%s o (P 0%s 0 (1 9%s 0 1
ﬁ_zaka (Tk>7 @—sz% (,Tk>7 910e _szg <Tk> . (339)

k k k

De la définition de I'entropie d’un gaz raide (2.15)), on rappelle les expressions des pressions
et températures partielles :

2k (¢33
Z) € € HkaT

Pk(T7 €, (Yk)k) = 77(’)% - 1) — gy, Tk(Tvev (Yk)k) = %

4
QT Ck (3 0)

Ainsi, on peut calculer tous les termes de (3.39) et connaitre ¢. On donne ici les expressions
trouvées en fonction de (7,e,Y%) :
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L 22— 1) — ey
Tk -k ﬂe—nk%T
Yk Yk

Py (%(’Y}C - 1)67_17) (Hk%’r - %6) + (%%(’}/k - 1) - Hk’}/k) (Hk%)
O = C} 2
(kae - H}C%T)
Yk

Yk

On conclut avec (3.38)) et (3.39).

B. CHANGEMENT DE VARIABLE P/e

Le changement se fait de la méme fagon que dans le cas diphasique, avec deux difficultés
supplémentaires : les calculs, méme directs, seront plus complexes, et I’obtention de e a partir
de P demande la résolution d’'une équation polynémiale du troiseme degré.

- Connaissant e, on obtient P grice aux expressions de (3.40) et (3.24) :

a,PT,T, + oy PyTyT, + ., P, T, T,

P Y = 3.41
(7€, (Yi)e) 2T, Ty + 2gTiTy + 2y Ty T} (841)

- Dans le sens inverse, il faut résoudre I’équation suivante en e :
(21TyTy + 2gTh Ty + 2, TyT) P = oy PT, T, + ag P, 1T, + o P, T, T (3.42)

On peut observer dans (3.40) que T a y au dénominateur, ainsi les termes ci-dessus ont
des produits de fractions massiques au dénominateur. Pour simplifier les expressions, on
multiplie I'équation (3.42)) par y;y,y, pour avoir un dénominateur commun, et ainsi on
résout :

(—(=21TyTy + 24Ty + 2,T4T1)P + cy BT, T, + g PyTIT, + a0y Py TyTh) yiyeys = 0, (3.43)
équation que l'on écrit a I'aide des coefficients :

Ae® + Be? + Ce+ D = 0.
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1.Calcul des coefficients

On remarque la symétrie des expressions : il y a deux types de termes, ceux en ay PpTy Tk,
et ceux en 2Ty Ty~ . Ensuite, on distingue les différentes contributions : celles en e3, celles en €2,
celles en e et les coefficients constants.

On donne ici les expressions de chaque type de terme comme polynéme en e :

z
8T T (Y Yior) = oot g zpre”
CpC

k./ k//
ZLYk

_ %(Zk’ak”ﬂk” + Zk//ak/Hk/)Te
k/ k://
ZEYk

+ 70 g Olk’Oék//Hk-/Hk”T2,
kl k//

2k Yk 1
o Py T Ty (ykyk/yku) = m(,}/k _ 1)'2]{;/2]9”;63

(a3 ZkYk
_ Hk’kaka'Zk“ + 7("}% — 1)(Zk'Hk“04k” + Zk”Hk'Oék') (&
Cklok//
OkYk 2k
+ | = (e — DI e Wy g + Wy (za g g + 2 Mprauger) | Te
Ck/cku Qe
LYk 2
— 71_[ (0% /H rQ //H T,
Ck’ck” EVEOR Lgr Qg k

Insistons sur le fait que ces expressions ne sont pas factorisées : dans I'implémentation, on
calcule les coefficients du polyndme constitué par (3.43), on choisit donc de faire apparaltre
chaque terme trés clairement. On obtient ainsi les coefficients suivants :

R S S EYE.
Ckaku k ki <k T

k,k}/,k?”
provient de zx PrT)r Ty
2 : ZEYk 2 : k
B = 7y2k'2k” —_ (Hk’kaka’Zk” + 7y(’yk — 1)(Zk’Hk”ak” —|— Zk”]-_-[k’ak’))
i Sl ot Ck'Ck/' Qe
" S———
provient de zg Ty, Ty provient de zy P T Ty
2 : ZLYk
C = — C g Zk:’ak”Hk” + Zk:”ak:’Hk’)T +
k/ k//
kK’ k"

provient de zi Ty Tyr

XYk 2k
- ( (’yk —_ 1)Hk’0¢k'Hk“04k” + Hk’Yk(Zk/Hk”Oék“ —|— Zk“Hk’Oék/))

e i e
provient de zyx Py T} Ty
kYK LYk
D = — 7cyk/akul—[k/ﬂkn72 P — 7Hk7kak'nk’/ak”nk”7—2
Ck:’ck" Ok'Ck”
k,k' k" kK k'
provient de zg Ty Ty provient de ag Py Ty
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2. Résolution de 1’équation

Notre principal probleme est de trouver la plus grande racine, puisque c’est elle qui maximise
I’énergie. On programme donc une dichotomie dont les bornes de départ dépendent des coeffi-
cients du polynéme. On aurait pu étudier les coefficients et peut étre conclure sur des propriétés
remarquables, mais les expressions sont treés complexes.

Choix des bornes de la dichotomie
Notons les bornes de départ de la dichotomie par X, et Xsup. On distingue deux cas :

- L’équation admet une unique solution : elle est positive, on peut prendre X;,r = 0.

- L’équation admet 3 solutions : pour éviter de faire converger la dichotomie vers la premiere
ou deuxiéme racine, on choisit X;,; comme le second point d’annulation de la dérivée (qui
existe nécessairement dans ce cas, voir Figure 3.10).

Dans les deux cas, on choisira Xy, = Xy + N, avec N tres grand.

Un algorithme simple consiste & calculer le discriminant et s’il est positif ou nul, choisir X, ¢
comme le deuxieme point d’annulation de la dérivée. En cas de non convergence, on recommence
avec Xy = 0.

L’algorithme fonctionne, mais peut amener beaucoup de calculs inutiles (un choix du nombre
d’itération maximum pertinent est important pour limiter ces pertes de temps). Rappelons la
forme de I’équation :

fle)=Ae*+ Be* +Ce+ D =0 (3.44)
Le polynéme dérivé est 3Ae? 4+ 2Be + C, qui a pour discriminant A = 4B? — 12AC =

4(B? —3AC). La Figure 3.10 illustre le cas de 1’équation qui admet 3 solutions, on choisira alors
Xinj = 72342\/5 .
nf — 6 .

f(X{infY)

FIGURE 3.10 — Choix de la borne inf de la dichotomie
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Pour conclure sur ce changement de variable, la différence principale, et loin d’étre négli-
geable en colit de calcul, est le passage de la résolution d’une équation polynoémiale de degré 2
(diphasique) a la résolution d’une équation polyndmiale de degré 3 (triphasique). Autrement dit,
on passe d’'un calcul direct a une, voire deux dichotomies.

C. RESOLUTION DES TERMES SOURCES

Tout d’abord, la prise en compte des termes sources se fait de la méme facon que dans le cas
diphasique, et ainsi on se ramene a résoudre le systeme suivant d’EDO :

dryr =T1(t,Y(1))
dyay = Ta(t, V(1))
dezp =T3(t, Y (t))

dyzg = Tu(t,Y () . (3.45)
dtT =0
dtu =0
dte =0

On résout en fait un probleme de Cauchy avec pour condition initiale les fractions calculées
a Détape de convection. On rappelle les notations utilisées : Y™ +1* est Iétat dit intermédiaire,
calculé a ’étape de convection (notre donnée initiale pour I’'EDO). Puisque masse volumique et
énergie se conservent, le probléme de Cauchy est :

{ }aft()(/)gt): S Eitf,*y(t)) ’ (3.46)

que lon résout sur l'intervalle [0; At], ot At est le pas de temps du schéma volumes finis.
Pour cela, on utilise un schéma d’Euler explicite dans un premier temps :

Y=Y 46T (0, YT,

avec 0t" le pas de temps a la n-éme itération. Pour une équation différentielle scalaire d;y =

F(t,y(t)), on peut choisir un pas de temps borné par \81F|' On étend ce genre de CFL a notre
Y

cas ainsi :

1

max ‘ gl; (tr, Yn)

ot =

On prendra garde au fait que §t" < At.

On peut résumer le fonctionnement ainsi : A chaque nouvel état calculé par la partie convec-
tive, il existe un équilibre vers lequel le systéeme tend naturellement. On calcule le gradient de
I’entropie pour cet état, puis la résolution de '’EDO modifie I’état en le rapprochant de 1’équilibre
qui lui est associé.
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3.5 RESULTATS NUMERIQUES

3.5.1 VALIDATION DE LA PARTIE CONVECTIVE

On considére un probléeme de Riemann pour tester le modele avec un schéma de Rusanov.
A. PROBLEME DE RIEMANN (1)

Ce probléme de Riemann a la méme structure que celui étudié dans le cas diphasique. Fixons
les parameétres suivants :

Cy = 2.0, 7, = 1.5, I, = 1500,C, = 1.5, v, = 1.45, II, = 1250, C; = 1.0, v = 1.4, II; = 1000

Notons qu’on a choisi les constantes relatives au gaz entre celles de 'eau liquide et 1’eau
vapeur. Comme en diphasique, on écrit les valeurs calculées en gras, les autres sont celles que
'on a fixé. Le choc est de vitesse o = 52.143515999467077 m.s~!. La structure du probléme reste
la méme qu’en diphasique :

contact t A
up choc

ghost-wave \ 22

FIGURE 3.11 — Structure du probléme de Riemann (1)

On a alors les états suivants :

7,=2 Z, VA
% 0.1 0.8 0.8
Ye 05 0.1 0.1
o 0.1 0.7 0.7
2 0.1 06 0.6
Z 05 0.2 0.2
T 1.0 0.05 0.1
u 5.0 5.0 -62.143515099467063
P 10° 10% 34692.372572069871

On utilise un schéma de Rusanov, la CFL est de 0.45 avec un départ progressif (voir partie
2.4) et 500 points en espace sur 01.

On ne détaille pas les valeurs calculées, mais simplement le tracé des solutions obtenues et
lerreur L' :
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Solution approchée
Solution exacte

Solution approchée
solution exacte

FIGURE 3.12 — Solutions au probléeme de Riemann - Schéma de Rusanov

Erreur L1 - CFL = 0.45 - PB type (1)

alpha —
densité — =

pression e

| vitesse P

05* /"'

loglerr Ly)

-n -10 K] -8 7 -6 -5 -4
log(dx)

FIGURE 3.13 — Erreur L! - Schéma de Rusanov

Le schéma fournit des approximations aux allures attendues sur la figures 3.12. C’est confirmé
par le tracé des erreurs en 3.13, ou 'on constate que les pentes des différentes erreurs sont tres
proches de 1/2.

3.5.2 OBSERVATIONS SUR LA RESOLUTION DES TERMES SOURCES

Nous avons tout d’abord comparé les résultats du schéma d’Euler Explicite avec une résolution
de P’EDO sous Python (type odeint), et les résultats concordent. Nous mettons ici en avant
quelques résultats et tentons d’en tirer des conclusions : en effet, contrairement a la partie
convective, on ne connait pas de solution exacte au probléme de Riemann.

Remarque 15. Insistons sur le fait qu’il s’agit d’observations, et d’interprétations ayant pour but
de confirmer dans un premier temps 'apport des termes sources. Une étude plus rigoureuse est
nécessaire par la suite.
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Les tracés suivants sont effectués a partir du cas test présenté dans la section précédente, en
ajoutant la partie termes sources. La CFL est fixée a 0.45, et on travaille avec 500 points sur 01.
La valeur X\ est commune a tous les \;, on observera les résultats pour A =1, 3,5, 8.

A. RESULTATS SUR LES FRACTIONS

Observons tout d’abord I'impact des termes sources sur les fractions sur lesquelles ils portent.

FIGURE 3.14

FIGURE 3.15

Influence des termes sources - y;

Sans terme source
lambda =1
o8 lambda = 3
lambda = 5 [
lambda = 8 i

o7 fi

08

0s

04

03

02

a1l —

— Impact du choix des poids A sur la fraction de masse liquide

Influence des termes sources - z,

Sans terme source
lambda =1
lambda = 3
lambda = 5
lambda =8

0s

04

03

0z

— Impact du choix des poids A sur la fraction d’énergie liquide

On constate que dans la Figure 3.13, les variations de A sont trés nettes. C’est probablement

du au fait que ’état d’

équilibre comparé a I’état initial est plus proche en énergie qu’en masse,

mais il est difficile d’interpréter ceci. De plus, I’état gauche est plus sujet aux variations de A que
I’état droit. On peut supposer que ce dernier est plus proche de ’équilibre qui lui est associé que

I’état gauche du sien.
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Le comportement en «; est similaire a celui en z;, on représente un zoom sur ’état gauche
en Figure 3.16.

Influence des termes sources - alphal

Sans terme source
lambda =1
lambda = 3

s lambda = 5

lambda = 8

0105

01

o0es

0.00

FIGURE 3.16 — Impact du choix des poids A sur la fraction de volume liquide

On constate toujours que plus A est grand, plus le systéeme est attiré vers un état d’équi-
libre, pour lequel les fractions liquides seraient apparemment plus faibles que I’état initial de ce

probléme de Riemann.

Enfin, on constate que la masse gazeuse n’est a priori (il faudrait le confirmer précisément)
pas modifiée par 'ajout des termes sources. C’est cohérent puisque y, n’est soumis qu’a une
équation de transport, ainisi sa quantité ne se voit pas modifiée.

Influence des termes sources - yg

Sans terme source

lambda =1
oas lambda = 3
lambda = 5
lambda = 8

FIGURE 3.17 — Impact du choix des poids A sur la fraction de masse gazeuse

Précisons que des zooms sur le tracé ne montrent pas de différence. Par contre, les variables
globales du systéme (7, u, P) se voient modifiées par I’ajout de termes sources.
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B. RESULTATS SUR LES VARIABLES GLOBALES DU SYSTEME

On constate que le systéme dans sa globalité subit 'influence des termes sources. On l'illustre
ci-dessous sur les variables 7 et u, mais il en est de méme pour la pression. Le volume massique
est représenté a gauche, avec un zoom sur la créte en bas, et la vitesse est a gauche, avec un
zoom sur I’état gauche en bas (ou la ghost-wave est mise en évidence).

Influence des termes sources - vitesse

Influence des termes sources - tau

Sans terme source
" lambda = 1

lambda = 3
lambda = 5
1 lambda = 8

Sans terme source
lambda = 1
lambda = 3
lambda = 5
lambda = 8

Influence des termes sources - tau

02

00792454
112670

s o5

Influence des termes sources -

vitesse

Sans terme source
lambda = 1
lambda = 3
lambda = 5

Sans terme source
lambda = 1

lambda = 3
lambda = §
lambda = 8

lambda = 8

os3s 054 osas

osts. 052 as2s o5

FIGURE 3.18 — Impact du choix des poids A sur 7 et u

3.6 CONCLUSION SUR LES MODELES TRIPHASIQUES

Apres avoir étudié les modeles homogenes & I’équilibre, on a présenté les modeles de relaxation,
plus propices a une étude numérique. L’hyperbolicité du modele HRM sans transition de phase
a été démontrée, mais pas celle du HRM avec transition de phase, ce que nous devons reprendre.

Cependant, c’est ce modele qu’on a brievement étudié lorsque I'on a ajouté a la partie convec-
tive les termes sources. Ceux-ci ont apporté une contribution satisfaisante, mais leur étude, assez
difficile par manque de solution exacte, est un point qu’il faut approfondir sérieusement.

Dans I’ensemble, les résultats numériques obtenus pour le modele HRM sont convaincants,
et il s’agit a présent de confirmer les observations.

Pour aller plus loin, on peut étudier le comportement asympotique du systeme d’EDO afin
de déterminer 1’équilibre vers lequel tend le systéme, et confirmer cette évolution avec le modele.
On peut également étudier les différents comportements du systéme en choisissant des poids (\;)

différents.
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CONCLUSION

Le travail présenté ici est une premiere approche de la modélisation des écoulement multi-
phasiques. Apres avoir abordé les notions de thermodynamique nécessaires au sujet, nous avons
traité le cas diphasique pour se familiariser avec le sujet.

Celui-ci, en plus du choix d’'une loi de gaz raide, nous a permis de nous confronter aux
difficultés propres aux systemes multiphasiques : calculs de pression, énergie, vitesse du son
plus complexes, recherche de 1’équilibre thermodynamique, gestion des termes sources... Cette
premiére étude menée & son terme nous a permis de mieux aborder le cas triphasique.

Bien que la structure du systéme en triphasique soit similaire a celle du diphasique, ’ajout
d’une troisieme phase avec contrainte de miscibilité ont considérablement compliqué les calculs
d’une maniere générale, comme nous ’avons mentionné au long du rapport.

Nous avons pu mettre en oeuvre le schéma complet, avec des résultats satisfaisants. Néan-
moins, plusieurs choses sont a approfondir. Premierement nous avons testé nos schémas sur
un seul probléeme de Riemann, un deuxiéme avec une autre configuration d’ondes serait bien-
venu.Ensuite, il faut déterminer un cas test réaliste pour valider le code. Cette étape nécessite
une étude bibliogrphique importante. Enfin, la partie termes sources dans ce dernier cas peut étre
approfondie, d’abord pour s’assurer de son bon fonctionnement dans des situations plus variées,
et également pour étudier son comportement de fagon plus précise.
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ANNEXE A

SCHEMA DE ROE AVEC LES
VARIABLES (Y, 7, u, P)

La premiere étape consiste a effectuer le changement de variable. En utilisant les régles de
dérivation, et en considérant e = e(7, P,Y), on peut ré-écrire le systéme convectif avec le jeu de
variables voulu comme :

OV + A(V)0,V =0

Avec A(V) :(il ﬁQ) avec (A4;)i=1..4 des matrices 3x3 telles que :
3 Ag

u —71 0
Ay =A3=0, Ay=ul3, Ay=|0 u 7],
0 £ wu

?
N de 1 de i _ &2 . . 12
on = =17 (8P) (P + aT) . On peut alors définir v = 5. On étudie les éléments propres
de Ay, et on obtient que pour Ay =u—c¢, \o =uet \3=u+c,ona:

T 1 T
v = c , va=1[0], w3= —c
—yP 0 —yP

Ce qui permet d’en déduire les éléments propres de A : son spectre est le méme que celui de
Ay, et ses vecteurs propres sont :

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0
=1l 2T ol T ol T - s = g Te = - )

0 0 0 c 0 —c

0 0 0 —vP 0 —vP

Avec 112,35 vecteurs propres pour Ay = u, r4 vecteur propre pour \; = u — c et rg vecteur
propre pour A\; = u + c. Il faut finalement déterminer les coefficient (7;);=1..¢ solutions de
AV =Y. ~;r;. La résolution est directe pour ¢ = 1,2, 3, et la partie restante du systeéme s’écrit :
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AT =T7(7a+7) + 75
Au = ¢(v4 — 76) (A1)
AP = —3P(v4+ )

On obtient les expression suivantes :

Y4 = 5z (€Au — TAP)
Y6 =va — B (A.2)
v = AT — T(74 + 76)
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ANNEXE B

RECHERCHE D’UNE FRACTION
D’EQUILIBRE

On s’intéresse ici a la validation de notre code et a certaines propriétés relatives a ce probléeme.

B.1 PRINCIPE DE L’ALGORITHME

Chaque fonction nécessaire est codée en fonction de 7, e, Y, : potentiels, entropies, pressions,
températures... Ainsi que z¢q et yeq en fonction de ..

En effet, a.q est notre inconnue, la dichotomie opere sur elle : pour chaque ae, donné, on
calcule yeq et z¢q puis on peut calculer iy — pt,,. On écrit également un fichier contenant les valeurs
pour tracer Qg > [ — fy-

B.2 (CAS DIPHASIQUE POUR DES GAZ PARFAITS

La difficulté étant de vérifier le code, une premiere étape consiste a le faire pour des gaz
parfaits.

On fixe donc IT, =0 et Cp = 1, pour k = [, v.

Les entropies phasiques s’écrivent alors simplement :

si(r,e) =In(er) + (v — Dln(7y)
L’entropie de mélange s’écrit d’apres (2.18) :
v()
—_—
s(rye,Y)=Ine+ (yy + (1 — y)v, —1)Int
+ (v — Dylna+ (1, — 1)(1 — y)In(1l — «)
= yy — (1 = y)in(1l —y)
+ylnz + (1 — y)In(1 — 2)

Avec y(y) = yn + (1 —y)mw
A T’équilibre, I’entropie atteint son maximum et donc ses dérivées partielles s’annulent.

© 0,8(1,6,Y) =0 <= y =z,
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© 0a8(1,6,Y) =0 <= a= “g:lly,

On obtient alors une expression de 9, s(7, €, y) ne dépendant plus de « et z. Il suffit de résoudre
Oys(T,e,y) =0 avec :

sy(rey) = (1 — ) (1n< - 1) (= Dy — 1) — (0 — Dinfy — 1)

-
v—1

Premiérement, on peut vérifier si le résultat donné par notre algorithme nous donne une
solution de 9ys = 0, et comparer avec une résolution sous Python par exemple.

Deuxiemement, on peut s’intéresser aux influences de 7 et e. On remarque d’abord que e
n’apparait pas dans I’équation résolue : dans les entropies, Il est en facteur de 1’énergie (on
renvoie & la remarque 7), donc dans le cas des gaz parfaits, e n’intervient pas dans les valeurs
des entropies.

1.01 —— alpha
— vz

0.8 -

0.6 -

fractions

0.4

0.2

0.0 -

0.90 0.95 1.00 1.05 1.10
tau

FIGURE B.19 — Fractions & ’équilibre en fonction de 7 (pour des gaz parfaits)

On constate qu’on obtient une valeur non triviale de y pour 7 € ]0.891;1.113[, & 1072 pres.
On représente ici les fractions obtenues en fonction de 7 sur cet intervalle.

Pour 7 > 1.113, I’équilibre correspond & une seule phase gazeuse (masse volumique faible), et
pour 7 < 0.891, I’équilibre correspond & une seule phase liquide (masse volumique importante).

Yeq=Yeq (7)
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B.3 (CAS TRIPHASIQUE POUR DES GAZ PARFAITS

On s’intéresse au cas avec transition de phase. Rappelons que 'on cherche Yz, = (y1, a4, 21, 24)
a (7,e,y,) fixés.
On impose les conditions d’équilibre valides a l'intérieur du domaine :

T:T’l:Tq:TU
P=P =P, +P, (B.1)
Ml = Uy

. Egalité des températures : puisque Tj = ey, on a directement e = ¢; = e, = eg. De plus,

2k
€y = —€ = ZL = Yk
Yk

Alinsi, on connait (zx) dés qu’on connait (yx). Il ne reste que y; et «; a déterminer.

. Egalité des pressions : puisque Pj, =

(ve—=1)ew
. . Tk
sion de y; en fonction de a :

, on obtient aprés manipulations une expres-

(’79 — ’Yv)yg + (’Yv - 1)
a

Yy =
Y =14y —m)

Il ne reste qu’a utiliser cette expression dans 1’égalité sur les potentiels chimiques pour
obtenir une équation en ;.

. Egalité des potentiels chimiques : en utilisant pup = ey + Pp1r — Tx Sk, on obtient apres
simplifications, I’équation :

(71— 1)(1=In(a)~In(y(en))) — (3o —1) (1 —In(1— ) ~In(1— gy — g1 (1)) + (o —7) In T = 0,
o y; () est donnée par I’expression précédente. On a donc une équation en «y, permettant
de calculer le vecteur des fractions & 1’équilibre Yz,.

Afin de vérifier la validité des termes sources implémentés, on peut étudier ’évolution de
Y, selon 7 et y,. Comme dans le cas diphasique, I’énergie interne n’intervient pas dans notre
équation.
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Y_éq = f(tau), y_g = 0.005 Y_éq = f(tau), y_g = 0.01
1.0

1.0 — alphal_éq — alphal_éq
— yléq=1zI1_¢q — ylég=1zI_¢q
0.8 0.8
o 0.6 o 0.6
3 3
© ©
< <
=3 =3
© 0.4 © 0.4
0.2 0.2
0.0 0.0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 12 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 12
tau tau
Y_éq = f(tau), y_g = 0.05 Y_éq = f(tau), y_g = 0.1
—— alphal éq —— alphal_éq
— ylég=2zI_¢éq 0.8 — ylég=2zl_¢éq
0.8
0.6
0.6
g g
e e
£ £ 04
£ 04 b
0.2 0.2
0.0 0.0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 12 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 12
tau tau
Y_éq = f(tau), y_g = 0.2 Y_éq = f(tau), y g = 0.3
—— alpha |_éq 0.6 —— alpha |_éq
0.7 — yléq=12zI_¢q — yl éq=12zI_2¢q
0.6 0.5

=)
»

14

kS

T o
Zioa pul
2 203
=3 =3
© 0.3 ©
0.2
0.2
01 0.1
0.0 0.0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
tau tau

FIGURE B.20 — Yz, = Ys,(7) pour quelques fractions de masse gazeuse y,

On constate que plus la phase gazeuse est présente, plus I'intervalle pour 7 dans lequel on peut
trouver des fractions d’équilibre non triviales (non 0 ou 1) est restreint. On aurait pu également
représenter les fractions de la phase vapeur.
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Puis on peut tracer ’évolution des trajectoires des fractions du systéme d’EDO résolu dans
la partie termes sources :

0.5 — v
— a
— z
0.4 1 - Z9
z | éq=0.348
alpha_|_éq = 0.299
0.3 pha__€q
0.2 A
0.1 A
0.0

T T T T T
0 200 400 600 800 1000

FIGURE B.21 - Trajectoires de Yz, pour 7 =1 et y, = 0.005

0.5 t z | éq=0.489
alpha_|_éq = 0.443

0.4 -

0.3 A

0.2 A

0.1 v
— al
— z
—_—z

0.0 -9

0 200 400 600 800 1000

FIGURE B.22 — Trajectoires de Yz, pour 7 = 0.1 et y, = 0.2

Pour chaque exemple, on a indiqué sur le graphe les fractions d’équilibre trouvées par la
méthode présentée, que I’on peut retrouver sur les courbes a la page précédente pour les valeurs
de (7,y4) correspondantes.
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ANNEXE C

DERIVATIONS D’EQUATIONS AUX
DERIVEES PARTIELLES

C.1 CHANGEMENT DE VARIABLE DU SYSTEME ((3.14)

Le choix de changement de variables conservatives - primitives est effectué plusieurs fois dans
ce travail, on en présente donc un exemple. Pour des solutions régulieres, on traite les 5 équations

définissant (3.14)), que on rappelle ici :
Systéme conservatif :

O¢(pyr) + Ou(yipu) =0
9e(pyg) + Ox(ygpu) =0

Op + 0z (pu) =0

¢ (pu) + 0, (pu® + P) =0

O (pE) + 0:((pE + P)u) =0

- Les deux premieres sont identiques, considérons par exemple celle en y; :

O (yip) + Oz (yipu) = pdyyr + yiOp + YiOzpu + pudyy
= pOryi + pudyy, = 0,

en utilisant I’équation de conservation de la masse. En divisant par p # 0, on obtient :
Owyr +u0zyy =0,  Oryg + udpyy = 0. (C.1)

- Equation de conservation de la masse :

1 1 1
Op + Ozpu = Op— + —0pu + Opu—
T T T
1 1
= —78{7- + 7awu - iamT = O,
T2 T T2

soit au final :

Oy + udyT — 1O u = 0. (C.2)
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- Pour la 4e équation, on a :
Orpu + 0y (pu® 4+ P) = pdyu + udyp + pudpu + udypu + 0, P

1
— 20+ Lo,u+ 0,P,
T T

et donc :
Owu + ul,u+ 70, P = 0.

- Enfin pour la derniére équation, on utilisera que pudsu + pu?0,u + ud, P = 0, que l'on a
d’apres le calcul précédent. Ainsi :

OpE + 0 (puE 4+ uP) = Edip + pOtE + Edypu + pud, E + ud P + POy u
u? u?
= pOy (e + 2> + pud, <e + 2) +ud, P+ POyu

= poie + pudyu + pudge + pu28mu +ud, P + PO,u
= poie + pudye + POy u.

En multipliant I’équation par 7, on a donc :
oe +udye + T7POu = 0.
Explicitons a présent 0; P pour obtenir une équation en pression :

5'tP :8tT(97—P + 8t68eP + atylaylP + 3ty98ng
=(T0xu — 0, 7)0r P — (u0ze + TPOu)0 P — 0,410y, P — udyy40,, P
=(10:P — TPO.P)0yu — (0p 707 P 4 0,€0. P + 03410y, P + 0240y, P) u,

0z P

ce qui nous donne alors :
O P + (tPO.P — 70, P)0,u + ud, P =0,

et donc par définition de c :
2
O P + ?&Cu +ud, P =0.

On a donc le systéme suivant, équivalent & (3.14) pour des solutions régulieres :

Oryr +u0,yr =0

Dryy + udyyy = 0

Oy +ud,T — TO,u =10
Ot + ul,u + 10, P =0
0P + £0yu+ udy P =0

61



C.2 EXPRESSIONS DE LA VITESSE DU SON

Proposition 14. On a la relation :
c? 9
5= PO.P—0;P=—-T(P?0ccs — 2P0:c5 + 0:19)
Démonstration. En effet, on a en utilisant les définitions de la pression et de la température :

PO.P — 0;P = P0.(T0;s) — 0-(T0;s)
= P9, TO0;s+ PTO;.s — 0;T0;s — T, s

= PO, i 0,8+ PT0:08 — 0 i 0r8 —T0:+s
0Oes O
s s

=p_ Dec 0r8 + PTO.s + O- Ore ———0;8—T0 ;s

(Des)? (Des)?
= PT2(78565)875 + PTO;s + T?0,.50;8 — TOyrs
= —P%T9,.5 + PT9;cs + PTOres — TO-rs
—T(PQBEes —2P0;cs + 071 8)

Proposition 15. On a, dans le cas triphasique la relation suivante :

C

2
- _ _ Qg

Démonstration. On repart de 'expression de la Proposition 14 et on exprime les dérivées par-
tielles de s avec celles des (s ).
O
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