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Résumé :

Ce papier propose d’étudier un systeme amorti gndptrois degrés de liberté en frottement afin de
constater les différences de stabilité, liées auptage de modes, entre le frottement plan et le
frottement rectiligne. En calculant les valeurs jpres complexes du systéme linéarisé et en utillsant
critere de Routh-Hurwitz, les zones de stabilitetdoacées en fonction des paramétres du systéme
ainsi que les parties réelles des valeurs proprésles frégquences pour certains cas. Sans
amortissement, les résultats montrent que les zdimetabilité obtenues avec le frottement plantson
plus étendues que celles correspondant au frottemesiligne mais ce résultat n'est plus vrai
lorsque I'on ajoute de I'amortissement. Par aillsuiguand le systeme est instable avec les deux
hypothéses, les parties réelles des valeurs propibésnues avec le frottement plan sont plus faibles
gue celles correspondant au frottement rectiligaeqai signifie que le systéme avec frottement plan
est moins déstabilisé.

Abstract:

In this paper, the study of a damped system ottdegrees of freedom with friction is proposed in
order to highlight the differences on mode couplingtabilities between planar and rectilinear
friction assumptions. By calculating the complegeaivalues of the linearized system and by using the
Routh-Hurwitz criterion, stability areas, real parbf the eigenvalues and frequencies are plotted
against the system parameters. Without damping,gbidts indicate that the unstable areas obtained
with planar friction are generally larger than thegorresponding to rectilinear friction but thisstat

is no true with damping. In addition, when thetegsis unstable for the two assumptions, the real
parts of the eigenvalues obtained with planar foiet are smaller than those corresponding to
rectilinear friction which means that the systerthviglanar friction is less destabilized.

Mots clefs : dynamique des structures, frottementinstabilité,
amortissement.
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1 Introduction

La détermination du comportement vibratoire decstmes déstabilisées par le frottement est au coeur
de nombreux problemes industriels. Dans le domaésetransports par exemple, on peut évoquer les
bruits de crissement émis par les systéemes deafieifi, 2, 3] ou générés dans les courbes au niveau
des contacts roue/rail pour ce qui concerne l@¥aire [4]. La réduction durable de ces bruitsles
nuisances occasionnées passe par la compréherssomékcanismes de génération qui leur sont
propres, en premier lieu les phénoménes vibratdimastabilités et de vibrations auto-entretenues.

Les chemins menant a ce type de vibrations pousyis®mes mécaniques frottant sont multiples et
ont été étudiées par de nombreux auteurs [5, 6Si7]'on s’en tient aux explications purement
structurales — c’est-a-dire découplées au maximesredfets tribologiques ou thermiques par exemple
— on peut distinguer deux grands types de désatidn liee au frottement. Toutes deux peuvent étre
mises en évidence avec une simple loi de frotterder@oulomb mais I'une nécessite un coefficient
de frottement diminuant avec la vitesse de gliss¢taadis que I'autre se satisfait d’'un coefficidat
frottement constant. La premiere peut apparaitres da systéme a un seul degré de liberté alors
gu'au moins deux degrés de liberté — deux modednsi gu’'un couplage intrinseque entre les
dynamiques normales et tangentielles du systénteimdispensables a la deuxieme : l'instabilité est
alors associée a une bifurcation par couplage akeset c’'est ce cas qui nous intéresse ici.

Des modeéles minimaux, académiques, exhibant cedypstabilité peuvent étre trouvés facilement
dans la littérature [8, 9, 10]. lls permettent demprendre en profondeur les ressorts et les
caractéristiques du phénomene avant de passer apgpdisations plus concrétes. Dans [9] par
exemple, Hoffmaret al étudient ces instabilités pour un systeme simpeux degrés de liberté sans
amortissement. Dans [8], I'effet de 'amortissemesit illustré sur ces instabilités pour un systéme
deux degrés de liberté. Dans ces travaux, le codeata masse avec le plan frottant s'effectuelgar
biais d’'une raideur de contact. C'est un choixtredenent courant dans ce type de modéle simple,
mais aussi dans des modéles plus élaborés, quisfegliquer aussi bien par des considérations
physiques (I'élasticité locale du contact) que akawires (la force de frottement est directemérd |

au déplacement normal local ce qui simplifie laeré®m équation du probleme). Le cas d'un contact
imposé de maniére cinématique, bilatéral ou umdhtéi I'on souhaite prendre en compte les
phénomeénes de décollement, a été moins étudiéaiRaurs, si I'on se restreint, comme dans les
modéles cités plus haut, a un degré de libertéeteray contact, c’est-a-dire a un frottement rigctd,

il n'est pas possible d’expliquer certains phénoesdiés a la nature intrinséquement plane de lddoi
frottement de Coulomb, en particulier le fait qaedirection de I'effort de frottement varie aves le
vibrations de la structure. Un modeéle trées simmarmgttant de combiner ces deux caractéristiques
(pas de raideur de contact et frottement plangedsi proposé par Moirot dans sa these [11]. Reur
systéme a trois degrés de liberté (réduit a deexfois le contact imposé pour I'étude de stabilité)
Moirot étudie les zones d'instabilités par coupldgemodes en fonction des différents paramétres, en
particulier le coefficient de frottement. Les ditf@éces entre le frottement plan et le frottement
rectiligne sont mises en évidence mais seulemens d& cas non amorti et en terme de zone
d’instabilité ce qui le conduit a conclure a l'dffééstabilisant du frottement plan. Dans d'autres
travaux cependant, en particulier pour des mog#lescomplexes [12, 13], le frottement plan semble
plutdt stabiliser le systeme.

Dans ce papier, I'objectif est de revenir sur lg&knces entre les deux hypothéses pour le modéle
minimal proposé par Moirot, mais en comparant l&srdations résultantes et en ajoutant de
I'amortissement dans le modeéle ce qui nous corduite conclusion plus nuancée. Une description et
une mise en équation de la dynamique du systemeometact glissant est d’'abord présentée. La
linéarisation de la loi de frottement et I'impoasitidu contact permet ensuite d’aboutir & un systeme
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linéaire du deuxieme ordre a deux degrés de litdoté les signes des parties réelles des valeurs
propres complexes déterminent la stabilité de ilde glissant. Le critéere de Routh-Hurwitz est
appliqué afin de déterminer les différentes zoreestdbilités du systéeme, amorti ou non amorti, avec
I'hypothese de frottement plan ou de frottementiligoe. Les graphes de bifurcations du systéme
amorti, en particulier I'évolution des parties tésl des valeurs propres avec le coefficient de
frottement, sont enfin présentés pour différentesctons de la vitesse de glissement.

2  Formulation du probleme

On considere le systeme décrit par la Figure dstlicomposé d’'une masgeen contact frottant avec
un plan rigide en mouvement rectiligne de vitessestantd/. La masse est maintenue par trois
raideurs et serrée contre le plan par un effortosgp. Un amortissement iso-réparti est intégré au
systéme comme le montre la Figure 1. La directienadvitesse du frottemetipar rapport au repére
du systéme est repérée par 'argjle

i

Figure 1 : Description du systéme mécanique.

On s’intéresse a la dynamique de la masse régikepaation :
[MI{U} + [CI{U} + [K]{U} = (R} + {F}

oll les composantes des vecteits = (U, U, U,)" et{U} et {U} sont, respectivement, les
déplacements, les vitesses et les accélérations ldantrois directiong, y etZ. Le vecteu{R}
contient la réaction de contact et I'effort de tieatent qui s’appliquent sur la masse. La matrice de
massgM], la matrice d’amortissemeff], la matrice de raidedK] et le vecteufF} représentant
I'effort appliqué sur le systéme sont donnés par :
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m 0 0
[M] = [0 m 0]
0 0 m
c 0 0
[C] = [O c 0]
0 0 c
kq 0 kitana
K] = 0 ko k, tan ﬁ]
kytana k,tanf kn

{F}=0 0 E)T

aveck, = kjcos?a, k,=kjcos?p etk,=kj +k tan?a +k,tan? 5. Le couplage entre les
degrés de liberté normal et tangentiels est effepar le biais des anglesetf. C'est une condition
nécessaire a l'apparition d'instabilité par coupkgde modes. Le choix de raideurs et k;
orthogonales simplifie la mise en équation et lmpEEhension des phénomeénes. Il permet d’obtenir
des équations totalement découplées pour les degresl de liberté tangents — les deux modes
concernés par le couplage de modes — lorsqu’ilanpas de frottement. Ce choix ne restreint pas la
généralité des résultats, toute autre configurgimn/ant se ramener a celle-ci avec un changeneent d
repére approprié.

Dans le cadre de cette étude, on s'intéresse dmnoscillations du systeme autour de la position
d’équilibre glissant. Le contact est suppasgriori bilatéral et glissant et I'effort de frottement es
donné par la loi de Coulomb en glissement avecoafficienty constant. Les équations relatives au
contact frottant s’écrivent alors :
{R} = [PI"Ry + [P]"Ry + [P]" Ry,
U,=0

V-U;
Rt _ { -Up }
S (]

~Up
ou [P] = [cos® sin6 O], [Pp] =[—sin® cos® O]et[P,]=[0 0 1].R;, Ry €tR, sont
respectivement les deux composantes de I'effoftatiement et la réaction de contact qui s'exercent

sur la masse dans les directign® etZ. U, = [P,]"{U} etU, = [P,]7{U} sont les vitesses de la
masse dans les directiohstb. Les matrice$P; |, [P,] et[B,] permettent de passer des efforts dans le
repére local associé au frottement aux efforts ¢kamepére global. On note que le caractére plan du
frottement rend la loi de frottement en glissemeon linéaire, la direction de glissement pouvant
varier. Dans le cas d'un frottement rectiligne ctamposante de I'effort de frottement suivarest
nulle et la loi de Coulomb en glissement s’exprsimeplement paR; = uR,,.

Le calcul de I'équilibre glissant du systéme (pfilf = {U} = {0}) consiste a résoudre un systéme
algébrique a trois degrés de liberté et ne posaleatifficulté particuliére. Selon les parametieet,
équilibre glissant n’existe cependant pas toujduty.
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3  Stabilité de I'équilibre glissant du systeme fraant

Pour étudier la stabilité du systéme, il faut ddinéariser des forces de frottement autour de la
position d’équilibre, ce qui donne (cf. [11] ou [¥ur plus de détails) :

Ry = uRy
Ry .
Ry = —#VnUb

OUR¢ est la réaction normale a I'équilibre. Dans le das frottement rectiligne, le ternig, est alors

PR T . . RE . : e .. .
négligé et on retrouve directement la loi de Couldotre terme—,uT"Ub, résultant de la linéarisation

de la direction de glissement, apporte une corttdbuen vitesse a la réaction de contact lors d’'un
frottement plan, c’est-a-dire un terme d’amortissetCette contribution, qui augmente avec I'effort
appliqué et diminue lorsque la vitesse de glisséraagmente, sera par la suite prise en compte au
travers de la matrice d’amortissemgfi].

La suite du calcul consiste a éliminer les autéstions du probleme pour obtenir une formulation
uniguement en déplacement, vitesse et accélérddios le plan tangent. La premiére étape consiste a

utiliser la nullité du déplacement normal pour éxy@r R,, en fonction de{Up} = Uy U)T:
R, =[kitana k,tan ,8]{Up}

La composante de la force de frottemRpse déduit simplement dg, et le systeme d'équations
restreint au plan tangent peut s’écrire finalement

[1{0p} + (I€] + ) {Up} + ([K] + [Ku]){Up} = 0

ou[M], [C] et[K] sont les restrictions des matride#], [C] et[K] au plan tangent, respectivement.
Ces matrices sont diagonales : elles caractérissnieux modes découplés qui conditionnent le
comportement du systeme glissant sans frottenteatailleurs, on a :

(€] = ulP5]" T2 [F5]

[K.] = —y[ﬁt]T[kl tana k,tanf]

ou[P;] =[cos6 sind]et[P,] =[-sin@ cos6] sont les restrictions dans le plan tangeritPdpet
[Py], respectivement. L'effet du frottement est dodcdux deux matrices ci-dessus qui conduisent a
un couplage des modes sans frottement, d’autastiplportant que le coefficient de frottemandst
élevé. On constate que le couplage de modes dépdadois de la géométrie du systeme — le
couplage intrinséque caractérisé par les angletys — et de la direction de frottement par rapport au
systeme caractérise par I'angle

La stabilité du systéme est analysée en calcutantdleurs propres complexedu systeme linéarisé,
ce qui revient a résoudre I'équation caractérigtiqu

det (AZ [M] + A([C] + [Cp]) + ([K] + [K#])) =0
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Si toutes les parties réelles des valeurs prog®emt négative, I'équilibre du systéme est stdfre.
revanche, si au moins une des valeurs propregarsia réelle positive alors I'équilibre est indtab

Les parties imaginaires de ces valeurs propregseptent les fréquences des modes instables et les
parties réelles les divergences.

Afin de déterminer les zones de stabilité de I'Gloé du systeme en fonction des différents
parameétres, le critere de Routh-Hurwitz est utiliggl]. Le développement de [I'équation
caractéristique permet d’obtenir une équation pmiyiale de degré 4.

A4 +a313 + azlz +a1/1+a0 = 0

L’application du critere de Routh-Hurwitz explicie signe de la partie réelle des valeurs propnes e
fonction des quatre coefficients suivants :

a=a
b =a;
c=a,a; —a,
d = ay(azaz — a;) — agaj

Sia,b,c,d > 0 alorsv i Re(4;) < 0 et I'équilibre du systéme est stable.aSh,c > 0 etd = 0 alors
pouri = (1,2) Re(4;) =04; # 0 et pouri = (3,4) Re(4;) < 0. Sia,b,c >0 etd < 0 alors pour
i=(1,2)Re(1;) >0 etpouri = (3,4) Re(4;) < 0 et I'équilibre du systeme est instable.

Par cette méthode, on peut déterminer les coetfgide frottement critiques,, tel qued(u.) = 0,

ou I'équilibre du systeme change de nature, c’adité passe de stable a instable ou de instable a
stable (sans amortissement les expressions anadgtidgu,. sont explicitées dans la thése de Moirot
[11]). Selon les cas, les coefficients de frottetrezitiques sont les racines d’un polyndme de édgr
(frottement plan sans amortissement), de degréoftgnent rectiligne avec et sans amortissement) et
de degré 4 (frottement plan avec amortissement)n@a que dans ces deux derniers cas, si I'on
obtient deux racines réelles et positives, il essfble pour le systéeme de se restabiliser apréis av
était instable. Les résultats ci-dessous illustnetémment ce phénoméne.

4 Résultats

Dans ce qui suit, nous allons tout d’abord nousregser aux zones de stabilité du systéeme sous
différentes configurations et ensuite analyser pegnomenes physiques de couplage de modes
associés. Les parametres choisis pour cette éwdérique sontm = 0.01 kg, a« = 30°, = 60°,

ki =20Nm™, V=1mst, F=(0 0 10)"N, wy; =21 x100rad.s™!, wy, = 2w X
75rad.s™t etn = 0.02. wy; etwy, sont les deux pulsations propres du systéme sattenfient
dans les directiong ety . n est le facteur d’amortissement du premier modeaQiors k; = m X

wg_i (i=12)etc=mXnXwy;.
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4.1 Zones de stablilité

Dans cette partie, on s'intéresse aux zones dditgtate I'équilibre du systeme tracées en fonction
des parametreg eté.

La Figure 2 illustre la différence entre les zodesstabilité pour un systeme non-amorti dans leecad
d'un frottement rectiligne et d’'un frottement plah.est clair que le caractére plan du frottement

déstabilise le systeme. En effet p6ue [O; 32—”] le systéme non amorti avec un frottement recelign

reste stable, ce qui n'est vrai pas pour le frottetnplan. De plus pour € [_7” O] la zone de stabilité

de I'équilibre du systéme non amorti avec un frogat plan est plus petite que celle avec un
frottement rectiligne. Ainsi pour un systéme nonodm I'ajout de la matricdC,] déstabilise la
solution statique de ce systéme. Dans ce quadrast,possible d’interpreter plus en détail leerde
cette matrice. En effet, la contribution en amediment apportée sur chacun des deux modes sans
frottement différe fortement en fonction de l'angle On observe que lorsque vaut -45°,
'amortissement est iso-réparti et le systéme save dans la situation «la plus stable » pour ce
guadrant (c.a.d. que la valeur du coefficient détdment qui destabilise le systéme correspond a la
valeur maximale des différentes configurationscgiguadrant). Inversement lorsguig’approche de

0° et -90°, I'amortissement devient fortement naeo-riéparti ('amortissement apporté est trés
différent sur les deux modes) et la déstabilisagisthmaximale ce qui illustre le paradoxe désisnili

par I'ajout de la contribution de la matrice d’atesement[C,]. Ces remarques sont en accord avec
les conclusions présentées dans [8] sur le rolan®rtissement pour les instabilités par coupldge
modes.

1 T L]
. / +  Rectiligne
0.8 ey Non existefice équilibi +  Plan

0.6

Stable Instable}—

4.4 Stable

02

Stable

WL sing
O
Y

-0.2

-0.4}F Instable Instable ]

08 Instable

Stable
-0.8

1 L] 1
=1 {05 0 0.5 1
L COsO

Figure 2 : Comparaison des zones de stabilité du systeme non amorti pour un frottement rectiligne et un frottement plan.
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Figure 3 : Comparaison des zones de stabilité du systeme amorti pour un frottement plan et un frottement rectiligne.

La Figure 3 illustre la différence entre les zodesstabilité pour un systéme amorti dans le cadme d
frottement rectiligne et d'un frottement plan. POuE [0;32—”] le systéme amorti avec un frottement
rectiligne reste stable, ce qui n’est pas vrai ptarfrottement plan. Pour autant, les zones
d’instabilités sont réduites comparé au frottemalah sans amortissement. P6ue [_7” ;O] il est

possible de trouver une valeur de I'an@lpour lequel le caractére plan du frottement esdtiksant
comparer a un frottement rectiligne. L'ajout dem@rtissement permet de stabiliser, pour certaines
directions de frottement, le systéme avec un fnott@ plan comparé au systeme avec un frottement
rectiligne.

4.2 Bifurcations

On illustre maintenant les phénomenes constatés Bapartie précédente en se focalisant sur la
coalescence des modes. A cet effet, des bifurasont tracées pour montrer I'effet stabilisant ou
non du caractére plan du frottement comparé atefrgnt rectiligne pour un systéeme amorti. Pour
chacun des graphiques la directibde la vitesse du plan est fixée.

Les Figures 4 et 5 représentent I'évolution desigmréelles et imaginaires des valeurs propres en
fonction deu pourf = —30° etd = —50°, respectivement. La Figure 4 illustre I'effet ddslisant du
frottement plan comparé au frottement rectilignarpan systeme amorti. En effet, la partie réelle du
frottement plan devient positive pour urinférieur a celui du frottement rectiligne. Il ycaalescence
des fréquences sans que celle-ci se croisent. duae=b illustre I'effet stabilisant du frottemeriaip
pour une directio = —50°. Contrairement au cas précédent, la partie rdelMgent positive pour un

u supérieur a celui du frottement rectiligne. Desglors de la coalescence des fréquences, celks-ci
croisent. Dans les deux cas, I'instabilité duerattdment plan et toutefois plus faible que celle du
frottement rectiligne : les parties réelles possidu frottement plan sont nettement inférieureslia

du frottement rectiligne.
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Figure 5 : Parties réelles et fréquences pour 8 = —50°
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Figure 6 : Parties réelles et fréquences pour 6 = —82°

La Figure 6 illustre la possibilité de redevenalse pour le frottement rectiligne avec amortissgme
En effet le critere de Routh-Hurwitz, pour ce cdsnne un polynéme de degré 2 (emavec la
possibilité d'obtenir deux racines positives poertaine direction de la vitesse. Ainsi pour pn
supérieur a la seconde racine, I'équilibre, s’iisex toujours, redevient stable. Sur la Figure 16, o
constate qu'il existe up a partir duquel les parties réelles redeviennéggtives et les fréquences
des modes redeviennent indépendantes.

Enfin, la Figure 7 illustre pour la directich= 80° la possibilité d’obtenir une instabilité de
divergence ¢ = 0) pour unu inférieur auu critique d’existence de I'équilibre. On constates gour
cette configuration l'instabilité de divergence ebtenue directement et non aprés une instabgité p
flottement.
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Figure 7 : Parties réelles et fréquences pour 6 = 80°

5 Conclusion

Dans ce papier, les instabilités par couplage déesial’'un systéme frottant a trois degrés de liberté
ont été étudiées. Le systeme proposé permet ercydarnt de prendre en compte I'aspect plan du
frottement contrairement a des systémes a deux¥slelgr liberté.

Dans le cas d’'un systeme non amorti, le frottenmah a un caractére déstabilisant comparé au
frottement rectiligne et ce dans n’importe quelleection de glissement. En ajoutant de
I'amortissement, le frottement plan devient en neve stabilisant pour certaines directions. Ces
conclusions s’entendent uniquement en termes deszia stabilité. En effet, dans les zones instables
il apparait que les parties réelles des valeursrpsocomplexes obtenues dans le cas d’un frottement
plan sont inférieures a celles correspondant attefrent rectiligne, ce qui signifie que la montée
initiale en divergence lors de I'apparition de $iabilité est plus lente.

Par ailleurs, des phénoménes de re-stabilisatib@galement été mis en évidence dans les cas d’'un
frottement plan avec amortissement et d’un frotigmectiligne avec ou sans amortissement.
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