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Résumé :

L’objectif de ce travail est de déterminer un critère de plasticité approché pour
un monocristal poreux et de le comparer avec des résultats numériques pour une
microstructure avec une répartition périodique de pores. A partir d’une forme
régularisée du critère de Schmid, nous avons dérivé un critère phénoménologique
en adoptant une approche cinématique d’analyse limite. Par ailleurs, des cal-
culs numériques utilisant la méthode FFT ont été réalisés pour des microstruc-
tures poreuses soumises à des chargements axisymétriques et en faisant varier
l’orientation cristalline. Les résultats obtenus pour des monocristaux cubiques et
hexagonaux sont satisfaisants.

Abstract :

This study is devoted to the derivation of a yield function for voided single crystals
and to confront it with numerical calculus on periodic microstructure. By making
use of a regularized form of the Schmid law, a phenomenological yield function
has been obtained by a kinematic limit-analysis approach. Numerical calculus
using the FFT-method has been carried out for axysimmetric loadings and different
crystalline orientations. Comparison between yield function and numerical results
lead to a good agreement.

Mots-clefs : Monocristal, Porosité, Analyse limite, Homogénéisation
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périodique, Méthode FFT

1 Introduction

Ce travail est une contribution à l’étude de la rupture ductile de matériaux
métalliques. La description de ce mode de rupture, contrôlé par la croissance de
micro-cavités, nécessite de connaître la loi de comportement plastique de milieux
cristallins poreux. Dans cette optique, la prise en compte de l’anisotropie plastique
du monocristal apparaît essentielle. Le but de notre étude est de proposer un
critère de plasticité analytique pour un matériau monocristallin contenant des trous
de forme sphérique. Il existe actuellement un nombre assez restreint de travaux
sur ce sujet [1, 2, 3].
L’approche que nous proposons repose sur l’utilisation d’une forme régularisée de
la loi de Schmid (critère de plasticité du monocristal sain). Ceci nous permet de
nous appuyer sur une forme de critère anisotrope existant issu d’une approche par
analyse limite [4]. Une extension phénoménologique de ce critère est proposé en
considérant le cas de chargements purement sphérique et déviatorique.
Afin d’évaluer la pertinence de ce critère, nous avons effectué des calculs
numériques avec la méthode FFT [5] pour des monocristaux élastoplastiques
avec une répartition périodique de trous sphériques. L’intégration de la loi consti-
tutive élastoplastique est effectuée en ayant recours à un problème de minimisation
pour déterminer l’état de contraintes plastiquement admissible et l’incrément de
déformation plastique correspondant. Afin d’envisager différentes anisotropies
plastiques, nous avons étudié des monocristaux de structure cubique et hexagonale.

2 Loi de Schmid régularisée

On considère un monocristal se déformant plastiquement par glissement de dislo-
cations sur des plans cristallins particuliers. Le cristal présente K systèmes de
glissement définis par un plan et une direction de glissement. Selon la loi de
Schmid, le domaine de plasticité C du monocristal est défini par à l’aide d’une
fonction seuil multi- critères

C = {σ, fk(σ) ≤ 0, k = 1, ..,K}

avec fk(σ) = |σ : µk|−τ c
k . µk est le tenseur de Schmid du système de glissement
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Figure 1: Coupe de la surface de plasticité dans le plan des contraintes dévia-
toriques (s11, s22). Le critère de Schmid f(σ) = 0 est en trait plein et le critère
régularisé freg(σ) = 0, pour différentes valeurs de n, en trait discontinu.

k et τ c
k la cission critique associée. Le critère de plasticité du monocristal s’écrit

donc
f(σ) = sup

k
fk(σ) ≤ 0 (1)

La régularisation de la loi de Schmid consiste à approcher la fonction seuil
multi-critères f(σ) par une fonction différentiable et strictement convexe freg(σ)
[6]

freg(σ) =

(∑
k

( |σ : µk|
τ c
k

)n
) 1

n

− 1 ≤ 0, n≥2.

Lorsque n→ +∞, la fonction freg(σ) tend vers f(σ). Ce type de régularisation
est illustré sur la Figure .

3 Approche par analyse limite

Afin d’obtenir un critère de plasticité approché pour le monocristal poreux, on
propose de déterminer la contrainte maximale que peut supporter une sphère
creuse monocristalline contenant un trou sphérique en son centre. Pour cela, nous
adoptons la démarche d’analyse limite avec une approche cinématique suivant [7].
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3.1 Présentation du problème

On considère une sphère creuse de volume Ω et de porosité p (Figure 2) soumise
sur sa surface externe ∂Ω à un champs de vitesse de déformation homogène:

v(x) = D.x, ∀x ∈ ∂Ω

avec v le champ de vitesses et D le tenseur de taux de déformation macroscopique
imposé.

Figure 2: Cellule considérée pour l’analyse limite du monocristal poreux

Cette sphère est constituée d’une matrice monocristalline obéissant à la loi de
Schmid régularisée. Dans la suite, nous illustrons notre démarche dans le cas
particulier de monocristaux de symétrie cubique avec une cission critique égale sur
tous les systèmes τ c

0 . Il faut cependant noter que l’approche proposée est applicable
au cas de monocristaux avec plusieurs familles de systèmes de glissement. Ce cas
n’est pas détaillé ici mais sera illustré dans la Section 5.

3.2 Critères proposés

3.2.1 Critère quadratique

En adoptant une régularisation quadratique de la loi de Schmid (n = 2), le
problème obtenu est un cas particulier de l’étude de [4] sur l’extension du modèle
de Gurson à une matrice anisotrope obéissant au critère orthotrope de Hill. Ce
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modèle peut donc être utilisé, en première approximation, pour décrire la surface
de plasticité d’un monocristal poreux. Il s’écrit(√

Σ : M : Σ
τ c
0

)2

+ 2p cosh
(
κ

Σm

τ c
0

)
− 1− p2 = 0 (2)

avec Σ le tenseur des contraintes macroscopiques et Σm = 1
3tr Σ. M est un

tenseur de symétrie cubique lié à l’anisotropie plastique du monocristal et κ un
coefficient d’anisotropie pour la partie hydrostatique du critère. Il a été montré
que ce critère est insuffisant pour décrire correctement l’ensemble de la surface
de plasticité du monocristal [8].

3.2.2 Critère généralisé

En se fondant sur la forme du critère anisotrope proposé par Benzerga et Besson
[4], qui correspond à une régularisation particulière de la loi de Schmid, nous
en proposons une généralisation phénoménologique. Celle-ci est obtenue à l’aide
de l’analyse limite pour deux chargements particuliers (purement déviatorique
et purement sphérique) en considérant un ordre de régularisation n de la loi de
Schmid arbitrairement grand. Pour le chargement déviatorique, l’analyse a été
effectuée en considérant un champ de vitesses de déformation uniforme au sein de
la sphère. Ceci correspond au modèle de Taylor en plasticité. Ce modèle simple
peut convenir a priori pour les faibles porosités. Pour le chargement hydrostatique,
l’analyse limite a été menée en adoptant comme champ d’essai le champ de
vitesses correspondant à une dilatation isotrope de la sphère. Ceci permet de
déterminer la valeur du coefficient d’anisotropie κ affectant la partie sphérique du
critère. Le critère généralisé que l’on propose s’écrit [8](

(
∑

k |σ : µk|n)
1
n

τ c
0

)2

+ 2qp cosh
(
κ′

Σm

τ c
0

)
− 1− (qp)2 = 0 (3)

q ≥ 1 est un paramètre heuristique introduit par Tvergaard [9]. Il permet d’ajuster
la valeur de la porosité lorsque le critère est utilisé pour des microstructures autres
que la sphère creuse (microstructures périodiques notamment). Ce paramètre est
le seul coefficient ajustable du critère.

4 Calculs numériques
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Figure 3: Cellule unitaire de la microstructure périodique

4.1 Présentation du problème

La cellule unitaire de la microstructure est un cube contenant un vide sphérique
(Figure (3)).
Le problème local à résoudre sur cette structure consiste donc à déterminer le
champ de taux de déplacements v tel que

ε̇ = 1
2(grad v + Tgrad v)

σ̇ = C : (ε̇− ε̇p)

div σ̇ = 0

v(x) = D.x + v′(x), v′ périodique

σ̇.n anti-périodique

(4)

où D est le champ de taux de déformation moyen imposé et n le vecteur normal
à la surface de la cellule. La méthode FFT a été mise en œuvre pour résoudre
ce problème. Pour déterminer la surface de plasticité, le chargement est piloté
en déformation en imposant la direction de la contrainte macroscopique comme
décrit dans [5].

4.2 Méthode FFT

La méthode FFT consiste à introduire un milieu de référence homogène de tenseur
d’élasticité C0 et de réécrire le problème initial sous la forme

σ̇(x) = C0 : ε̇(x) + τ̇ (x), ∀x ∈ Ω
τ̇ (x) = (C−C0) : ε̇(x)−C(x) : ε̇p(x)
div (σ̇(x)) = 0

(5)
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A un instant donné, il correspond donc à un problème d’élasticité homogène avec
un champ de polarisation τ̇ (problème de type thermoélastique). Dans l’espace
de Fourier, sa solution s’écrit

ˆ̇ε(ξ) = −Γ̂
0
(ξ) : ˆ̇τ(ξ), ∀ξ 6= 0 et ˆ̇ε(ξ = 0) = D (6)

avec Γ0 l’opérateur de Green du milieu de référence. Le champ de polarisation τ̇
est lui-même fonction du champ de taux déformation solution ε̇ (5). Ce problème
peut se résoudre par une méthode de point fixe [5]. Des version “accélérées” de
cet algorithme ont également été proposées [10, 11]. Dans cette étude, nous avons
mis en œuvre la méthode proposée par Eyre et Milton [10]. Afin de résoudre
le problème d’élastoplasticité, un schéma d’intégration temporelle des équations
constitutives est nécessaire.

4.3 Calcul élastoplastique

On cherche à déterminer numériquement la contrainte d’écoulement plastique de
la cellule monocristalline poreuse. Cette contrainte d’écoulement correspond à la
contrainte maximale supportable par le monocristal poreux. Pour une direction
de chargement donnée, elle est obtenue en résolvant de manière incrémentale le
problème d’élastoplasticité parfaite (pas d’écrouissage) jusqu’à ce que la contrainte
macroscopique n’évolue plus (σ̇ = 0). En pratique, nous avons utilisé le critère
∆σ̄/σ̄∆ε̄ < 10−3. Pour chaque incrément de déformation, la méthode FFT est
utilisée pour déterminer les champs solutions (ε,σ) au sein du monocristal.

4.3.1 Intégration de la loi constitutive élastoplastique

A un instant donné tn et en chaque point de la cellule unitaire, on suppose
connu l’état de contraintes σn et l’on impose un incrément de déformation
totale ∆ε. On cherche à déterminer le nouvel état de contraintes σn+1 ainsi
que l’incrément de déformation plastique ∆εp. L’approche classique consiste à
supposer que l’incrément de déformation est purement élastique puis à projeter
l’état de contraintes obtenu sur la surface de plasticité, si ce dernier n’est pas
plastiquement admissible. En introduisant le prédicteur élastique σ̂

σ̂ = σn + C : ∆ε, (7)
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la loi de comportement élastoplastique incrémentale conduit à

σn+1 = σ̂ −C : ∆εp. (8)

Le terme C : ∆εp est appelé correcteur plastique. La loi de Schmid définissant
une fonction seuil f multi-critères, l’incrément de déformation plastique ∆εp

obéit à la règle de normalité généralisée

∆εp =
∑

k

λk
∂fk

∂σ
(σn+1) =

∑
k

λk µk, λk ≥ 0. (9)

Des méthodes ont été proposées pour résoudre ce problème en déterminant les
systèmes de glissement actifs de manière combinatoire [12, 13]. On propose ici
une autre méthode de résolution en le réécrivant sous la forme d’un problème de
minimisation.
L’état de contrainte σn+1 est solution du problème défini par (1), (8) et (9). En
introduisant la fonction g(σ) telle que

−∆εp =
∂g

∂σ
(σn+1) = C−1 : (σn+1 − σ̂), (10)

on établit que σn+1 est, de manière équivalente, solution du problème de minimi-
sation sous contraintes suivant min

σ
g(σ) avec f(σ) = 0,

g(σ) = 1
2(σ − σ̂) : C−1 : (σ − σ̂).

(11)

En effet, au point minimisant g, ∇g= −∆εp est orthogonal à la surface de
plasticité définie par f(σ) = 0. C’est donc l’état de contrainte solution σn+1.
La fonction f étant un multicritère, il en découle K contraintes d’inégalité

fk(σ) ≤ 0, k = 1, . . . ,K. (12)

Le problème de minimisation s’écrit donc également (conditions de Karush-Kuhn-
Tucker) 

min
σ
L(σ, λk) avec λk ≥ 0 et λk fk(σ) = 0, ∀k

L(σ, λk) = g(σ) +
∑

k

λkfk(σ).
(13)
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4.3.2 Algorithme de gradient projeté

Pour résoudre le problème de minimisation (13), on se propose d’utiliser l’algorithme
de minimisation sous contraintes linéaires proposé par Rosen [14]. Les contraintes
linéaires sont

S = {σ : µk − τ c
k ≤ 0, k = 1, . . . ,K} (14)

S est donc un polyèdre dans l’espace des contraintes déviatoriques (espace de
dimension 5). Partant d’un état de contraintes σ0 sur une face du polyèdre
correspondant au système de glissement k (Figure 4), le gradient de g en σ0 est

∇g(σ0) =
∂g

∂σ
(σ0) = C−1 : (σ̂ − σ0) (15)

Figure 4: Illustration en 2D de l’algorithme de Rosen [14].
Le polygône correspond à la surface de plasticité définie par les fonctions seuil
des différents systèmes de glissement : fk = σ : µk − τ c

k = 0. L’élasticité étant
isotrope, le gradient ∇g(σ) est colinéaire à σ̂ − σ.
A l’itération 1, le minimiseur de g(σ0− γPk∇g(σ0)), γ ≥ 0, (point jaune) n’est
pas sur la surface de S (Cas 2) et σ1 est le dernier point sur la surface de S
dans cette direction. A l’itération 2, le minimiseur est sur la surface de S, c’est
la solution cherchée σn+1.

La projection Pk∇g(σ0) de ce gradient sur le plan µk donne la direction pour
minimiser g tout en restant sur S. Deux cas doivent être considérés :

• Cas 1 : Le minimiseur de g(σ0 − γPk∇g(σ0)), γ ≥ 0, appartient à la
surface de S. C’est alors l’état de contraintes solution σn+1.
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• Cas 2 : Le minimiseur de g(σ0−γPk∇g(σ0)), γ ≥ 0, n’appartient pas à la
surface de S. Il faut alors considérer l’état de contraintes correspondant au
dernier point de la demi-droite σ1 = σ0−γ∇g(σ0)), γ ≥ 0, qui correspond
à l’activation d’un nouveau système de glissement. Pour l’itération suivante,
on effectue alors le même procédé, avec cette fois les projecteurs Pk′

correspondant à tous les systèmes de glissement actifs k′.

Une illustration de cet algorithme en 2D est donnée sur la Figure 4 dans le cas
d’une élasticité isotrope.

5 Résultats et discussion

Afin d’évaluer le critère analytique que nous avons proposé, nous avons effectué
des comparaisons avec des calculs numériques par FFT sur une cellule unitaire
cubique contenant un trou sphérique. Nous avons considéré un état de chargement
axisymétrique dans le repère macroscopique (e1, e2, e3)

Σ = σ [e1 ⊗ e1 + η(e2 ⊗ e2 + e3 ⊗ e3)] (16)

en considérant différentes orientations cristallines et en faisant varier le paramètre
de chargement η de −0.5 (chargement déviatorique) à 1 (chargement hydrosta-
tique).
Deux types de structure cristalline sont étudiées : cubique à faces centrées (CFC)
et hexagonal compact (HC). Ce choix est motivé par le fait que de nombreux
alliages métalliques d’usage courant se présentent sous ces formes (CFC : Al,
Cu etc. et HC : Ti, Mg, Zn, etc.). Par ailleurs, le cas de la structure cubique
centrée (CC) est proche, du point de vue de l’anisotropie, de la structure CFC.
Les conclusions pour cette dernière seront donc valables pour la structure CC.
Les structures CFC et HC présentent une anisotropie plastique très différente : dans
le cas de la structure cubique, il n’y a qu’une famille de systèmes de glissement
(plans octaédriques) avec la même cission critique, alors que pour la structure
hexagonale, il existe différentes familles de systèmes de glissement avec des
cissions critiques distinctes. Dans ce dernier cas, l’anisotropie est en grande
partie contrôlée par les rapports des cissions critiques entre les différentes familles.
Pour cette structure, nous avons considéré trois types de glissement : prismatique
(Pr), basal (Ba) et pyramidal (Pyr) avec des rapports de cission représentatifs des
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alliages de titane [15]

τ c
Ba/τ

c
Pr = 5 τ c

Pyr/τ
c
Pr = 8 (17)

Le paramètre q de notre critère a été déterminé afin de minimiser l’écart avec les
résultats numériques pour l’ensemble des orientations cristallines et des types de
chargement considérés. Nous avons obtenu q ' 1.9 pour le cristal CFC et q ' 2.2
pour le cristal HC. Pour une porosité allant de 1% à 10%, nous avons constaté que
le paramètre q peut être considéré constant. Les résultats pour différentes valeurs
du paramètre η sont représentés dans le triangle standard des structures cubique
et hexagonale pour une porosité de 1% (Figures 5 et 6). Pour chaque valeur de η
considérée, cette représentation indique la valeur de la contrainte d’écoulement
plastique normalisée (σ/τ c

0 pour le cubique et σ/τ c
Pr pour l’hexagonal) pour

différentes orientations de l’axe de chargement par rapport au repère du cristal
Les comparaisons avec les résultats numériques montrent que le critère proposé
reproduit correctement la dépendance à l’orientation cristalline de la contrainte
d’écoulement plastique. Pour la grande majorité des cas considérés, l’erreur
relative est inférieure à quelques pourcents. On note cependant que pour le cas de
la structure hexagonale, qui présente une forte anisotropie, une erreur maximale
de 15% est atteinte, pour η = 0.8, dans la zone du triangle standard correspondant
à la transition entre une contribution majoritaire du glissement prismatique et
une contribution majoritaire du glissement pyramidal. Une prise en compte de
l’anisotropie plastique dans le choix du champ de vitesses de déformation utilisé
paraît donc nécessaire. On peut noter par ailleurs que, du fait de la périodicité de
la microstructure, le calcul numérique pour le chargement hydrostatique conduit
à une petite variation de la contrainte d’écoulement avec l’orientation cristalline.
Au contraire, le critère proposé est indépendant de l’orientation cristalline pour le
chargement hydrostatique puisqu’il dérive de l’étude par analyse limite sur une
sphère creuse.

5 Conclusion

Ce travail constitue une contribution à l’étude du comportement des matériaux
cristallins poreux. A partir d’une version régularisée de la loi de Schmid, nous
avons dérivé par analyse limite un critère semi-analytique pour le monocristal
poreux.
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FFT Critère proposé Erreur relative

η = −0.5

η = 0

η = 0.8

η = 1

Figure 5: Contrainte d’écoulement plastique normalisée σ/τ c
0 pour le monocristal

CFC avec une porosité de 1%. Confrontation entre les résultats numériques par
FFT et le critère phénoménologique.

Pour tester la validité de ce critère, des calculs numériques sur des microstructures
périodiques ont été réalisés à l’aide de la méthode FFT. Deux structures cristallines
représentatives d’alliages métalliques courants ont été testées. Des calculs pour des
chargements axisymétriques ont été réalisés pour différents taux de triaxialité et
différentes orientations cristallines, de manière à caractériser l’anisotropie plastique
du monocristal poreux.
La confrontation entre le critère proposé et les calculs numériques conduit à une
bonne correspondance globale. Dans le cas d’une forte anisotropie plastique,
nos comparaisons montrent un moins bon accord à fort taux de triaxialité pour
certaines orientations. Ceci est vraisemblablement dû au champ test utilisé
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(dilatation isotrope).
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Figure 6: Contrainte d’écoulement plastique normalisée σ/τ c
Pr pour le monocristal

HC avec une porosité de 1%. Confrontation entre les résultats numériques par
FFT et le critère phénoménologique.


