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Résumé :

Dans cette communication, nous établissons une étude mathématique sur la sensibilité paramétrique des
modéles d’ordre réduit (ROM) par la méthode de la décomposition orthogonale aux valeurs propres. Nous
nous intéressons plus particulicrement aux équations de Navier-Stokes pour un écoulement fluide bidi-
mensionnel et incompressible. Nous présentons aussi une comparaison avec des simulations numériques
pour la configuration d’un écoulement instationnaire dans un canal autour d’un cylindre circulaire.

Abstract :

In this communication, we establish a mathematical result on the parametric sensitivity of the reduced
order model (ROM) obtained by the proper orthogonal decomposition method (POD). In particular, we
are interested in the Navier-Stokes equations for a 2D incompressible fluid flow. Numerical simulations
of our result are done for the configuration of an unsteady fluid flow around a cylinder.

Mots clefs : Modéle d’ordre réduit ; POD ; Evolution paramétrique

1 Introduction

Les études des problémes aux limites en mécanique des fluides avec évolution paramétrique interviennent
dans différentes applications, comme ’étude de stabilité, ’optimisation de forme, le controle, les pro-
blemes inverses, etc...La résolution du systeme de Navier-Stokes paramétré complet peut étre tres coii-
teuse. Ainsi, depuis quelques années ces problémes sont approchés par des techniques de réduction de
modele (ROM) type POD par exemple. Le probleme qui se pose alors, est de trouver le moyen de
contréler I’évolution paramétrique dans ces modeles réduits. Il existe plusieurs algorithmes numériques
qui génerent un modele d’ordre réduit, adapté et sensible a d’éventuels changements des parametres
caractéristisques d’un écoulement fluide. Dans le cas ou la technique de réduction est la POD, nous
pouvons citer : L’algorithme numérique d’interpolation géométrique de modeles réduits a différentes
valeurs paramétriques [3]. L’algorithme itératif de Greedy qui enrichit une base POD calculée a une
certaine valeur paramétrique, en évaluant les erreurs obtenues a posteriori par projection orthogonale
de solutions associées a d’autres valeurs paramétriques [, 0].

Néanmoins, dans beaucoup d’applications comme par exemple les problémes de contrdle optimal [2], le
ROM est obtenu a partir d'une base POD de référence calculée pour une valeur déterminée du para-
metre. D’ot I'importance de déterminer au préalable une région de confiance d’'un modele ROM-POD
a un parametre donné, ou il approche le probléme complet & une précision fixée au préalable. Il est
important aussi de se poser la question. Comment augmenter la dimension du modele réduit, de ma-
niére a élargir la région de confiance sans que la réduction de modeles perde son sens ? Nous proposons
une réponse a ces deux questions dans le cadre des équations de Navier-Stokes pour un écoulement
fluide bidimensionnel et incompressible. Le parameétre de ces équations sera le nombre de Reynolds
décrit par la variation de la viscosité A € R™, pour une longueur et une vitesse de référence fixes.
Notre résultat principal démontre que 'erreur entre la solution du modele réduit par POD et celle du
probleme semi-discret en espace associé aux équations de Navier-Stokes, est contrdlée par la distance
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entre deux viscosités distinctes, multipliée par un terme qui décroit quand la dimension N du modele
réduit augmente.

2 Formulation du probleme

Notons, X = [L2(Q)]?, V = {v € [H}(Q)]?, divo =0} ol Q est un ouvert borné, connexe et lipschitzien
de R? et V}, un sous espace de V de dimension M. Soient A > 0, ug donnée dans V et f donnée dans
L .([0,4oc[, X). Pour simplifier, on supposera que Q = (0,1) x (0, 1).

Soient a, b et F; trois formes sur X respectivement bilinéaire coercive, trilinéaire et linéaire, définies
par :

— Yo, ve €V, a(v1,v9) = (Vvl,va)[Lz(Q)]4.

— Yui, va, v3 € V, b(v1,v2,v3) = (div(v1 @ v2),v3) -

- Yo eV, F(v)=(f(t),v)y.

(,) désigne un produit scalaire dans ’espace correspondant.

Nous notons C), la constante relative a la coercivité de la forme bilinéaire a, qui n’est autre ici que le
carré d'une constante de Poincaré.

Nous notons respectivement C, et Cj les bornes des formes a et b sur I'espace Vj, muni de la norme de
I'espace X. Nous considérons les équations de Navier-Stokes pour un écoulement fluide bidimensionnel
et incompressible données par leur formulation variationnelle :

<88u£’v>x +b(ua(t), ua(t),v) = =Aa (ur(t),v) + Fi(v) Yo eV

(ur(0),v) y = (ug,v)y Yv eV

Sous ces hypotheses, on démontre qu’il existe une unique solution globale des équations de Navier-Stokes
vérifiant : uy € C ([0, +oo, V) N L, ([0, +oo[, (HX(Q)PNV)), % e L2 ([0, +oo[, X) [1]

loc loc
L’approximation Galerkin des équations de Navier-Stokes dans V}, est donnée par :

t X

(uh(0),0) x = (uf,v)x YV EV,
Nous désignons par K une borne supérieure de ||u§|| +» sur un intervalle de temps T = (0,7"). Nous no-
tons (4p°),—y. et @ = (®3°),_; , respectivement les deux suites des valeurs propres et vecteurs
propres POD associées a une solution de référence u§0 sur l'intervalle de temps T. Nous supposons que la
base POD @0 est hilbertienne dans I'espace Vj, et orthonormale au sens du produit scalaire de I'espace
X. Nous nous intéressons a I’étude paramétrique du modele réduit par POD qui décrit I’évolution d’une

approximation iy y, () de uf(¢), dans le sous espace POD de référence dont la dimension est N << M.
Notre résultat principal est :

Résultat 1 I eziste deux suites (ff‘“(N))NZl Y et ( o (N)>N=1 Y décroissantes, telles que :
N A= ol
HU’K o oy < fO(N) + f;(’(N)T,

oti les termes générauz fi°(N) et f3°(N) seront explicités dans les sections suivantes.

Dans ce qui suit, nous donnons les grandes étapes de la preuve de ce résultat qui seront réparties selon
plusieurs sections : Dans la section 2, nous établissons des estimations a priori d’erreurs POD-Galerkin.
Dans la section 3, nous démontrons notre résultat principal. Dans la section 4, nous présentons des
simulations numériques par un code de volumes finis (code Saturne), pour un écoulement laminaire
autour d’un cylindre circulaire.
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3 Etude de I’approche POD-Galerkin pour un parametre fixe

M
< fLO(N), ot f{°(N) = C(Cp, Ca, Cyp, K, 00, T) > 11
n=N+1

Proposition 1 ‘uh — U
P Ao 0l par x)

Preuve. Dans tout ce qui suit, ngo désigne 'opérateur de la projection orthogonale sur le sous-espace
POD de dimension N.

2

2
h ~ ‘ N ~
uy — U U o, uh +2 HH uh — a4 .
‘ Ao T ol xy = Ao @M o[ o x) @ Mo Thol] pop xy
— |t =TI, ul ? =T Z Ao gt la partie négligée de Iénergie contenue dans la solution
Ao dro P Ao LQ(T X) - Mn p g g g
’ n=N+1
h
U)\O

2

vérifie I'égalité différentielle suivante :

HH‘VO o ™ o L2(T,X)

2
N _ h ~
_— ‘ Hq))‘OuAO - u)\O X

= b ((uh, — i) (), (), (R, — 0, ) 1)
b (2 (1), (h, = 80 ), (T, — g (1))
—doa ((uh, = xg) (1), (M, — ny) (1))

En utilisant les propriétés des deux formes a et b, et en appliquant une inégalité de Young, nous obtenons
les trois majorations suivantes :

b (1w, =) (0., 1), (o, =, ) (1)) <

0 (4], ~ 1) O+ 3 5, = ) 0] + ot (i, ) ]

—b (u/\o( ) (uﬁo - ﬁko) (t)v (HgAO ul/\lo - a/\o) (t)) <

Cokt (5 (s, = ) 0+ 5 | (M, = ) ) + ot | (Mg, = ) 0
et
_)\Oa(<u§0—ﬁ,\0) (t),(ngouko—ﬁAo) @) < A3203 ( ngAOUAO) H QH(HgmuAO aAO) (t)Hi

[t~ ) 0,

Par la suite,

(v, — m3eds,) )]

< (6C,K +1—2XC, H( Votth, = ng) (¢ H + (20K + X3C2)

2
HH@Ou’\O o]l

En intégrant sur un intervalle (0,¢) C T et par application du lemme de Gronwall, nous obtenons :

H (1551, — s, ) (t)Hi < exp[(6CHK + 1= 2X0Cp) ] (20K + NJC2) T f: o
n=N+1
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4 Etude paramétrique de I’approche (Galerkin par une base POD de
référence

4.1 Sensibilité paramétrique des solutions d’un probléeme semi-discret
associé aux équations de Navier-Stokes

Proposition 2 Nous fixons 8 un réel strictement positif, trés proche de zéro. Alors, Uapplication définie
par :
B 2
|2 +o0] — LX(TX)
A — ul

est localement lipschitzienne. Et d un voisinage de Ao, nous avons l’inégalité suivante :

2 ‘)\ )\0‘

H h h
LZ(TX) - Ao

Uy — Uy,

exp (4C, KT) — 1], ~v est un réel strictement positif qui vérifie : v = 5.
4Cy vy

Preuve. Notons w”(t) = (uﬁ — u’/{o) (t), qui vérifie le probléme variationnel suivant :

(jtwh v) +b(wh(t)7u§(t),v)+b(u§0,wh(t),v)+)\a<wh() ) (A=Xo)a (u/\o(t) v) = 0.

En remplacant v par w” (t), en utilisant les propriétés des deux formes a et b et en appliquant une inégalité

de Young, nous obtenons les trois majorations suivantes : —b (w”(t), ul(t),w"(t)) < C,K Hwh(t)H?X,
—b (u, (8), wh(1), wh(1)) < Cok [ (8)][% , et
2 C K
SN (), wh(6) - (A= Ao}l (0,0t (1) < A [ @)+ L[] o’

Sous les conditions imposées sur v dans I’énoncé de la proposition, nous pouvons démontrer que —2AC),+
v < 0. Par suite,

[

d | ni2

— l|lw <ACLK Hwh 13

a1 < acure [t
En intégrant sur un intervalle (0,¢) C T, et en appliquant le lemme de Gronwall, nous obtenons :

A — Aof?

|w" () H2 < TCQKQ)\—eXp (4CK 1) =,
0

4.2 Preuve du résultat principal

Lemme intermédiaire 1 Soit (9,,) v une base hilbertienne dans Vj, et orthonormale au sens du

n=1,...,

produit scalaire de Uespace X. On note ®, = (BL, ®2)". Nous définissons la fonction f, = (fL, f2)"
T2 T T2 1
falai, z2) :/o /0 O, (y1, y2)dyrdys et f2 (w1, 22) :/o ; O (y1, y2)dy1dysa.

M 1
Alors, Y I fallk < 5.
n=1

Preuve/ / n (Y1, y2)dy1dys = (¢n71[0x1]x[0x2]>L2(Q anHX—/ / ’ D@,y 10,2 Ox2]> ‘ drydy

= nZ::l ||fn||§( < /0 A H].[O,xl}x[oﬂm] <

dridzs.
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Preuve de notre résultat

2 2

iQ(T,X) +2 H (uﬁ ) Mg, (u ( A uiO)
2

h A h .
uy — U < 2 Hu —1U
H X Ao Iy = o Ao L2(T,X)

+2 HHV‘) ( A u};O) = (@ — i) L2(T,X)

— L’erreur POD-Galerkin Huf{o — Uy

0k =) - 03 (=)

En appliquant la formule de Green suivie de I'inégalité de Cauchy-Schwarz et en utilisant le fait que
ul € L2(T,[H?(Q)]2NV), il est clair que :

((uh = wh)0), @) == (Owadon (wh — ) (8), £20) -

est estimée par ff‘O(N ), d’apres la proposition 1.

llzz(T,x)

M
_ h h Ao
- Z “(u)\_u)\())@n)
1

2 2

L2(T,X) X‘ L2(T,R)

Aol <= [
est contolé par ——— Z H fre

M
A]OI“S, Z H (uﬁ - ugo’ (I):;O) L2(T,R) Ao N+1
n=

n=N+1

«

M
2
— L’erreur Galerkin HH‘V‘) (uﬁ - uﬁo) — (T ng — Uny) est controlée par Z H (uﬁ - uﬁo, @f‘bo)

n=N+1

L2(T,X) X

Ceci est démontré en réduisant le modele semi-discret décrivant I’évolution de (u N — uﬁo) (t), par pro-

jection sur le sous-espace POD de référence de dimension V.

4.3 Résultat heuristique : Précision sur le rythme de décroissance de
I’erreur ROM-POD en fonction de la régularité des solutions.

Sous les deux hypotheses de régularité des solutions u! € L?(T, [H2(Q2)]2 N V) et de la périodicité des

M M
2
modes POD, le reste H (u/\ uf{o, <I>)‘°) ’ est de 'ordre du reste E cn, de la série de
L2(T,R)
n=N+1 n=N-+1

Fourier de Fourier de ( uy uﬁo) (t), quand N devient proche de M. Nous obtenons alors, la majoration

suivante :

Proposition 3
2 A= ol

< fl =
oy S (V) +e(N) P2

Huﬁ — U
ot ¢(N) est de l'ordre de % , quand N devient proche de M.

5 Validation numérique

5.1 Configuration d’étude

Notre configuration d’étude (figure (1)), est I’écoulement instationnaire, de masse volumique p; =
1000kg/m3, dans un canal autour d'un cylindre circulaire de diametre D = 0.025m. La condition d’en-
trée au canal, est un écoulement plat dont la vitesse est égale & 0.004m/s. Des conditions de symétrie
sont imposées sur les deux murs paralléles du canal (I'y et I'y). Un flux nul est imposé a la sortie du canal.
Le Reynolds critique Reg associé a la viscosité de référence Ay est égal a 125 . Nous avons varié la visco-
sité \ pour avoir des calculs associés a des Reynolds variant dans I'intervalle [70, 180] discrétisé avec un
pas ARe = 5. Nous tragons I’évolution du logarithm de 'erreur paramétrique : in (Hu}}\ — Uxx H L2(T, X))

en fonction respectivement de In(|A — A|) et In(|Re — Rep|) pour un nombre de modes N fixe. Nous
obtenons les deux figures (2a) et (2b).

A partir de la figure (2a), nous retrouvons le comportement annoncé dans notre résultat concernant la
dépendance linéaire de 'erreur ROM-POD vis-a-vis I’évolution paramétrique.

2

L2(TR)’
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6 Conclusion

Dans cette communication, nous avons pré-
Iy senté des résultats mathématiques et numé-

X riques sur la sensibilité des modeles réduits
Entrée D : par POD/ des équatiorlls. de Navier—Stol.{es
” | pour un écoulement bidimensionnel et in-
10D @ on = 0| ible. N dé 4 I
| compressible. Nous avons démontré que ’er-
— 1 reur paramétrique du ROM-POD est contro-
> r : lée par la distance entre le parameétre X et ce-
2 J lui de référence \g. Nous avons obtenu aussi,
6D 20D une estimation a priori du rythme de décrois-
FIGURE 1 - Configuration d’étude sance de cette erreur en fonction du nombre

de modes : Ce rythme dépend de celui du

reste f5°(N). En plus, par un raisonnement
heuristique nous avons montré que la vitesse de décroissance de cette erreur est fortement liée a la
régularité des solutions : Pour une régularité de type u} € L*(T,[H™(Q)]2NV), le taux de décroissance
de lerreur du ROM-POD est de I'ordre de ﬁ lorsque N devient proche de M.
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In(lp—p ) ) i - I((ResReg])
(a) (b)

FIGURE 2 — (a) : Evolution de In (Hu’i - @AJ\OHLQ(T X)) en fonction de In(|A — Ag|), pour N fixe (ligne

pointillée) et erreur théorique (ligne verte). (b) : Evolution de In (Huﬁ — Uz, HLZ(T X)) en fonction de

In(|Re — Regl), pour N fixe (ligne pointillée) et erreur théorique (ligne verte).
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