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Résumé :

La réponse mécanique des matériaux hétérogènes est étroitement liée à leur micro-structure. Aujour-
d'hui, la Corrélation Volumique (CV) permet d'accéder à des mesures de champs de déplacement volu-
miques aux échelles souhaitées. Dans une approche globale, l'utilisation de fonctions de forme éléments
�nis (EF) pour l'interpolation du champ de déplacement (EF-CV) permet un lien direct entre mesures
et simulations. Cependant, associée à une discrétisation 3D, l'utilisation d'une telle méthode peut me-
ner à un temps de calcul excessif. Pour éviter ce problème, ce travail propose d'appliquer une méthode
basée sur la Proper Generalized Decomposition (PGD) multigrille au problème de CV. Le champ de
déplacement inconnu est alors approximé sous une forme séparée avec des produits de fonctions 1D,
réduisant ainsi la complexité numérique. Les résultats montrent que la méthode proposée réduit le temps
de calcul tandis qu'elle préserve les avantages d'une approche EF-CV (incertitudes, lien essais/calculs).

Abstract :

The mechanical response of heterogeneous materials are closely related to their micro-scale features.
Today, Digital Volume Correlation (DVC) is being successfully applied for volumetric displacement
�eld measurements at the desired scales. The use of FE shape functions for the displacement �eld
interpolation (FE-DVC) allows a direct link between measurements and simulations. However, this
method may lead to prohibitive computational cost associated with a 3D discretization. To circumvent
this issue, this work proposes to use a multigrid Proper Generalized Decomposition (PGD) approach to
the DVC problem. The unknown displacement �eld is then approximated in a separated form as products
of 1D functions only, reducing the numerical complexity. Results show that the proposed method reduces
the computational cost while it preserves the advantages of standard FE-DVC.

Mots clefs : Corrélation Volumique ; Proper Generalized Decomposition ; Mesure de

champs cinématiques

1 Introduction

Aujourd'hui, les matériaux hétérogènes sont utilisés dans plusieurs domaines en ingénierie. Leur ré-
ponse mécanique étant liée à leur micro-structure, des mesures 2D peinent à fournir des informations
su�santes pour établir un lien cohérent avec les simulations (3D avec des conditions aux limites com-
plexes à modéliser). Ainsi, des mesures de champs de déplacements volumiques aux échelles souhaitées
représentent une étape importante lors de l'identi�cation des lois constitutives.
La Corrélation Volumique (CV) [2] est une extension en 3D de la Corrélation d'Images Numérique
(CIN) [19]. Cette méthode permet de mesurer le champ de déplacement dans un solide soumis à un
chargement quelconque, en comparant deux images 3D texturées (la texture peut être naturelle ou
arti�cielle). Ces images volumiques peuvent être obtenues par des techniques comme l'IRM ou la to-
mographie. On trouve dans la littérature des applications à plusieurs types de matériaux, comme de
l'os trabéculaire [2, 3], du bois [6] et des matériaux granulaires [12, 17].
Dans une approche globale de la CV, le champ de déplacement recherché peut être interpolé par
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des fonctions de forme éléments �nis (EF-CV) [4, 18]. Cela permet un lien direct entre mesures et
simulations, représentant un outil intéressant pour l'identi�cation des lois constitutives. Cependant,
l'utilisation de maillages 3D très �n et/ou des grandes régions d'intérêt peuvent limiter l'application
de telles méthodes, du fait de l'augmentation du temps de calcul.
En mécanique numérique, la méthode Proper Generalized Decomposition (PGD) [1, 11] a été utilisée
pour approximer la solution de problèmes faisant intervenir un grand nombre de degrés de libertés
(DDL). Elle consiste à approximer la solution d'un problème de dimension N par une somme de pro-
duits de fonctions de dimension k, avec k < N . Les problèmes traités concernent par exemple des
problèmes espace-temps [10], des simulations stochastiques [13], des modèles 3D-spatial [5] et homogé-
néisation numérique [7].
Plus récemment, la PGD a été utilisée pour accélérer le temps de calcul lors de la mesure haute réso-
lution de champs de déplacement 2D [14]. Le champ cinématique recherché est approximé comme une
somme de produits de fonctions 1D, ce qui réduit la complexité numérique associée à une approche
EF-CIN. Cette nouvelle méthode (PGD-CIN) réduit le temps de calcul tandis qu'elle préserve les avan-
tages d'une approche EF-CIN, comme la réduction des incertitudes de mesure et le lien entre essais et
calculs.
Le travail présenté ici consiste à étendre la méthode PGD-CIN pour la mesure de champs de déplace-
ment volumiques (PGD-CV). De plus, une nouvelle approche multigrille est proposée, a�n d'utiliser des
discrétisations di�érentes sur chaque terme de l'approximation PGD. Cela améliore la convergence et
évite les minima locaux, ce qui est particulièrement utile lorsque les déplacements sont importants au
regarde de la taille des éléments. La méthode est appliquée à des cas arti�ciels et réels, et les résultats
sont comparés à des mesures EF-CV a�n d'analyser les incertitudes de mesure et les temps de calcul.

2 La méthode PGD-CV

La PGD utilise essentiellement une représentation séparée d'une fonction multi-dimmensionnelle quel-
conque F (x1, x2, ..., xn). Il s'agit d'une approximation de cette fonction par une somme �nie de produits
de fonctions de dimension inférieure à n :

F (x1, x2, ..., xn) ≈
k∑
i=1

f i1(x1) · f i2(x2) · ... · f in(xn) (1)

Les dimensions séparées peuvent être, par exemple, de variables espace-temps [11], des variables sto-
chastiques [13], des paramètres et des variables spatiales [15], et aussi des dimensions spatiales [5, 14].
La méthode a été utilisée récemment pour la mesure de champs de déplacement 2D par CIN [14]. Dans
ce cas, l'utilisation des fonctions 1D réduisent la complexité numérique, associée à la discrétisation
éléments �nis. En étendant cette méthode à la CV (avec des champs 3D), le champ de déplacement
recherché peut être écrit comme :

u(x, y, z) =

 u(x, y, z)
v(x, y, z)
w(x, y, z)

 ≈
m∑
i=1

 uxi (x) · uyi (y) · uzi (z)
vxi (x) · vyi (y) · vzi (z)
wxi (x) · wyi (y) · wzi (z)

 (2)

d'où le groupe de fonctions ux, uy, uz, vx, vy, vz, wx, wy, wz sont inconnues a priori. En utilisant un
algorithme glouton, le champ de déplacement à l'itération m est :

u(x, y, z) =
m−1∑
i=1

 uxi (x) · uyi (y) · uzi (z)
vxi (x) · vyi (y) · vzi (z)
wxi (x) · wyi (y) · wzi (z)


︸ ︷︷ ︸

u0(x,y,z)

+

 uxm(x) · uym(y) · uzm(z)
vxm(x) · vym(y) · vzm(z)
wxm(x) · wym(y) · wzm(z)


︸ ︷︷ ︸

δu(x,y,z)

(3)

où δu est composée des fonctions inconnues à l'itération actuelle m. L'idée est donc d'utiliser cette
décomposition du champ de déplacement au sein de la formulation CV [2]. La CV consiste à retrouver
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le �ux optique entre une séquence d'images volumiques. En pratique, on écrit la conservation de la
luminance [9] :

f(x) = g (x + u(x)) (4)

où f(x) est l'image de l'objet au repos, g(x) est l'image de l'objet sous charge et x la position d'un
point dans l'image. Ce problème étant mal-posé, on cherche plutôt à minimiser (4) sur toute la région
d'intérêt - ROI (Ω) :

Φ2 =

∫
Ω

[f(x) − g(x + u(x))]2 dx (5)

En utilisant l'approximation PGD du champ de déplacement, la meilleure correction u− u0 minimise
(5). Après une linéarisation (par développement de Taylor) et di�érentiation de (5) par rapport au
groupe de fonctions 1D ux, uy, uz, vx, vy, vz, wx, wy, wz, on obtient un système non-linéaire composé
de neuf formulations variationnelles couplées. En rassemblant les fonctions dépendantes de la même
dimension, on écrit ce système comme :

∫
z
γ? ·A(z) · γ dz =

∫
z
γ? ·B(z) dz (6)∫

y
β? ·C(y) · β dy =

∫
y
β? ·D(y) dy (7)∫

x
α? ·E(x) · α dx =

∫
x
α? · F(x) dx (8)

avec

γ =

 uzm
vzm
wzm

 β =

 uym
vym
wym

 α =

 uxm
vxm
wxm


où A(z),B(z),C(y),D(y),E(x),F(x) sont des opérateurs symétriques et des vecteurs ne dépendant
que d'une dimension. Ce système (6)-(8) peut être résolu avec un algorithme de point �xe, en utilisant
des méthodes numériques comme les éléments �nis. Ainsi, seuls des maillages 1D sont nécessaires, ce
qui réduit la complexité numérique associée à un calcul classique EF-CV (impliquant un maillage 3D).

2.1 L'approche multigrille

La présence de grands déplacements (comparés à la taille des éléments) peut mener à une non-
convergence de l'algorithme CV. Ceci est associé à la linéarisation via le développement de Taylor.
Une stratégie multigrille est, par conséquent, habituellement utilisée pour contourner ce problème
[4, 16, 8].
L'idée consiste à utiliser une ou plusieurs grilles grossières sur chaque terme de la décomposition PGD,
de façon à augmenter la taille des éléments et à lisser la texture. Le rapport entre déplacements et taille
des éléments reste ainsi faible, et le développement de Taylor peut être utilisée. Une représentation des
images ainsi que des maillages utilisés (pour 4 grilles grossières) sont présentés sur la Figure 1.

3 Application : compression d'un os trabéculaire

L'application présentée concerne la mesure de champs cinématiques volumiques dans un os trabéculaire
soumis à de la compression. Ce cas a été traité dans [3] où la mesure du champ de déplacement et
de déformation est réalisée avec une méthode EF-CV. L'éprouvette d'os bovin testé mesure 40mm x
20mm x 20mm. Le réseau trabéculaire est ici utilisé comme texture pour la CV (voir Figure 2a). Les
images, de 256 x 152 x 256 voxels, ont été obtenues par micro-IRM.
Le champ de déplacement mesuré (selon la direction y) avec la méthode proposée est visualisé sur
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Figure 1 � Représentation de l'approche multigrille PGD, en utilisant une RDI de 80x80x80 voxels
et taille des éléments de 10 voxels sur chaque direction.

la Figure 2b. Le résultat est comparé avec une méthode classique EF-CV (Figure 2c). Les champs
mesurés à l'aide des deux méthodes sont comparables. De plus, une analyse d'incertitude avec les deux
méthodes a été menée (suivant [4]). Cette dernière est basée sur le calcul de l'incertitude de déplacement
normalisée < σu > et de l'erreur de déplacement moyen < δu >. Les résultats sont présentés sur la
Figure 3a. Cette �gure indique que les champs mesurés ont une résolution sub-voxel.
En ce qui concerne la méthode multigrille, la Figure 3b montre que telle méthode s'impose lorsque
de grands déplacements sont présents. Dans ce cas, en utilisant 15 voxels par élément, la convergence
de l'algorithme CV n'était par exemple pas possible sans l'utilisation de la méthode multigrille. La
Figure 3c propose une comparaison du temps de calcul obtenu avec chaque méthode, en fonction du
nombre d'inconnues. La méthode PGD-CV permet bien une réduction du temps de calcul par rapport
à la méthode EF-CIV, lorsque l'on utilise un maillage plus �n (et donc lorsque le nombre d'inconnues
augmente).

0

100

200

255

(a) (b) (c)

Figure 2 � Application : compression d'un os trabéculaire. (a) Image de référence (niveaux de gris)
de l'os trabéculaire, obtenue en micro-IRM. La ROI est composée de 90 x 170 x 110 voxels ; (b)
déplacement mesuré (voxels) dans la direction y avec la méthode PGD-CV et (c) avec la méthode
EF-CV.

4 Conclusions

Dans cet article, une approche PGD est utilisée pour la mesure de champs cinématiques volumiques par
CV. Cette méthode utilise une représentation séparée du champ de déplacement, impliquant seulement
des fonctions 1D. Le remplacement des maillages 3D utilisés par des méthodes classiques comme EF-
CV par des maillages 1D, conduit à la réduction de la compléxité numérique. De plus, une nouvelle
stratégie multigrille basée sur la PGD est développée. Il s'agit d'utiliser plusieurs grilles grossières a�n
d'éviter les problèmes de minima locaux et améliorer la convergence de l'algorithme CV.
Une application réelle a été analysée avec des images IRM de la compression d'un os trabéculaire. Les
résultats ont été comparés avec la méthode EF-CV et montrent que la méthode PGD-CV maintient
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(a) (b)

(c)

Figure 3 � (a) Analyse d'incertitude en utilisant les deux méthodes, associée à des déplacements
imposés ; (b) Critère de convergence en fonction des itérations. L'utilisation de la méthode multigrille
permet la convergence de l'algorithme CV ; (c) Temps de calcul de chaque méthode en fonction du
nombre d'inconnues.

les basses incertitudes tout en réduisant le temps de calcul. De plus, la méthode multigrille a été
déterminante pour la convergence de l'algorithme lorsque l'on souhaite réduire la taille des éléments
et lorsque des grands déplacements sont impliqués.
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